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Capitulo 1

Ecuaciones hiperbdélicas

Las ecuaciones de tipo hiperboélico estan asociadas a problemas de tipo
oscilatorio, como el problema de la vibracion de una cuerda, la vibracion de
membranas, propagacion de ondas electromagnéticas, etc.

En este tema, estudiaremos distintos problemas asociados a ecuaciones
de tipo hiperbdlico.

1.1. Ecuaciéon de ondas unidimensional

Comenzaremos estudiando la ecuacién de ondas unidimensional,

*u 0%

Veamos como es posible resolver esta ecuacion mediante el método de
d’Alembert. Se introducen las variables

& = x—at,
= x+at.



Teniendo en cuenta que
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la ecuacion (1.1]) queda
Pu (1.2)
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La solucion de la ecuacion (1.2) es

u = /w(g) d§ + 02(n) = 01(&) + 02(n) ,

donde 6; y 6, son funciones arbitrarias. La solucion en funciéon de las variables
x y t, queda
u(z,t) =01 (z — at) + 62(x + at) . (1.3)

A la solucion (1.3) se le llama solucidn de d’Alembert para la ecuacion de
ondas.

La solucién
uy = 01(x — at) ,

representa una onda que se propaga en el sentido positivo del eje OX a una
velocidad a. Anélogamente, la solucion

U = 91(1’ + (lt) s

representa una onda que se propaga en el sentido negativo del eje OX a una
velocidad a.

1.2. Problema de la cuerda ilimitada

Pretendemos hallar una funcion u(z,t) € C*(R), que sea solucion del

problema
Pu 0%

oz Vg TER
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con las condiciones iniciales

(e, 0) = pole) . To(w,0) = ()

donde ¢g(z) es una funcion C*(R) y () es C1(R).
Se supone que la solucién buscada es de la forma
u(z,t) =01 (z — at) + 62(x + at) ,

y se impone que 0, y 05 sean tales que se satisfagan las condiciones iniciales

u(z,0) = 01(z) + 02(z) = @o(x) , (1.4)
W) = ~a(ti(x) ~ 64(e) = o1(a) (1)

Integrando la ecuacion ([1.5)) respecto de x,
1 [ o
0

Usando la ecuacion (1.4), se llega a que

1 1 [* .. C
1 r M~ o, C
0w = e+ [ e@a-5.
con lo que la soluciéon buscada es
1 T+at . .
u(z,t) = 3 (po(z —at) + po(x + at)) + %/ 01(2)dz (1.6)
r—at

que es la solucion de d’Alembert para la cuerda infinita.

Ejemplo 1.1 Obtener la solucion del problema

Ou_ & <x <+ O<t<+
—=— —0 <z 00 00
ot? ox?’ ’ ’
con las condicones
0
u(z,0) =0, a—:f(:zc,()):xe_gc2 , —00<x<+400.

Dibuja la forma de la solucion parat=1,t=2 yt =3.

Solucion: Hemos visto que la solucion de este problema es de la forma

1 ot 2 1 2 4
u(z,t) = 5/ ze % dz = Ze_(x_t) (=1+¢e*) .
T—t

El dibujo de la solucion en los tres instantes pedidos se presenta en la Figu-

ra [L 1.



Figura 1.1: Solucion de D’Alembert ent =1,t =2y t = 3.

1.3. Problema de la cuerda finita. Separacion
de variables

Consideremos ahora el problema de la vibracion de una cuerda de longitud
[, que se plantea del modo siguiente: buscar la solucion de la ecuacién

Pu 0%
W:a@,t>0, OSJJSZ, (17)
con las condiciones de frontera
u(0,t) = u(l,t) =0, (1.8)
y las condiciones iniciales
ou
u(z,0) = po(x) E(LO) =pi(x), 0<x<lI. (1.9)

Buscamos soluciones particulares de esta ecuaciéon con la siguiente estruc-

tura
u(z,t) = X(x)T(t) .

Este método para encontrar la solucién se denomina método de separacion
de variables.

Asi, la ecuacion (1.7 se escribe

d*T'(t)
dt?

o bien,

lT//(t) B X//(x)
a2 T(t)  X(x)




Esta igualdad se podra satisfacer solamente si los dos cocientes son iguales a
una constante

LT X"(x)

2T - X

o0 sea, se ha de cumplir

T'(t) + a*XT(t) =0,
X"(z)+ XX (z)=0.

Si imponemos las condiciones de frontera (1.8), tenemos
u(0,t) = X(0)T'(t) =0, u(l,t)=X{1)T(t) =0,
como T'(t) # 0, en general, se ha de satisfacer

X(0)=0, X(1)=0. (1.10)

Hemos de resolver pues el problema
X"(z)+ XX (x)=0, X(0)=0, X(1)=0. (1.11)

Este problema tiene la solucion trivial X (x) = 0, para cualquier A. Nos
interesa encontrar los valores de A para los cuales el problema tenga
soluciones no triviales. A estos valores A se les llama autovalores del problema,
y a las correspondientes soluciones, X (z), se les llama autofunciones. Un
problema del tipo (1.11)), se llama un problema de Sturm-Liouville.

Es facil ver que si A < 0 no existen soluciones no triviales del problema
de Sturm-Lioville. En el caso que A > 0, la solucién general de la ecuacion

X"(z)+ XX (z) =0,
es de la forma

X(z) = Cj cos (ﬁx) + Cysen (ﬁx) :

Imponiendo las condicones de frontera ((1.10)), se tiene el sistema

Ci1+C,0=0,
(Y cos (\/Xl) + Cy sen (\/Xl) =0,

que tiene soluciones no triviales si se cumple

1 0

cos (\/Xl) sen (ﬁl) = sen <\/Xl> =0.

10



Esta condicién se satisface si
VN =nr, n==41,+2...

con lo que los posibles autovalores del problema son

2
An:“—”) Cn—41.42.. (1.12)

y las correspondientes autofunciones
X, (z) = sen <nT7Tx) : (1.13)

Tomando el autovalor \,, hemos de obtener la solucion de
T"(t) + a*\,T(t) =0 ,

que es de la forma
t t
T.(t) = A, cos (m;a ) + B,, sen (m;a ) )

Por tanto, una solucion del problema (1.7 sera de la forma

un(z,t) = X, (2)To(t) ,

O sea,
un(:v,t) - ‘1n COS (nl ) sen (%l‘) + Bn sen <nl ) sen (nl‘ 33) )

Como la ecuacién de la cuerda es lineal v homogénea, cualquier
suma de soluciones del tipo w,(z,t) serd también solucion de la ecuacion.
Por construccion, las soluciones del tipo u,(z, t), satisfacen las condiciones de
frontera . Falta obtener la solucién que satisfaga las condiciones iniciales

9.

Suponemos, en principio, que la solucion se puede expresar como la serie

oty =3 (weos (“50) o+ Busen ("50) Jsen (55) L (11

n=1

y que las sucesiones A,, y B,, son tales que la serie converge uniformemente.
Entonces podemos calcular la derivada

ou = nra nmat nwat nmwT
T ;T <—Ansen( ; ) +Bncos( l )) sen (T) . (1.15)

11




Haciendo uso de las condiciones iniciales (1.9)), se tiene

wo(r) = ZA sen (mr:v) ,
e1(x) = Z B sen (TLlﬂ> :

Utilizando la propiedad de ortogonalidad,

/Ol sen (?) sen (m;m> dr = éénvm , (1.16)

llegamos a las expresiones para los coeficientes

2 [ nmT
A, = 7/0 sen <T> wol(z)dr | (1.17)
2 ! nmx
Bn = % ; sen (T) @1(1’) dx . (118)

Se puede demostrar que si po(x) € C3([0,1]) y satisface las condiciones

©0(0) = @o(l) =0, ¥p(0) =¢p(l) =0,

y ademas ¢;(z) € C*([0,1]) y satisface la condicion

901(0) = 801(” =0,

entonces la serie , donde los coeficientes A, y B, vienen dados por
las expresiones 1 y (1.18)), converge uniformemente, su suma admite
derivadas parciales contlnuas y es solucion del problema de la cuerda dado

por (1.7, (L.8) v (L.9).

Si las condiciones de regularidad de las condiciones iniciales, yo(z) €
C3([0,1]) y ¢1(z) € C%(]0,1]), no se satisfacen, se puede probar la convergencia
de la serie , pero puede que no existan las derivadas parciales de su
suma, y entonces se habla de soluciones generalizadas al problema de la
cuerda.

Ejemplo 1.2 Se pretende encontrar la solucion del problema de la cuerda
vibrante, fija en los extremos, con las condiciones iniciales

T 3mx
wo(r) = sen (T> + 0,5sen (T) :
p1(x) = 0.

12



Solucion: Como hemos visto, la solucion serd de la forma

- t t
u(z,t) = Z (An cos (m;a ) + B, sen (m;a >) sen (#) ,
n=1

donde

— %/l (sen <7TTx) + 0,5sen (#)) sen (#) dzx |
0

B, = 0.
Calculando las integrales, obtenemos que los inicos coeficientes no nulos son
Al - 1 5 Ag - 0,5 .

Ast, la solucion del problema serd
mat T 3mat 3Tw
u(x,t) = cos [ — | sen (—) + 0,5 cos sen [ — | .
l l l l
St tomamos | = 10, a = 1, tenemos
7t T 3t 3mx
u(z,t) = cos (E) sen (ﬁ) + 0,5 cos (1—0) sen (W) :

En la Figura mostramos la forma de la solucion para distintos ins-
tantes de tiempo.

Figura 1.2: Solucion de la cuerda vibrante libre para distintos instantes.

13



1.4. Vibraciones forzadas de una cuerda

1.4.1. Extremos fijos

Supongamos ahora que se tiene una cuerda fija en los extremos que se
somete a la accién de una fuerza exterior. La ecuacion que modeliza este
problema es de la forma

Pu 0%

con las condiciones de frontera
u(0,t) =u(l,t) =0, (1.20)
y las condiciones iniciales
ou
u(z,0) = po(x) E(:{;,O) =pi(x), 0<x<I. (1.21)

Para resolver este problema, se busca una solucién en forma de suma
u(z,t) = v(z,t) + w(z,t) ,
donde v(z,t) es solucion de la ecuacion no homogénea

0%v 0%*v
7 = a2@ + fla,t) (1.22)

que satisface las condiciones de frontera
v(0,t) =v(l,t) =0, (1.23)
y las condiciones iniciales
v(z,0) =0, v(x,0)=0, (1.24)
mientras que w(z,t) es solucion de la ecuacion homogénea

O*w 0*w
W = a2w s (125)

con las condiciones de frontera
w(0,t) =w(l,t) =0, (1.26)

14



y las condiciones iniciales
w(x,0) = po(z) , w(z,0)=p1(x) . (1.27)

Ya hemos visto que la solucion para w(z,t) es de la forma

- t t
w(z,t) = Z (An Ccos (m;a ) + B, sen (%)) sen (Zﬂ) ,
n=1

donde
A, = 2/l sen (W) (x) dx (1.28)
n I 0 I ®o 3 .
2 ! nmx
Bn = % ; sen <T) @1(1’) dx . (129)

Para encontrar la solucion v(z,t), supondremos que se puede escribir
€omo

v(x,t) = iTn(t) sen (Tllﬂ> , (1.30)

y entonces la ecuacion ([1.22)) se expresard como

nio:l (Té/(t) + @Tn(t)) sen <?> = f(x,t) . (1.31)

Supongamos que f(z,t) se puede escribir como un desarrollo en serie de
amplitudes, que son funciones de ¢ por las funciones espaciales que satisfacen
las condiciones de contorno, o sea,

)= 3 Atysen (7).

donde z )
fult) = %/o f(&,t)sen (#) di .

A partir de la ecuacion (1.31]), obtenemos las ecuaciones

n’m2a?

T'(t) + =

To(t) = fult), n=1,2,... . (1.32)

15



Para que se satisfagan las condiciones iniciales ([1.24]), basta exigir que
T,(0)=0, T.(0)=0. (1.33)

En efecto, usando ((1.30)) y (1.33)), se llega a que v(x,0) = 0, v;(x,0) = 0.

Para resolver las ecuaciones ([1.32)), primero obtenemos las soluciones ge-
nerales de las ecuaciones homogéneas

n’m2a?

L)+ =%

que son de la forma

(Tn(t>>h = ('} cos (nzat) + Cysen (m;at) .

Usando el método de variacion de las constantes tenemos que la solucion
general de la ecuacion no homogénea sera de la forma

T, () = Oy (t) cos (”m> + Co(t) sen (”Mt) , (1.34)

l l

donde C(t) y Cy(t) satisfacen las ecuaciones
t t
C1 cos (m;a ) + C sen (m;a ) =0

C| (_mlm sen (m;at)) + 4 (@ cos (m;at)) = fa(t) .

Resolviendo el sistema e integrando, obtenemos que

l t nmat
o =~ | fn(T)sen< >d7+K1,
[ ¢ nra
Cy(t) = ) fn(T)COS< T T> dr + K .

Sustituyendo en la ecuacion ((1.34) e imponiendo las condiciones iniciales

(1.33), se llega a que

o) = —— Otfn(T)Sen (w) dr, k=1,2....  (1.35)

nwa )

16



Por tanto, la solucion del problema de partida (1.19)), (1.20)), y (1.21]) se
expresa como

2:17 :wn(nﬂx)%-
5 ( (57 e (2) ) s (12) 3

n=1

donde los T,,(t) vienen dados por la expresion (1.35), y los coeficientes A, y
B,, por las expresiones ([1.28) y (1.29), respectivamente.

Se puede ver que si o(z) € C3([0,1]), p1(x) € C*([0,1]) y f(x,t) es con-
tinua, tiene derivadas parciales hasta segundo orden inclusive y para todo t,
cumple las condiciones f(0,¢) = f(I,t) = 0, entonces la serie solucion (|1.36)
converge uniformemente y su suma es la soluciéon del problema de la cuerda
forzada.

Ejemplo 1.3 Resolver el problema forzado

Pu  0*u N <7rx
= — +sen
o2~ Ox2 10

con las condiciones de frontera u(0,t) = u(10,t) = 0 y las condiciones ini-

ciales 5
T nr
u(zx,0) —sen<10> +O5sen( 10 ) , u(z,0)=0.

Solucion: Como se ha expuesto antes, se busca una solucion de la forma

),ogxgm,

u(z,t) = v(x,t) + w(x,t) .

En el ejemplo ya hemos visto que la solucion libre era

( t) _ 7t (71' ) 405 3t 3rx
w(x,t) = cos 10 sen 10 CoS T sen 10 .

La solucion v(z,t) es de la forma

ZT sen <n7rx) ,
10

T(x) = % /0 ' f(7) sen (%@‘T)) dr

17
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Como

2 10 Tz nwT R
fult) = 1—0/0 sen (1—0) sen (W) dz = 014 ,

se tiene que solo hay un T, (t) no nulo, que es

10 [* w(t—7) 200 o [t
Ti(t) = ?/0 sen (1—()) dr = 25 ) o

La solucion del problema serd
(2.1) — mt (7m> 405 3t 3mx
u(x, = cos 10 sen 10 ,b cos 10 sen 10
+200 9 (TN (mc)
= sen 50 sen o)

En la Figura mostramos la forma de la solucion para distintos ins-
tantes de tiempo.

Figura 1.3: Solucion de la cuerda vibrante forzada para distintos instantes.

1.4.2. Extremos moviles

Ahora consideramos el problema donde las condiciones de frontera no son
cero. Esto es, trataremos de resolver el problema

0%u 0%u

18



con las condiciones de frontera

uw(0,t) = u(t) , u(l,t) =ho(t) , (1.38)

y las condiciones iniciales
Ju
u(z,0) = po(x) , E(I’()) =¢i(z), 0<z<I. (1.39)

Lo primero que hay que hacer es obtener un problema con condiciones de
frontera nulas u homogéneas. Para ello, se introduce la funcién auxiliar

2(a,1) = (1) + (Walt) = a(0)) 5 (1.40)

que cumple

2(0,8) =n(t) . z(l,t) = to(t) -
Se busca una solucion del problema ([1.37)) de la forma
u(z,t) = v(x,t) + z(x,t) .

Asi, las condiciones de frontera que ha de satifacer v(x,t), son homogéneas,
o sea, v(0,t) = v(l,t) = 0.

Las condiciones iniciales serén
v(z,0) = u(x,0) — 2(z,0) = po(z) — ¥1(0) — ((¥h2(0) — 11(0))
vi(z,0) = @i(x) = ¥1(0) — (¥5(0) — ¥1(0))

= ¢o(x) ,

= () .

La ecuacion para la nueva funcion v(z,t) es de la forma

0*v 0*v
52 GQ@ + fi(z,y)

donde

X

Filw:t) = fla,t) =i (1) = (W (t) = (1) 7 -

Hemos pues reducido el problema de las oscilaciones de la cuerda forzada con
extremos moviles a un problema con condiciones de frontera homogéneas, que
ya hemos estudiado.

Ejemplo 1.4 Resolver el problema

0’u  0*u

o o VErEh )



con las condiciones de frontera
uw(0,t) =0, u(l,t)=t,

y las condiciones
w(z,0) =0, ux,0)=0.

Solucion: Introducimos la funcion auziliar

t
z(x,t) = Tx ,

y probamos una solucidn de la forma
u(z,t) =v(x,t) + — .

La ecuacion se escribe
v 0%
o2 0x?’
con condiciones de frontera homogéneas y las condiciones iniciales

v(x,0) =0, wv(x,0)= —% :

La solucion de este problema es de la forma

- t t
v(x,t) = Z <An cos (%) + By, sen (%)) sen (#) :
n=1

con A, =0y
2 [ 21(—1)"
B, = = [ sen (M) (-2) P )
nw Jo l [ n2m?
luego la solucion del problema inicial es
ot o= 20(—1)" nrt nwx
u(z,t) = Tt ; 5y Sel ( l ) sen (T) .

20



1.5. Solucién mediante Transformada de Lapla-
ce

Los problemas lineales en los que el tiempo varia entre 0 y +00, en general,
admiten una solucion formal haciendo uso de la Transformada de Laplace.
El que se obtenga una expresion cerrada para la soluciéon del problema de-
pendera de si es posible obtener la Transformada de Laplace inversa de una
cierta funcion.

Para utilizar el método de la Transformada de Laplace tenemos en cuenta
que si L [u(x,t)] = U(x, s), podemos escribir para las derivadas espaciales

ou d 0*u d?

y para las derivadas temporales

0%*u

L [‘9“] = sU(z,5) —u(z,0), L {@

o } = s*U(z,s) — su(z,0) — uy(z,0) .

(1.43)
Estas identidades permiten pasar de la ecuacion en derivadas parciales inicial
a una ecuacion diferencial ordinaria para U(z, s). Una vez resuelta la ecuacion
ordinaria, la solucion u(z,t) = L~ [U(z, s)]. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.5 Resolver la ecuacion

2 2
18u:8u (1.44)

2o 9x2
dado que
a) u(z,0) =0 cuando x > 0.
b) u;(7,0) = ze"« cuando x > 0.
c) u(0,t) =0 cuando t > 0.

d) u(z,t) = 0 cuando v — oo y t > 0.

Solucion: Tomando la Transformada de Laplace de la ecuacion y

usando las igualdades Y , se llega a la ecuacion

d? 2
——U(z,s) = s*U(z,s) —xe a ,

da?
21



cuya solucion general es de la forma

ST ST 6 % Qﬁ
U(z,s) = Aee + Be ¢ — i B :
=S o2

a2 52
donde A y B son constantes arbitrarias.

Haciendo uso de las condiciones de contorno se llega a que

2¢
A=0, B= “
) 2 22
(2 — %)
con lo que
2 2
2< so e a >
Ux,s) = e ¢ — T+
) 2 2\ 2 o2 2 o2 2
G- E\TE

Tomando la Transformada inversa de Laplace se llega a que

u(z,t) = % ((ct — ) cosh (Ct ; x) H(ct — 2) — cte™ s cosh (%))
+%(€$@+aﬁmh<%>—mwm(d;x)H@pﬂw>7

donde H(t) es la funcion paso de Heaviside.

1.6. Vibracion de una membrana rectangular

La ecuacion que modeliza las vibraciones de una membrana, es de la forma

Pu (82u O*u
=a

e 92 + 8_y2) , (z,y) €10,0;] x [0,15] . (1.45)
Suponemos que las condiciones de frontera son
w(z,0,t) =0, wu(x,lyt)=0, xz€0,l],
u(0,y,t) =0, u(l,y,t)=0, ye€[0,ls], (1.46)
y las condiciones iniciales
u(z,y,0) = po(z,y) , w(z,y,0)=ei(z,y) . (1.47)
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Se utiliza el método de separacidon de variables y se buscan soluciones de

la forma
u(z,y,t) = X(2)Y(y)T(1) .

La ecuacion ((1.45)) queda

d*T'(t)
dt?

x@v) = (t05 v +Tox@ L) |

o bien,

| e 2x LY
S eyt )y
a2 T X Y '

Se buscan soluciones de la forma

A>T 9
F—l—a ANT'=0,
d?X

@ =0
A’y

—+vY =0,
dy?

con A=+ v.
Imponiendo las condiciones de frontera (1.46)), se llega a que X e Y sa-
tisfacen las condiciones

X(0)=X(I) =0, Y(0)=Y(l)=0.

Razonando de igual modo a como se hace en el problema de la cuerda
unidimensional, se tiene que los posibles valores de p y v para que haya

solucion no trivial, son

2 2
nm mm
= E— s V. = _— s
“” ( I ) g ( I )
y, por tanto, los autovalores del problema son
2

n> m
Aom = T2 (EJFg) . n,om=12 ..., (1.48)

y las correspondientes autofunciones son,

&@m@:mcﬁ%mwﬁ). (1.49)

1
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Queda resolver la ecuacion

d*T 9
W%—a AT =0,

cuya soluciéon general es

T (t) = Ay cos (a )\n,mt) + By,m sen (a Anﬁmt> )

Por tanto, podemos escribir la solucién del problema de la membrana
rectangular como

u(z,y,t i i ( nmcos( Mt> + By m sen (a )\n,mt)) X

n=1 m=

X sen <@> sen <m7ry) : (1.50)
1 ly
la derivada

(x,y,1) Z Z < ar/ A, m) <An,m sen (a )\n,mt)
m=1
— By €OS (a )\n,mt» sen (%) sen (ml;ry) (1.51)

Utilizando las condiciones iniciales ((1.47)), se llega a que
l1
Apm = dx/ dy po(x,y) sen nre sen mry ,
’ l lQ ll 12

h nmwx mmy
Bym = d d se se .
’ llga\//\ / x/ yer(@y) n( L ) n< ly )

(1.52)

—

1.7. Vibraciéon de una membrana circular

Como hemos visto en la seccion anterior, la ecuacion que modeliza la
vibracion de una membrana es de la forma

0%u v 0*u
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La membrana que consideraremos ahora tiene forma circular, por tanto,
serd conveniente expresar la ecuacion en coordenadas polares, definidas por

r = rcos(d),
= rsen(d) . (1.54)

Para escribir la ecuacion ([1.53)) en coordenadas polares, tenemos en cuenta
que

ou Oudr Ou 0l

9r ~ orow  900x’
Ou _ Oudr  0udl
oy  Ordy 000y’

Derivando (|1.54) repecto de x, obtenemos las ecuaciones

or 00
1 = — - -
o cos(0) rsen(G)ax :
or 00
= — — 1.
0 pe sen(6) + rcos(@)ax : (1.55)
y derivando ([1.54]) repecto de y, obtenemos
0 = g—; cos(f) — rsen(@)g—z ,
1 = g—; sen () + rcos(Q)g—g : (1.56)
Resolviendo los sistemas ((1.55)) y (1.56]) se tiene
or 00 1 or 20 1
5 cos(f) , 5 . sen(6) , 99 sen() , 9 T cos(0) (1.57)
Utilizando

Pu o () or 0 (o) 08

0x2  Or\O0x)odx 00 \0x) ox’

Pu 0 (o or o (on)

oy2  Or\oy/) oy 00 \dy) oy’
y las igualdades (1.57)) se llega a que

82u+82u_82u+18_u+l@
oz Oy orr  ror  r2oe%’

(1.58)
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De este modo, el problema de las vibraciones de la membrana circular se
formula del modo siguiente: resolver la ecuacion

Pu ,(0*u 10u 1%
P (e e Rl 1.
ot? “ ((97“2 * r Or + r? 802> ’ (1.59)

donde u(r,0,t) es una funciéon 27- periddica en la variable 6.

Se supone que la membrana esta fija en el contorno, o sea, se satisface la

condicion de frontera
u(ro,0,t) =0, (1.60)

y, ademés que se cumplen las condiciones iniciales

u(r,0,0) = fi(r,0) , wul(r,0,0) = fa(r,0) . (1.61)

Para resolver el problema, se usa el método de separacion de variables y
se buscan soluciones de la forma

u(r,0,t) = T(t)R(r)O(0) ,
con lo que la ecuacion (1.59)), se expresa como

1 T// B RN 1 R/ 1 (__)//

—— = S S = 1.62
a®> T R * r R * r2 © (1.62)

Buscamos soluciones para O(6) de la forma
0"+ 10 =0. (1.63)

Por la naturaleza de la solucion ©(6) es una funcién 2w-periodica.Por ello,
se ha de cumplir que

v>0y Vr=n,n=12 ...,
con lo que la solucion general del problema (1.63)) es
©,(0) = A, cos(nb) + B, sen(nd) .

Sustituyendo en la ecuacion (1.62)), se tiene que resolver

2

1
R'+ R+ <)\ - n—) R=0. (1.64)

r2
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1.7.1. Funciones de Bessel

Partimos de una ecuacién de Bessel de la forma

1 2
R+-R+(1-L)Rr=0. (1.65)
T

r2

Para resolverla se utiliza el método de Frobenius, o sea, se prueban soluciones
de la forma

R(r) = Zakrk“’ ,
k=0

con

ak(k + p)rk-‘rp—l )

WE

R'(r) =

k=0

ar(k + p)(k +p— 1)r*7=2

WE

R"(r) =

=
Il

0

Sustituyendo en la ecuacion ((1.65)), tenemos

> ap(k+p)(k+p—Dr P+ " ag(k 4 p)rt

k=0 k=0
o0 o0

+ E aprt TP — o2 E aprtHP =0,
k=0 k=0

que se reescribe como
o (p2 _ az) S ((p +1)2— az) Pl

+Z (am+2 ((m+2+p)2 —042) +am) Pt = .

m=0

Si suponemos que ag # 0, se tiene p = +a vy, por tanto a; = 0. También se

tiene la relacidon
Ay

m+2+p)?—a?

Asi, como a; = 0 los términos impares son nulos y, si tomamos p = «, los
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términos pares son de la forma

_ —Qo _ — Qo
2T Brar—a? 2.2a+l)’
4y = —Qag _ —ag _ Qo
A+ a)2—-—a® 2-4(a+2) 22-2-4(a+1)(a+2)’
_ —04 _ —ay _ — Qo
“ T G6+a2—a 2.6(a+3) 2-24-6at(at2)(ats)’
en general,

1)l221l!(a +D(a+2)-(a+1)’

agy = (— [=1,2....

Como aq es arbitrario, se puede elegir como
1
20T (a+ 1)’

donde se ha introducido la funcién I' de Euler

INa) = / e " dw
0

ag —

que cumple,
MNa+1) =al(a) .

Utilizando este ag, obtenemos una solucion de la ecuacion de Bessel (1.65)
de la forma

Ja(r) 56 s 6)
() = - ) -
Fa+1 (a+2) 2 20 (e + 3) \2
o r 2k
= — _ 1.66
() et br1 ><2) (160
k=0
Si se repiten los mismos calculos con p = —a y eligiendo
1
an =
T 2T (—a+1) "

se llega a otra posible solucion
r\ & 1 1 r\2 1 r\4
J_a(r) = (5) <F(—a+1) T T(—a+2) (5) + 2IT (—a+3) (5) - > '(1-67)

Las funciones J,(r) y J_o(r) se denominan las funciones de Bessel de
PTEMEra especie.

Se tienen las siguientes posibilidades, segin el valor de «,
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1) Si @ es no nulo y tampoco es un nimero entero, entonces la solucion

general de la funcion de Bessel (1.65)) es de la forma
R(r) = C1Ju(r) + Cod_o(r)
donde C7 y C5 son constantes arbitrarias.

2) Si o =0, las dos funciones de Bessel coinciden con

Jolr) =1 - 6)2 * (21!)2 <g>4 - (3%)2 (96 e

3) Si a es un namero entero, se puede ver que se satisface la relacion
J_o(r) = (=1)%Ja(r) ,

con lo que las dos funciones de Bessel de primera especie no son inde-
pendientes y hace falta encontrar una solucion de la ecuacion de Bessel
que sea independiente de J, (7).

Como en el caso de las vibraciones de una membrana circular o es un
nimero entero, serd pues necesario buscar una solucién de la ecuacién de
Bessel, que sea independiente de J, (7).

Para encontrar esta solucién, se utiliza el método de variacién de cons-

tantes, probando
Yo(r) = C(r)Ja(r)

con lo que

Yo(r) = C'(r)Ja(r) + C(r)Jo(r)
Y'(r) = C"(r)Jo(r)+2C" (r)J, (r) + C(r)J(r) .

Sustituyendo en la ecuacion ((1.65)), tenemos
1 ! 7! " ]' / ! a2
C"Jo+2C" T, +CIy+ = (C'Ja +CT) + (1= — | CJa =0,
r r
como J, es solucion, queda
1
C"Jo+2C" T, +-C'Jy, =0,
r

que es una ecuacion separable en C’, cuya solucion es

1 dr
"= A—— =A| ——+B
= OO
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con lo que la solucion, Y, (r), es

Yo(r) = Ju(r) (A/%vLB) .

Desarrollando en serie el integrando y eligiendo adecuadamente las cons-
tantes de integracion se llega a que la funcion de Bessel de sequnda especie

iy 8

=~

=2 () 7). :

M(a+k+1) 2 k 2 a+k
(1.68)

100 _1k £a+2k 1 1 1 1
> (D" (5) (1+—+---+—+1+—+---+ )
WkZOF(k—i—l

donde v = —I"(1) = 0,5772 es la constante de Euler-Mascheroni.

La funciéon Y,(r) es independiente de J,(r) y, por tanto, la solucion ge-
neral de la ecuacion de Bessel (1.65]), se puede escribir como

R(r) = C1Ju(r) + CoY,(r) . (1.69)

1.7.2. Ceros de las funciones de Bessel

Los ceros de la funcién de Bessel de indice entero son las raices de la

ecuacion
Jo(z)=0,n=0,1,... .

Se cumple que las funciones de Bessel de indice entero no tienen ceros com-
plejos y ademaés tienen un nimero infinito de ceros reales que estan dispuestos
simétricamente respecto de x = 0. Todos los ceros son simples a excepcion
de x = 0 que tiene multiplicidad n cuandon =1,2,... .

En la Tabla [I.1] se muestran algunos de estos ceros.

1.7.3. Ortogonalidad de las funciones de Bessel

Partimos ahora de una ecuacion de la forma

" 1/ 2 V2
V' + =y + (1’ —=)y=0. (1.70)
X X
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Tabla 1.1: Ceros de las funciones de Bessel.

Cero | Jy(x) Ji(x) Jo(x) J3(x) Jy(z) J5(z)
1 2.4048 | 3.8317 | 5.1356 | 6.3802 | 7.5883 | 8.7715
2 5.5201 | 7.0156 | 8.4172 | 9.7610 | 11.0647 | 12.3386
3 8.6537 | 10.1735 | 11.6198 | 13.0152 | 14.3725 | 15.7002
4 11.7915 | 13.3237 | 14.7960 | 16.2235 | 17.6160 | 18.9801
5 14.9309 | 16.4706 | 17.9598 | 19.4094 | 20.8269 | 22.2178

Si introducimos la nueva variable z = px, se tiene

dy dy Py ,d%y
I 2 T -2 % 3.9
dx dz = dx dz
y la ecuacion (1.70) queda como
d*y  1ldy

W (i),
y=Ju(z) = Jo(uz) .

Consideremos ahora y; = J, (1) e yo = J, (pax), respectivamente, so-
luciones de

d2? " zdz

cuya solucion es

yi + ly’ +(pf— v y1 =0 (1.71)
1 T 1 1 72 )
1 V2
Yy + gyg + (ué — ﬁ) yo =0 . (1.72)

Multiplicando (1.71)) por yo y (1.72)) por y; y restando las ecuaciones, obte-

nemos 1
Y1y = Y1y + — (Ui — yiwa) + (01 — 2) 1y = 0,
que es equivalente a

d
- (@ (iy> =) = (15 — 113) wnys
Integrando entre 0 y 1, obtenemos

& (s — y)]h = (12 — 122) / 2y (@)ya(a) deo |
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o bien,

Iy () Iy (p2) = Iy () T, () = (113 — 113) /0 v J, () J, (pex) dz

con lo que, si p11 y po son dos ceros distintos de J,(x), se cumple la relacion
de ortogonalidad para las funciones de Bessel siguiente

1
/ xdy, (pax) J, (poz) de =0, py # us . (1.73)
0

1.7.4. Continuacién del problema de la membrana cir-
cular

Para continuar con el problema de las vibraciones la membrana circular
hemos de resolver la ecuaciéon

PR 1d 2
R+——R+<A—”—>R:0. (1.74)

dr?  rdr r?
Se introduce una nueva variable z = v/r, y se tiene

dR _ pdR R _ 'R

dr " Tdr 7 d2 T Td2

v la ecuacion (1.74) se expresa como

ER 1d 2
R+——R+<1—n—>R:0,

dz?  zdz 22
cuya solucion general ya hemos visto que se expresa como

R = CJn(2) + CoY(2) = CiJu(VAF) + CoY (VAr)

Debido al término logaritmico que aparece en la definicion ([1.68)), se tiene
que Y, (0) — oco. Como la solucién que se busca ha de ser finita en r = 0,
necesariamente Cy = 0, y la solucién para la parte radial es

R(r) = ClJn(\/Xr) )

Se ha de cumplir la condicién de contorno u (rg,0,t) = 0y, por lo tanto,
imponemos la condicion

R(ro) = CiJ,, (\/Xro) —0,
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con lo que tenemos
\/XTO = HUn,1sHn2,---

donde iy, 1, fin2, - - ., son los ceros de la funcion J,(x). Asi los posibles valores
del autovalor A son
2
Amm = (“"’") n=01,2.... m=12 ...
To

De este modo, las soluciones para la parte espacial de u(r,0,t) seran
combinaciones lineales de

Ry (r)Onm(0) = A, cos(nb)J, (\ / )\n,mr> + By, m sen(nd)J,, (s / )\mmr)
¥, por tanto, la parte temporal cumplira para cada autovalor A, ,,, la ecuacion
T;L/’m + a2)\n,an,m =0 )

cuya solucion general sera de la forma

Tym = Cpm cOs (a )\nymt> + D, m sen <a )\mmt) .

Por tanto, la solucién para la ecuacion de la vibracion de la membrana circular
se expresa como

u(r, 6,t) ZZEnmCOS (nd) J, (Mnmr> COS( Mnmt)

n=0 m=1

+ Z Z Fymsen (nf) J, (M" mr) cos

(5
) (e )
(¢

+ Z Z Gm cos (n) J,
n,mt>

n=0 m=1 (
—i—ZZHnmsen (nf) J < el )
n=1 m=1
Para determinar los coeficientes E,, ,, £ my Grnm ¥ Hym, se utilizan las
relaciones de ortogonalidad del sistema trigonométrico y de las funciones de
Bessel, ([1.73]), al imponer las condiciones iniciales,
U(T’, 6) O) = fl(ra 9) ) ut(ra 97 O) = f2(ra 6) )

de forma similar a como se hace en el problema de la membrana rectangular.

(1.75)
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1.8.

Ejercicios

. Demostrar que la funcion

T mct
U = Upsen (f) cos (T) ,

satisface una ecuacion de ondas. ;Cual es la velocidad de la onda?.

Comprobar que la funciéon

2
x ct
u:uoexp<—(ﬁ—ﬁ)> )

satisface la ecuacion de ondas
1%  0?
2 ot2 Ox?
Dibujad la funcion en x € [—4,10] y para los instantes t = 0, t = % y

t =4,
(&

Obtener la solucién de la ecuacion de ondas que satisface las condiciones

ou l1—-2z 0<2z<1
E(QJ,O):O w(z,0)=<¢ 142z —-1<z<0
0 en otro caso

Obtener la solucién del problema de la cuerda vibrante libre de longitud
[, fijada en los extremos, si en el instante inicial se tiene

u(z,0) =hx(x—10), h>0, w(z,0)=0.

Obtener la solucion del siguiente problema

2 02
GE =g h<T<h

coun las condiciones
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10.

Obtener la solucion del problema de frontera

Pu 0%
w:aw()gxgl, t>0,
con las condiciones de frontera u(0,t) = u(l,t) = 0 y las condiciones
iniciales
u(z,0) =0, w(z,0)=g(x),
donde
0 0<z<l/4,
glz)y=< 1 1/4a<x<3l/4,
0 3l/4<z<l

Encontrar la funcion u(z, t) que describe las vibraciones de una cuerda
de longitud [ = 1, fija en sus extremos y en posiciéon horizontal, cuyo
desplazamiento y velocidad inicial son nulos y que esta sometida a una
fuerza externa proporcional a la distancia a uno de sus extremos.

Se puede ver que la energia de una cuerda de longitud [ que vibra sujeta
por sus extremos es de la forma

K ', [0u\? ou\’
E—?/O (a (8_x> +<E> ) dz
donde u(x,t) es el desplazamiento de la cuerda, K es una constante y
a es la velocidad de propagacion de la onda. Obtener la energia de una
cuerda vibrante, sujeta por sus extremos, que parte del reposo y cuya
posicién inicial es
T

u(z,0) = sen <T> :

. Analizar las oscilaciones transversales forzadas de una cuerda sujeta

en el extremo xr = 0 y sometida en el extremo x = [ a una fuerza
que provoca el desplazamiento u(l,t) = Asen(wt), si se parte de las
condiciones iniciales

u(z,0) = u(x,0) =0 .

Utilizar el método de separaciéon de variables para obtener la solucion
del problema

Pu 5, (PPu  Pu  D*u
= + =+ ,
ot? ox?  0y? 022
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11.

12.

con las condiciones

uw(0,y,2,t) = u(my,zt)=u(z,0,zt) =u(x,mr,z21t)
u(

u
l’,y,’ff,t) :()7
u(0,y,2,t) = zyz(m—z)(r —y)(r—2) .

= U(.flf,y70,t) =

Dada la ecuacién de ondas
Pu 0%
o = a2
con las condiciones
a) u(z,0) =0 cuando x > 0.
b) u:(x,0) =0 cuando z > 0.
c) u(0,t) = asen(wt) cuando t > 0.

d) El desplazamiento u(z,t) esta acotado.

utilizando la Transformada de Laplace, demostrar que

o=t 2)) (- 2)

donde H(t) es la funcion de Heaviside.

Obtener la solucién del problema de la vibracién de una
. . , . 2
circular, en el caso que haya simetria circular, o sea %

condiciones iniciales no dependen de 6.
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Capitulo 2

Ecuaciones parabdlicas

Las ecuaciones de tipo paraboélico aparecen asociadas a algunas leyes de
conservacion, como la ecuacion del calor, la ecuacion de difusion de los gases,
etc. En este capitulo estudiaremos algunos problemas relacionados con estas
ecuaciones.

2.1. Ecuacion del calor

Para obtener la ecuacion del calor en un recinto tridimensional, conside-
remos un elemento cibico con uno de sus vértices en el punto (z,y, z) y cuyas
aristas tienen longitudes (Ax, Ay, Az). Se introducen las magnitudes

» T(z,y,2) (°C) La tempeatura en el punto (z,y, 2).

» q.(7,y,2) (W/m?) El flujo de calor por unidad de superficie transversal
al eje X, o sea, la energia calorifica que fluye por unidad de tiempo y
unidad de superficie a través de una superficie transversal al eje X
en el punto (x,y,2) y en el instante ¢. Andlogamente, se introducen
q(x,y,2), ¢.(x,y, 2), para los ejes Y y Z, respectivamente.

» Q(z,y,2,t), (W/m°C) Una fuente de calor, o sea, la energia calorifica
que se genera o se saca del elemento por unidad de tiempo y de volumen.

v ki (x,y,2), (W/m°C). La conductividad térmica del material en la di-
reccion del eje X. Andlogamente se introducen ky(x,y, 2), k.(z,vy, 2),
para los ejes Y y Z.

» p(7,9,2), (Kg/m?). La densidad del material.
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v ¢(z,y,2) (J/Kg°C). El calor especifico del material.

Suponiendo que el calor fluye en la direcciéon positiva de los ejes, se tiene,
por ejemplo, que el calor por unidad de tiempo que sale por la cara del
elemento cuya primera coordenada es x + Az es q.(z + Az, y, 2) AyAz, y el
calor que entra por la cara cuya primera coordenada es = es q,(z,y, 2) AyAz.
De igual forma se tienen expresiones para el calor en el eje Y y el eje Z.
Por otra parte, el calor correspondiente a la fuente por unidad de tiempo es
Q(z,y, z)AzxAy. Si consideramos un intervalo de tiempo At, el balance de
energia en el elemento sera

AE = (qr(xa Y, <, t) - qu(x + A[L’, Yy, z, t)) AyAZAt

+ (qy(z,y,2,t) — q,(x,y + Ay, 2,t)) ArAzAt

+(¢:(2,y, 2,t) — ¢:(2,y, 2 + Az, 1)) ArAyAt + Q(z, y, z, ) ArAyAzAt.
(2.1)

La energia generada o perdida en el elemento, se usa en calentarlo o enfriarlo,
por tanto,

AE = p(x,y, 2)c(z,y, 2) (T(z,y,z,t + At) = T(x,y, z,t)) AcAyAz . (2.2)

Igualando (2.1)) y (2.2)), desarrollando en serie de Taylor alrededor del punto
(x,y, z) y tomando el limite cuando Az, Ay, Az y At tienden a cero, se llega
a que

0¢, Oq, 0q. T
or oy 0. 9T
Por la Ley de Fourier se tiene que
oT aT oT
mz_kz_u :_k_7 z:_kz_a
¢ or W Y oy e 0z

y, por tanto, se tiene la ecuacion del calor, que es de la forma

0 T 0 aor 0 aor aor

De manera similar se puede obtener la ecuacion de la difusion de los gases,
la difusién de contaminantes, etc.

En caso que p, ¢, k, = ky, = k., = k sean constantes, la ecuacion del calor

se escribe de la forma or "
— =2VT+Q. 2.4
5 pcv +Q (2.4)
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2.2. Ecuacion del calor para una varilla finita

Consideremos el problema de una varilla finita cuyos extremos estan a una
temperatura conocida y se pretende estudiar la evoluciéon de la distribucion
de temperatura en la varilla si se conoce la distribucion inicial. Este problema
se plantea del modo siguiente: resolver

oT ,O*T
— =a"—+Q(x,t), O<zxz<l, t>0,
ot 0x? Q. t)

con las condiciones de frontera

T(()?t) = fl(t) ) T(l7t) = f2(t) )
y la condicién inicial

T(I,O) = g(l‘) .

2.2.1. Ecuacidon del calor sin fuentes

Comenzaremos resolviendo el problema mas sencillo, donde se considera
que no hay fuentes de calor y las condiciones de contorno son homogéneas.
Esto es, resolveremos el problema,

%—f:cﬂ%, O<z<l, t>0, (2.5)
con las condiciones de contorno
T0,t) =0, T(,t)=0, (2.6)
y la condicién inicial
T(x,0) =g(x) . (2.7)

Para resolver este problema, utilizaremos el método de separacion de
variables, buscando soluciones de la forma

T(z,t) =X (z)P(t) .
Sustituyendo esta soluciéon en la ecuacion (22.5)), obtenemos

P X'
a?P(t)  X(z)

:—A7
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0 sea,

P'(t) +a*\P(t) =0, (2.8)
X"+ XX (z)=0. (2.9)

Al aplicar las condiciones ({2.6)), obtenemos
X(0)=0, X(I)=0. (2.10)

Como ya vimos en el problema de la cuerda vibrante, el problema dado por
(2.9), y las condiciones (2.10])), tiene por solucion los autovalores

2
An:(?> n=12,...,

y las autofunciones
nmwr

X, (x) = sen <T) :

Al tomar un autovalor \,, la ecuacion para la parte temporal queda de
la forma
P, +ad*\,P, =0,

cuya solucion es de la forma
—a2Ant —(M)Qt
P,(t) = ape”™ " = ape” .

La solucion del problema ([2.5)), se escribira de la forma

T(x,t) = gane_<W)2t sen (#) . (2.11)

Como se ha de satisfacer la condicion inicial (2.7)), se cumplira

o0

g(x) = Z a, sen (@) :

n=1

y utilizando la propiedad de ortogonalidad del sistema trigonométrico, se

tiene que
9 [l
ay, = —/ g(x) sen (@) dx .
L Jo [

Se puede demostrar que si g(z) € C?([0,1]), con g(0) = 0y g(I) = 0
para t > 0 la serie (2.11]) converge absoluta y uniformemente y su suma es la

solucion del problema dado por (2.5), (2.6) y (2.7).
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2.2.2. Ecuacion del calor con fuentes

Consideremos ahora el problema

oT 0*T
E:a2w+Q(rp,t), O<zx<l, t>0,

con las condiciones de frontera
T00,t)=0, T(,t)=0,

y la condicién inicial

T(ZE,O) = g(l‘) :

Para resolver este problema se buscan soluciones de la forma

T(x,t) =u(x,t) +v(x,t),
donde u(x,t) satisface

ou 0%
—=a"—, O<zx<l, t>0
ot a8x2’ v ’ ’

con la condicién de frontera
u(0,t) =0, wu(l,t)=0,
y la condicién inicial
u(z,0) = g(z) .

La funcién v(z,t) sera solucion del problema

v 0%
E—a@—i-@(x,t), O<zx<l, t>0,

con la condicién de frontera
v(0,t) =0, o(l,t)=0,

y la condicion inicial
v(z,0)=0.

La solucion u(x,t), ya hemos visto que es de la forma

u(z,t) = iane(nlm)zt sen (?) :

n=1

41

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)



con

Veamos ahora como obtener la solucion v(z,t). Probamos soluciones de

la forma -
v(x,t) = Zvn(t) sen <nlﬂ) : (2.19)
n=1

Introduciendo la expresion (2.19)), en la ecuacion (2.16), obtenemos

nm nmwx

(U;@ +a? <T>2vn(t)) sen (T) —Q(z,t).  (2.20)

NE

n=1

Ya que Q(z,t) admite el desarrollo

Q1) = Y au(nsen ("0

con

qn(t) = %/OZQ(x,t) sen (#) dz .

Entonces la ecuacion (2.20) da lugar a
nwa

o () + (T)Qvn(w ), n=12... (2.21)

Ademas, la condicién inicial para v(x,t), implica que

OzZUn(O)sen<nlﬂ> , n=12,...,

n=1
0 Sea,
v, (0)=0, n=1,2.... (2.22)

La solucion del problema (2.21)) con la condicion inicial (2.22]), es de la

forma

nmTa

t 2
vn<t>=/ gu(r)e UV ar  n=12,..
0

por tanto,

v, t) = i (/Ut gn()e(22) =) dr) sen (”lﬂ> . (2.23)

n=1




2.2.3. Condiciones de contorno no homgéneas

Veamos ahora como resolver el problema

T 2T
%—t:azg?%—@(x,t), O<z<l, t>0,

con las condiciones de frontera
T(0,t) = fi(t) , T(l,t) = fa(2) ,

y la condicién inicial
T(x,0) =g(z) .

De forma similar a como se ha hecho en el problema de la cuerda vibrante,
se buscan soluciones de la forma

T(z,t) =u(x,t) +w(z,t),

donde w(z,t) es de la forma
we,t) = Ai(t) + 7 (Rl = 1) -

De este modo, u(z,t) sera solucion de un problema de la forma

ou  ,0%u -
- = - t
con las condiciones de frontera
u(0,t) =0, wu(l,t)=0,
y la condicién inicial

u(w,0) = g(x) = f1(0) = T (/2(0) = /1(0)) -

Este tipo de problema ya lo hemos tratado anteriormente.

2.3. Transformada de Laplace

Supongamos que se ha de resolver un problema de la forma

o _ 0T

— = I, t 2.24
5 aax2,0<x<, >0, (2.24)
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con las condiciones de frontera
T00,t) =0, T(,t)=f(t),

y la condicién inicial

T(x,0)=0.

Para resolver este problema, se puede hacer uso de la Transformada de
Laplace. Tomando la Transformada de Laplace de la ecuacion (2.24)), se tiene

L [%—ﬂ = a282§;[2T] : (2.25)

Llamamos L [T] = T'(x, s) y, teniendo en cuenta la condicion inicial, T'(z,0) =
0, se tiene que

L {%—ﬂ = sT(x,s) — T(x,0) = sT(x,s) ,

asi, la ecuacion (2.25)), se expresa como

2
a28 T(x,s)

e sT(z,s) =0, (2.26)

con las condiciones

T(0,s) =0, T(,s)=L[ft) = F(s) . (2.27)

La solucion general de la ecuacion (2.26)), es de la forma

(o.5) = Asent (Y22} + Breosh (V)

a a

Imponiendo las condiciones (2.27)), se obtiene

[

senh( Sx) | 2.28)

senh < sl)

Ahora consideramos el problema auxiliar

T(x,s) = F(s)

e

ow  ,0%w
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con la condicién de frontera
w(0,t) =0, w(l,t)=1, (2.30)

y la condicién inicial

w(xz,0)=0. (2.31)
Si tomamos la Transformada de Laplace de la ecuacion (2.29)), se tiene

2
, 0%w

sw(z,s) =a R

con las condiciones

w(0,8) =0, w(l,s)=-

s
La solucion de este problema es de la forma
senh (ﬁx>
w(z,s) = ——— .
s senh (%l)
Como
Ow senh (%az)
L [—} = sLjw] — w(z,0) = sw(x,s) = :
ot senh (%l)

tenemos que la expresion ([2.28)), se puede escribir como

1.9 = L | 5|

y, por tanto,
T(x,t) = L |:F(8)L B—Z)H

- /f ”_7) dr (2.32)

= f(Mw(z,t —7)+ f(0O)w(x,t) . (2.33)



Para obtener la solucion del problema auxiliar (2.29), (2.30) y (2.31) se
prueba una funcién de la forma

w(x,t) = % +v(z,t) ,

donde v(z,t) satisface la ecuacion

o _
ot oz’

con las condiciones
v(0,t) =0, o(l,t)=0, v(z,0)=—-.

La solucién de este problema es

_( nzma nmtx
Zan e (M)

con

o [ () 0
0

De este modo

= S E A (27),

y la solucion de T'(z,t), se obtiene a partir de la expresion (2.33)).

2.4. Ecuacion del calor en un medio infinito

Consideramos el problema asociado a la ecuacion del calor unidimensional
sin fuentes, de la forma

E:aw, —o<r<4oco,t>0, (234)

con la condicién inicial

T(x,0) = f(x) .
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Este problema modeliza la evolucion temporal de la distribucion espacial
de la temperatura en una varilla homogénea ilimitada sin pérdidas de calor,
suponiento que en el instante inicial se tiene la distribuciéon de temperaturas

dada por f(x).

Para resolver este problema supondremos que T'(x,t) y f(x) admiten
transformadas de Fourier. Utilizando la definicion de la Transformada de
Fourier, tenemos

T(w,t) = F[T|= \/%_71/ Ooe_“”T(x,t) dx

Flw) = Flf e f () da

+oo
=
aT oo —twx
‘F{E] ——m/_me Edaz.

Ademas se supone que las funciones y las derivadas se anulan en el infinito
de forma que usando la integracion por partes dos veces, podemos escribir

82T 1 +o00 aQT +oo
P - — fzw:rT
f[ﬁﬁl \/%/—oo 8x2d \/ﬁ/ (x,t)dx

= —w’T(w,t) .

Tomando la transformada de Fourier de la ecuacion (2.34)), se llega a

T(w,t
(W, Y) | a2 (w, 1) = 0 (2.35)
ot
con la condicion
T(w,0) = F(w) . (2.36)
La solucion del problema (2.35) v (2.36]) es

22t

T(w,t) = F(w)e " *"

con lo que
T(x,t)=F* [F(w)e_w aﬂ .

Para obtener esta transformada de Fourier inversa, en primer lugar, cal-
cularemos la transformada de Fourier de

2

glx)y=e ", a>0.
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Utilizando la definicién
1 +00 s
Fly(a)] = Glw) = = / ¢-os vt gy

Si calculamos

dG(w) 1 /+OO —ax? —i .
= e e " (—iz)dr
T 5 ] (—ix)

integrando por partes, se llega a que

dG(w)

Se tiene pues la ecuacion diferencial

dG(w)  w
duw T on (w) ,

cuya solucion es

donde
1 too 2
G0) = — Tar .
0= ]

Para calcular la integral,
+o0 )
I = / e dx

tenemos en cuenta que

w1 e —ax? —iwzx d G( )
=——— e e r=——Gw) .
dw 20271 J_oo 2

+o0 +o0
[2 = </ 670(12 dI‘> </ 670@2 dy) = // e—a(z2+y2) d'rdy )
—0 —0 R2

haciendo un cambio a coordenadas polares,

271 “+o00 ) T
I? :/ do dppe™ " = — .
0 0 «

Con lo que se llega al resultado,

F [S_QIZ} = e ia

(2.37)



Tomando o = 1/(4a?t), en (2.37)), se tiene

1 22
—w2a?t —

e =F e 4%t | .
[a\/Qt 1

Recordemos ahora el teorema de convolucidon de la transformada de Fou-
rier,

Flfix ol =V2rF[A]Ff]
donde el producto de convolucion es
+o00

(fix fo) () = fi(r) falx — 1) dr .

Utilizando este teorema podemos escribir la solucién del problema de la trans-
mision del calor en una varilla infinita como la integral

1 o _(@=n)?
T(x,t) = 2a\/ﬁ/ f(r)e a2 dr . (2.38)

Esta integral se conoce con el nombre de Integral de Poisson.

A la funciéon
_(@=1)?
4a2t

1
G(x,t,7) = 2a\/ﬁe

que aparece en la soluciéon de la ecuacion del calor, se llama solucion funda-
mental de la ecuacion del calor.

Ejemplo 2.1 Se tiene una varilla homogénea e infinita sin pérdidas. Si la
distribucion inicial de temperaturas es

T(z,0) = Toe o+ , —00o <1< 400,

obtener la distribucion de temperaturas en la varilla en un instante t > 0.
Solucion:

Hemos visto que la distribucion de temperaturas viene dada por la integral

de Poisson

o _(z=7)?
Toe_” T e 4t dr .

T(z,t) 2@\/_

Completando el cuadrado, se llega a la identidad

—0° T ——> (x2—2x7'+7'2) = —

4a’0’t + 1 T 2 o2x?
4a?t 4a202t + 1 4a202t +1°
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con lo que

TO _ o242 +oo 74a202t+1 (7_7 T )2
T(ZL‘, t) = e 4aZo2tt1 e 4aZt 1a20%t+1) 1 .
2av/ 7t oo

Haciendo el cambio de variable

X

2=T— ——77 ,
"7 420t +1
se llega a
Ty 22
T(r,t) = ————=¢ #a%%tt1 .

Vda?o?t + 1

2.5. Problema de conveccion-difusion

En problemas de difusién en un medio que se mueve con una cierta veloci-
dad, a parte del fenémeno de la difusion se tiene el fené6meno de la conveccion.
El conjunto de los dos fendomenos se describe por la ecuacion de conveccion-
difusion, que es de la forma

ou 0%u ou
T _pdt 2
ot 0x? V@x ’

donde D es el coeficiente de difusion y V' la velocidad del medio.

2.5.1. Problema de la conveccién pura

Si el coeficiente de difusion del medio es pequeno, se puede despreciar el
término de la derivada segunda y un proceso de convecciéon viene descrito
por la ecuacion,

ou ou
a - Vo

Estudiemos el problema semiinfinito

Ou_ 0 ) doo . 50
ot~ or’ LT, ’

con la condicién de frontera

u(0,t) = P,
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y la condicién inicial

u(z,0) =0 .
Este problema puede modelizar el transporte de un cierto contaminante en
un canal, donde u(z,t) sera la concentracion de contaminante.

Para resolver este problema, utilizaremos la transformada de Laplace, asi
se tiene

su(x,s) = — W ,

P
u(0,8) = — |

S

cuya solucion es
ulz,s) = eV ,
(,5) =~
y tomando la antitransformada de Laplace,

u(z,t) = PH (t - %) )

donde H(t) es la funcionn paso de Heaviside, o sea,

0 t<
we={ } 13

I

<|a<®

2.5.2. Problema de conveccion-difusion

En las situaciones donde se ha de tener en cuenta la difusion y la convec-
cion, en general hay que resolver una ecuacion de la forma

ou 0%u ou
E = D@ — V% . (2.39)

Una posibilidad para resolver esta ecuacion es hacer el cambio

(I_%%J(x,t) :

Se tiene,

Ou gy (V2,0
N ot )’

ot 4D

Ou _  p(e-%) (lv+@)

oz 2D Oz )’

Pu _ B (L, Vo, O
o2~ © <4D2U * D 0x * 8262)



Con lo que la ecuacion (2.39) queda
ov 0%

ot ox?

que es una ecuacion de difusion para v(z,t), a la que se le pueden aplicar las
técnicas que se han expuesto en las secciones anteriores.

2.6. Ejercicios

1. (Mathematica) Demuestra que la funciéon

1 x?
T=—e -
Vi < 4’-@15) ’
satisface la ecuacion del calor unidimensional. Dibuja T'(¢, x) para dis-

tintos instantes ¢ > 0 y x € [0,4]. Comenta el sentido fisico de la
solucion.

2. Resolver la ecuacion del calor
orT 0°T
—_— = Kk—
ot ox?’

sujeta a las condiciones

a) 7(0,t) =0 cuando t > 0.
b) T,(l,t) =0 cuando t > 0.

¢) T(z,0) = Tpsen (3£) cuando 0 < z < 1.

3. Resolver la ecuacién del calor

ou 9%u

ot H(?az:2 ’
sujeta a las condiciones
a) u(0,t) =0 cuando ¢t > 0.
b) u(l,t)

c) u(x,0) = (% - ”l—”) cuando 0 < z < [.

= 0 cuando ¢t > 0.
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4. Resolver la ecuacion del calor

ou 0%u

—_— = ke
ot Ox?’
sujeta a las condiciones

a) u(0,t) =0 cuando ¢t > 0.
b) u(1l,t) =1 cuando ¢ > 0.
c) u(z,0) =x(2 —z) cuando 0 <z < 1.

5. Utilizando el método de la Transformada de Laplace, resolved la ecua-
cion del calor

ou 0%u

R I{_z ,

ot ox
sabiendo que la temperatura es una funcion acotada y que se satisfacen
las condicones

a) u(z,0) =0 cuando t > 0.
b) u(a,t) = TH(t).

Nota: Hace falta utilizar la propiedad de la Transformada de Laplace

siguiente:
_b b 3 _ b2
Lt [e ﬁ} = ——t{ 2 % |
N

6. Se sabe que la funcion ¢(x,t) satisface la ecuacion

Op _ Py
at_a8x2

con las condicones de contorno

+b, (~h<z<h, t>0),

a) o(—h,t) = p(h,t) =0 cuando ¢t > 0.
b) ¢(x,0) =0 cuando —h < z < h.

Demostrad que la trasformada de Laplace de ¢(x,t) es
1
b cosh ((g) 2 x)

P(z,5)=— | 1-
§ : cosh(() h)

SEL
(SIS
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Capitulo 3

Ecuaciones elipticas

3.1. Introducciéon

Las ecuaciones de tipo eliptico aparecen cuando se estudian problemas
estacionarios, o sea, problemas que no cambian con el tiempo. La ecuaciéon
eliptica mas simple es la ecuaciéon de Laplace

*u  0*u  0%*u
+ e

2, _
Vu_0x2+6y2 022

0. (3.1)

Esta ecuaciéon aparece en distintos contextos, como en problemas de gra-
vitacion y de electrostatica, para describir el potencial de velocidades de un
fluido no turbulento, para describir la distribucién estacionaria de tempera-
turas, etc.

En el caso de problemas bidimensionales, la ecuaciéon de Laplace es

0*u  0%*u
St G =0 (3.2)

De este modo, las soluciones de la ecuaciéon de Laplace para un recinto bidi-
mensional son funciones arménicas.

Vu =

Otra ecuacion eliptica muy usual es la ecuacion de Poisson,
2
Viu=0Q, (3.3)
que aparece en problemas estacionarios con fuentes.

Si se pretende resolver las ecuaciones o (3.3), en un recinto finito,
(), ser& necesario tener unas condiciones de contorno, que pueden ser de la
forma:
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1. u (@) = f(&), & € ¥, siendo ¥ la frontera de Q. Este problema se
conoce como un problema de Dirichlet o primer problema de contorno.

2. iVu = g (%), siendo 7 un vector unitario normal a la superficie 3. A
este problema se le llama problema de Neumann o segundo problema
de contorno.

3. AVu+au = h(Z), T € ©. A este problema se le llama problema mixto
o tercer problema de contorno.

3.2. Ecuacién de Laplace en coordenadas car-
tesianas

Supongamos que se quiere estudiar la solucion de la ecuacion de Laplace

Pu  0*u  *u
Ox? + oy? + 022 0 (34)

sobre un paralelepipedo de aristas (a, b, ¢), suponiendo que se tienen condi-
ciones de frontera de la forma

uw(0,y,2) = ula,y,z) = u(x,0,2) = u(x,b,z) = u(z,y,0) =0,

y u(z,y,c) =V(z,y).
Este problema se corresponde, por ejemplo, con un problema de potencial

en un paralelepipedo donde todas sus caras se mantien a potencial 0 salvo
una que se mantiene a un potencial V(x,y).

Para resolver este problema, se utiliza el método de separacion de varia-
bles, buscando soluciones de la forma

u(z,y,z) = X ()Y (y)Z(2) -

Introduciendo este tipo de solucion en la ecuacion (3.4]), obtenemos la ecua-
cion
1 d?°X 1 d*Y 1 d*Z

X(z) da? * Y (y) dy? * Z(z) dz2 0 (8:5)
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Para resolver ([3.5]), suponemos que
1 d’X 9
x) dx?
_d2_Y =32
Y(y) dy?
R o
(2) dz2 7

con v? = o + 3%

Si imponemos las condiciones de contorno para u(z,y, z), se tiene que
X(x), Y(y) vy Z(2) han de cumplir

X(0)=X(a)=Y(0)=Y(b)=2Z(0)=0.
Por ello, se tienen las soluciones
X(x) = sen (ax)
Y(y) = sen (fy)

Z(z) = senh (\/WZ)

siendo
™

™m
a=—, B=—, nmeZ.
a b

La forma general de la soluciéon buscada es pues

u(z,y,z) = Z Z A, nsen (o) sen (B,y) senh (v, m2) (3.6)

n=1m=1
siendo
™ ™ n? m?2
Oén:77 ﬂm:Ta Tnm = T _+b_2

Si imponemos la condicién de contorno restante, u(x,y,c) = V(z,y), se tiene
la condicion

Vz,y) = i i A, nsen (o) sen (By) senh (1,mc)

n=1 m=1

de lo que se tiene que

Apm = /da:/dyV x,y)sin (o) sin (Bny) -

ab senh (Ynm€)

Si hay méas de una cara con condiciones no homogéneas, la solucién de
este tipo de problemas se puede obtener como superposicién de soluciones

del tipo (3.6).
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3.3. Ecuaciéon de Poisson en coordenadas car-
tesianas

Supongamos que se quiere resolver la ecuacion de Poisson
VQU = Q(J/" y? Z) ) (3'7)

sobre un cubo © = (0,7) x (0,7) x (0,7), con condiciones de contorno ho-
mogéneas.

Hay que resaltar que si se tiene un problema sobre un cubo de distintas
dimensiones, bastard hacer un cambio de coordenadas para reducirlo a un
problema de este tipo.

Para resolver este problema se comienza resolviendo el problema auxiliar
Vi = -\, (3.8)

que se resuleve utilizando el método de separaciéon de variables. Esto es, se
prueban soluciones de la forma

v(,y,2) = X(2)Y (y)2(2) ,
con lo que la ecuacion (3.8)), se escribe

1 d’X 1d?Y 1d*Z
- — = —\2. :
X dx? +Ycly2 +Zd22 (39)

Suponemos que X, Y y Z son tales que satisfacen

X

W+z'2X:O, X(0)=X(m)=0,

Y

WJerY:O, Y(0)=Y(r)=0,
y

d>Z

ww&zzo, Z(0) = Z(n) =0,

con lo que se tiene que
M=+ 2k (3.10)

Una solucion genérica de la ecuacion (3.8)), se escribira

viik(x,y, 2) = sen(ix) sen(jy) sen(kz) .
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Suponemos ahora, que la soluciéon del problema inicial se expresa como

(o o lNNe o Ne 9]

u(@,y,2) = Y > Agivig - (3.11)

i=1 j=1 k=1

Introduciendo la solucion (3.11)) en la ecuacion (3.7), obtenemos

oo o X

—\2 Z Z Z Aijkvijk - Q(ZL‘, Y, Z) ’

i=1 j=1 k=1

con lo que

= 3)\2 /d$/dy/sz x,y, z) sen(ix) sen(jy) sen(kz) .

3.4. Soluciones fundamentales

Cuando se quieren estudiar soluciones de la ecuacion de Laplace en distin-
tas geometrias, es interesante hacer cambios de coordenandas. Los cambios
més ususales son los cambios a coordenadas cilindricas y a coordenadas es-
féricas.

Las coordenadas cilindricas vienen dadas por

x = rcos(f),
= rsen(f) ,
z = z,

donde 6 € [0,27], y 7 > 0. En estas coordenadas la ecuacion de Laplace
queda

0. (3.12)

Lo (on) 1o o
ror Té?r r2 002  0z2

En el caso que no se considere la coordenada z, se tiene la ecuacion en
un plano en coordenadas polares

10 [ ou 1 0%u
TaT (TE> + ﬁw =0. (313)

Las coordenadas esféricas vienen dadas por

x = rsen(f)cos(p) ,
= rsen(f)sen(yp) ,

z = rcos(f),
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donde 0 € [0, 7], ¢ € [0,27] y r > 0. En estas coordenadas la ecuacion de
Laplace queda

10 [ ,0u 1 0 ou 1 Pu
o ( E) * Zen(0) 90 (Se“w)%) P @) a2 00 B

Supongamos que por la simetria del problema, sabemos que la solucion
no depende de la parte angular. Para un plano, la ecuacién de Laplace se

escribe
()
dr \ dr ) 7’
o0 sea,
du
7’% = Cl y

cuya solucion es
u=CiIn(r)+ Csy .

Tomando C; = —1, y C5 = 0, se tiene la solucion

wo(r) = In (%) |

que se llama solucion fundamental de la ecuacion de Laplace en el plano.

Si se tiene simetria radial en un problema tridimensional, entonces a partir
de la ecuacion de Laplace (3.14]) en la que se elimina la dependencia angular,
se tiene

cuya solucion general es

que es la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace en el espacio. Una
solucion de este tipo, es el potencial asociado a una carga puntual, e, situada
en el origen de coordenadas,
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3.5. Ecuacién de Laplace en un circulo

Se quiere resolver la ecuacion de Laplace en un circulo con una condicion
de contorno de la forma u(rg, 8) = f(0).

Se escribe la ecuacion de Laplace en coordenadas polares
10 ou 1 0%u
== = 1
ror (rar>+r2802 0, (8.15)

y se utiliza el método de separacion de variables, probando una solucién de
la forma

u(r,0) = R(r)©(0) .

Sustituyendo esta solucion en la ecuacion (3.15)) se obtiene

r 9 [ OR(r) 1 0
R(r)@(r or >+@(9) a2 V>
o 1 (L0°R(r)  OR()\ 1 0°0(0)
R(r) (7" o2 oy )“W 062

Como la funcion ©(0) ha de ser 27-periodica, se ha de cumplir que A = n?,
siendo n un namero entero. De esta forma se tiene

20
WJrn@—O,

cuya solucion general es de la forma

©(0) = A,, cos(nd) + B, sen(nf) .

Para la funciéon radial se tiene la ecuacion
’R dR
7’2 " +7r L

dr? dr

que es una ecuacion de Euler. Hacemos el cambio r = e” y queda la ecuacion

—n’R, =0,
dR?
W;—'N?ano,

cuya solucion es de la forma

co+d si n=0,
Rn(p)={ o

cpe™ +dpe”™ st n#£0,
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0 sea,

_f c+doln(r) si n=0,
Ra(r) = { Cpr™ +d,r™ st o n#£0,

Asi la solucion para u(r, ), se escribe

u(r,0) = ag+boln(r)+ Z (anr™ + byr™™) cos(nd)
n=1

+ Z (cor™ + dpyr™™) sen(nf) .
n=1

Las constantes ag, by, a,, b,, ¢, v d, se determinan a partir de la condicién
de contorno. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.1 Se pretende resolver el problema de Laplace

10 (e 1
r Or Tf)r r2962

sobre un disco de centro 0 y radio ro, con la condicion de contorno
100 si 0<O0 <7,
”(To’e)_fw)_{ 0 si m<6O<2r.
Solucion:

Como la solucion que buscamos ha de ser regular en r = 0, la solucion
general del problema serd de la forma

u(r,0) = ap + Z (a,r™) cos(nb) + Z (cor™) sen(nf) .

Usando la ortogonalidad del sistema trigonométrico y la condicion de con-
torno en roy tenemos

1 2w
ag = — f(0)do =50 .

2 Jo

1 27
an = — f(0)cos(nf)dd =0, n#0.

g Jo

I 0 si n=2k, k=1,2,...,
R A f(e)sen(”g)dgz{% sion=2%—1, k=12, .
Ast, la solucion del problema se escribe

200 1 [\
0) =50+ — — 2k —1)0) .
wr) =50+ 2 gty (1) seniek -0
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3.6. Ecuacion de Laplace en coordenadas esfé-
ricas

En problemas con simetria radial, en ocasiones es interesante hacer un
cambio de variables pasando a coordenadas esféricas. Ya hemos visto que la
ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas se escribe

1 9 1 0 0 1 0%u
ror? (ru) + 2 sen(0) 00 (sen(&)%) T sen?(0) 0p? 0 (3.16)

Para resolver este tipo de problemas, se prueban soluciones con la estruc-
tura siguiente,

’LL(’I“, 97 90) -

Sustituyendo este tipo de funciones en la ecuacion (3.16), obtenemos

R, RQ d en(0)F RP  d2Q
dr? ~ r2sen?(0)df do

r2sen?() dg®

PQ

que se reescribe como

1 &R 1 d dP 1 d2Q
2 2

- il il ~8% 0. (31
r<sen”(6) (R FE PrZsen(d) db <sen(6) d9)> + 0 dp? 0. (3.17)

Se buscan soluciones tales que

1 d*Q 9
—_—— = —Mm ,
Q dy?
o0 sea, soluciones de la forma
Q = Cy psen(myp) + Cy pp, cos(mep) . (3.18)

Para tener soluciones 27m-peridédicas en la variable ¢, m ha de ser un
namero entero.

Ahora imponemos que los R(r) sean tales que

PRU(1+1)
= R 3.19
dr? 72 ’ (3.19)
donde [(I+ 1), en principio, es una constante real. Reescribimos (3.19)), como
d’R
2 _
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Se hace el cambio
dR dR 2d2R B d?R  dR

TR T ar a4

r=e

y queda la ecuaciéon

cuya ecuacion caracteristica es

M —A—I(l+1)=0.

Las soluciones son A, = —I, Ay = [ + 1, por tanto, la soluciéon general de
(3.19)), se escribe como
R(r) = Byyr"™ + Byyr™t . (3.20)

Utilizando las funciones (3.18]) y (3.20), en la ecuacion (3.17)), se llega a

la ecuacion

1 d dP m?
— 0)— (l+1)— ——= | P=0. 3.21
sen () do (sen( >d0) i ( (t+1) sen2(9)) (3:21)
Se hace el cambio = = cos(f), con lo que la ecuacion (3.21)), queda
d o dP m?
%<(1—x)%)+(l(l+1)—1_x2)P_o. (3.22)

3.6.1. Simetria azimutal

Supongamos, en principio, que m = 0. Esta situaciéon corresponde a pro-
blemas con simetria azimutal, o sea, donde u(r, 8, ¢) = u(r,d). En este caso,

la ecuacion (3.22]) se expresa como

d dpP

(0= ) srnp—o, (3.29

que se conoce como la ecuacion diferencial de Legendre. Se buscaran solu-
ciones de la ecuacion , que sean finitas y continuas para —1 < x < 1.
Para encontrar estas soluciones se utiliza el método de Frobenius, esto es, se
prueban soluciones como series de potencias de la forma

P(z) = z* Z apx" . (3.24)

n=0
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y la ecuacion ([3.23)), queda

Z(n+a)(n—i—oz—l)anx”m_Q—Z(n%—a)(n+a+1)anx”+"‘+l(l+1) Z anz" T =0,
n=0 n=0 n=0

que se puede reescribir como

ala —1)agz®? + a(a + 1)z}

+ Z(m +a+2)(m+a+1)a, ™

m=0

—((m+a)m+a+1)=1(1+1))az"™™* =0,

Supongamos que ag # 0 (un resultado similar se obtiene si se supone que
a; # 0). Entonces, necesariamente se ha de cumplir

ala—1)=0,

(m+a)m+a+1)=1(11+1)
(m+a+1)(m+a+2)

o = A, m=0,1,2,...(3.25)

Se tiene pues que a = 0, o bien, @« = 1. Para los dos valores de «, se
puede ver que la serie con los valores de a,, dados por , converge
para 2 < 1 y diverge para x = +1. Para obtener una solucién convergente
en r = +1, es necesario que la serie se corte, esto es, que a, = 0 a partir
de un cierto n. Supongamos que o = 0, la serie se cortard solamente si [
es 0 o un ntmero entero par. De igual forma, si a = 1, para que la serie
se corte, [ ha de ser un ntimero entero impar. De este modo, se obtienen
como soluciones de la ecuacion polinomios de grado [. Si se elige la
contante de normalizacién de forma que los polinomios valgan 1 en x = +1,
las soluciones obtenidas se conocen como los polinomios de Legendre.

Los primeros polinomios de Legendre son

P()(l’) =1 s

P(z) = =z,

Py(z) = % (32 —1) ,

Py(z) = % (5x3 — 3x) ,

Py(z) = %(35334 — 302" +3) ,
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Se puede obtener una representacion compacta de los polinomios de Le-
gendre, conocida como féormula de Rodrigues, y que es de la forma

1 d 9 !
Pi(r) = 5= (2" = 1)
Ademas, se pueden generar a partir de la relacion de recurrencia
Po(l’) =1 >
P(z)=uz,

(+1)Pii(x) — 2L+ 1)aP(xz) +1P_1(z) =0

Los polinomios de Legendre forman una base de polinomios en el inter-
valo [—1, 1], que son ortogonales en este intervalo. Para ver esto, tenemos en
cuenta que se cumple

(0= v na@ -0,

por tanto,

+1 d d
Py —((1-2*) —h 1) Py(z)P, =0.
/_1 ) (2) (dx (( ) - l(:v))+l(l+ ) Po(x) l(x)) dz = 0
Integrando por partes el primer término, obtenemos

/: ((ﬂf2 -1 %B%x%ﬂ(@+l(l+1)Pl/(x>Pl(x)) de=0. (3.26)

Intercambiando [ por [, se llega a que

/+1 ((962 -1) %H(:ﬂ)%ﬂf@) +I('+ 1)13;/(:1:)1%(9:)) dr=0. (3.27)

1

y restando (3.26)) y (3.27)), se obtiene
+1

(1(z+1)—z/<z'+1>)/ P(2)Py(x)dz =0 .

-1

Asi, sil #£ I, se tiene

/+ P(z)Py(x)dzr =0 . (3.28)

-1

Usando la formula de Rodrigues, se prueba que

“+1 ) 2
P, der = —— . 2
/_1 o) de = 5o (3.20)
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Ejemplo 3.2 Obtener la solucion de la ecuacion de Laplace con simetria
azimutal en el interior de una esfera de radio ro, que satisface la condicion

de contorno
VvV 0<0<3
““m@_{-4f3<egw

Solucion: La solucion general de la ecuacion de Laplace para un problema
con simetria azimutal es de la forma

u(r,0) = Z (Biyr'* + Byyr™!) Py (cos(9)) -

=0

Como la solucion ha de ser reqular en el origen, necesariamente By = 0,
[=1,2,... y se puede escribir

u(r,0) = AP, (cos(0)) .
1=0
Imponiendo la condicion de contorno

u(ro,0) = Ay Pi(cos(6)) ,

=0

20+1 ( [* 0
A=t /VW@M—/VM@M .
l
2r 0 -1

Se tiene que si l es par, los polinomios de Legendre P,(x) son pares y, por
tanto, solo van a ser distintos de cero los coeficientes A; con | impar, que
vienen dados por

con lo que

20+ 1 !
A = TV/FWMLZ:L&M
0

To

Para evaluar la integral
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se puede usar la formula de Rodrigues,

14 1
L, = —— (2= 1) do = =,
! /02d( ) 2

Is = ——(x2—1)3dx:—é,

1 d 5 1
I, = — (2 =1) dr = —
g /0255! g5 (0= 1) dw = g6

con lo que la solucion se expresard como

3V 4% 11V

u(r,0) = 2—7’P1(cos(0)) — @7’3]33(008(9)) + ——=r°Ps(cos(f)) + -+ .

5
o o 16rg
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3.7.

1.

Ejercicios

(Mathematica) Demuestra que la funcion

1
= 11— ——
(0 y( x2+y2),

satisface la ecuacion de Laplace. Dibuja las soluciones ¢ =0, ¢ = 0,1,
=03y ¢ =1paraz € [-2,5].

Usa el método de separacion de variables para obtener la solucion de
la ecuacion de Laplace, u(x,y), que satisface las condiciones

oV}

) u(z,0)=0si0<z<2.
) u(z,1)=0si0 <z <2
) uw(0,y) =0si0<y< 1.
d) u(2,y) =asen(2my) si 0 <y < 1.

o

o

Resolved el problema
Ugy T Uy =0, O0<az<]l, O0<y<2,
con las condiciones de contorno
u(z,0) =2, u(z,2)=z+2,
u(0,9) =y, u(l,y)=y+1.

Obtén la solucion de la ecuacion de Laplace, u(z,y), que satisface las
condiciones

a) u(z,0)=zsi0<z<l1.

b) u(x,2) =0s10<ax <2

c) u(0,y) =0si0<y<1.

d) u,(l,y) =0si0<y<1.

Determinar la temperatura en estado estacionario del sector circular

0<r<1,0<60< T sl la temperatura se mantiene a 0 en los bordes
rectos y a 10 grados en el borde curvo.

Suponed que la temperatura a lo largo de la circunferencia interior
de un anillo circular de radio r; se mantiene a T (r1,60) = 0, y en la
circunferencia exterior a 7' (r, #) = sen(f). Calculad la temperatura en
el interior del anillo en estado estacionario.
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Capitulo 4

Métodos Numéricos para
problemas de valor inicial

4.1. Introduccion

Los métodos analiticos de integracion de ecuaciones diferenciales sélo son
atiles para resolver una pequena parte de las ecuaciones diferenciales que
aparecen en la practica. Este hecho justifica, junto al avance de la capaci-
dad de computacion, el interés practico por los métodos que se denominan
aproximados.

Los métodos numeéricos son los métodos aproximados de uso mas extendi-
do en la resolucion de problemas reales cientificos y técnicos. Se caracterizan
porque proporcionan una solucién aproximada dada mediante una tabla de
valores, y tienen la gran ventaja de basarse en procedimientos generales que
no dependen del tipo de ecuacién a resolver. No obstante, obtener resultados
con una precision aceptable con estos métodos exige tener que hacer un gran
nimero de calculos, para lo cual es necesario el uso del ordenador. Dedica-
mos este capitulo a exponer una introduccién a los métodos numéricos para la
resolucion de problemas de valor inicial asociados a una ecuacion diferencial.

Recordemos que un problema de valores iniciales que consiste en

Dada una ecuacion diferencial obtener la funcidn solucidn y(t)
de la que se conoce su valor y el de sus derivadas en un punto
nictal tg.

En caso de resolver analiticamente el problema, las condiciones iniciales
son las que permiten determinar las n constantes de la solucién general y, de
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esta forma, llegar a la expresion analitica de la solucion y(¢) del problema
de valores iniciales. En cambio, si resolvemos mediante un método numeérico
obtenemos, para cada punto ¢t que se considere, un valor aproximado de la
solucion evaluada en dicho punto.

En este capitulo, presentamos métodos numéricos para obtener un valor
aproximado de la solucion y(t) del problema de valor inicial

{ y/ - f(t,y), (4.1)

y(to) = o,

con la hipotesis de que la funciéon f es tal que el problema tiene solucion
lnica en un intervalo que contiene a t.

En el caso de un problema de valor inicial asociado a una ecuacion diferen-
cial de orden n, considerariamos su equivalencia con un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden y, a éste, le aplicariamos los métodos numeéricos
aqui expuestos generalizandolos para funciones vectoriales.

4.2. Meétodo del desarrollo en serie de Taylor

Partimos de la ecuacion diferencial (4.1)), con el objetivo de obtener el
valor de la funcién y en el punto b, conocido el valor de y en el punto tg.
Para ello, dividimos el intervalo [tg, b] en subintervalos iguales, tomando t; =

Lo+ hi=1,2.. . n h="1

. Por lo tanto, t,, = b.

El método del desarrollo en serie de Taylor es un método paso a paso en
el sentido de que, partiendo de yo = y(to), se avanza paso a paso para obtener
el valor de la solucién en distintos puntos. En el primer paso, se calcula un
valor aproximado de la solucién exacta en t; = ty + h, que llamaremos ;.
En el segundo paso, se calcula un valor aproximado y, de la solucion exacta
en ty =ty + 2h, etc. En cada paso, los calculos se llevan a cabo mediante la
misma férmula.

Suponiendo que la solucion, y = y(t), admite desarrollo en serie de Taylor
en un entorno del punto t = ¢y, la soluciéon de la ecuacion diferencial en ¢, se
puede escribir,

N h"
y(t) = y(to +h) = ylte) + ¥/ (t)h+y (o) o + -+ y" (o) + -+,

donde los coeficientes pueden ser calculados a partir de la ecuacion diferencial.
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Tendremos

y(to) = Yo,
Y'(to,y0) = f(to, %),

" B of O0fdy B
st = (8t+8y dt) oy e

y///(toayo) = (fi+ 1) ‘ (too) —
0
= (a(ft—f‘fyf)-i—a—y(ft%—fyf)f)

(to,%0)

De esta forma, sucesivamente, pueden obtenerse las derivadas de y en (o, yo)-
Por lo tanto, si consideramos el desarrollo de Taylor hasta orden 3 en h,
obtenemos

W) = w0t fto,u)ht o (it Tl +

+ —h3 (fet + 2feyf + fyfe+ Fyud? + Foful)] 1g.40) + OB -

(to,yo)

donde denotamos por O(h*) a los siguientes términos del desarrollo que
seran proporcionales a potencias de h iguales o superiores a 4. En este caso,
podemos aproximar y(t;) por y;

1
N = y0+f(t07y0)h+§h (ft+fyf)|to,yo +

+ %m(m+2@f+@ﬁ+@ﬂa+@@ﬂuwm. (4.2)

Una vez obtenido y;, calculamos y» sustituyendo en la expresion (4.2)), o
por t; e yo por el valor y; que hemos obtenido. El método iterativo, consiste
en seguir este proceso obteniéndose la n-ésima aproximacion,

1
Yo = Y1+ f(ta-1,Yn-1)h + —h2 (fe + fyf)|(tn,1,yn,1) +

+ —h3 ((fu+2fuf + fofi+ Fuuf? + +1,5,1))],

tn 17yn71) :

Ejemplo 4.1 Consideremos el problema de valor inicial
Yy =y—t*+1, 0<t<2, y(0)=0,5. (4.3)

Este problema tiene como solucion analitica
1
y(t) = 1—§et—|—2t+t2 :
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Construiremos los métodos de Taylor de orden 1 y orden 3, para este proble-
ma.

El método de Taylor de orden 1 es
Yirr =i +hy' () =y + hf (tiyi)
Para el problema (4.5),

Yis1 = (14 h)y; — ht? +h .
El método de Taylor de orden 3 es de la forma

1 1
Yirr = yi + hy' (t:) + §h2yﬁ (t:) + ghg?/" (t;) .

Para el problema 7 se tiene

y = y-t"+1,
Y = y—t?—2+1
y' = y—t* =21,

y, por tanto, el método de Taylor de orden 3 es
2 Ly 2 1 g 2

Como puede observarse, el proceso a seguir en el método del desarrollo
de Taylor es, en general, costoso desde el punto de vista de los célculos que
hay que realizar. Puede resultar interesante su aplicacion cuando la funciéon
f(t,y) sea algebraica, en cuyo caso las derivadas sucesivas se calcularan fa-
cilmente y se anulardn a partir de cierto término. En resumen, este método
permite aumentar indefinidamente la precision tomando muchos términos
del desarrollo de Taylor, siempre a costa de aumentar también el esfuerzo
computacional.

4.3. Método de Euler

El método de Euler es el mas simple de los métodos numéricos de reso-
lucion de ecuaciones diferenciales. No es muy utilizado debido a que el error
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Figura 4.1: Método de Euler.

que se comete al aplicarlo, crece considerablemente con el nimero de itera-
ciones. El método de Euler es un caso particular del método del desarrollo
en serie de Taylor, donde nos quedamos en el primer orden de h,

y(to + h) = y(to) + hy'(to).

A partir de la ecuacion diferencial v/ (ty) = f(to, yo), obtenemos
y1 =1yo + hf(to,vo) -

Anéalogamente, utilizando y; como condicion inicial, tenemos en el segun-
do paso,
Y2 =1 + hf(ts, v1),

y, en general,

y(to) = wo -
Yiyr = Yi+hf(to+ih,y), 1=1,2,...

Geométricamente, este método consiste en realizar una aproximaciéon de
la curva y(t) mediante un poligono cuyo primer lado es tangente a la curva

en ty (véase la Fig. [1.1)).
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El error que se comete en la primera iteracion es,

er = |ylty) —ui =l y(t) —yo — hf(to, o) |=
= | y(to) + hy'(to) + %hQ?J”(to) 4+ —=yo — hf(to, ) |=
— O(h?) .

A este error se le llama error local o error de truncamiento del método.

Logicamente, el error aumentara a medida que aumente el ntmero de
iteraciones. El valor practico de este método es limitado aunque resulta tutil
para obtener al menos una primera aproximacion de la solucion, para un
valor de h suficientemente pequeno.

Ejemplo 4.2 Dado el problema de valor inicial y =y —t, con la condicion
y(0) = yo = 1,5, cuya solucion analitica es

1,
y=1+—-e"+1.
2
Vamos a calcular, mediante el método de Fuler, una aprozimacion a y(1,5).
Tomamos h = 0,25 y realizamos los cdlculos, con un redondeo de cuatro
decimales, que figuran en la siguiente tabla

ti Yi y () | |y (i) —wil
0 [ 1.5000 1.5000 | 0.0000
0.25| 1.8750 | 1.8920 | 0.0170
0.50 | 2.2812 | 2.3244 | 0.0432
0.75 | 2.7265 | 2.8085 |  0.0820
1.00 3.2206 | 3.3591 | 0.1385
1.25 | 3.7758 | 3.9952| 0.219)
1.50 | 44072 | 4.7408 | 0.3336

D G B | | N D

Al final, se tiene que y(1,5) ~ 4,4072 con un error de 0,3336. Como ya
hemos comentado, el error va aumentado a medida que aumenta el niumero
de iteraciones.

Para el método de Euler, el siguiente teorema nos da una cota para el
error global que se comete.

Teorema 4.1 Siy(t) es es la solucion del problema del valor inicial
V' =f(ty), a<t<b, yla)=uyo,
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y llamamos yo,y1,... ,yn las aproximaciones generadas con el método de
Euler con paso h. Supongamos que f es continua para t € [a,b] e y €] —
00, +00[ y que existen constantes L y M tales que

of "
_ < < .
‘ay(t,y)’ <L, [y|<M

Entonces, para 1 =0,1,2,... n, se cumple

hM .
|y(tz> - yi| < ﬁ (GL(t'L ) — 1) .

Hemos de resaltar que el error local o de truncamiento del método de
Euler es O (h?) mientras que el error global es O (h). Esta reduccion del error
local al error global en un grado de h es tipica de las técnicas numéricas para
problemas de valor inicial.

4.4. Meétodos de Runge-Kutta

Como ya hemos comentado, el método del desarrollo en serie de Taylor es
computacionalmente costoso debido, sobre todo, a la complicacién creciente
de las derivadas de f. Los métodos de Runge evitan este calculo mediante la
evaluaciéon de f en uno o varios puntos auxiliares, elegidos apropiadamente,
de forma que el desarrollo en serie que se obtiene se ajuste al desarrollo de
Taylor con una aproximacion mejor que la del método de Euler.

Veamos como es posible desarrollar métodos de Runge-Kutta de orden 2.
Utilizando el desarrollo de Taylor, tenemos

h2 i h3 n
y(tiv1) = yt)+hy (&) + 7’9/ (t;) + gy/ €3]
3

= ) R () + ey 1))+ )

= vt 7 Gy )+ 5 (5 o) + v @) 7 v )
A (44

Por otra parte, se puede buscar un método de la forma
Yy (tiv1) =y (t:) +hay f (6 +a,y (t:) + B)
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que tenga el mismo error de truncamiento que el método de Taylor (4.4).
Como

arf (ti + o,y (t:) + B) = arf (i y (ti))JFalCV% (ti,y (ti))—kalﬁ% (ti,y (t:))

para tener el mismo error de truncamiento se ha de cumplir

h h
1l=a;, 5 = M, §f(tz‘,?/(tz‘)) =af,
0 sea,
h h
—1a=" — e u ()
ai « 9 ) 6 2f(twy(tz))

Obtenemos de esta forma el método del punto medio

Yo = y<t0)7

h h
Yis1 = Yi+hf (ti+ =Y+ Ef(tiayi)) ;

2

que tiene un error de truncamiento O (h®) y un error global O (h?).

Otra posible eleccion del método numeérico es

Yiyr = Yi +h(anf (ti,yi) + aof (i +a,y () +5)) .

El parametro adicional que se introduce permite la posibilidad de construir
muchos métodos de Runge-Kutta. Tomando a; = ay = %, a =h, g =
hf (t;,y;), se obtiene el método de Euler modificado

Yo = Y (to) )

h
Yir1i = Yit §(f (ti,yi) + f (ti + hyyi + hf (ti,w1)))

que también tiene un error de truncamiento O (h®) y un error global O (h?).

Tomando a; = i, ay = % y o= %h y B = %hf (t;,y:), se obtiene el método
de Heun

Yo = y<t0)7

h 2 2
Yir1 = Y+ 1 (f (ti,yi) +3f (ti + ghy yi + ghf (ti7yi))) ;

que tiene un error de truncamiento O (h®) y un error global O (h?).
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Se pueden obtener métodos de Runge-Kutta de orden superior de una
forma analoga a la desarrollada para los métodos de orden 2. Uno de los mé-
todos de Runge-Kutta de orden 4 mas utilizados hace uso de las cantidades,

ki = hf(tsy),
ksi = hf(ti+h/2,y; + k2u/2),
ky = hf(ti+hyi+ ks),

y se basa en la sucesion recurrente construida a partir de la relacion,

y(to) = o,

1
Yiy1 = y¢+6(k1+2k2+2k3+/€4),

Puede demostrarse, mediante el mismo razonamiento que el seguido para

los algoritmos anteriores, que el error de truncamiento es O (h°) y el error
global del método es O (h?).

4.5. Métodos multipaso

Los métodos de Euler y de Runge-Kutta que se han expuesto son méto-
dos de un paso. Esto es, para calcular la aproximacion y;;1 de y (¢;11), hacen
uso so6lamente de la aproximacion y;. Se puede mejorar el funcionamiento de
los métodos si al calcular la aproximacién ;. 1, se involucran otras aproxi-
maciones, ¥, Yi_1, - -- ,Yi—k, calculadas previamente. Los métodos que hacen
uso de estas aproximaciones se llaman métodos multipaso.

Partimos del problema de valor inicial

d
Y- flty) ., to<t<tn. (4.5)
dt
Integrando en el intervalo [t;,t;11], tenemos
tit1

y(tip) —y () = f(ty(t)) dt . (4.6)

ti

Antes de seguir con la construccion de los métodos multipaso, veamos el
concepto de polinomio interpolador.
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4.5.1. Polinomio interpolador

Supongamos conocidos los valores de una funcion f(¢) en k + 1 puntos
distintos tg, t1, ... tx, que supondremos ordenados de menor a mayor.

Nuestro problema es obtener una funcién que aproxime el valor de f(t) en
un punto arbitrario t € [to, tx]. Para resolverlo, construiremos un polinomio
Ly (t) de grado menor o igual que k& que cumpla que

Lp(ti)=f(ti)=fi, i=0,1,...,k,

A Li(t) se le denomina polinomio interpolador de la funcion f(t) en los puntos
to,t1, ..., tr que, a su vez, se llaman nodos de interpolacion de la funcion

f).
Una posible forma de resolver el problema seria el plantear un polinomio
de grado k
Pi(t) = ap + art + ast® + ...+ apt" |

con coeficientes a;, i =0, 1, ..., k, indeterminados tal que Py (t;) = f; i =
0,1, ..., k. Esto significa que obtener el polinomio interpolador es equiva-
lente a resolver el sistema de ecuaciones

a0+a1t0+...+akt’§:f0,
a0+a1t1+...+akt'f:f1,
CLO—f—Cthk—i-...—l—Cth:Ifk.

Esta forma de afrontar el problema es, desde el punto de vista préactico, poco
operativa.

El siguiente resultado proporciona una forma explicita del polinomio in-
terpolador buscado.

Teorema 4.2 (Polinomio interpolador de Lagrange) Dado el conjun-
to de puntos (to, fo), (t1, f1),- .. (tk, fx), se considera el polinomio

Ly(t) = Z Pri(t) fi

donde

(t—to) (t —tr)- - (E—tica) (E —tiga) -+~ (t — i)
(ti —to) (ti —t1) -+ (ti = tica) (ti — tiga) -+~ (ti — )’
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con i = 0,1, ..., k. Este polinomio es un polinomio interpolador para la
funcion f(t).

Demostracion.
En primer lugar, el polinomio L(t) tiene grado menor o igual que k pues-
to que es combinacion lineal de los polinomios Py ;(t), y éstos tienen grado
menor o igual que k. Por otra parte, observemos que

Pk,i<tl)_Hti_tj_{ Osil#i’

de donde
Li(t;) = Pri(t:) fi=fi, 1=0,1, ..., n.

El polinomio obtenido en el Teorema [4.2| se conoce con el nombre de
polinomio interpolador de Lagrange.

Una vez visto el concepto de polinomio interpolador, seguiremos con
el desarrollo de los métodos multipaso para el problema . Suponga-
mos que conocemos las aproximaciones a la solucién del problema ,
Yi—k>» Yj—k+1, - - - » Y; correspondientes a los tiempos t;_p, t;_k41,... ,t;, y cons-
truimos el polinomio interpolador que pasa por los puntos (¢;_x, f (t;—k, Yj—)),

(tj—k—i—la f (tj—k’-i-la yj—k+1))7 ceey (tja f (tja yj));
k
Li(t) = Pajaa(t)f (tii 1) -
=0

A continuacion, se sustituye el problema (4.6)) por la aproximacion

tit1

tit1 k
Yir1 = Yi + / Li(t)dt =yi+ > f (t;, yj—l)/ Pyj(t)dt .
ti 1=0 t

i

Llamando
tit1
1 = / Pk,j—l(t) dt ,
t

i

se obtienen los métodos multipaso o métodos de Adams

k

Yie1 = Yi + Z Oék,lf (tj—l’ yj—l) . (4-7)
=0
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Ejemplo 4.3 Supongamos que se conocen las aproximaciones y;, y;_1 de un
problema de la forma . St construtmos el polinomio interpolador que

pasa por (i1, f (tic1,9i1)), y (6o f (s vi)s

t—t, t—1ti 1
J iz, yic1) + ———f (L, vi)

Li(t) = ——
1) lic1 — 1 by —ti1

queda el método numérico

tit1 ey tit1
Yir1 = Yi+ M/ (t—t;) dt + M/ (t—ti—q) dt
ti ti
(

tl 1 t tz - tifl

S iz, yi-1) Ho v ) ((tir —tima)® = (8 — ti1)®)

2
iy — )2 4 LY
(1@1—15)(+1 ) +2(ti—t2~_1

Si los instantes t; estdn igualmente espaciados, con un paso temporal h,
se tiene el método,

h
Yir1 = Yi + 5 (3f (tisys) — f (tic1, mi1)) -

Se distinguiran dos tipos de métodos, los métodos explicitos, que son aque-
llos que para el calculo de ;.1 s6lo hacen uso de f (¢;,y;) asi como de la fun-
cion f valorada en la solucién correspondiente a instantes anteriores, Los mé-
todos multipaso explicitos se llaman también métodos de Adams-bashforth.
Algunos de estos métodos son:

Método de Adams-bashforth de tres pasos

Yo = Qo, Y1 =01, Y= Qy,
h
Vier = Yit g (23f (tiyys) — 16f (tio1,yi1) +5f (tiz2,¥i—2))

que tiene un error local O (h?).

Método de Adams-bashforth de cuatro pasos

Yo = Qo, Y1 =01, Y2=02,Ys = Qsg,
h
Yit1 = Yi+ o (55f (tiyyi) — 59f (tiz1, yim1) +37f (ti2, yi—2)

—9f (ti—s, Yi-3)) -
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que tiene un error local O (h°).
Los métodos implicitos para el calculo de y;.; hacen uso de f (¢;11, Yit1)-

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.4 Supongamos que se conocen las aproximaciones y;, y;+1 de un
problema de la forma . St construrmos el polinomio interpolador que

pasa por (ti, [ (ti,vi)), ¥ (tivr, [ (tig1, Yiv1)),

t—1t; t—1t;
Li(t) = — 22 f (ti, i) + ————

f ti 1, Yitr1)
b — lita tiv1 — t; (tir, yin)

queda el método numérico

tiv1 — 1

Yir1 = Yi + 5 (f iy vi) + f (L, Yigr)) -

A los métodos multipaso implicitos se les llama métodos de Adams-
Moulton. Algunos de estos métodos son los siguientes:

Método de Adams-Moulton de tres pasos

Y = Qp, Y1 =01, Y2 = Q2g,
h
Yiy1 = Vit o (9f (tig1, vigr) +19F (Li, yi) = 5 (Lic1, yiz1) + f (tic2, yi—2))

que tiene un error local O (h°).

Método de Adams-Moulton de cuatro pasos

Y = Qp, Yh =01, Y2 =Qy,Y3=q3,
h
Yirr = Vit 720 (251 f (tiv1, Y1) +646f (ts,y:) — 246 f (Li1, yi-1)

+106f (ti—, Yi—2) — 19f (ti—s, yi—3)) -
que tiene un error local O (h°).

En la practica, los métodos multipaso implicitos no se usan en solitario,
més bien se utilizan para mejorar las aproximaciones obtenidas por los mé-
todos explicitos. La combinacién de una técnica explicita con una implicita
se llama método de predicciéon y correccion o método predictor-corrector.
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4.6. Ecuaciones rigidas

Los métodos numeéricos para la aproximaciéon de la solucién de problemas
de valores iniciales tienen férmulas de error que incluyen una derivada de
orden superior de la soluciéon de la ecuacion diferencial. Si la derivada de
la solucién se puede acotar por una constante, entonces el error del método
numeérico se puede mantener bajo control. Hay ciertos problemas en los que
el valor de la derivada se hace grande y el error del método puede dominar
los céaclulos a medida que crece el nimero de iteraciones. A este tipo de
problemas se les llama problemas rigidos.

Ejemplo 4.5 Consideremos el problema de valores iniciales

Y

1
uy = 9uy + 24us + 5cos(t) — 3 sen(t) , uy(0) =

TS

1 2
uy = —24uy — 5H2up — 9cos(t) + 3 sen(t) , wue(0) = 3

La solucion analitica del problema es
1
ur(t) = 2e3 — e 4 3 cos(t) ,

1
uy(t) = —e 4 2e7 — 3 cos(t) ,

St se usa un método de Runge-Kutta de 4 pasos para calcular la solucion

del problema obtenemos. por ejemplo, los resultados para ui(t) de la siguiente
tabla

t Ul(t) U4 (h = 0,05) U4 (h = 0,1)

0.1 1.793061 1.712219 -2.645169
0.2 1.425901 1.414070 -18.45158
0.3 1.131575 1.150523 -87.47221
0.4 0.909409 0.909276 -934.0722
0.5 0.738788 0.738751 -1760.016

4.6.1. Estabilidad lineal

En el ejemplo anterior hemos visto que un método numérico puede tener
un comportamiento divergente u oscilante cuando el nimero de iteraciones
tiende a infinito. Por ello, va a ser interesante tratar de caracterizar en qué
condiciones un método dado se hace inestable.

82



Supongamos que se esta interesado en utilizar un método numérico para
estudiar la ecuacion

dy

o =M y (to) = %o ,

donde A es una constante negativa. La solucion analitica del problema es
Y= yoeM )
que satisface y — 0 cuando t — oo. Si utilizamos el método de Euler
Yir1 = Yi + Ahy;
se tiene la ecuacion en diferencias
Yir1 — (L+Ah)y; = 0. (4.8)
Si probamos soluciones de la forma y; = %, tenemos
Pt — (14 M)t =0,
que da lugar a la ecuacion caracteristica
r—(1+Ah)=0.
La solucion de la ecuacion es
y; = (1+ Ah)'yo .
Para que el método numérico sea estable se ha de satisfacer
1+ M| <1,

0 sea,

2
h<—.
RY

Si ahora repetimos el analisis utilizando el método de Euler hacia atras
Yir1 = Yi + Ay,
se tiene la ecuacion en diferencias
(1 =Ah)yix1 —y; =0. (4.9)
La ecuacion caracteristica es

(1=Ah)r—1=0,
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y la solucion de la ecuacion (4.9) es

Y = 1—)\h Yo -

Para que el método numérico sea estable, se ha de cumplir
1
1—MAh

lo cual se satisface para cualquier valor de h.

<1 = [1+]|AAr|>1,

Este tipo de analisis se puede repetir para los métodos de Runge-Kutta y
para los métodos multipaso. Asi, los métodos de Runge-Kutta y los métodos
mutipaso explicitos tienen problemas para aproximar ecuaciones diferenciales
rigidas para ciertos valores de h. En la practica para este tipo de ecuaciones
se utilizan los métodos multipaso implicitos. La ecuacién en diferencias que
se obtiene con estos métodos para ;41 se puede resolver de forma sencilla
para problemas lineales. En las ecuaciones diferenciales no lineales, para la
obtencion de y;, 1 se utilizan técnicas numéricas que permiten la resolucion de
ecuaciones algebraicas no lineales, como el método del punto fijo o el método
de Newton.

4.6.2. Meétodos implicitos hacia atras

Dada una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, de la forma

— = Ity®)

un método en diferencias hacia atras (Backward) general de m pasos para
la resolucion de esta ecuacion, consiste en una ecuacion en diferencias de la
forma

Yir1 + 01y + ¥io1 + -+ OnYit1—m = hBof (tiv1, Yiv1) (4.10)

donde By > 0, v aq,...,a,, se eligen de forma que se minimice el error de
truncamiento. En la Tabla se muestran posibles elecciones de los para-
metros del método en diferencias hacia atras para distintos valores de m.

Con esta eleccion de los parametros, los métodos Backward obtenidos
son estables. Los métodos hacia atras son métodos implicitos, y su utiliza-
cioén para la integracion de un sistema de ecuaciones diferenciales implica la
necesidad de resolver un sistema de ecuaciones lineales en cada paso de in-
tegracion, pero es imposible construir un método explicito que funcione bien
para el tratamiento de problemas con rigidez.
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Tabla 4.1: Coeficientes del los métodos hacia atras

m| By @ e a3 Qg
111 -1
22 -4 3
3|8 _i8 5 _2
11 11 11 11
4|12 _45 3% _16 3
25 25 25 25 25
4.7. Ejercicios
1. Mediante el método de Euler:
a) Hallar y(0,4) si
y/:y_flj
Y+’

para la condicién inicial y(0) = 1, y el paso h = 0,1 .

b) Hallar y(0,4) si y' = x + y, para la condicion inicial y(0) =1, y el
paso h = 0,1 .

2. Un proyectil de masa m = 0,11 kg que ha sido disparado verticalmente
hacia arriba con una velocidad inicial de v(0) = 8 m/s se ve frenado por
1 accion de la fuerza de la gravedad F, = mg y la resistencia del aire
F, = —kv|v|, donde g = —9,8 m/s? y k = 0,002 kg/m. La ecuacion
diferencial del movimiento es

mv' =mg — kv|v| .

Utilizando el método de Euler, determina la velocidad del cuerpo a
los 0,1,0,2,...,1,0 s. Determina, con la precision de una décima de
segundo el instante en el que el cuerpo se detiene.

3. Mediante los métodos de Runge y de Runge-Kutta de dos pasos, hallar
el valor aproximado y(0,6), de la funcion y definida mediante la ecuacion
diferencial 3 = x* +9?, con el valor inicial y(0) = 0y el paso h = 0,2 .

Solucion: Runge: y(0,4) ~ 0,072, Runge-Kutta 2 pasos y(0,4) ~ 0,076.
4. Mediante el método de Runge-Kutta 4 pasos:

a) Hallar y(2) si 2%y’ — 2y = 1 para la condicion inicial y(1) = 0, y el
paso h = 0,2. Obtener la solucion analitica exacta de la ecuacion
diferencial y comparar los resultados.
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Solucion: y(2) ~ 0,752. La solucion exacta se obtiene a partir de
2 -1
2z
b) Hallar y(1) si 4y’ = y* + 42 para la condicién inicial y(0) = —1,
y el paso h = 0,1.
Solucion: y(1) ~ —0,495.

la funcion y(x) =

5. Aprovechando las tres primeras iteraciones realizadas, mediante Runge-
Kutta 4 pasos, obtener las mismas aproximaciones buscadas en los apar-
tados (a) y (b) del problema anterior, aplicando el método de Adams
m = 3. Comparar los resultados.

36



Capitulo 5

Métodos Numéricos para
problemas de contorno

En este capitulo mostraremos distintos métodos numeéricos para la apro-
ximacién de problemas de contorno. Mientras que en los problemas de valores
iniciales las condiciones que determinan la solucion del problema se imponen
en un mismo punto (condiciones iniciales), en los problemas de contorno las
condiciones se imponen en puntos separados.

Por ejemplo, para una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden,
un problema de contorno es un problema de la forma

y'=f(z,yy) , a<z<b,

con las condiciones

yla)=a, yb)=5.

Para obtener soluciones aproximadas de este tipo de problemas veremos
esencialmente dos enfoques, uno basado en aproximar las derivadas de las
funciones mediante diferencias finitas y, otro enfoque, basado en una refor-
mulacién integral del problema.

5.1. Diferencias finitas

Supongamos que se quiere obtener una solucién aproximada de un pro-
blema de la forma

y' =pl)y +q@)y+r), a<e<b, yla)=o, yb)=p5.
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El primer paso consistira en dividir el intervalo [a, b] en N+1 subintervalos
del mismo tamano cuyos extremos son los nodos

ri=a+1iAxr, i=0,1,... N+1,
siendo Az = (b—a)/(N +1).
En los nodos interiores se ha de cumplir
y' (x:) = p () y (z:) + q (i) y (z:) + 7 (25) (5.1)

coni=1,2,... N.

Se han de obtener aproximaciones de los valores y' (x;) e y” (x;). Para ello,
se hace uso del desarrollo de Taylor

/ x2 1 A:I/‘g "
y(@is) = y (@i + Ax) = y (@) + Ay (@) +——y" (va)+—5-y" (@)+0 (Ar') .
Ademas
/ A'CEQ 1 Axg n
y(@ia) =y (2 = Az) = y (z:) = Awy' (2:)+——y" (v:) =——y" (2:)+0 (Az?) .
De estas ecuaciones se puede despejar
1 ]'
y' (i) = A2 (y (1) — 2y (23) + y (xi11)) + O (Az?) (5.2)
Y 1
Y (z;) = Az (y (zis1) — y (zim1)) + O (A2?) . (5.3)

Sustituyento las aproximaciones (5.3) y (5.2) en (5.1) obtenemos en los

nodos i = 1,..., N, las ecuaciones

Yi1 — 2Yi + Yir1 (

) Yit1 — Yi—1
Ax? N

2Azx

i +q (@) yi +r () - (5.4)
Este sistema de ecuaciones se completa con las condiciones de contorno

Yo=a, yn+1 =7 (5.5)

Las ecuaciones (5.4) se pueden expresar en forma matricial de la forma
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donde A es la matriz tridiagonal

y los vectores

0

0

Y1
Y2

YN-1
YN

[ —Ax?r (x) + (1+2%p (1)) a

| —A?r (xn) + (11— 5Ep(an)) B

[ 2+ Ax?q(z1) —1+55p(21) 0
- *%P(M) 2 + Az?q (22) *1+%p($2)

—1—&%p(zn)

—Ax?r (x9)

—Ax?r (zn_1)

—1+ &%p (zn-1)
2+ Az?q (zn)

5.2. Diferencias finitas para problemas elipti-
cos

Como ejemplo de problema eliptico vamos a considerar el problema de
contorno asociado a la ecuacién de Poisson

o
0x?

o _
oy?

_f ) (l’,y) € [0711] X [O’ ZQ] )

u(x7y>:O7 para ZE:O,ZL‘:ll,y:O,xZZQ

El primer paso que realizaremos consistird en discretizar el rectangulo
[0,11] x [0, l5] mediante un conjunto de nodos igualmente espaciados, como se

muestra en la Figura 5.1

r; = iAx
y;=jAy, j=01,2... M+1.

i=01,2... N+1,

Utilizando una aproximacion similar a la de (5.2)), para las derivadas

segundas, se tiene que

#u
0x?
P

oy?

L Uim1j = 22U+ Ui
(i, uj) ~ A2 )

L Wij—1 = 2Ui5 + Uijq
(i, uj) ~ Ay2 ’
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Figura 5.1: Mallado para un problema 2D rectangular.

donde u;; = u (z;,y;). De este modo, se tiene que la ecuacion (5.6 se puede
aproximar de la forma

1 1
Z;g@%Jj_2uw+“%Hﬂ4‘Z§§@%>l—2Wj+uﬁ+ﬂ::—ﬁj- (5.8)

Para poder escribir las ecuaciones resultantes para ¢ = 1,... ,N, j =
1,...,M, se han de ordenar los nodos del mallado de algin modo. Una
posibilidad es utilizar el orden dado por

l=i+N(G—-1).
Cuando se escriben las ecuaciones parai=1,... ,N, j=1,... ,M, y se

tienen en cuenta las condicones de contorno (5.7, se obtiene un sistema de
ecuaciones de la forma

Au=f,

donde A tiene una estructura en banda similar a la de la Figura [5.2]

5.3. Diferencias finitas para problemas parabo-
licos

Como ejemplo de problema de contorno paraboélico consideraremos la
ecuacion del calor o ecuacion de la difusion dependiente del tiempo que con-
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Figura 5.2: Matriz asociada a la ecuacion de Poisson.

sideraremos tiene la forma )
ou 0“u
— =a— .
ot 0x?

Supondremos que se satisfacen unas condiciones de contorno en los extremos

de dominio y que la distribuciéon espacial de la u en el instante inicial es
conocida.

(5.9)

El primer paso para obtener una aproximacién numérica para resolver
esta ecuacion es discretizar el tiempo y el espacio en intervalos igualment
espaciados, t =nAt,n=0,1,2,...yr=x9+iAz,i=0,1,... ,N, + 1.

Se toma una aproximacion para la derivada temporal de la forma

Ou _u(z,t+ At) —u(z,t)
ot~ At

+O(AY) .

Para la derivada espacial se toma

Pu _ulr — Az, t) — 2u(z,t) + u(z + Az, t)
dx2 "~ Ax?

+ 0 (Ax2) .

Se suele utilizar la notacion u (nAt, xg + iAx) = ul', y se escribe la aproxi-
macion de la ecuacion (5.9) como

n+1 n n n n

At Ax? ’

u
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0 sea,

+1 B alt
u; —u?+r(u?_1—2u?+u;ﬂrl) , r—A—x2.
El método obtenido es un método explicito, ya que los valores de u?“ se

pueden calcular directamente sabiendo los valores de u;'.

Para garantizar la estabilidad del esquema explicito, se puede ver que es
necesario que se cumpla la condiciéon

aAt
0<—<05,
Ax?
que se conoce como la condicion de Courant, y que limita la longitud del
paso temporal que es necesario elegir una vez se ha elegido un paso espacial.

Para evitar problemas de estabilidad, se puede evaluar la derivada segun-
da espacial en el instante (n + 1)At, en vez de hacerlo en el instante nAt,
obteniendo de este modo la aproximacion

n+1 n n+1 n+1 n+1
At Ax? ’
0 sea,
—rul 4 (L4 2r)uf ™ — =l
que es un método implicito, ya que si hacemos variar + = 1,... , N,, para

cada paso de tiempo, se ha de resolver un sistema de ecuaciones de la forma

(1+2r)  —r IR I IR TR T
-7 (1+2r) —r
—r (1+2r) —r
- (1+2r) i u%’:l | | uy, +ru?vji1 |

Otro método que se puede obtener que no tiene problemas de estabilidad y
es mas preciso que el método implicito, es el método de Crank-Nicolson, que
viene dado por la ecuacién

n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
u; " —up a ful g —2ud +ul sy u — 2u; " + (0
- 7 — _|_

At 2

2 Ax? Ax?
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5.4. Diferencias finitas para problemas hiper-
bo6licos

Como ejemplo de un problema de contorno hiperbolico consideraremos la
ecuacion de ondas, o sea, un problema de la forma

2 2
28u:8u 0<z<l

C@ @, ~ _,tZO, (510)

con las condiciones de contorno
u(0,t) = u(l,t) =0,

y las condiciones iniciales

u(z,0) = f(x), %(m, 0)=g(z), 0<x<I.
Si el mallado espacial viene dado por los nodos 0 = xg, 21, ... Tn,+1 = [,

podemos utilizar las aproximaciones

0%u ul , —2ul 4 u?
et (Iia tn) ~ i—1 7 +1 7
0x? Ax?

y
0*u (2, 1,) ul ™t — 2ul 4wt
5 Tiyln) = )
ot? At?

se llega a una aproximacion de le ecuacion (5.10) de la forma

n o __ n n n—1 n n+1
QUi — 2w +ug oy —2u? +u;

]

Ax? At? ’

que se puede reescribir como

QQ 2 QQ 2
n+1 n c t n n c l n—1
ult = 2u (1 T AL ) + (ui_l + uiﬂ) (—x2 —u; .

parat=1,... N,.

Los valores para n = 0 se obtienen de la condicién inicial, pero también
son necesarios los valores para n = 1. Una posibilidad consiste en usar la
condicién 5

U
a(m,O) =g(z), 0<x<I,
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sustituyendo
ou ul — u?
o, 0) e T =g ()
L (,0) B = g ()

o0 sea,
1_ .0 .
u, =u; +Atg(z;) , i=1,... N.
Una aproximacion de mayor orden se puede obtener si se tiene en cuenta
que

(At)? 0*u

Ou

ot

u (i, t1) = u(x;,0) + At— (z;,0) +

Si existe f”, podemos usar la ecuacion de ondas y escribir

0%u 0%u Y
el (;,0) = CQw (;,0) = Af (x;)

con lo que se tiene

u; = u) + Atg (z;) +

5.5. Ecuacion de conveccion-difusion

Supongamos ahora, que se quiere resolver un problema estacionario de la
forma

—au" +bu' =0, O0<ax<l,
u(0)=0, u(l)=1.

Para obtener la solucion analitica de este problema introducimos v’ = y
con lo que queda la ecuacion

b
Yy =-vy,
a

y = Kexp <9x) ,
a

b
u = Kjexp (—x) + Ky .
a

con lo que

y, por tanto,
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Imponiendo las condiciones de contorno se tiene

1 — eRlx

—_— 5.11
=, (511)

u(x) =
donde R es el nimero de Péclet, definido como

R=—.

a

Para obtener una aproximacion por diferencias finitas, primero obtenemos
una aproximacion O (Az?) de u/(x),
u(z + Az) — u(z — Ax)

u'(x) & A + 0 (Az?) . (5.12)

Utilizando (5.12)) y una aproximacion del mismo orden para la derivada
segunda, se tiene la relacion

Uig1 — Uj—1 Ui — 2U; + Uiy
b - =0 5.13
2Azx “ Ax? ' (5.13)
que, definiendo
RAz
c= ,
21
se reescribe como
— (1 =c)uir +2u; — (1+c)u; 1 =0 . (5.14)

Esta es una ecuaciéon en diferencias que se suele resolver probando una
solucion de la forma u; = r?,

—(I—cr'tt+2r' — (1 4+t =0,

esto es, '
(=1 =or*+2r—(1-¢) =0,

luego r tendra que cumplir que
(1—c)r*=2r+(1+¢)=0.

Las soluciones de esta ecuaciéon son

7’1:1, To =



La solucion general de la (5.14]) sera de la forma

1 )
uz:O‘_'_ﬁ( +C> )

1—c¢
como ug =0, f = —a y como u,,1 = 1, se cumplira
B 1
a = 1_—7J21+1 y

asi, la soluciéon es de la forma

i
1 -1

n+1l °
1—7’2

U; =

Cuando ¢ > 1, (A:I: > %l) entonces 7y < 0, y la solucion u; oscila. Esto con-
trasta con el comportamiento de la solucion analitica (5.11)), que es creciente.

Para resolver este problema hay que utilizar esquemas de primer orden,
que tengan en cuenta el signo de la velocidad b. Si b > 0, la derivada primera
se aproxima como

/ Ui — Uj—1
u; R ————
Ax
obteniendo una ecuaciéon de la forma

Uj — Ui auz'+1 — 2u; + Uiy

b =0. 5.15
Ax Ax? (5.15)
Si b < 0, la derivada primera se aproxima como
o Wikl T U
k AV
obteniendo una ecuaciéon de la forma
i1~ U i+1 — 2u; + Uy
plicl “ Ui Mgt T AU T Ui g (5.16)

Az Ax?

Estas dos posibilidades se escriben de una forma compacta como

1 b 1 1 b 1
1= =) — (e — )+ =1+ =) —/— (s — s
(5 (0 7) g om0 (1) g )

1
_aA_:E2 (Ui_l — QUJZ + ui—i—l) =0.

Este esquema se conoce como un esquema ‘up-wind’ de primer orden para la
ecuacion de conveccion-difusion.
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5.6. Técnicas variacionales

Hemos visto que el método de las diferenecias finitas consiste, esencial-
mente, en sustituir el valor de las derivadas de la funcién en un punto por un
cociente incremental obteniendo de este modo una ecuacién en diferencias,
cuya solucion nos da la soluciéon aproximada del problema.

Ahora expondremos el método de Rayleigh-Ritz, que es una técnica va-
riacional que trata el problema desde otro punto de vista. En primer lugar,
se reformula el problema de contorno, como el problema de encontrar, den-
tro de un conjunto de funciones suficientemente derivables que verifican las
condiciones de contorno, la funcién que minimiza cierta integral. La solucion
de este nuevo problema nos dara una aproximacion al problema original.

Para exponer como funciona el método de Rayleigh-Ritz, consideremos
el problema de contorno asociado a la deformaciéon de una viga, que es de la
forma

- () F et =t 01, D

con las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0.

Se puede ver que la solucién de la ecuaciéon es la funcién que mi-
nimiza una cierta integral entre todas las funciones del conjunto CZ[0,1],
definido por

C310,1] = {u € C?0,1]/u(0) = u(1) =0} .

Asi, una funcion y € C2[0, 1] es la solucién del problema de la viga (5.17))
si, v s6lo si, y es la tnica funcién que minimiza la integral

1) = [ (pl) (@) + 0(0) o) = 2f @) do - (319

Para resolver el problema de encontrar una funcién y que minimice la
integral (5.18]), se eligen ciertas funciones bésicas, ¢1, ¢o,... , ¢, que sean
linealmente independientes y que verifiquen

$:(0) =¢;(1) =0, i=1,2,...,n.

Suponemos que
n

U = Zciﬁbi@) )

i=1
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y tratamos de obtener las constantes ci,cs,... ,c¢,, que hacen minima la
integral

I (Z Ci¢i<x>>
= / p(x) (Zcm;(x)) +q(a) (Zcm@:)) —2f(@) Y @) | do .

=1 =1 =1

Para que se alcance un minimo se han de satisfacer las ecuaciones normales

or

— =0, j=1,...n.

Derivando, se obtienen las ecuaciones

n

> ( / (P ) ) + 0@ (x)s () d:c) -~ ' H)by(a)de =0

i=1

para 7 = 1,2,... n. Estas ecuaciones dan lugar a un sistema de ecuaciones

lineales
Ac=b,

donde A es una matriz simétrica cuyos elementos son de la forma

0 = / (p(@)6 ()6, () + q(@)u (2)d;(2)) da |

y las coordenadas del vector b son

b= [ s i

La solucion de este sistema nos da los coeficientes ¢; que permiten reconstruir
la solucién aproximada.

Para obtener una solucién aproximada hace falta elegir unas funciones
base ¢; determinadas. Una posibilidad es tomar como funciones basicas poli-
nomios lineales a trozos. Para construir estas funciones comenzamos tomando
una particion del intervalo [0, 1] cuyos nodos xg, x1, . .. , x,, satisfacen

O=2g<21 < - <wpp1=1.
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Tomando Ax; = x; 11 — x;, se definen las funciones bésicas

0 si 0< e <z q,
bi(z) = Axlz (v — @) slowi <@ <,
Ax (i1 —x) st oz <z <xpy,
0 si @i <o <1,
para ¢ =1,2,... ,n. Derivando, se tiene
0 si O<a< Ti—1,
, . ﬁhl si ri <z <z,
sz(x) - _A{ri sior; <<,
0 sl x4 <z <1,
para i = 1,2,... n. Como ¢; y ¢, son no nulas en (z;_1,2;+1), los elementos

de la matriz A no nulos son

ai = / (b0 (60))" + 4(a) (32" o

i 1 2 Ti41 _1 2
- () e [T () e
T 1 2 , - .
" /mi1 (Afﬂz‘_l) (:E B xi_l) Q(ZL‘) dr + /xl (A;pl

parat=1,2,... ,n

- / (p(@) ($(@)641) + a(x) (9:(2) i1 (x))) da

Tit1 1 2 Tit1 1 2
= /:1; _(Axl) P(x)dx+/xi (Am) (2541

parat=1,2,... n—1;y

Aji—1 = /0 (p(x) (45;(%)(25271) + q(7) ((bi(x)Qbifl(x))) dx

)2 (wis1 — x)° q(w) du |

—z)(x —z;) q(z) dx |

- /;1 - <A;i—1>2p<x) ot /I (Altli—1>2 (i — ) (& — xia) q(2) do

para ¢ = 2,... ,n. Los elementos del vector b son,

b /f oz

1

/ =) >dx+/%”1§<xi+l—x>f<x>dm,
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Para implementar el método se deben evaluar las integrales

1 Ti41 .
@i = (A)/ (i1 =) (e —x) qla)dr , i=12...n—1,

1 i
A )/ (x — a1 qlz)de , i=1,2,...n,
Ti—1 i
1 Tit1 ) '
Q3 = A )/ (Tit1 —x) q(x)dr, i=1,2,...n,

(
(

@ = (&)
(

Q2 =

QSZ’ =

1 it .
Qoi = <sz)/x (Tipr — ) fla)de, i=1,2,...n.

Una vez calculadas las integrales se tiene que

i = Qu+ Quit1 + Qo + Qs ,

aiir1 = —Qu+ Qui,
i1 = —Qu+ Q11
y
bi = Qs + Qs -

5.7. Introduccion a los elementos finitos

El método de los elementos finitos es similar al método de Rayleigh-
Ritz. Para mostrar como funciona este método consideremos el problema
bidimensional

a (p@,y)%) ; 8% (q@,y)%) Fr(eyu=fly),  (519)

con (z,y) € D, siendo D una region plana cuya frontera es S = S; U S,.
Sobre S; se impone una condicién de contorno de la forma

u(z,y) = g(z,y), (z,y) €51
Sobre S, se impone una condicién de contorno de la forma

ou

ou
p(ajvy)%nl + Q<x>y)a_yn2 +gl(x7y)u = gQ(xay) ) (-T,y) € S? s
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donde el vector ©; = (n1,n2) es un vector que en cada punto es normal a la
curva Ss.

Supongamos que p,q,7 v f son funciones continuas en D U S, que p
y ¢ admiten derivadas parciales continuas y que g; y g» son continuas en
Sy. Supongamos ademds que p(z,y) > 0, ¢(z,y) > 0, r(z,y) < 0y que
g1(x,y) > 0. Entonces la soluciéon del problema es la tnica funcién que
minimiza la integral

I(w)
//D (% <p(:c,y) (%)2 +q(z,y) (2—2)2 — r(x,y)w2> + f(x,y)w> dzdy

+/52 (—92(x,y)w+ %gl(:r,y)ﬁ) s, (5.20)

sobre todas las funciones w = w(x,y) que satisfacen w(z,y) = g(x,y) para
(Qf, y) € Sl-

Para obtener el minimo de (5.20)), el primer paso que se sigue es dividir la
region D en un ntmero finito de secciones o elementos regulares, que pueden
ser rectangulos o triangulos (véase la figura [5.3)

Figura 5.3: Mallado de la region D.

Las funciones base que se utilizan para aproximar la funcién que minimiza
(5.20) se suelen utilizar polinomios a trozos.

Supondremos que la region D se ha dividido en elementos triangulares,
cuyos vértices se llaman nodos. El método busca una aproximaciéon de la
forma

=1
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donde ¢; son polinomios lineales a trozos y -; son constantes. Algunas de
las constantes, v,.11, Vni2, ---, Ym S€ Usan para garantizar que se cumpla la
condicién de contorno

o(z,y) = g(x,y), (v,y) €S,

mientras que las otras constantes vy, Vo, ..., ¥, se utilizan para minimizar
la integral

I (Z Yidi(, y)) =

1 90, 99
//D 3 xy(Z%ax) +qu<;% >

=1

r,y) (Z ’Yi¢i) + f(z,y) Z’Mbi dxdy
i—1

=1

+/S —ga(,y Z%cbﬁ So1(z,y) (Z%@) ds .

Para obtener el minimo se plantean las ecuaciones normales
or
oy

Estas ecuaciones de expresan como el sistema de ecuaciones lineales

Ac=b, (5.21)

T .
donde ¢ = (71,7%,... ,%) , A es una matriz cuyos elementos son

5@ 09, 0¢; 09,
//( il L e

(2, y)dsdy) dady + / 91(2,y)di0dS |

Sa

y el vector b tiene los elementos

m

- | [ o dady + /S 92 )0dS = 37w

k=n-+1
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La eleccion de las funciones bésicas es importante para obtener una matriz
con buenas propiedades a la hora de resolver el sistema ([5.21)). Veremos una
posibilidad basada el polinomios lineales a trozos definidos sobre tridngulos.

Comenzamos dividiendo la regiéon D en tridngulos 7T;, y se escoge una
ordenaciéon de los tridngulos de la malla que se genera y otra ordenacion
para los vértices o nodos, Fy, Es, ..., E,. Un ejemplo tipico se muestra en
la figura [5.4

Figura 5.4: Ordenacion del mallado.

Si Eq, Es, ..., E, son los nodos de la malla, a cada nodo E}, se le asocia
una funciéon ¢, que es lineal en cada tridngulo y vale 1 en Ej y 0 en los
demés nodos.

Para construir estas funciones ¢y, se procede como sigue. Se fija un tridn-
gulo T; y se elige una ordenaciéon para sus vértices, como se muestra en la
figura [5.5] y se construyen los polinomios lineales

Figura 5.5: Ordenacion de los vértices en un tridngulo.
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M) = sty
N (@yy) = alz+by+c)
Nl(l)(x, y) = ag)x + bg)y + cg) ,

de forma que satisfaga

a1 e | T
Ty Y2 1 B | =101,

| 23 yz 1| c?) | 0

[ oy 1] ag) [0 ]
Ty Yo 1 bé“ =111,

x5 oys 1] | Y | 0]

y _ o

[ oy 1] agl) [0 ]
To Yy 1 bg) =10

23 ys 1] | & 1]

A continuacién, se ve qué nodos estan en la frontera S;. Si estos nodos
son, por ejemplo, F,.1,...,E,, se determinan los valores de v,11,... ,Ym,
de forma que en estos nodos se satisfaga la condicién de contorno

o(x,y) = g(z,y) .

Una vez se han determinado estas constantes, hay que evaluar las inate-
grales dobles y las integrales curvilineas.

Las inategrales dobles de los elementos de matriz a;; se descomponen
o= [[ Glouoy) dudy =Y [[ Glono) dudy,
D ter /T

donde I es el conjunto de tridngulos donde ¢; y ¢; toman valores no nulos.

Para evaluar las integrales dobles sobre un tridngulo se suele usar una
formula de cuadratura que aproxima el valor de estas integrales. Una posi-
bilidad es la siguiente. Sean (x4, ys) (5,95), (Z6,¥s) los puntos medios del
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triangulo T; y (x7,yr) el baricentro, o sea,

1 1
Ty = §($1+l’2)7 y4:§(y1+yz),
1 1
Ts = 5(3014‘1’3), y5:§(y1+ya)>
1 1
T = §($2+$3)7 y6:§(y2+y3)’
1 1
7 = §(JC1+$2+$3), y7:§(y1+y2+y3).

Entonces se puede aproximar
1 1
[ Pl dsdy = 181 (5 () + F aw) + F (o2m)
T

2 9
1_5 (F (5134794) + F (J:Sa y5) + F ($6796)) + %) )

donde |A| es el area del triangulo, que se peude calcular como

L 21w
Al =|det | 1 x5 uo

1 3 ys3

Por tltimo, se han de calcular las integrales curvilineas sobre los segmen-
tos que unen los nodos situados en S,. Para ello, por ejemplo, se usa una
parametrizacion del segmento [;, que une (x1,74;) con (x9,ys), de la forma
v =uxz(t), y =y(t) con x (1) = z1, y (t1) = y1,  (t2) = 32 ¢ y (f2) =y, y se
usa la expresion

[ (. y)as = / CH (), y(0) (@ (0 + (1) st

Con estos elementos ya es posible calcular los elementos de matriz a;; y
los elementos b; del término independiente del sistema (5.21)), cuya solucion
permite aproximar la solucién del problema inicial.

Hay otras posibilidades para la construccion de las funciones ¢, que

dan lugar a distintos métodos de elementos finitos para resolver el problema
(5.19).
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Capitulo 6

Teoria de curvas

En este capitulo trataremos de formalizar el concepto de curva de forma
que englobe la idea intuitiva de curva, y se puedan estudiar alguna de sus
propiedades. Trataremos primero con curvas planas y posteriormente con
curvas en el espacio.

6.1. Curvas planas

Dada un sistema de coordenadas cartesianas, un punto p del plano R? se
puede identificar con sus coordenadas p = (z,y).

Supongamos que el punto p se mueve en el plano. En cada instante de
tiempo ¢ se tiene una posicion @(t) = (z(t), y(t)), donde ¢ varia en un cierto
intervalo I € R. Normalmente, el punto p describird una traza continua, esto
es, las funciones x(t) e y(t) seran funciones continuas.

Definicion 6.1 Se llama curva plana paramerizada a la aplicacion

d: ICR — R?
t — a(t) = (z(t), y(1)

A la imagen A(I) se le llama traza de la curva.

Definicion 6.2 Si I es un intervalo abierto de R, una curva & : t € R —
(x(t),y(t)) se dice que es diferenciable, si las funciones z(t) e y(t) admiten
derivadas de cualquier orden en todos los puntos t € 1. Si el intervalo I no
es abierto, se dird que @ : I — R? es diferenciable, si existe una aplicacion
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diferenciable & : 1 — R? donde I es un intervalo abierto de R tal que I C I
y ademds a(t) = d(t), Vt € I.

6.1.1. Vector velocidad

Si @ : I — R? es una curva diferenciable, y ¢, € I, se llama vector
velocidad de @ en ty al vector tangente a la curva en

' (to) = (' (to) ,y' (t0)) -
Este vector representa la velocidad instantdnea del punto p en t,.

El vector normal a la curva en ¢y es

Mo (to) = (=¥ (to) , 2" (fo)) -

6.1.2. Curvas regulares

Un punto @ (ty) de una curva diferenciable @ : I — R? se llama regular si
a' (to) # 0. La curva se dice que es regular si todos sus puntos son regulares.

6.1.3. Rectas tangente y normal en un punto

Para una curva diferenciable, en un punto regular se pueden definir dos
rectas:

1. La recta tangente:
r—x(to) _y—ylt)
' (to) y' (to)

2. La recta normal:
z—x(to) _y—ylt)
—y' (to) ' (to)

6.1.4. Reparametrizaciones

Si consideramos las siguientes curvas
a(t) = (cos(t),sen(t)) ,
B(t) = (cos(~t),sen(~t)) ,
¥(t) = (cos(2t),sen(2t)) ,
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todas estas curvas tienen la misma traza, y cambia el modo en que se recorre
la circunferencia.

Si @ : I — R? es una curva diferenciable y t : s € J — t(s) € I es una
aplicacion invertible y diferenciable, entonces la aplicacion § = @ ot es una
curva diferenciable y

B'(s) =t(s)d (1(s)) -
La aplicacion t(s) se denomina cambio de parametro que permite pasar

de&ag.

6.1.5. Curvas en implicitas

Las trayectorias de las curvas se pueden describir también de forma im-
plicita. Asi, por ejemplo, una circunferencia de centro (0,0) y radio 1, es el
lugar geométrico de los puntos que satisfacen

4yt =1.

Hay curvas que se pueden parametrizar como el conjunto de ceros de una
funcion F: D € R? = R,

C = {(x.y) € D/ Fla,y) =0} .

Bajo ciertas hipotesis sobre la funcion F' se puede garantizar la existencia

de curvas parametrizadas, cuyas trayectorias describen el conjunto de ceros
de F.

Cuando F' : D — R es una funciéon diferenciable en un punto (zo,vo),
diremos que este punto es singular si

oF oF
% (9507y0) = a_y (330,3/0> =0.

Si (zo,Y0) no es singular se llama regular.

Si F': D — R es una funcion diferenciable y (zg,y) es regular, entonces
el vector gradiente

= oOF OF
VF == —
(0, Yo) <8x (0, Y0) , dy (95073/0))
es distinto del (0,0) y su direccion es normal a la curva en el (zg, yo).
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Para ver esto consideramos la curva regular & : ¢ — (x(t),y(t)) con
F(d(t)) = 0. Usando la Regla de la Cadena

dFf OF dv OF dy

dt oz dt+8y dt =0,

esto es,

VFEa =

Con lo que se tiene que el gradiente de I’ es normal a la curva.

6.1.6. Longitud de una curva

A una curva parametrizada, en general, se le puede asociar un nimero
positivo que es su longitud.

Si la curva corresponde con un segmento de recta, a : [a,b] — R?, d(t) =

(x1 + tvy, x9 + tvy), la longitud sera

1(@) = [la(b) = ala)| -

Para una curva a : [a,b] — R? se considera la familia de todas las
particiones de [a,b], a =ty < t;--- < t, = b, entonces, la longitud de la
curva, si existe, es el limite

(@)= lim ZHQ (tig1) —a(ts)|l .

max(At;)

siendo At; = t; 11 —t;. Si este limite existe, se dice que la curva es rectificable.

Supongamos que se tiene una parametrizacion de una curva diferenciable
a(t) = (z(t),y(t)), entonces, si Ax; =z (t;ix1) — x (), Ay; =y (tiv1) —y (L),

(@) = lim Z\/sz + (Ay)?

- Y (Aﬁf) G 6.
= /\/x’ (y'(t)* dt
/a d(;i)H dt . (6.2)
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Utilizando el teorema del cambio de variable para las integrales definidas
se puede ver que la longitud de una curva no depende de la parametrizacion
elegida, solo depende de la traza.

Ejemplo 6.1 Utilizando el resultado podemos obtener la longitud de
una circunferencia de centro (0,0) y radio r. Si utilizamos la parametrizacion

a(t) = (rcos(t),rsen(t)) , te[0,2n],

se tiene

(@) = /0% \/(—T sen(t))® + (rcos(t))* dt = 2z .

6.1.7. Parametro longitud de arco

Definicion 6.3 Diremos que una curva parametrizada d(t), estd parametri-
zada por la longitud del arco si ||%(S)H =1 para todo s.

Se cumple que si una curva estd parametrizada por su longitud de arco
es una curva regular.

Si @ : [a,b] — R2, entonces la longitud del segmento de curva [ = s + ¢
donde c es una constante.

En general es dificil encontrar una parametrizacién de una curva en tér-
minos de su longitud de arco. No obstante, este concepto es util desde un
punto de vista teorico.

6.1.8. Diedro de Frenet

Si @ : I — R? una curva regular, se llama vector tangente unitario a

a _ &/(t) o 1 ' /
T(t) - HO_Z'(t)H - x’(t)2+y’(t)2( (t)ay(t)) ) (6'3)

y el vector normal unitario a

7 _ ﬁa(t) o 1 ) CZJ/
N(t) = & ()] - x'(t)Q—O—y’(t)Q( y'(t),2'(t)) - (6.4)

A los vectores T y N se les llama diedro de Frenet de la curva. Si la curva @
esta parametrizada por su longitud de arco T'(s) = @'(s), N(s) = 7ia(s).
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6.1.9. Curvatura

Supongamos que se tiene una curva parametrizada por su longitud de arco
d(s), entonces T(s) es un vector unitario, o sea, si denotamos por <c7, b> el

producto escalar de los vectores @ y b, se ha de cumplir <f(s),f(s)> = 1.
Derivando, 2 <f’(s)7f(s)> = (. Por tanto,

T'(s) = k(s)N(s) .

Al namero real x(s), se le denomina curvatura orientada de la curva plana a.
A |k(s)| se le llama curvatura de la curva @ en el punto a@(s). Al vetor T7(s)
se la llama vector curvatura, y se cumple

k()| = ||7(s)]| -

Veremos que para los vectores de Frenet se cumple la siguiente propiedad

N’ (s) —K 0 N (s) )
De la definicién se tiene la igualdad

—

T = kN .

Por otra parte, como N es unitario
<z\7’, N > —0.

Ademés

/\
'ﬂl
\/

< N> (1.5 = x (%, 8) + (5.
Como T y N forman una base ortonormal de R2, se cumple

N' = —xT .

Supongamos que se tiene una curva parametrizada, d@(t) = (z(t),y(t)).
Para calcular su curvatura tenemos en cuenta que

N(s) = <%N<s>> ,
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ademas tenemos en cuenta que la longitud de arco cumple

s(t):/tt\/x’ () + v (0 dF

y que
dT_det_dTl_ 1 dT
ds dt ds dt % T2 +y’2 dt -
Como
. l', y/
T t — 9 )
( ) (\/x/2+y/2 \/x/2+y/2>
tenemos que
j_—;,(t) _ :UN B x/ (.T,l’” _'_ y/y//) y// B y/ (x/l.// _|_ y/yl/)
/212 + Y2 (2 + y’2)3/2 "1+ y? (2 + y/2)3/2

Ademas

. —y 2
N(t) o <\/x/2+y/2’ \/x/2+y/2> ’

y, por tanto, la curvatura orientada es

T 1 T - 'y —y'x”
y podemos escribir la curvatura

—"//\ =/
k()] = lla” A a™|| _

la*

Usando la expresion (6.5)) es facil comprobar que la curvatura de una

recta es cero en todos sus puntos y que la curvatura de una circunferencia de
radio r es constante y vale %

6.2. Curvas en el espacio

De forma andaloga al caso de las curvas planas, una curva en el espacio
viene definida por una aplicaciéon

—

a: ICR — R3
t —a(t) = (z(t),y(t), 2(1))
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La curva sera diferenciable si las funciones z(t), y(t), y z(t) son derivables.
En este caso, el vector velocidad es

a't) = (2'(t),y'(t), (1)) ,
y la aceleracion

a'(t) = (z"(1),y" (1), 2"(t)) -

Se dice que la curva es regular en [ si @'(t) # 0, t € I. Asimismo, se dice
que la curva es birregular en I si los vectores {&’(t),@”"(t)} son linealmente
independientes para todo t € I.

Como en las curvas planas, la longitud de arco de una curva & : [ =
[a,b] — R3, se calcula como

() = /|| D dt = /\/ 02 4 2 (1) dt

y, en general, la longitud de arco se puede utilizar para dar la parametrizacion
de una curva.

6.2.1. Triedro de Frenet

Supongamos que
a: I — R3
s — als)
es una curva parametrizada por su longitud de arco, s.

El vector tangente unitario es

—/ .
ya que [|a"(s)|| = 1.
Si la curva es birregular, la envoltura lineal de @' y @” tiene dimension 2
y se conoce como el plano osculador de la curva.

El vector normal unitario es

N(s) = 5T = =

y la funcion curvatura cumple |k(s)| = ||@"( s)||-

a(s) .

Se define el vector binormal de @ en s, como

B(s) =T(s) AN(s) .
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Al triedro de vectores (f, ]\7, E), se le llama triedro de Frenet de la curva.

Dado que dos vectores linealmente independientes y un punto definen un
plano, se tiene que:

= Al plano definido por el punto de la curva @(s) y los vectores {f(s), ]\7(3)}

()}

» Al plano definido por el punto de la curva d(s) y los vectores {f(s), é(s)}

se llama plano osculador.

l

» Al plano definido por el punto de la curva d(s) y los vectores {]\7(3),

se llama plano normal.

se llama plano rectificante.

Supongamos que @/(s) es una curva parametrizada por su longitud de arco

y (f, ]\7, é) su triedro de Frenet. Como el triedro de Frenet forma una base

de R3, cualquier funcién vectorial, X , se expresa de la forma
X = <)?f>f+ <X’,J\7>J\7+ <)?,§>§ .
En particular,

—

T = <f’,f>f+ <f’,]\7> N + <f’,§> B.
Como <f’,f> =0,y T" es proporcional a N, se tiene que <f’, §> =0,y
T (F.N)§ =¥ .
Por otra parte,
N' = <J\7’,f>f+ <J\7’,J\7> N + <J\7’,§> B .
Como antes, <]\7’, ]\7> =0y, por tanto,
N' = <J\7’,f> T+ <J\7/,§> B .
Se cumple que <f, ]\7> = 0y, derivando,
(7 %)+ (7.8 =0
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Asi,
(N T = (T, = .
Se define la funcién de torsiéon como

r(s) = (N, B) | (6.6)

con lo que se tiene
N = —kT + 7B .

Usando la defincicion del vector binormal y derivando, se tiene
— — — / — — — —
B = (T/\N) —T'AN+TAN
— kNAN+TA (—nf+r§) —7TAB .
Iiaciendo uso de la propiedad del producto vectorial, para tres vectores
A, By,
(AnB)rC= (16— (5.C)A, )
se tiene que
TAB=TA\ (fAJ\?) = —<f,f>ﬁ+<]\7,f>f: ~N,

con lo que

De este modo, las formulas de Frenet para curvas en el espacio se escriben

T'(s) 0w 0 [ TI(s)
]Y’(s) =| -k 0 7 ]\I(S) : (6.8)
B'(s) 0 =70 B(s)

En general, es dificil parametrizar una curva en funciéon de su longitud
de arco, por lo que es interesante obtener las expresiones anteriores para una
parametrizacion general de la curva, d(t) = (z(t), y(t), 2(t)).

Se tiene que

AT dT ds o dT ) .
—=——=|lat)]|— = ||a'(t N(t 6.9
e U = EOTENON (69)
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por otra parte,

W _AVE o) (~T0) + 75 |
Y — —
T ) ()
El vector tangente unitario es
= dadt dal
=0 =g~ as
con lo que
dal . -
— = @ONT = Va2(t) +y2(0) + 20 T .
Si partimos de 0
~ a
O = @

usando se tiene que

. . ! 1 !
! —/ —/
T'(t) = ||&@'(t)|| kN = Tl + < - ) a

. a’ 1 1\
kN (t) = + v
O =P ||a'||(||a'u>

De la definicion del vector binormal obtenemos

. . . o~ e~ 1 /
kB(t) = TAkKN = i /\( f 2+( ~ ) 52’)
]l \ [ el

y, por tanto,

B —’/ /\0—2//
|
Como B es unitario ~

= kB a' Aa”

B = 6.10
o] T (610

Por otro lado,
= lla" A a”|l
| = HFLB TR (6.11)
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Para calcular la expresion del vector N, usamos la definicién del vector
binormal,

B=TAN ,
y la propiedad (6.7)), con lo que
]\—]’ B B’ /\ f B @’/ /\ d’/l d’/
B @ aar @
-1 v - 2
= ||a’|| “ A c_f”” <<a’7a//> “O/H //) ]

La torsién cumple

Como

dB ana \' 1 1 '
- <| o ) | (0—2//\&///)_’_(0—2//\0—2//)(| > 7

dt |O7/\ —‘//H |d;/ /\ —’//H |d’/ /\&‘//H
y
N -1 ) 2 oy
@ aqy \(@a)d-lala
se tiene que
—1 1 . .
TS @ <||cw ) (@ N
VR 1 ' 1 02 o o
t@nd) (H&’A@‘”H) e e - @.a) a')>
—1
= i A @A)
(6%
det ( =/ _‘//7 d"///)
o P

Ejemplo 6.2 Una hélice circular se parametriza en funcion de su longitud
de arco, s, como

Utilizando esta parametrizacion obtener los elementos del triedro de Frenet.
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Solucion: Se hace uso de que

Se tiene que

d(s) = ——2 sen( i ) ,
(5) Vva? + b? Vva? + b?
(s) = ¢ cos < i )
b
N
y, por tanto,
"= 7o (o () oo () )
= —= | —asen | ——— ) ,acos | —— |, .
a’ + b? a? + b? a? + b?
Para obtener el vector normal, N, se utiliza la expresion
T'(s) = kN |

con lo que la curvatura

w(s) = || 7'(s)]| -

Se tiene que

=, _ a B S B S
T'(s) = pE ( cos (—\/m) , — sen (—\/m) 70) )

con lo que la curvatura es

y un vector normal

o= (201 (o) (53) )

Para el cdlculo del vector binormal, B, se usa la definicion

—

B(s) =T(s) AN(s) .
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Realizando el cdlculo se tiene

— b S b S a
B(s)=| ——sen| ——— | ,— cos , .
(s) (\/cﬂ—f—b2 (\/a2+b2) Vva? + b2 (\/a2—|—b2) \/a2+b2)

Como se cumple que
B'(s) = —7(s)N(s) ,

y se tiene que

é/(s) = L (cos (L) sen (L) 0)
a4+ b2 Va2 +12)’ Va+ )’ ’
la torsion es

b
T(s) = el

Se ha obtenido que la hélice circular es una curva con curvatura y torsion
constantes.

Veremos el siguiente resultado, sin demostracion.

Teorema 6.1 Sean k(s) y 7(s) funciones reales y continuas definidas en un
intervalo I = [0, al, entonces existe una curva d(s) con s € I, tal que s es
su longitud de arco, y las funciones curvatura y torsion de la curva d(s),
coinciden con las funciones k(s) y 7(s).

A partir de este resultado se tiene que una curva queda definida univoca-
mente por sus funciones curvatura y torsion. Veamos como se pueden utilizar

las formulas de Frenet para construir una parametrizaciéon de la curva si se
conocen su curvatura y su torsion.

Partimos de una curva plana parametrizada por su longitud de arco

El vector tangente es

como es un vector unitario, se expresa
T(s) = (cos (¢(s)) ,sen (o(s))) -
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Derivando .
T'(s) = (—¢'(s)sen (p(s)) , ¢'(s) cos (p(s))) -

La curvatura cumple

k() = || s)]| = 1)1 -

Si k(s) y ¢/(s) tienen el mismo signo, (si no, hay que introducir un signo

menos)
d S S
K(S):d—f — / dgpz/ k(8) ds ,
S0 S0

90(8)=s0(50)+/8/<a(§) ds .

S0

con lo que

Para obtener la parametrizacion de la curva se usa que
(#'(s),y'(s)) = (cos (¢(s)) ,sen ((s)))
con lo que

2'(s) = cos(p(s)) — x(s) =z (so) + /S cos (¢ (8)) ds ,

S0

y@)ZS%@@W%M$=MW+/:m@@»ﬁ,

S0

Si en vez de tomar la longitud de arco como parametro tomamos el ngulo,
podemos proceder como sigue. Se parte de

K_d_g@
o ds

Separando variables e integrando se tiene
Li
S — 89 = - -
w0 1 (P)

Se utilizan ahora las ecuaciones

(¢(s),y/(s)) = (cos(e), sen(p))

y la Regla de la Cadena

dx drde da:i

L dpds T dpE
o dydp iy T
ds dgods_dgog—;’
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obtenemos,

@ 1 o
= [OO o lan G @) sen (@) dg .

Ejemplo 6.3 Obtener una parametrizacion de una curve plana cuyas fun-
ciones de curvatura y torsion son

Solucion: Si suponemos que k(s) y ¢'(s) tienen el mismo signo, se cum-
ple

R(S)—di—

1
ds s

)

e integrando, se tiene

¢ — o =In(s) —In(sp) ,

0 sea,
s = 80e?™ ¥
con lo que
1
K(s) = —e? % |
S0
y la curva satisface
dx ,
o ¢ (¢0) cos(e)
dy /
L= d)sen(y)
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e integrando,

<p -~
() = z(p0)+ / 506%™ cos (§) dp
%0
P=P0 P

— (o) + 50 | €T (cos(ip) +sen (9))]

%0

y(0) = ylpo)+ / 5067 sen () dp
@Yo

) ¥
2

= (o) + 30 [¢7 (sen(i) — cos (¢)))]

¥o

Otro ejemplo para una curva en el espacio es el siguiente.

Ejemplo 6.4 Obtener unas ecuaciones paramétricas para la hélice circular
que tiene k =2 y T = 1 y pasa por el punto

P =ad0) = (—\/g g()) : (6.12)

y tiene por triedro de Frenet para s = 0 los vectores

T<O) = (T1(0)7T2(0)>T3(0)> = (?7?70> )

B(o) = (31(0),32(0),1}?3(0)):(0,0,—1), (6.13)

Solucion: Tenemos en cuenta que para cualquier punto el triedro de
Frenet satisface que

Ti(s) = &N
NZI(S) = —/fﬂ -+ TBZ' ,
Bg(s) = —7N;, 1=1,2,3,
0 sea,
,I;,(S) = 2N;,
Bi(s) = —Ni, i=123. (6.14)
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Para resolver el sistema (6.14]), calculamos los valores y vectores propios
de la matriz

A= -

o NN O
— O N
o = O

Los autovalores son

A=0,\=+iV5,

y los correspondientes autovectores son

1 2
=0, w=i5 ]|, = —ivh
2 -1 1

La solucion del sistema es de la forma

T, 1 2
Ny | =Cul 0| +Cue™ | iv5 | +Coe ™| —iv/5
B; 2 -1 —1

Imponiendo las condiciones iniciales 7 y operando se llega al resul-
tado

‘f 42 o5 (\/_s) AVATUP (\/_s)
= ——sen (\/_s) 10 V50 g (\/_s) ,
%—MCOS (\/_s) T sen(\/_s)

\1/(; T COS (\/_S) Sen (\/_S)
210 50n (v/5s) — 10 V50 o5 (v/5s) ,

21\0[ 2*/ cos (v/5s) + %L sen (v/5s)

—2 4 Z cos (V/5s)

= — Y5 sen (v/55)

1 eon (vB)

CEE
n O

»

»

VA

n »

»

Iz
—_~~ —~~ A~ —_~~
~— — — \_/\Cf/\—/ ~—_ — —
I

P oS

Para obtener las ecuaciones paramétricas de la curva, se usa que

— dal
T(S) - % )
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esto es,

'(s) = \1/—05 + %ﬁ cos ( 5S> + \1/01_0 sen (\/53) :
y'(s) = \1/—0§ % cos < 55) — 2\1/01_0 sen (\/55) :
2'(s) = —§ + %cos < 53)

Integrando e imponiendo la condicion inicial , se tiene

x(s) = ﬁs + i)ﬁsen (\/53> - 2V10 cos <\/gs> ,

10 V5 10v5
V2 V2 V10
y(s) = 1—025 + 140\/25 sen <\/5$> + iO\}g Ccos <\/53> :
2 2
z(s) = —E + W sen ( 53)

6.3. Ejercicios

1. Obtener la funcion curvatura como funcion de la longitud de arco, k(s),
para la catenaria de ecuacion

Solucién: Se utiliza que

—,

la” A @]

"0 =@

operando,
1

K(t) = m )

Por otro lado,

t B t 7 B ¢
s:/o Ha (ﬂ” dt:/O cosh (a) dt = asenh (5) .

Asi,
2 2 2 2 2 (1 2 o (1
s“4+a“=a*+a“senh” [ — | =a“cosh” [ — | |,
a a
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con lo que
a

k(s) = Eapr
. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva
a)y=(1+t¢-t*(1+¢%)) .

ent=1.

Solucién: Un vector tangente a la curva en t =1 es
O_/(l) = (17 _273) )

asi, la recta tangente a la curva tiene por ecuaciones paramétricas

x(t) = 2+¢,
2(t) = 2+3t.

Por otra parte, el plano normal cumple
(x—2,y+1,2—2)(1,-2,3) =0,

0 sea,
x—2y+32=10.

. Hallar la funcion de curvatura de la curva

1.1
() = [t =2 =3 ) .
it = (155

Solucion: Para calcular la curvatura se hace uso de

o’ A a”||
k()| = —=5—
a3
como
ae = (Ltt?),
a'(ty = (0,1,2t)
agnaty = (*,-2¢1) ,
se tiene
412+ 1

|K(8)] =

(14244

125



4. Sea B(t) = (cos?(t),sen(t) cos(t), sen(t)). Encontrar la curva cuya tor-
sion es constante y vale 7 = 1 y cuyo vector binormal es B.

Solucidn: Si s es la longitud de arco, se tiene

ds 4,
-~ = t
==l
con lo que
- dB ds = -
B(t)=——=|a B'(s) = ||a —7N) .
() = 5 = 1@ @) B(s) = a0l (~N)

Por otra parte, -
a't) = [la" () T'()

— — —

E/\N’:(T/\N)/\N:—T,

se tiene
@(t) = 1@WINAE=—Bt)AB
- (sen3(t), — cos(t) (1 + sen2(t)) ,cosz(t)) )
Integrando
) = (5 = eos(), 5 4 sen), 2

. La astroide es la curva
z(0) = cos®(), y(0) =sen®(0), 6 <|0,2n],
Calcular su curvatura.
. Parametrizar la espiral logaritmica
a(t) = (e’ cos(t), e sen(t)) ,
en funciéon de su longitud de arco. Calcular su curvatura.

. Demostrar que si se tiene una curva parametrizada en coordenadas

polares
r=r(0)

su Curﬁ/a‘ura Viene dada pOI‘
2
7,,2 j!,r,/ 7’7‘”

(r2 + T”Z)%

KR =
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10.

11.

12.

13.

Dada la curva
at)y=(1+t,—t*,1+¢°) ,

obtener las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva
en t = 1. Calcular la curvatura y la torsion en dicho punto.

Dada la curva
alt) = (31& — 3,3V, 3t+t3> ,

obtener el triedro de Frenet de la curva.

Dada la curva de R?
3 2 2 4
C:{(x,y,z)E]R/y:x ,z:gx},

obtener

a) El triedro de Frenet para un punto de la curva.

b) La curvatura y la torsion.
Demostrar que la curvatura de una parabola
y=a(x—x0)+1o,
es maxima en el vértice (zo, yo).

Hallar el triedro de Frenet y las ecuaciones de los planos osculador,
normal y rectificante de la curva

a(t) = (cos(t) + tsen(t),sen(t) — tcos(t),2) ,
7r
en el punto t = 1

Dada la curva de Viviani

a: [0,47] — R
t = (1+cos(t),sen(t),2sen (L)) .

Demostrar que

()] — 13 + 3 cos(t) () — 6cos (L)
Is(0)] = (3 + cos())? (t) = 13+ 3cos(t)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Obtener la curva que cumple

Dada la elipse de ecuacion
r=acos(t), y=bsen(t), a#b,tel0,2n].
Encontrar la curvatura maxima y minima.

Dada la curva de R3,
at) = (3t —t*,3t%, 3t + t°)

a) Determinar el triedro de Frenet.

b
c

d

e
f

Obtener el triedro de Frenet, la funcion de curvatura y de torsion de la
curva

Determinar la curvatura y la torsiom.
Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva en ¢t = 3.
Calcular los puntos de corte con elplano x +y + 2z = 0.

Obtener la longitud de la curva entre esos puntos.

)
)
)
)
)
) Calcular el plano normal a la curva en t = 1.

at) = (3t —t*,3t%,3t +t°) .
Si se introduce el vector de Darboux
5 = Tf + Kg ,

probar que las ecuaciones de Frenet se expresan como

— — —

T'(s) = D(s) ANT(s), N'(s)=D(s)AN(s), B'(s)=D(s)AB(s) .
La espiral de Cornu cumple que
c
K(s) = a2 7= 0.

Obtener una parametrizacion de esta curva.
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Capitulo 7

Teoria de superficies

7.1. Definicién y conceptos basicos

El concepto de superficie es un poco mas complicado que el de curva.
Iremos introduciendo una serie de conceptos previos para poder dar una
definicion satisfactoria de superficie.

Definicion 7.1 Una superficie parametrizada es una aplicacion diferenciable
F:UCR> >R,
La traza de la superficie es el conjunto imagen Z(U).

Veamos algtin ejemplo.

Ejemplo 7.1

s La aplicacion
Z(u,v) = Py + uty + vty ,

es una superficie parametrizada cuya traza es el plano que pasa por el
punto Py y tiene como vectores directores Uy y Us.

» SiU = {(u,v) € R?/ u? +v? < 1}, la aplicacion
T(u,v) = (u,v, V1—u?— '02) ,

es una superficie parametrizada cuya traza es el hemisferio norte de
una esfera centrada en el origen con radio 1.
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De forma anéloga al caso de las curvas que en cada punto tienen definido
un vector tangente, en las superficies interesara definir en cada punto un
plano tangente.

Definicion 7.2 Una superficie parametrizada,

Z: UCcR? —» R?
(u,v) — Z(u,v) = (x(u,v),y(u,v)z(u,v))

se dice que es reqular en un punto (ug,vo), (a veces se dird que es regular en
T (ug,v9)) si la matriz derivada

o do
5 U v

DZ (ug,v0) = | 52 £ | (uo,v0)
ou o

tiene rango 2.

Con la definicion de superficie parametrizada regular aseguramos que en
cada punto se pueda definir un plano tangente, pero esta definiciéon no la
cumplen, por ejemplo, las esferas. Es por esto que se introduce el concepto
de superficie regular.

Definicion 7.3 Un subconjunto S C R3, es una superficie reqular si para
todo punto p € S, eriste un entorno V C R3 y una aplicacion

r:U—-Vn§s,

tal que,

1. ¥ es diferenciable, esto es, si

T(u, v) = (x(u, v),y(u,v), 2(u,v)) ,

las funciones x(u,v), y(u,v) y z(u,v), tienen derivadas parciales con-
tinuas de todos los drdenes.

2. La funcion ¥ admite inversa
VNS —=U,
que es continua.

3. Para cada q € U, la matriz derivada DZ(q), tiene rango 2.
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Cada una de las superficies parametrizadas que se utilizan para definir
una superficie reqular, se llama carta de la superficie. El conjunto de cartas
necesarias para cubrir una superficie se llama atlas de la superficie.

Ejemplo 7.2 Dada la esfera de centro cero y radio 1,
S?={(z,y,2) eR’/ * +y* + 2 =1} .
Sea
Vit = {(z,y,2) eR?/ 2 > 0}

y U el conjunto
U={(u,v) e R?/ v’ +v* <1} ,

la aplicacion
U — Virns?
(u,v) — (u,v, V1—u?— vz)
es una superficie parametrizada invertible.

Cuando q es un punto del hemisferio sur de la esfera, se toma el conjunto
Vi ={(z,y,2) R’/ 2 <0}
y la aplicacion
7 U — Vns?
(u,v) — (u,v,— 1 — u? —712)

también es una superficie parametrizada invertible.
Las trazas de las cartas & y &, cubren toda la esfera salvo el ecuador.
Para cubrir el ecuador se consideran los conjuntos

Vit ={(z,y,2) eR*/y>0(y<0)}, Vi ={(z,y,2) €ER*/ 2> 0(x <0)} ,

y las aplicaciones

—

vy U — Vins?

(u,v) = (u,£V1—u®—0%v)

l

vy U — ViEns?

(u,v) — (j:\/l —u2— UQ,U,U)
t

Ast, las cartas 75, Ty y T, constituyen un atlas de la esfera.
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7.2. El plano tangente

Definicion 7.4 Sea S una superficie reqular y p € S. Se define el plano
tangente de la superficie S en el punto p, como el conjunto de todos los
vectores velocidad en el punto p de todas las curvas en la superficie que pasen
por p.

Esto es, T,S = {a/(0)/ a: I — S es una curva en la superficie S, donde
0€l, a(0) =p}.

Ejemplo 7.3 La curva a(t) = (t,t,t%) es una curva en la superficie reqular
z = xy. La curva pasa por el (0,0,0) para t = 0, por tanto, &/(0) = (1,1,0)
es un vector del plano tangente a la superfice en el punto (0,0,0). Se puede
ver que el conjunto de vectores velocidad de este tipo forman un plano que
contiene el punto p.

Otra definicién del plano tangente a una superficie regular que hace uso
de las cartas consideradas para parametrizar una superficie es la siguiente.

Definicion 7.5 FEl plano tangente en un punto p = Z (ug,vo) de una super-
ficie reqular S es el plano que pasa por p y estd generado por los vectores

., ox 0 0z
Ty (uo, v9) = (% (uo, vo) , a—z (uo, vo) M (o, vo)) ,

. 0 0 0
Ly (U0> Uo) = (0_i (an Uo) ) 8_3 (an Uo) ) 0_i (U07 Uo)) .

A los vectores T, (ug, Vo) Y T (g, Vo) se les llama base del plano tangente.
Se puede ver que esta definicion coincide con la que hemos presentado antes
y que el plano tangente no depende de la carta utilizada para su construccion.

Ejemplo 7.4 Queremos construir el plano tangente a la esfera S* en el pun-
to p=1(0,1,0).

Solucion: Primero se elige una carta de S* que contenga al punto p. Una
posibilidad es utilizar las coordenadas esféricas,

(0, ¢) = (sen() cos(p), sen(d) sen(p), cos(d)) ,

con € |-Z,Z[ y p €]0,2x[. El punto p corresponde a § =% y ¢ =

ol
I3
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Se tiene que
(cos(@) cos(p), cos(f) sen(yp), —sen(f)) ,

Ty =
Z, = (—sen(f)sen(yp),sen(d)cos(y),0)
y evaludndolos en el punto p = (7—;, g), se liene
7y = (0,0,-1) , Z,=(-1,0,0) ,

y el plano tangente es y = 1.
A partir de una base del plano tangente a una superficie regular, S, en
un punto p, se puede definir el vector normal unitario
N7 Ty N\ T,
%0 A T |

que es un vector unitario normal al plano tangente de S en el punto p.
Algunas superficies regulares pueden definirse como antiimagenes de una

funciéon diferenciable
R

f: R3 —
- flz,y,2) =

(z,y, 2)

de este modo, la superficie sera
S={(z,y,2) ER/ f(z,y,2) = k}

o bien, S = f~1(k). Se dice entonces que la superficie viene dada por sus
ecuaciones implicitas.

Ejemplo 7.5 FEl plano
T={(z,y,2) ER*/x+y+2=1}

si se considera la funcion
flay,z)=x+y+z,

se puede expresar como el conjunto ™ = f~1(1)
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Si se tiene una superficie dada mediante sus ecuaciones implicitas,

S = {(:U,y,z) cR?/ f(z,y,2) = k}

entonces, dado p = (0, Yo, 20), €l vector

- ) 0 0
Vf (iﬂo,?Jo,Zo) = (8_£ (ﬂfo,yo,zo) ) 8_5 (930>y0720),a—£ (35(),90720)) )

es normal al plano tangente 7,S. Para ver esto, se tiene en cuenta que
dado p € S y para cualquier vector v € T,S existe una curva, a(t) =
(x(t),y(t),2(t)), de forma que a(0) = p y &/(0) = . Como la curva esta
en la superficie, se satisface

fla(t)) =k .
Derivando respecto de t en el punto ¢t = 0,

FE0+ TP+ oo -0,

que equivale a
(Vi) 7y =0,

con lo que el vector gradiente de f es normal al plano tangente.

7.3. Primera forma fundamental

Definicion 7.6 Sea S una superficie reqular y sea p € S. La primera forma
fundamental de S en p, es la restriccion al plano tangente T,S del producto
escalar Euclideo de R3,

I: T,SxT,5 — R
@, @) = I (7,d) = (0,d) .

Ya hemos visto que si : U — S, es una carta de la superficie S, tal que
Z(q) = p, entonces los los vectores {Z,(q), Z,(¢)} son una base de T,S. Asi,
dados dos vectores vy W de T,S se tiene que

a17,(q) + 017,(q)
= Ty (q) + b2y (q)

g <
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entonces

L((0,@) = a1z (Tu(q), Tu(q)) + arbe (Tu(q), To(q))
—|—61a2 < v

l
~~
=
S——
=
il
—
L)
N—
=
()
S
o
[\)
sl
&
L)
N—
S
»Q
S—
=

Se introduce la notacion

con lo que se tiene

L= = (w0 (58 E0 ) ().

que es la expresion matricial de la primera forma fundamental.

Las funciones E(q), F'(q) y G(q) se llaman coeficientes de la primera forma
fundamental. Los coeficientes E' y G son positivos, por definicion. Por otra
parte, el determinante

H F o H — BG — F? = (7,(q), 7(0)) (F(0), 7(@)) — (Fl0), 50(0)* |

que haciendo uso de la propiedad vectorial

Se expresa Como

E F
F G

Asi pues, la primera forma fundamental se puede ver como una forma bilineal
simétrica y definida positiva.

'%W@A@W>U

Ejemplo 7.6 Dada la superficie definida por la carta
= (u+v,u—v,uv) ,
st calculamos los coeficientes de la primera forma fundamental, obtenemos

E=2+4+v*, F=2uw, G=2+u>.
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St introducimos el cambio de coordenadas
O=u+v, ¢o=u—v,

la superficie se puede caracterizar por la carta
1
t= (60,0, -(6*—0¢ .
i~ (00700 )
Ahora los coeficientes de la Primera forma fundamental son

1 1 1
Ef=1+-6*>, F*=-= =14 0% .
+49, 4«%, G +4¢

Para el punto p = (u,v) = (1,1), se tiene que E =3, F =1y G = 2.
Pero para el mismo punto p = (0,¢) = (2,0) E* =2, F* =0, G* = 1,
con lo que tenemos que los valores de la Primera forma fundamental no son
invariantes bajo cambios de coordenadas.

7.4. Longitud de curvas en superficies

Dada una curva
a:1— 9,

siendo S una superficie regular, ya hemos visto que su longitud se puede
calcular como

la) = [ ')

Otra forma de calcular esta longitud, consiste en suponer que ©: U — §
es una carta de la superficie tal que a(l) C Z(U). Hacemos uso de la base
asociada a la carta del plano tangente, {Z,,7,}, v que o/(t) es un vector
tangente a la superficie. Si a(t) = Z(u(t), v(t)), derivando

or or
o (t) = 8—z(u, v)u'(t) + a—i(u, V) (t) .
La norma
@) = WT, + VT, 0Ty + VT
= u?2E 4+ 2uv'F + "G .
Asi,

b
l(a) = / VU2?E + 2u'v'F 4+ v2G dt .
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Ejemplo 7.7 Consideremos la esfera de centro cero y radio 1, y la carta que
definen las coordenadas esféricas

Z(0,¢0) = (cos(f)cos(p),cos(f)sen(p),sen(d)) ,
Ty = (—sen(d)cos(yp), —sen(d)sen(p),cos(d)) ,
Z, = (—cos(f)sen(p), —cos(f)cos(p),0) .

De este modo, E =1, G = cos?*(0), F = 0. Si queremos calcular la longitud
de un cuarto de meridiano dado por 0 =0, ¢ = 7, con 0 € [—%, ﬂ, se tiene

™

4 ™
[ = do = — .
f#-3

us
4

7.5. Area de una superficie

Si se consideran regiones de una superficie regular que estan definidas en
la imagen de alguna carta, o sea, regiones R tales que Z(Q)) = R con Q C U.

Entonces, de forma analoga a como se estableci6 la formula de la longitud
de arco de una curva, se puede obtener una férmula para determinar el area
de una region R de la superficie S.

Para justificar la expresion del area, supondremos que el conjunto @

es el rectangulo [a,b] X [c,d]. Se toma la particion definida por los puntos
n—1m—1

{(ui,v5)};",- Esta particién define un conjunto de paralelogramos { R;;};"

de lados

T (i1, v5) = & (u, v5) 5 T (Ui, 0501) — T (ug, 5)

Es conocido que el area de un paralelogramo de lados definidos por los
vectores u y U viene dada por

A= [la Ao = [l |]} sen(6) ,

siendo 6 el angulo que forman los dos vectores.

Para cada rectangulo R;j, se tiene el area
A (Rij) = I (i, v5) — T (wg; 05)) A (T (i, vj01) — T (ug, 05))] -

La suma de las areas de todos los rectangulos, en el limite en el que la
particion del rectangulo () sea muy fina, nos dari una aproximacion del area
de la region R.
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Utilizando el teorema del valor medio
T (Ui, v5) = & (i 05) = Ty (ug, 05) (Uign —us)
T (ui,vj01) — T (s, v5) = Ty (u3,0)) (vj01 —v5)
donde w) € Ju;, uis1[, v € Jvj,vj41[. Asi, el drea de R es aproximadamente

n—1,m—1

A(R) ~ Z Hfu (ug,vj) A Ty (ui,vg) H (wiy1 — w;) (Vj41 —v5) .

i,j=0

Tomando el limite cuando la particion de () es muy fina y usando las
propiedades de las integrales definidas, se tiene la expresion del area

A(R)://Q|]a?u(u,v)/\a?v(u,v)|| dudv://Q (EG — F?)? dudy .

Se puede ver que esta expresion es valida para conjuntos () mas generales
que un rectanguo y que el valor del area es independiente de la carta 7 elegida
para parametrizar la region R de S.

7.6. Orientabilidad de superficies

Dada una superficie regular S y una carta de .S,
. U —= S
(z.9) — 8
Ya se ha visto que un vector unitario normal al plano tangente en cada punto
es oL
NT _ Ly N\ Ty
[T A T

Supongamos ahora que se tiene otra carta de S

y: V. =8
(z,7) — §

con un cambio entre las dos cartas



de forma que en U NV se satisface i (u, v

Si calculamos

9y

du

9y
d0

@(a @)@
ou" 7 Ou
oF )00
au " B
ou"' 7 Ov
oF )00
au Y Bp

Operando y agrupando términos se llega a que

oy
(9u

A

v

Como el cociente

diremos que las cartas T e i son compatibles si el cociente vale +1 y son

ou Ov
ou 0v

ou Ov
0v 0u

U, v or
! (—> (a— :

Asi, el vector unitario normal asociado a la carta ¥, es

7 (z2)]

incompatibles si el cociente vale -1.

Definicion 7.7 Diremos que una superficie reqular S es orientable si existe
un atlas formado por cartas compatibles dos a dos. En este caso se dice que
el atlas orienta la superficie. En otro caso se dice que la superficie no es

orientable.

Esta definicion, se puede ver que es equivalente a la siguiente definicion.

Definicion 7.8 Una superficie reqular S es orientable si existe una aplica-
cion continua N : S — R3 tal que para todo p € S el vector N( ) LT,S
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Un ejemplo tipico de superficie no orientable es la banda de Mobius.

Se cumple que toda superficie regular cuyo atlas esté constituido por una
sola carta es orientable. otra propiedad interesante es que toda superficie
definida mediante sus ecuaciones implicitas, S = f~!, es orientable, ya que
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el campo vectorial ﬁ nos define una aplicacién continua, que nos da un

vector unitario normal a la superficie.

7.7. Curvatura normal y la Segunda forma fun-
damental

Dada una superficie regular Sy sea « : I — S una curva sobre la superficie
parametrizada por su longitud de arco, tal que «(0) = p.

Si consideramos a como una curva de R3, se tiene
T'(s) = k(s)N(s) .
Por otra parte, si tenemos en cuenta que los vectores
{T'(s), N(a(s)), T(s) A N(a(s))}

donde N(«(s)) es el vector unitario normal a la superficie en a(s), forman
una base de R? y se puede escribir

T'(s) = (T"(s), N(a(s))) N(a(s)) + (T"(s), T(s) A N(a(s))) T'(s) A N(a(s)) ,

yva que T"(s) es normal a T'(s). Al primer factor (77(s), N(a(s))), se le lla-
ma curvatura normal de la curva o y se denota por k,. Al segundo factor
(T"(s), T(s) AN N(a(s))) se le llama curvatura geodésica.

Ejemplo 7.8 Consideremos el cilindro definido por 2 +1y* =1 y una curva
sobre el cilindro,

N EARIEARA]

Calcularemos la curvatura normal de a(s) en el punto a(0) = (1,0,0).

Solucion: El vector normal al cilindro en cada punto es
N(z,y,2) = (2,y,0) .

Por otra parte,

0 = o= () () )
o on () m(3) )



y, por tanto,

kn = (T'(s), N(a(s)))

() () (= ()= () )

Definicion 7.9 Sea S una superficie reqular y p € S, y sea a(t) una cur-
va sobre la superficie de forma que «(0) = p, o/(0) = U. La aplicacion de
Weingarten se define como

W, (9) = — 5 N(a(1)(0)

Hemos visto que la curvatura normal cumple
kN(p) = (T7(0), N(a(0))) N((0))
= (& @ V) 0 - (T0. {5 a) ) ) Vo)
ds \ "ds
= (T(0), W,(T(0))) N(p) -
De este modo podemos escribir

K (V) = (0, W, () .

Definicion 7.10 Se define la Sequnda forma fundamental de una superficie
reqular S como la aplicacion

II,:

p -

S

Sy *@H

— R
— (U, W, (7)) .

Veamos coémo se expresa la Segunda forma fundamental una vez se elige
una carta de la superficie. Si ¥ : U — S es una carta de S tal que p = Z(q),
se tiene que los vectores {Z,(q), Z,(¢)} son una base de T,,S.

Si
U= alfu(q) + blfv(Q) )

se tiene

11, (0) = aia1 (Tu(q), W, (Tulq))) + a1b1 (Tulq), Wy (74(q)))
+b1a1 <fv(Q)7 Wp fu(q)» + blbl <fv(q)7 Wp (fv(Q)» .
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Ahora tenemos en cuenta que para la carta Z y ¢ tal que ¥(q) = p, si
consideramos el producto escalar

{Ty(q+ (£,0)), N (Z(g + (£,0))) ,

por ser el producto de un vector tangente por otro normal en el mismo punto.
Calculando la derivada en t = 0,

0— <fv(q), %N(fu(q)>> + (Tou(q))

con lo que se llega al resultado

e(qg) = (Tu
fle) = (Zu(q), W, (Zo(q))) = (¥
9(q) = (Zu(q), W, (Z0(q))) = (Tuu(9),

y la Segunda forma fundamental se expresa como

” e(q) fla) ) ( a )
II,(0)=(a, b :
= o) (5 1) (G
A las funciones e, f y g se les llama coeficientes de la Segunda forma funda-
mental.

Ejemplo 7.9 Se quieren calcular los coeficientes de la Segunda forma fun-
damental del cilindro de centro 0 y radio 1, utilizando la carta

Z(u,v) = (cos(u),sen(u),v) , u €)0,2x], v € R .

143



Solucion: Se tiene que

Zu(u,v) (—sen(u), cos(u),0) ,
Zy(u,v) = (0,0,1),
Tyu(u,v) = (—cos(u), —sen(u),0) ,
T (u,v) = (0,0,0) ,
‘,Z:’UU(U7 /U) = (07 O’ O) Y
Tu N\ Ty
N(u,v) = A = (cos(u),sen(u),0)

7.7.1. CAalculo de la curvatura normal

Sea S una superficie regular y p € S, y sea una curva sobre la superficie,
«. La curvatura normal se define como

kn = (T"(s), N (a(s))) .

Se cumple que

d dT dN
=—(I'N)=(—,N T, —
0= girm = (G )+ (1.5

asi,
1 dT 1 dN
Rn = 7 <—,N>:— p <T,—> :
o' \ dt [’ (@) dt
Como p iy 1
o o
T = — = —
ds  dt |||’
se tiene

expresar como

con lo que
a  du _du
at v T tar
N du du
- NN
dt war TN
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de este modo,
(B + 5,2) (Ve + V)

= du = dv = du = dv

<xu at T T dt> <$u at T Togg

Rp = —

Como Z,, y N son perpendiculares,

o . o -
0—%(%,]\7)—<xuu,N>+<xu,Nu> ,

con lo que
<fUU7 N> = - <l‘u, Nu> 5

de igual forma, se prueba que
<fuv>N> = - <xuan> = - <xvaNu> 5 <fmnN> = - <$U7Nv> X

y podemos pues escribir

A ) BT it ) ML
B(R) +2rge+G(3) b

7.8. Curvatura de Gauss y curvatura media

Se tiene que || N||> = 1, por tanto, derivando

LN Ny = 2<Nﬂ>:0,

dt dt
con 10 que tenemos que dd—lj es ortogonal a NV, por ello, se puede considerar
que X ¢ T,S, y podemos considerar la aplicacion de Weingarten como una

aphcacmn
W, 1,5 = T,S ,

asi, una vez elegida una base en 7,5, {Z,(q), Z,(q)}, se tiene

Wp (fu<Q)) = Wllfu(Q) + WQlfv<Q) )
Wp (fv(Q)) = Wl2fu(Q) + W22£v(‘]) )

de forma que sobre un vector

actia de la forma



Definicion 7.11 Diremos que un vector unitario y tangente a una superfi-
cie regular S, en un punto p, U, determina una direccion principal en T,S,
st la funcion de curvatura normal tiene un mdzimo o un minimo. Se lla-
man curvaturas principales a los valores mdzrimo y minimo de las curvaturas
normales.

Se puede ver que las curvaturas maxima y minima se corresponden con
los autovalores k1 y ko de la matriz de la aplicaciéon de Weingarten

o Wi Wi
m“(mlmﬁ'

Las direcciones principales se corresponden con la base ortonormal {uy,us}
que diagonalizan la matriz W,.

Interesa tener una medida de la curvatura que no dependa de la base
elegida en el plano tangente. De este modo, se define la curvatura de Gauss
como

K(p) = det (Wp) = k’lk’g .

Otra medida con estas caracteristicas es la curvatura media

1 1
H(p) = §traza (W,) = 3 (k1 + k2) .

Hemos de tener en cuenta que, si hacemos uso de los coeficientes de la
Primera forma fundamental, se puede escribir

e = (@, W, (Z,) = WnE+ Wy,
[ = (T, W, (Z,)) = WnE + WaG,
[ = (@, W, (%)) = WnE+WyG,
g = (T, W, (T0)) = Wi + Woo(

se cumple pues que

(ro)= (ke ) (ni i)
fg - F G W21 W22

W11 W12 . E F - ef
(W21 W22>_(F G) (f 9)’
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con lo que

G~ fF _ fG—gF
R e R Tk
_ [E—eF _gE—[F
Wy = EC_ 2 WQQ_EG—FQ’
y las curvaturas
B eqg — f? _leG-2fF +gFE
Ko =ge—m AW =3

A partir de estas curvaturas se puede establecer una clasificacion de los
puntos p de una superficie

1) Se dice que p es eliptico si K(p) > 0.
2) Se dice que p es hiperbélico si K(p) > 0.
3) Se dice que p es parabolico si K(p) =0y H(p) # 0.

4) Se dice que p es plano si K(p) = H(p) = 0.

A parte de esta clasificacion, se dice que p es un punto umbilical si ki (p) =
ka(p).

7.9. Ejercicios

1. Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la su-
perficie representada por

T = (u,v,u2—112) ,
en el punto p = (1,1).
Solucién: Se cumple que Z(p) = (1,1,0), y
=(102U), Tu(p) = (1,0,2)
(07 ]-7 ) ) f (p) ( 717 _2) .

Las ecuaciones del plano tangente son de la forma

T = Z(p) + hZu(p) + k@ (p) ,
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0 sea,
Z=(1+h,14+k,2h —2k),
o bien,

z=2r—2y.

Para calcular la recta normal, calculamos un vector normal a la super-
ficie en el punto p,
Ty NZy(p) = (—2,2,1) ,

y la recta normal

— —

7 =(p) + t (Zulp) A Tu(p))

esto es,
r = 1-—2t,
= 142,
z = 1.

. Calcular la longitud de arco de la curva

T 1

0 = 1 t{——=
(e (i-3))

o = S, 0<t<

2
sobre la esfera

T = (cos(0) sen(¢), sen(d) sen(¢), cos(f)) .

Solucion: Se tiene

Ty = (—sen(d)sen(p)cos(f)sen(¢),0) ,
Ty = (cos(f)cos(¢)sen(d)cos(¢), —sen(¢)) .

Asi, los coeficientes de la Primera forma fundamental son

E=sen’(f), F=0, G=1.

La longitud de arco es

3 do\ > d do AN
[ = E(= 2F —— — ) at.
/0 \/ (dt) M7 dt+G(dt)
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Como

a9 _ 1 dd_
dt_sen(g—t)7 dt ’

la longitud es

;
= / V2dt = — .
0 V2
. Dada la superficie
= (u,v,u2 —U2) ,
obtener los coeficientes de la Segunda forma fundamental.

Solucién: Se tiene que

7, = (1,0,2u) , Z,=(0,1,—2v),
fuu = (07072) s fuv =0 ) fvv = (O, 07 _2) )
Ty N\ Ty (—2u,2v,1)

N=——= .
qu/\va \/4U2+41}2+1

Los coeficientes son

E = 2 , F=0, G=- 2
VAau?2 + 402 + 1 4u?2 + 402 + 1

. Probar que en los puntos de una superficie esférica de radio A, la curva-
tura Gaussiana es K (p) = a%, y la curvatura media es j:é, dependiendo
de la orientacion que se considere.

. Hallar la curvatura normal de la curva

de la superficie

en el punto t = 1.

. Encontrar las curvaturas principales y las direcciones principales de la
superficie regular

S={(z,y,2) R/ > +y*=2", 2> 0} .
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Capitulo 8

Ecuaciones de los fluidos

En este capitulo, a modo de ejemplo de un modelo realista descrito por
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, obtendremos las ecuaciones
que describen el movimiento de los fuidos.

Normalmente, en la técnica aparecen principalmente dos tipos de fluidos,
el agua y el aire. Los fluidos estdn compuestos de moleculas que se encuentran
en un estado de movimiento aleatorio. A nivel macroscopico los fuidos se
tratan como un medio continuo y se caracterizan mediante propieades medias
como la presiom, la velocidad, etc. asociadas a un volumen de control.

La técnica general para obtener las ecuaciones que describen el movimien-
to de un fluido es considerar un volumen de control pequeno, a través del cual
se mueve el fluido. Estas ecuaciones se obtendran al aplicar la conservacion
de la masa, la Segunda Ley de Newton y la conservacion de la energia al
volumen de control.

8.1. Ecuacion de continuidad

Para un volumen de control V', la conservacion de la masa requiere que
la variacién de la masa respecto del tiempo dentro del volumen de control
es igual al flujo masico que atraviesa la superficie del volumen de control (

Figura [8.1).

Esto se espresa como

0
9 pav=— | piids
ot Vp /Spvn ’

donde p es la densidad del fuido y 7 es el vector unitario normal, que define
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Figura 8.1: Volumen de control del fluido.

la cara externa de S, y ¥ la velocidad del fluido.

Utilizando el Teorema de Gauss, se tiene

/V(%+ﬁ(pﬁ)> dV =0 .

Como el volumen V es arbitrario, se tiene la ecuacién de continuidad

dp =
halld 7) =0 8.1
L (o =0, (81)
que se puede reescribir como
Dp =
— v=20 8.2
i + Vv , (8.2)
siendo la derivada material
Dp  0p dp dp dp
E = E+U$%++Uya—y++vzg s
y la divergencia
i — 0y % ov,
ox oy 0z

8.2. Ecuacion del momento

La ecuacion del momento se obtiene de aplicar la Segunda Ley de Newton
al volumen de control V. Esto es, de imponer que la suma de fuerzas que
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aclian sobre el volumen es igual a la variaciéon del momento respecto del
tiempo.

La variacién del momento respecto del tiempo en el volumen V', viene

dada por

dp v

—dV+/p i) dS .
o S( )

Utilizando el Teorema de Gauss, en componentes podemos escribir
a —>
F, = / — (pvg) dV+/ V (pv,v) dV
v Ot v

0 =
o= | gen) v [ Smnav,
ot g

Se cumple para la componente x

a = hrd J—
ot (pvz) +V (pvxv) =

Oy dp 0 ap ov, Op v,
Por s (a*%“vﬂﬂ”a—y”ﬁpa—y*a“ﬁpa> -
0V, 0V, 0V,
Poge TPy TP,

Utilizando la ecuacion de continuidad, queda

0 = _,
= (pvz) +V (pua0) =

ot
8vx+vav$+vavx+v%
P\ "% 0r Tay T %0z )

Procediendo de igual forma con las otras componentes, se tiene la ecuacion

del momento 95
v - 5 o —
/‘/p(a+<vv>v) av =F (8.3)

Si consideramos un fluido no viscoso, las tnicas fuerzas que actian sobre
el volumen de control, son la fuerza de la gravedad y la fuerza que ejerce la
presion, p, sobre la superficie del volumen de control, asi

ﬁ:/pgdv—/pﬁdsz/ (pg*—ﬁp> A
14 S |4

152




y la ecuacion del momento se escribe

Dv

P7

Dt

Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Euler para fluido no

viscoso. Si el sistema de referencia se elige de tal forma que la gravedad
esta dirigida en el sentido del eje z negativo, las ecuaciones de Fuler en

componentes quedan,

=pj—Vp. (84)

%_H) 8vm+vavx+1}8vx _ Op
P\t "% Tay T8, ) T T ox

v, v, v, dv,\  Op
p<8t+vx8x+vy8y Y2 ) T oy

ov. OV Ove O\ _ 0P
P\t "% 0r T ey T8, ) T TP T 5

Cuando se considera un fluido viscoso, es necesario introducir el tensor
que da cuenta de las tensiones en el interior del fluido,

Tex Toy Tzz
T=\ Tyz Tyy Tyz g
Tex Tzy Tzz

de forma que las fuerzas por unidad de volumen sobre el volumen de control

quedan

6]9 Tex Tyx Tza
fe = DYe 8_x+% 8y+82’
Op | Tay | Tyy | Tay
_ B A I ) 8.5
fy pgy 8y + 8:6 ay az ) ( )
ap Taz Tyz T2z

fz = sz—&+%+a—y+$j

Newton observo que el tensor de estrés en un fluido es proporcional a
las derivadas parciales de las velocidades. Los fluidos que satisfacen esto se
llaman fluidos Newtonianos, ejemplos de este tipo de fuidos son el aire y el
agua. Un fuido no Newtoniano es, por ejemplo, la sangre.
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Para los fuidos Newtonianos se cumple que

Tow = A (ﬁv) + 2/;% ,

Tyy = A (ﬁv) + 2,u((;y

Toe = A (V ) + 2/;%1}2 ,
ov, Oy
Tey = Tyz = M % + ay )

(8%
Tez = Tzz = M +
V4

vz +%
y 0z )

Tyz = sz:ﬁ‘(

Ov,

oz ) ’

(8.6)
(8.7)

donde p es el coeficiente de viscosidad molecular y A es el segundo coeficiente

de viscosidad. Se hace la hipotesis que

2
A==
SILLJ

y las ecuaciones resultantes se denominan

las ecuaciones de Navier-Stokes

para un fluido viscoso. Estas ecuaciones en componentes quedan

o 2@(6@

D, 0 ov,
Por = P79 T3 on +28_x('u@x>
0 Ov, ~ Ov, 0 ov, Ov,
o (T 5)) o (%))
Du, o 23 VU ) du, | O,
R e 10 C2eY)
() 2 (o3 2)
oy " Oy Ox ’
Duv, 8p 90 <V77> 0 v,  Ov,
P = M7 9:7 3 o +8_<'u(82+8x))

- vy Ov=) ) |
dy K 0z oy
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8.3. Ecuacion de la energia

Para obtener la ecuacion de la energia, se aplica la Primera Ley de la
Termodinamica, al volumen de control del fluido, V. De este modo, el cambio
de energia en el volumen sera igual al flujo neto de calor en el volumen mas
el trabajo realizado sobre el volumen por la fuerzas superficiales y las fuerzas
internas en el volumen. Esquematicamente, este balance se representa por

A=B+C.

Comencemos evaluando el término C'. La variacion del trabajo ejercido
sobre un cuerpo en movimiento con velocidad ¢ es de la forma

/pfﬁdv.
\%4

Para las fuerzas de superficie, si s6lo considerams la direccién x, la varia-
cion infinitesimal del trabajo sobre el volumen debido a las fuerzas de presion
es

0 0
(pr — <vxp + . (vzp) dm)) dydz = ~ (vep) dzdydz .
Para el trabajo realizado por el tensor de tensiones

dzdydz .
( Ox - oy N 0z ) rave

Considerando las fuerzas en las tres direcciones espaciales, la variacion de
trabajo sobre el volumen de control debido a las fuerzas internas y superfi-
ciales es

Ovzp  Ovyp  Ouyp
¢ == (( Oz * Jy i 0z >
OVy T N O3 Tys N OVyTo
ox dy 0z
OVyTey  OUyTyy  OUYT,y
ox oy 0z
O:Tes | OV:Tyz aw“) drdydz + pfodzdydz .
ox dy 0z

Veamos ahora el término correspondiente al flujo neto de calor en el vo-
lumen. El flujo neto de calor puede ser debido a: (1) calentamiento en el
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volumen debido, por ejemplo, a absorcion o emision de radiacion. (2) Flujo
de calor a través de la superficie por gradientes de temperatura.

Se define ¢ como la tasa de generacion de calor por unidad de masa y, de
este modo, el calentamiento en el volumen es

pqdrdydz .

La tasa de calor que se transmite por conduccién en la direccién z es
Gzdydz, donde ¢, es el calor transferido en la direccion z por unidad de
tiempo y unidad de area (flujo de calor en la direccion z).

El balance de calor transferido es

(o — | Gz + Oda dr | | dydz = —%dxdydz :
Oz Ox

Teniendo en cuenta las otras direcciones espaciales, el balance de calor
por conduccién en el volumen de control viene dado por

B (aq'm di, i

8x+a_y+8z

) dxdydz .

Se utiliza la Ley de Fourier para la transferencia de calor
aoT oT oT
] k ] k

.I:_k_a = RT3 z— —hQ37
e Ox T Ay 1 0z

siendo k la conductividad térmica del volumen. De este modo, el flujo neto
de calor en el volumen de control es

.0 oT 0 oT 0 oT

Por tltimo, para ver la variacion de la energia en el volumen de control,
tenemos en cuenta dos contribuciones

1) La energia interna del sistema por unidad de masa, e.

l’02.

2) La energfa cinética por unidad de masa, 3 171> = 5

De este modo, la variaciéon de energia en el volumen de control es

2

D
A= P (e + %) dzxdydz

_2+”_2+g _|_U_2_|_2 +f+2 —i—U—Q dxdyd
“Plar\° T2 Tar \O T 2 Uy@y “T o \O T rayes
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Reuniendo estos términos, la ecuacion de la energia se expresa como

2 6+U_2 — '_I_Q ]{;a_T _|_£ ka_T +£ ka_T
PDi 2 ) P o Mo dy \ Oy 0z \ 0z

a Uszz) + Pfﬁ (89)

De las ecuaciones del momento (multiplicandolas por v,, v, y v,, respec-
tivamente) se tiene

D (v/2) dp Tea Ty Tew
Dt e Tar T oy e, trvel
D (v;/2) op T T, T,
pTyt = —vya—y+vy8—;+vyai5+vya—i+pvyfy :
D (v2/2) oy | Te Ty Tes
T — _Uza"i_vza_x"i_vza_y'f_vz&"i_pvzfz .
Sumando las ecuaciones
Dv? ap 5p 5]9 Txx Tyx Tzx
PDr = or oy o T \aw Ty T o:
Txy Tyy Ty Txz Tyz T2z
Toy T Ty ) g (T2 Do | T2 8.10
+vy(8x+8y+0z)+v (8$+8y+8z)+ (8.10)

Restando las ecuaciones y (8.11]), se obtiene que la ecuacion de la
energia se reescribe como

p% = pi+V (k:ﬁT) —p (ﬁﬁ) +
—l—TM% + Tyxaa—vyx + Tm% (8.12)
—i—sz% + Tyy%—Zy + Tay %Uy (8.13)
+sz% + Tyz%—vyz Tzz% (8.14)



Las ecuaciones de la masa, el momento y la energia son 5 ecuaciones que
tienen como incognitas p, p, vz, vy, v, e y T'. Hacen falta pues més relaciones
entre las incégnitas.

Para los gases ideales (el aire puede considerarse un gas ideal) se suele
introducir la ley de los gases ideales

p=pRT",

y la relacion de estado
e=c,T,

donde ¢, es el calor especifico a volumen constante. Con estas relaciones
se completa el sistema de ecuaciones para describir los fluidos. Al sistema
completo de ecuaciones para un fluido viscoso se les llama ecuaciones de
Navier-Stokes, v si se considera un fuido no viscoso a estas ecuaciones se
les conoce como ecuaciones de Euler. El conjunto de ecuaciones forma un
sistema de ecuaciones no lineales en derivadas parciales que, en general, no
admite soluciones en forma analitica y para su estudio haran falta las técnicas
numeéricas que se expondran en el proximo capitulo.
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