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Capitulo 1

Errores y aritmética finita

1.1. Introduccién

A la hora de realizar un determinado célculo con un ordenador se pueden
tener distintas fuentes de error:

= Errores de truncamiento.
= Error en los datos.

= Errores asociados a las aproximaciones numéricas utilizadas.

En este tema estudiaremos el origen de los errores de truncamiento derivados
de utilizar una representacién finita para los nimeros y cémo se propagan
los errores en los datos, que pueden deberse a los errores de truncamiento o
a posibles errores experimentales, al realizar distintas operaciones aritméti-
cas. Los errores derivados de utilizar una cierta aproximacién numérica para
realizar un cierto célculo, los iremos estudiando a lo largo del curso.

1.2. Representacion de los niimeros en un or-
denador

Por cuestiones de caracter técnico, los ordenadores utilizan una represen-
tacién binaria de los niimeros, donde los tnicos digitos posibles son el 0 o
el 1, a diferencia de la representacién decimal, o en base 10, que es la que
utilizamos normalmente, donde se utilizan los digitos del 0 al 9.

Dado un nimero p, este nimero en base b se escribe

(p)y = Bpb" + By b 4+ By + B_ib T 4+ Bogb 4

Asi, el nimero 32.5 en base 10 representa
(32,5),,=310+2+510""
y el nimero 10.01 en base 2 representa
(10,01), =12+0+02"" + 1272,

o0 sea, es el numero 2.25 en base 10.

Los ordenadores utilizan una representacién de los ntimeros denominada
en coma flotante. Esta representacién utiliza un conjunto de digitos comen-
zando por 0., denominado mantisa y un exponente. Por ejemplo, el niimero
32.5 en base 10, se puede expresar como

0,32510% .

En este caso la mantisa seria 325 y el exponente 2. De igual forma para el
nimero 10.01 en base 2, tendriamos la representacion

0,1001 2% |

con lo que la mantisa seria 1001 y el exponente 2.

Los ordenadores generalmente para representar un numero real utilizan
una posicién de memoria (bit) para representar el signo, luego un cierto nime-
ro de posiciones de memoria para representar el exponente y otro nimero de
posiciones de memoria para representar la mantisa. La representacién con-
creta cambia de unos ordenadores a otros. Por ejemplo, para un ordenador
IBM cada posicién de memoria esta formada por 32 bits. Un ndimero real
p, en simple precision se almacena de la forma siguiente: Una vez escrito p
€omo

p=Hp 1670,

conp’ >0y % < p' < 1. Se almacena primero el signo (0 si es + y 1 si es
-), en los 7 bits siguientes se almacena el exponente p” en base 2. En las 24
posiciones restantes se almacena la mantisa en base 2. Si el nimero estd en
doble precisién, se usan 64 bits para almacenarlo y para la mantisa se usan
56 bits.

Veamos un ejemplo, si queremos representar el ntimero 1.1 en base 10.
Lo primero que haremos es representar el nimero (1,1), en base 2. La parte
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entera del nimero es 1 con lo que queda de la misma forma. La parte decimal
es 0.1 que podemos reescribir como

0,1 = 271(02)=271(1,6)
= 274(1406)=2""4+27°(12)
27442794281 6=--.,

asi,
(0,1);, = 0,0001100110011 - - - .

Por otra parte,

1,1 I L
1,1 = ﬁ16:1,000112’416(65’64)
= 0,000100011 165561

El exponente es 65 = (64 + 1) = 25 + 1. Por lo tanto, el exponente en base 2
es
(65), = 1000001 ,

y, por tanto, la representacién del nimero 1.1 en simple precision es de la
forma

[ 0 [ 1000001 | 000100011001100110011001 |

Con este tipo de representacion el nimero mas alto que es posible obtener
es

[0 [ TT1111T [ T T1IT11111111111 |

que corresponde a
(2,1 T 2724) 16027-69) 1623 o 7107 .
Por otra parte, el niimero méas pequeno que podemos representar es
1 . 5
— 167" =16~ 61077,
16 ’

cuya representacion es

[ 0 ] 0000000 | 000100000000000000000000 |

El hecho que se disponga de un niimero finito para representar los niimeros
reales hace que se produzcan errores al hacer operaciones aritméticas con
los mismos. Estos errores se denominan errores de truncamiento o errores de
redondeo dependiendo de la técnica que se utilice para cortar la representacién
de los ntimeros.

Veamos algunos ejemplos que ilustran los errores que se pueden producir
al utilizar aritmética finita. Supongamos que se tiene un ordenador ideal que
puede representar los nimeros en base 10, pero utiliza una mantisa de dos
nimeros. En este ordenador la representacién del nimero x = 157/34 ~
1,38 es ¥ = 0,14 10, con lo que se comete un error de un 1%. Si ahora
consideramos y = v/2 ~ 1,428. . ., la representacién de este nimero es y* =
0,14 , 10! y la resta de estos niimeros serd

I* _ y* — 0 ,
con 10 que cometemos un error
|z —y| = 0,0282168034 ,

que corresponde a un error del 100 %.

En general, al restar dos niimeros reales préximos entre si, x e y, se obtiene
una diferencia z* — y*, que aproxima mal la verdadera diferencia = — y

Otra operacién en la que se pueden cometer errores al utilizar aritmética
finita es la divisién de un nimero x por un nimero pequeno 4. Supongamos
que z se aproxima por z* = z+e¢. Al dividir por 6, z* /6 = x/5+¢/§. El nuevo
error es /4. Si § es un nimero pequetlo, el error cometido serd una cantidad
grande. Un razonamiento similar se puede hacer cuando se multiplica un
nimero x por otro nimero muy grande.

En ocasiones el error de redondeo que se comete al realizar un célculo se
puede minimizar reformulando el problema. Por ejemplo, supongamos que
queremos calcular las raices de la ecuacion

ar® +br+c=0, a#0.

Estas raices vienen dadas por las expresiones

_ —b+ /b —dac _ —b—+/b* —dac

2a h 2a

Ty

Consideremos la ecuacion

22 4+62,1024+1=0,



cuyas soluciones aproximadas son
x1 = —0,01610723 , 2z = —62,08390 .
Supongamos que se calcula x; con una aritmética de 4 digitos

Vb2 = dac (62,10)* — 4,000 = /3856 — 4,000 =
= /3852 = 62,06 ,

asi,
—b+ V0> —4ac _ —62,10 62,06
no= 2 - 2000
— —0,04000 = —0,02000 ,
2,000
que es una aproximacion pobre de x; = —0,01611. Por otro lado, el célculo

de x5 involucra la adicién de ntimeros casi iguales y no presenta problemas,

—b—Vb? —4ac _ —62,10 — 62,06
2a B 2,000
- 2 0.
2,000 ’

Ty =

Para obtener una mejor aproximaciéon de x; tenemos en cuenta que

—b+ V0> —4dac b — (b* — 4dac)
2a 2a (—b — Vb — 4ac)
-2 —2,000
< - : = —0,0161 .
b+ b2 —4dac 62,10+ 62,06

xry =

1.3. Propagacién de errores

Supongamos que se quiere dar una cota al error que se comete al realizar
un célculo y = f(z), si la variable z viene afectada de un error dado. Asi, si
x=a*~+ Az, y f(x) es una funcién derivable, podemos escribir

y=flz)=f@"+Az) = f(2") + ' (2") Az,
con lo que el error
ef(@) =ly— f@)=|f (@) |Az] .

9

Si se tiene un problema multidimensional y = f (zy, @, ... , zy,), podemos
escribir

- . ~Of L .
|y—f(x1,x27...,xn)| E (l‘lvx%"'vxn)AIi
i=1 "
< — (x5, 25, ..., x| |Axy| .
= ; axz( 142 n) ‘ l|

Asi una expresién para una cota del error cometido es de la forma

af *

. (II7$;7"' 7I:)

OIi

n

ef (a},05,. ) =

i=1

que suele funcionar bien cuando n no es muy grande. En el caso que se tengan
muchas variables esta expresién proporciona una cota muy conservadora del
error cometido.

Otra posibilidad para definir un error es utilizar el error cudrdtico medio

n 2
ef (@) = | > (%f (zt,... ,x;)m,-) .

i=1

1.4. Ejercicios

1. Escribir en base 2 los nimeros:

2. Escribir la representacién en un ordenador IBM en simple precisién de
T = —232.

3. Escribir en base 2 el nimero cuya representacion en base 10 es 100.3.
Utilizar este resultado para obtener la representacién en simple preci-
sién de este ntimero en un ordenador IBM.

4. Dado el sistema de ecuaciones

3r+ay = 10,
Sr+by = 20,

donde @ = 2,100 £5107* y b = 3,300 & 510~*. Obtener una cota del
error asociado a x e y al resolver el sistema.

10



5. Con qué exactitud se ha de medir el radio de una esfera y con cuantos
decimales se ha de dar el nimero 7, para que su volumen se conozca
con un error realivo menor que el 0.01 %.

6. Supongamos que se quiere hacer el calculo

y=tn(z—Var=1) Capitulo 2

para z = 30, y que al calcular la raiz cuadrada tenemos un método que
s6lo nos da 6 decimales correctos. Estimad una cota del error que se

comete al hacer el cdlculo. Reescribir la funcién y(z) para que el error ReSOIUCién de SiStemaS de
cometido al hacer el célculo sea menor. .
ecuaclones

7. Consideremos una barra de longitud [ y seccién rectangular, de anchura
a y altura b, empotrada por uno de sus extremos. Si en el extremo libre
se aplica una fuerza F' perpendicular a la barra, la flexién s experimen-
tada viene dada por la expresion
2.1. Introduccién

3
s = %F ,
a Muchos problemas de ingenieria requieren para su solucién plantear y
donde E es el médulo de Young del material que forma la barra. De resolver un sistema de ecuaciones algebraicas. Por ejemplo, supongamos que
un ensayo, se sabe que una fuerza F' de 140 kp aplicada a una barra se tiene una estructura articulada como la de la figura

de hierro de 125 cm de longitud y seccién cuadrada de 2.4 cm de lado
le produce una flexion de 1.71 mm. Calculad el médulo de Young del
hierro y una cota del error asociado, si se supone que las medidas
tomadas tienen la precisién asociada con la tltima cifra decimal.

8. Calcular el error permitido en la inclinacién de un canén para asegurar
que acierte en un objetivo rectangular de 40 m de longitud y 20 m de 4
anchura, situado a la misma altura que el candn, y cuyo centro esta a 3 2m
una distancia de 3000 m de éste. La velocidad de salida del proyectil es 2
de 600 m/s. Supdngase que todas las magnitudes son exactas y que las Rp R
dimensiones del objetivo son pequenas en relacién a la distancia a la 1 5 D
que se encuentra el cafion. Considérese también que se apunta al centro ¢« 1 NV
del objetivo y que estd permitido tocar en cualquier lugar de éste. A A B A D

Figura 2.1.- Viga articulada.
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La primera ecuacion que se puede plantear es que la carga se compensa por
las reacciones en los apoyos,

Ra+ Rp =300,

Planteando que la suma de las fuerzas sobre el nodo A son cero

i
A o —»
1::l

Figura 2.2.- Nodo A.

Fy — F3cos (%) = 0,

Ry — Fysin (g) = 0,

P
Fy F

5

para el nodo B se tiene

- @ —>

B
Figura 2.3.- Nodo B.

Fs— Fy 0,
FQ = 0,

y para el nodo C
lBOOkg

C
.
AN
Figura 2.4.- Nodo C.

13

F3cos (%) + F cos (%) — F», =300,

. (T L (T
F3sin (Z) — Fysin <Z> =0.

Con esto tenemos 7 ecuaciones con 7 incégnitas, que podemos escribir
mediante la siguiente expresion matricial

11 0 0 01 0 0 Ra 300
00 1 0 — 0 0] g, 0
10 0 O -7 0 0 Fy 0
00 -1 0 0 0 1 F | =] 0
00 O 1 0 0 0 3 0
1 1
00 0 -1 ﬁ 751 0 ?4 380
L 00 0 0 ﬁ 7% 0 ] 5
que tiene la forma genérica
Ax=b

donde A es la matriz de coeficientes del sistema y b el vector de términos
independientes.

Formalmente la solucién de este sistema se puede obtener como
z=A""b,

pero en la mayoria de ocasiones no resulta conveniente calcular la matriz
inversa, A~!, para resolver el sistema y se recurre a técnicas alternativas.
Nosotros en particular estudiaremos dos tipos de métodos para resolver los
sistemas de ecuaciones lineales, métodos directos y métodos iterativos.

2.2. Meétodos directos para la resolucién de
sistemas

Generalmente, los métodos directos se basan en transformar el sistema
de ecuaciones inicial en un sistema equivalente (o sea, que tenga las mismas
soluciones) que se pueda resolver més facilmente. Para ello, se hace uso de la
siguiente propiedad:

Dado un sistema de ecuaciones, si a una de las ecuaciones

se le suma una combinacion lineal de las ecuaciones restantes, el
sistema de ecuaciones resultante es equivalente al sistema inicial.

14



que es la propiedad que utiliza el método de triangularizacion de Gauss.
Recordemos cémo funciona este método con un ejemplo. Dado el sistema

10 =70 1 7
-3 2 6 ze | = | 4
5 —15 T3 6

si le restamos —3/10 veces la primera ecuacién a la segunda obtenemos el
sistema

(10 -7 01 [x 7
0 —01 6| |a|=]61
5 -1 5| 6

Ahora restamos 5/10 veces la primera ecuacién a la tercera y obtenemos el
sistema equivalente

(10 =7 0] [ = 7
0 —01 6| | |=]61
L0 25 5] | x | 2,5 |

Por 1ltimo, si a la tercera ecuacién la restamos —2,5/0,1 veces la segunda
se llega al sistema

10 -7 0 xy 7
0 -0,1 6 o | = | 6,1
0 0 155 T3 155

Con lo que hemos llegado a un sistema de ecuaciones equivalente al inicial
cuya matriz de coeficientes es una matriz triangular superior. Este tipo de
sistemas tiene una solucién sencilla. Se empieza despejando la dltima ecua-
cién, la solucién obtenida se utiliza para despejar la penultima ecuacién y
asf sucesivamente.

Este método se llama el método de sustitucién regresiva y se formaliza
del modo siguiente. Dado el sistema

Ur=b, UeR™ peR™

donde u;; = 0si i < j (triangular superior), un posible algoritmo que imple-
menta el método es el siguiente

x=zeros(n,1);
for k=n:-1:1
x(k)=b(k) /U(k,k);
for i=1:K-1
b(i) = b(i)-x(k)*U(i,k);
end
end

15

2.2.1. Factorizacién LU de una matriz

Partimos del sistema de ecuaciones inicial

Az =50,
con
10 =7 0
A=| -3 2 6
5 -1 5

Se puede descomponer la matriz A como el producto

A=LiA,
con
100 10 -7 0
Llf —% 1 0 5 A1: 0 —0,1 6
001 5 -1 5
Por otra parte
Ay =LAy,
con
1 00 10 =70
Ly=]10 10|, Ay= 0 —-0,1 6
1% 01 0 255
Por ltimo,
Ay = L3U
con
1 00 10 -7 0
Ly=10 10}, U= 0 —-0,1 6
0 —-22 1 0 0 155

Con lo que tenemos que
A = L1L2L3U = LU 5

donde U es la matriz triangular superior resultante al aplicar el método de
Gauss y

1 00

3
L=ty 10

w0 o1 L

es una matriz triangular inferior, cuyos elementos son los factores utilizados
para triangularizar la matriz A. Este proceso es general y permite descompo-
ner una matriz cuadrada A como producto de una matriz triangular inferior,
L, por una matriz triangular superior, U.
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2.2.2. Pivotamiento

Los elementos de la diagonal de la matriz U se llaman pivotes. El algo-
ritmo de la sustitucién regresiva realiza divisiones por los distintos pivotes,
de este modo, el algoritmo no podra llevarse a cabo si alguno de los pivotes
es cero. Es l6gico pensar que si alguno de los pivotes es muy pequeno se
produciran errores grandes al calcular la solucién.

Veamos un ejemplo. Supongamos que se quiere resolver el sistema

100 =7 0 z1 7
-3 2,099 6 zo | = | 3,901
5 =1 5 T3 6

cuya solucién exacta es = (0, —1, 1). Ahora resolvemos el sistema mediante
el método de Gauss con una aritmética de 5 digitos significativos

0 -7 o] 7 0 -7 0] 7

—3 2,099 63901 | ~ | 0 —0001 66,001 | ~
5 -1 5| 6 0 25 5|25

0 -7 0 7

0 —0,001 6 6,001

0 0 1,5005 10% | 1,5004 10*

Al hacer el célculo para la sustitucion regresiva, se tiene

11,5004 104

= 15005108~ 99993

que comparado con el resultado exacto, x3 = 1, nos da un resultado aceptable.
Para x5, se tiene

—0,00125 + (6)(0,99993) = 6,001 ,

0 sea,
Tog = *175 5

que ya no es un resultado aceptable, comparado con el valor exacto x5 = —1.
Este problema se debe principalmente a la propagacion del error debida a
la divisién por el pivote 0,001. Esto se resuelve intercambiando la segunda
ecuacién por la tercera, ya que al realizar la triangularizacion ya no se obtiene
un pivote tan pequeno. Esta estrategia de intercambiar filas se conoce como
pivotacién.
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Si se perimte el intercambio de filas, el algoritmo de Gauss nos lleva a
una descomposicién para la matriz A de la forma

PA=1LU,

donde P es una matriz de permutacion.

Una estrategia que se suele utilizar para evitar estos problemas del algo-
ritmo de Gauss es la estrategia de pivotacion parcial, que consiste en tomar
como pivote en el paso k-ésimo del algoritmo de triangularizacién el elemento
més grande en valor absoluto en la parte no reducida de la columna k-ésima.
La fila que contiene este pivote se intercambia con la fila k-ésima para poner
el pivote en la posicién (k, k) de la matriz. Los mismos intercambios se han
de llevar a cabo en el vector b.

A continuacién se muestran dos funciones de Matlab, la primera solvelu(
) implementa el método de Gauss con pivotacién parcial para triangularizar
la matriz A. La segunda, trisuper( ) calcula la sustitucion regresiva sobre
la matriz traingularizada y el vector de términos independientes.

function [An,bn,v]=solvelu(A,b)
[An,bn,v]=solvelu(A,b)

Esta funcion realiza la trangularizacion

de una matriz A y el termino independiente b
para la resolucion de un sistema Ax=b.

Entradas:

A matriz del sistema n x n

b termino independiente

Salidas:

An matriz triangularizada

bn termino independiente

v vector de punteros para la pivotacion
parcial

I NI I I S R

[m,n]=size(A);

if (m"=n)
error(’La matriz A no es cuadrada’);
end
An=A;
bn=b;

v=1:n; % permutaciones

18



for k=1:n-1
M=k;
for i=k+1l:n
if (abs(An(v(i),k))>abs(An(v(M),k)))
M=i;

end
if (k"=M)
it=v(k);
v(k)=v(M);
v(M)=it;
end
if (abs(An(v(k),k))<=1.e-8)
error (’matriz singular’);
end
for i=k+1l:n
alfa=An(v(i),k)/An(v(k),k);
for j=k+1l:n
An(v(i),j)=An(v(i),j)-alfa*xAn(v(k),j);
end
bn(v(i))=bn(v(i))-alfa*xbn(v(k));
end
end

function x=trisuper(An,bn,v)
x=trisuper (An,bn,v)
Esta funcion resulelve un sistema triangular
por el metodo de sustitucionregresiva.
Se usa despues de la funcion solvelu
Entradas:
An matriz triangular superior como sale de solvelu
bn termino independiente como sale de solvelu
v vector de puneteros de la pivotacion parcial
Salida:
% x solucion del sistema
[m,n]=size(An);
if (m™=n)
error(’La matriz A no es cuadrada’);
end
for i=n:-1:1
x(1)=bn(v(i));

I I T I
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for j=n:-1:i+1
x(1)=x(1)-An(v (i), j)*x(j);

end

x(1)=x(1)/An(v(i),1);

end

2.2.3. Errores y nimero de condicién

Cuando se obtiene la solucién numérica de un sistema de ecuaciones, se
obtiene un valor aproximado de la solucién, x*, mientras que la solucion
exacta, x, satisface

z=A"b.

Usualmente se tienen dos magnitudes que nos dan una idea del error
cometido, el error, definido como

e=xv—1x",

y el residuo
r=>b—Ax".

Estas dos magnitudes no tienen porque ser pequenas al mismo tiempo si se
trabaja con aritmética finita.

Por otra parte, cuando se estan resolviendo problemas practicos los coe-
ficientes de un sistema de ecuaciones y los términos independientes estan
afectados de un cierto error. Por ello, es interesante preguntarse cémo se
pueden medir lo que cambia la soluciéon, z, de un sistema si se hacen cambios
en Ayoenb.

Para evaluar esta dependencia se introduce el nimero de condicion de
una matriz, definido como

M
(A) = —,
sy =2
donde
A A
M = max (M) ,  m =min (H il ,) Vo #0.
[l] [l]
Consideramos

Arx =0,

y el sistema
Az +6x) =b+db,
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se cumple

Adx = 0b ,
ademas,
1ol < M el . 6] = m ] |
y si m # 0, se tiene
l[6]| [0
lll (Bl

asi, el nimero de condicién nos da un factor de magnificacién del error. De
este modo, el numero de condicién de la matriz del sistema es alto, cabe
esperar que la solucién numérica obtenida esté afectada de errores altos.

Si se introduce el concepto de norma matricial

|| Az]]

[l]

||AHEmeix( ), Ve #0,

una definicién del nimero de condicion es
-1
r(A) = [|A AL -
El nimero de condicién es un numero dificil de calcular y se utilizan esti-
maciones para este nimero. Generlamente el nimero de condiciéon de una
matriz es muy alto si la matriz es casi singular.

2.2.4. Matrices especiales

Veremos ahora cémo es posible simplificar los métodos que hemos visto
hasta ahora cuando la matriz de coeficientes tiene una estructura particular.

Matrices tridiagonales

Un caso especial de sistemas de ecuaciones que aparecen frecuentemente
son aquellos cuya matriz de coeficientes es tridiagonal, o sea, un sistema de
ecuaciones con la siguiente estructura

by, ¢ 0 --- 1 by

ay b2 cy - T b2
Gp—2 bnfl Cn—1 Tp—1 bn,1

0 Ap—1 bn T, bn
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Para estos sistemas, el algoritmo de Gauss adopta una forma simple. La
matriz se tiene almacenada en los vectores a, b, c, y el término independiente
en el vector d.

Primero se copia en x el vector d
x = d;

luego se triangulariza la matriz y el término independiente mediante el si-
guiente bucle

for j=1:n-1
mu=a(j)/b(j);
b(j+1)=b(j+1)-muxc(j);
x(j+1)=x(j+1) -muxx(j);
end

Posteriromente, se realiza la sustitucién regeresiva

x(n)=x(n)/b(n);

for j=n-1:-1:1
x(§)=(x(3)-c(*x(G+1))/b(j);

end

Este algoritmo se conoce como el algoritmo de Thomas. No utiliza pivo-
tacién parcial y es mucho més rapido que el algoritmo de Gauss.
Matrices simétricas definidas positivas

Recordemos que una matrix A es simétrica si cumple que A = AT.
Ademés diremos que una matriz es definida positiva si cumple

2TAz >0, Yo #0.

Si A es una matriz simétrica y definida postiva se puede encontrar una
matriz triangular inferior, L, de forma que

LI =A.

Esta descomposiciéon se denomina descomposicion de Choleski de la matriz

A.
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Veamos como se puede calcular la matriz L. Para ello, consideremos un
caso 3 X 3.

lh 0 0 liy I aipr G2 a13
loy Iy O 0 I I | =] an axn ax )
l31 32 33 0 0 lIs agy Gz2 A3y

calculando el producto, se tienen las relaciones

2
an = iy,
2 2
Qg9 — 121 + l22 s
2 2 2
ags = Iy + 15+ 15,
as = Il ,
a3 = lnls,
a3 = loilsy + lgalso
o sea,
1
hh = (ann)?
I _ Q12
21 = T
11
22
loy = (azz - 121) 2,
a3
l:n = l_ )
11
I Qg3 — loyls1
32 = T
22
1
2 2\ %
133 = (ar33 — l31 — l32) 2.

Para una matriz n x n, los elementos de L se pueden calcular mediante

las expresiones
1
i—1 2
2
Qi — E L, >
k=1

i1
1 L .
ljy = lii<(lijkgllikljk) , J=1+li+2,..0 0.

Lii

2.3. Meétodos iterativos

Los métodos iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones linea-
les suelen utilizarse para problemas de gran dimensién, ya que usan menos
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memoria y suelen ser més rapidos que los métodos directos. A continuacién
veremos alguno de los métodos ietrativos més sencillos.

Se parte de un sistema de ecuaciones de la forma
Ax =0,
y realizamos la descomposicién de la matriz de coeficientes
A=D-FE-F,

donde D es la diagonal de A, —F es la parte estrictamente triangular inferior
de Ay —F es la parte estrictamente triangular superior. se supone que los
elementos de D son todos no nulos.

El método de Jacobi se basa en iteraciones de la forma
Dzt = (B4 F)a* +b |

o0 sea,

=D YE+ F)z* + Db

Otro método similar al método de Jacobi es el método de Gauss-Seidel.
Este método en componentes se escribe de la siguiente forma

i—1 n
b; — Z(Lijlbf+l — (L,'Z'Llif+l - Z (L,-]-:L'f =0,
j=1 j=i+l
parat=1,2,... n.
En forma matricial el método de Gauss-Seidel se escribird como
(D — E)a*t = Fak b
Para implementar este método hay que resolver un sistema triangular inferior.
Anélogamente, se puede definir otro método de Gauss-Seidel de la forma,
(D - F)a*™ = Ba¥ 4+ b,

donde se tendria que resolver un sistema triangular superior.

Por otra parte, podemos definir otra descomposicién de la matriz A de la
forma
wA=(D—-wE)— (wF+(1—w)D),
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que da lugar al método ietrativo conocido como el método SOR (successive
over relaxation)

(D —wE)s*™ = (WF + (1 —w)D)z" + wb |

donde w es un pardametro que puede tomar distintos valores y que sirve para
mejorar la convergencia del método.

Anélogamente, se puede definir otro método SOR de la forma

(D —wF)2* = (WE + (1 —w)D)z* + wb .

Un método SOR simétrico, SSOR, viene definido por las ecuaciones

(D —wE)z**? = (WF + (1 —w)D)z* + wb |
(D —wF)a**! = (WE + (1 — w)D)2* 2 1 wb .

2.4. Ejercicios

1. Resuelve el sistema

1 2 3 o | = 3
00 3 T3 3
2. Dada la matriz ~
30 2
04 31|,
L0 0 2
obtén su inversa.
3. Dada la matriz _
a 1 0
s 21,
L0 1 2

obtén todos los valores de o y 3 para los cuales la matriz es singular.

4. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones factorizados:

a)
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1 00 2 3 - T 2
210 0 -2 T | = | — ,
-1 0 1 0 0 3 T3
b)
20 0 1 11 Ty -1
-1 1 0 01 2 Ty | = 3
3 2 —1 00 1 T3 0

. Compara la solucién que se obtiene mediante el método de Gauss para

los sistemas de ecuaciones

r—y=1
r—10ly =0
Yy
r—y=1
z—0,99y =0
. Dado el sistema
0,15 2,11 30,75 T —26,38
0,64 1,21 2,05 Ty | = 1,01
3,21 1,53 1,04 3 5,23

resuélvelo utilizando el método de Gauss sin pivotacién parcial y con
pivotacién parcial.

. Consideremos el sistema de ecuaciones

Ax=b,
con
3 21 1
A=1]23 2], b=]0],
1 2 3 0

comprueba que el método de Jacobi diverge mientras que el método de
Gauss-Seidel converge.
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8. Determina las dos primeras iteraciones del método de Jacobi para los
siguientes sistemas de ecuaciones, si tomamos zy = (0,0, 0)7.

a)

10y —x9 = 9
—x1 + 1029 — 223
—2x9 4+ 1023 = 6

Il
.

b)

doy 4y —a23+24 = —2
T tdry —ay -y = -1
-1 — 22+ bx3+x4 = 0

Ty — T+ 23+ 34 =

9. Dado el sistema

—

3y + 219 =
4x) + 39 =

ot

calcula dos iteraciones del método SSOR partiendo del vector inicial
(29,29) = (0,0) y tomando w = 1,25.

10. Dado el sistema
dxy 4+ 3z, = 24

30
—24

3x1 + 4y — 13
—xo + 4as

compara 3 iteraciones del método de SOR y el método SSOR tomando
2o = (0,0,0)T, y w = 1,25.
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Capitulo 3

Ecuaciones y sistemas de
ecuaciones no lineales

En este tema trataremos de presentar algunos métodos numéricos para
la resolucién de ecuaciones no lineales donde, generalmente, no es posible
"despejar’ las incognitas.

3.1. Ecuaciones no lineales

3.1.1. Método de la biseccion

Supongamos, por ejemplo, que se quiere calcular una solucién de la ecua-
cién
2=2,
sabiendo que la solucién estd en un intervalo [a, b] = [1, 2]. Probamos con un
punto ¢ que sea el punto medio del intervalo

a+b
2 k)

calculamos ¢? = (1,5)* = 2,25. Como ¢ > 2, entonces tendremos que la raiz
estard en un nuevo intervalo [@/, V'] = [a, ¢]. Repitiendo esta estrategia se van
obteniendo intervalos cada vez mas pequenos que contienen la raiz buscada.

El siguiente cédigo de Matlab resuelve el problema

M=2;
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a=1;
b=2;
k=0;
tol=1.0e-5;
while (b-a) >tol
x=(a+b)/2;
if x"2>M
b=x;
else
a=x;
end
k=k+1;
end
sol=(a+b)/2

Este es un método lento pero seguro para obtener una raiz de una ecuacion
del tipo
f@)=0.
Si f(z) es una funcién continua, sélo hace falta conocer un intervalo [a, b] de
forma que se satisfaga f(a)f(b) < 0.

3.1.2. Método del punto fijo

Definicion 3.1 Diremos que un punto p es un punto fijo de una funcion
() si se satisface p(p) = p.

Supongamos que se busca una raiz de una ecuacién

flz)=0,

el método del punto fijo consiste en reescribir esta ecuacién de la forma

z=p(z),
y construir una sucesién de la forma
1 = ¢(w)
Ty = @(m1) (3.1)
Tny1 = ©(2n)

Si existe un m tal que T,41 & T, se cumplird que z,, = @(z,,) y, por
tanto, se podra tomar como valor aproximado de la raiz x,,.
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Ejemplo 3.1 Suponemos que se quiere buscar una raiz de la funcion
f (@) =2 +42* — 10

en [1,2]. Se pueden hacer diferentes elecciones de la funcidon ¢(z), por ejem-
plo,
1/2

a) o1(7) = x — 2% — 4% + 10; b) @a(z) = (2 —4z)"'";
¢) ealx) = 3 (10— 2" d) ga(r) = (10/(4+))"?;
e) ps(z) =z — (2% + 42% — 10) / (8z + 32?)

st tomamos como valor inicial xo = 1,5 y construimos las sucesiones corres-
pondientes a las distintas elecciones, se obtienen los valores de la tabla 3.1.

Tabla 3.1.- Resultado para la iteracion del punto fijo x = p(z).

SO G A e~ DS

a) b) c) d) e)
1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
-0.875 | 0.8165 | 1.286953768 | 1.948399725 | 1.37333333

6.752 2.9969 | 1.402540804 | 1.867376372 | 1.865262015
-4069.7 - 1.8454585374 | 1.364957015 | 1.865230014
1.08 x108 1.375170258 | 1.365264748 | 1.3652300153

1.860094193
1.367846968
1.568887004
1.865916734
1.864878217
1.865410062

1.365225594
1.365230576
1.565229942
1.565230022
1.565230012
1.865230014

Para obtener una solucién por este método, es necesario que la sucesién
{2, }52, construida como en (3.1) sea convergente, y el limite de esta suce-
sién coincida con la raiz. Las condiciones necesarias para que esto ocurra se
resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Teorema del punto fijo) Sea ¢ : [a,b] — [a,b] una fun-
cién continua en [a,b] y deriwable en la,b[, y ademds que cumple que |
o' (z) |< k < 1, Vz €]a,bl. Entonces existe un inico ¢ €a, b] tal que p(c) = c.
Ademds para todo xy €la,b|, la sucesion xo, {x,}5>, obtenida de la forma
Tn = p(Tn_1) converge a c.
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Este teorema ayuda a elegir una funcién ¢(z) adecuada, por ejemplo,
para la opcién d) del ejemplo anterior se tiene que

pilw) = (10/(4+2)"”;
‘P;(f) = \/E(—l/Q) (4+ .7/,)73/2;
99:1(1’ ’ = \/E/2|(4+x)73/2|<m/(2‘53/2):05141<1‘

Luego la sucesién converge en [1,2].

3.1.3. Método de Newton-Raphson

Este método se basa en utilizar el desarrollo de Taylor para aproximar
una funcién derivable en las proximidades de un punto.

Escribimos x1 = x¢ + Az, y usando el desarrollo de Taylor
F(@1) = f (o) + [ (x0) Az + 0 (Az?)
y suponiendo que f (z1) = 0, queda

[ (o)

f' (o)

El método de Newton-Raphson se basa en esta ecuacion y consiste en calcular
los valores de una sucesién de la forma

Ty = To —

Tng1 = Tp — f, (’I' ) .
Ty,

Otro modo de obtener este método consiste en suponer que f : [a,b] — R
es continua en [a, b] y tal que f”(z) no cambia de signo en [a, b] con f(a)f(b) <
0. El proceso para encontrar un z tal que f(x) = 0 consiste en lo siguiente:

1) Fijamos ¢ =a 6 b, tal que f(c)f"(z) > 0, Vx € (a,b).
2) Tog = C.

3) Hallamos la ecuacién de la tangente que pasa por (zg, f(z0)) y el punto
de corte de dicha tangente con el eje X. El proceso se repite hasta
conseguir una sucesion de aproximaciones que converge a la raiz de

f(z)=0.
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La ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en (z,—1, f(zn-1))
viene dada por

Y= f(IWL—l) + f((xn—l)(m - ‘rn—l)

La abscisa del punto de interseccién de la recta tangente con el eje X,
viene dada por
f(Zn-1)

f(an-1)
y mediante esta relacién obtenemos una sucesién, {z,}°2, de aproximaciones
al valor de la rafz buscada.

Ty = Tp—1 —

El error que se comete en la iteracién n-ésima serd
| r—x, |< om | @y — Tpo | s
donde 0 <m <| f(x) |y | f"(z) |< M, Vx € (a,b).

Ejemplo 3.2 Se busca la solucion de x = cos (z). Se construye la funcion
f(z) =2 —cos(z) ,
utilizando la sucesion

T — o8 (zy,)
1+sin(z,)

Tpt1 = Tp —
y el punto inicial xg = 0,7, se obtiene la siguiente tabla de valores

Tabla 3.2.- Resultado de la iteracion de Newton.

n |,

1 0.7393981635
21 0.7595361337
31 0.7390851781
4 0.75390851532
51 0.7390851332

3.1.4. Meétodo de la secante

Una de las desventajas del método de Newton para obtener las raices de
una ecuacién de la forma

f@)=0,
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es que es necesario conocer la derivada f’(z). En ocasiones esta derivada es
dificil de calcular o no se dispone de la misma, y se utiliza una aproximacién

de la forma
) = S
" Tp — Tp—1 ’

obteniendo el método de la secante, que se basa en iteraciones de la forma

)

Sn

Tpt1 = T —

El método de la secante hace uso de dos aproximaciones iniciales para la raiz.

3.2. Resolucién numérica de sistemas de ecua-
ciones

Los métodos anteriores se pueden generalizar para el caso de sistemas de
ecuaciones. Consideraremos sélo sistemas de dos ecuaciones con dos incégni-
tas, la generalizacién para un nimero mayor de ecuaciones es sencilla.

3.2.1. Meétodo iterativo del punto fijo

Partimos de un sistema de la forma

fl(‘rvy) =0,
f2($,y) = 07

del que se pretende obtener la solucién. Para utilizar el método del punto
fijo, se reescribe el sistema de la forma

r = gl(x7y)7
y = galz,y) .

Se construye la sucesién
(Tnt1,Ynr1) = (91(Tn, Yn); 92(Tn, )

que como ocurre en el caso escalar la eficiencia del método dependera de la
eleccion de las funciones ¢g; y go.
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Ejemplo 3.3 Suponemos que se quiere buscar una solucion del sistema

* =10z +y*+8 = 0,
zyi 4+ —10y+8 = 0.

Se eligen
_ o La o
z = 10(95 +y°+38) ,
1
y = E(:py2+x+8).

Se parte de (x,y) = (0,0) y, utilizando el método del punto fijo, se obtiene
la sucesion mostrada en la tabla 3.3.

Tabla 3.3.- Resultado de la iteracion del punto fijo para el sistema.

"'Eﬂ yﬂ

0 0

0.8000 | 0.8000
0.9414 | 0.9670
0.9821 | 0.9901
0.9945 | 0.9969
0.9983 | 0.9990
0.9995 | 0.9997
0.9998 | 0.9999
0.9999 | 1

en la siguiente iteracion se obtiene que (T, y,) = (1,1).

3.2.2. Método de Newton-Raphson

Este método se basa en utilizar el desarrollo de Taylor para aproximar una
funcién derivable en las proximidades de un punto en este caso de funciones
de dos variables. Partimos de un sistema de la forma

filz,y) = 0,
fo(z,y) = 0,

del que se pretende obtener la solucién. Se supone que

r=x0+Ax e y=1yo+ Ay
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luego

Ji(wo + Az, yo + Ay)
falzo + Az, yo + Ay)

0,

Utilizando el desarrollo de Taylor alrededor de (zo, yo) y quedandonos con
el primer orden, tenemos

N ofi (%JJO)AI + o (ZEO’yO)Ay ~ 0,
oz dy
0f2(x0, Yo) 0f2(0, o) ~
+ g Ax + dy Ay = 0,

si introducimos la notacién # = (z,y), F = (f1, f2) v

=% %

J1(2o, v0)

fa(o, o)

9 Oy
queda
F () + J (40) (& — ) = 0
entonces
F=ap—J7" (a%0) F (4)
y el método de Newton consiste en calcular la sucesion
Tpyr = T — J 1 (Z0) F(Z,).

Dado que calcular explicitamente la matriz inversa del Jacobiano no es un
proceso muy eficiente desde el punto de vista numérico, a la hora de imple-
mentar el método se hace en dos pasos:

1. se resuelve el sistema

—

T (T) Ay = —F (Z,)

2. se calcula
jn+1 =Tn+ AfnJrl .
Ejemplo 3.4 Suponemos que se quiere buscar una solucion del sistema
fi = 2® =102 +y*+8=0
fo = ayt+2—10y+8=0
S 9 Ol Top—10 2y
S| %% Tyl 22y 10

y se parte de (z,y) = (0,0) se obtiene la sucesion:
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Tabla 3.4.- Resultado de la iteracion del método. de Newton para el

sistema
1|z y
110 0
2108 0.88
31 0.9918 | 0.9917
411 1
511 1

como se observa la convergencia con este método es, en general, mds rdapida
que con el método del punto fijo.

Las siguientes funciones muestran una posible implementacién en Matlab
del método de Newton.

function y=f(x)

% funcion para utilizar con newtonsi.m
y (1) =x(1)"2-10%x (1) +x(2) "2+8;
y(2)=x(1)*x(2) "2+x (1) -10*x(2)+8;

function df=jac(x)

% matriz jacabiana para usar con newtonsi.m
df (1,1)=2xx(1)-10;

af (1,2)=2%x(2);

df (2,1)=x(2)"2+1;

df (2,2)=2%x(1)*x(2)-10;

function [xr,k]=newtonsi(x,tol,imax)

TooTo o o oo To s To o o Voo Too o o o oo To oo o o To oo oo T oo o o oo

% Metodo de Newton para sistemas de ecuaciones
% Uso: [xr,k]=newtonsi(x,tol,imax)

% Input:

%% = vector x1,x2,...,xn inicial,
J%tol=tolerancia

yA

0

% Se ha de disponer de las funciones:

% f.m funcion y=f(x) donde se define el sistema
% jac.m funcion df=jac(x) donde se define la matriz
% derivada del sistema.
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h
% Output: xr= raiz, k= numero de iteraciones.
ToloTota o o Toto oo talo oo oTota o o oo o tado o ota o o s o oo oo oo o oo o
k=1;
epi=1;
x1=x;
while norm(epi)>tol
x=x1;
fxn=f (x);
axn=jac(x);
epi=axn\fxn’;
x1=x-epi’;
k=k+1;
if k>imax
disp(’no converge’)
break
end
end
xr=x1;

3.2.3. Método de Broyden

El método de Broyden generaliza el método de la secante para resolver
ecuaciones no lineales par el caso de un sistema de ecuaciones.

Para el caso unidimensional de tomaba una aproximacién de la derivada

de f(x)

Sp =
Ty — Tp-1

y se hacian iteraciones de la forma
. _ —1
Tnt1 = Tn = Sy f(Tn) :

Para el caso de un sistema, se ha de obtener una aproximacion de la
matriz derivada, S,, que cumpla

Sn (xn - Infl) = f (ln) - f ('rnfl) .

37

Introducimos la siguiente notacion

b, = Tpt1 — Tp s
Afn = f (InJrl) - f (In) s
SrH—l = Sn + Cn .

Con lo que tenemos que
St (Tngr — ) = [ (Tnga) — [ (20)
0 sea,
(S" + O’IL) bfL = Af'", b
y, por tanto,
Cpbn, = Af, — Spby .
De este modo, dado un vetor w? tal que wlb, # 0, podemos elegir

1
T,
wn bn

C, = (Afn — Spby) wl |

ya que
Cobp = Af, — Suby .

Si elegimos w’ = b, se obtiene el primer método de Broyden, y si elegimos
Wy, = 57{ by, se obtiene el segundo método de Broyden.

Asi pues, el método de Broyden para sistemas parte de una aproxima-
cién inicial para la raiz, xg, y una aproximacién para la matriz derivada del
sistema, Sy, y se basa en iteraciones de la forma

b= =81 f (zn)

Tpy1 = Tp + by

Afn = f (@) = f(zn)

St = o+ —— (Afu — Suby)

wl'by,

3.3. Ejercicios

1. Supongamos que se tiene un objeto cayendo verticalmente a través
del aire sujeto a una resistencia viscosa y a la fuerza de gravedad. Si
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suponemos que la altura inicial a la que se encuentra es Sy, la altura
del objeto al cabo de t segundos es

2
_ mg,_ Mg (_ -k
S(t) =S+ 2t - = (1 e )

donde g = —9,81m/s? y la constante k representa el coeficiente de
resistencia del aire. Si tomamos Sy = 300m, m = 0,25kg, y k =
0,1kgsm™!. Estima el tiempo que tardard el objeto en caer al suelo.

. Una particula parte del reposo y se desliza a lo largo de un plano incli-
nado cuyo angulo de inclinacién, ¢, cambia con velociadad constante

= —w<0.
i w <

Después de t segundos la posicién de la particula viene dada por

a(t) = =2 ($fsen(wt)).

T

Supongamos que la particula ha recorrido 1.7m en un segundo. Obtén
una estimacién de la velocidad w a la que 6 cambia. Emplea el valor
g=—9,8m/s%.

. Una catenaria es la curva que forma un cable colgante. Supongamos
que el punto més bajo coincide con el origen de coordenadas. Para este
caso, la funcién que define la catenaria es de la forma

ychosh(%)—C.

Para determinar la catenaria que pasa por los puntos (+a,b), se debe
obtener C' de la ecuacion

szcosh(%) —C.

Obtened la catenaria que pasa por (10, 6).
. Verifica que la ecuacion
' 427 -2 -3=0,

se puede escribir como
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a)fc:(3+x—2€62)% C)x:(z“)%,

2242
_ (z+3=a*\2
b) T = s s
_ 32422243
d) T dad4dz—1

Calcula 5 iteraciones del método del punto fijo para cada uno de los
casos, tomando zyp = 1 + a, donde a es un nimero aleatorio entre 0 y
1. ; Qué ocurre si para el caso b) se toma xg = 2+ a?. ;, Qué ocurre si
para el caso ¢) se toma zg = —3 — a. {, Qué ocurre si para el caso d) se
toma xy = 0,23677.

. Dado el sistema de ecuaciones

xy = sin(z; +22) ,

Ty = cos (v —x9) ,

tomando (29, 29) = (1,1). Calcula dos iteraciones del método del punto
fijo, y dos iteraciones del método de Newton.

. Dado el sistema de ecuaciones

0= (Bl
Ty = (l‘l *1‘2) »
tomando (29,29) = (1,1). Calcula dos iteraciones del primer método

de Broyden.
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Capitulo 4

Interpolacion

4.1. Introduccién

Frecuentemente, al realizar trabajos experimentales, la informacién res-
pecto de cierta funcién desconocida o de dificil cdlculo, f(z), se tiene a partir
de una tabla con valores numéricos de f(z) para ciertos valores de z. Para
una funcién representada de esta forma se necesita, a menudo, hallar el valor
de f(z) para un valor de x entre dos de los valores tabulados. Este es el
problema de la interpolacion directa. De forma reciproca, podemos necesitar
obtener el valor de  a partir de un valor de f(xz) situado entre dos valores
tabulados. Este es el problema de la interpolacion inversa. El problema de
determinar el valor de f(z) en algin punto z que no esté situado entre dos
valores de la tabla se denomina problema de extrapolacion.

Trabajar sélo con la informacién de f(z) que proporciona la tabla sig-
nifica desconocer “casi todo” sobre f(z), en particular si f(z) es continua
y derivable. En el desarrollo del tema se asumird la hipdtesis de continui-
dad y derivabilidad sobre la funcién f(z). Una justificacién para esto es que
intentaremos resolver los problemasde interpolacién y extrapolacién aproxi-
mando la funcién “desconocida”, f(z), mediante una funcién polinémica o
una funcién construida a partir de polinomios (splines).

La interpolacién, con las hipdtesis descritas es un procedimiento usual-
mente satisfactorio, sobre todo si los valores para los que se quiere calcular
f(z) estdn cerca de los valores tabulados.

Veamos a continuacién algunos problemas practicos que se pueden plan-
tear.
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4.1.1. Varios problemas practicos

= La fertilizacién nitrogenada se ha realizado durante muchos anos de
forma indiscriminada debido en parte al bajo coste de los fertilizantes
quimicos y a la creencia de que una mayor fertilizacion implica una
mayor produccién. El aumento del coste, la evidencia de un 6ptimo
en la dosis de N para una producciéon maxima y la constatacién de
que la contaminacién por nitrato aumenta con la dosis de abonado
nitrogenado, deberian conducir a una practica mas racional del abonado
nitrogenado.
Los datos proporcionados corresponden a una experiencia con maiz y
muestran la relacién entre fertilizacién (kg Nfert/ha), el contenido de
nitrégeno en suelo y en la planta (kg N/ha), y la produccién (tm/ha).

Tabla 4.1.-
Nfertilizante N en planta | N en suelo | Produccién
aplicado (kg N/ha) | (Kg/ha) (Kg/ha) (t/ha)

0 20 15 1.2
110 120 20 6.5
230 220 110 9.3
350 230 230 9.0
460 235 340 8.5
570 210 560 8.0

Por otra parte las dosis 6ptimas de N dependen del manejo del agua.
En la experiencia anterior también se midid la lixiviacién (lavado hacia
capas mds profundas del suelo) de nitrato en funcién de la dosis de
fertilizante nitrogenado y del volumen de drenaje:

Tabla 4.2.-
Lixiviacién de nitrato (kg N/ha)
Nfertilizante drenaje alto | drenaje medio | drenaje alto
aplicado (kg N/ha)
0 38 25 18
95 42 30 19
180 60 40 21
360 138 95 50

= En la siguiente tabla se muestra el cilculo de la extraccién diaria de
nitrégeno en el cultivo de citricos a partir de los datos conocidos de las
necesidades mensuales
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Tabla 4.3.- Tabla 4.4.-

Meses | Nextraido kgN/ha extraccione Fraccién total | Fraccion Tiempo | Nmin
kgN/ha mensuales/totales | de N extraido | del ailo (dfas) | (mg/kg)
1 2.44 0.012 0.012 0.083 7 9.466
2 4.07 0.02 0.032 0.166 14 8211
3 6.11 0.03 0.062 0.25 77 15590
4 ;2;? 0.10164 0.;22 O.ii;?) a1 17.615
: o1 sas |05 % 200
7 42.75 0.21 0.616 0.583 :
8 36.65 0.18 0.796 0.666
9 22.39 0.11 0.906 0.75 Segtn la bibliografia la evolucién de la mineralizacién se ha ajustado a
10 10.18 0.05 0.956 0.833 funciones lineales (Nmin = NO + kt) , exponenciales de primer orden
11 6.11 0.03 0.986 0.916 (Nmin = NO(1 — exp(—kt))), potenciales (Nmin = ht*).
12 2.85 0.014 1.000 1.000
= Veamos ahora la curva de demanda de N por el cultivo como una fun- 4.2. InteI'POIaCién lineal

cién de la fraccién del tiempo.

Debido a los problemas que supone la ingestién de aguas con un ele- Supongamos que se tiene una tabla de datos

vado contenido en nitratos por parte del ser humano (la OMS propone

que en agua potable no se sobrepase los 50 ppm), y puesto que parece Tabla 4.5.-
que en la contaminacién de los acuiferos tiene una importancia crucial To @y |- | | o | Tpp
el exceso de la fertilizacion nitrogenada aportada por la agricultura in- Yo |y |- | | | Ynna
tensiva, se realizé un ensayo de laboratorio con vistas a considerar la
evoluciéon de mineralizacién, proceso por el cual el N orgénico (prove— que gréﬁca}ncntc se pueden representar, por (jjoxnplo7 de la forma
niente de residuos vegetales, abonos ...) se transforma en N mineral
(NO3- y NH4+), que se produce en el suelo de una parcela de Vinalesa
con vistas a considerar estos aportes en el balance total de N y asi al
considerar este aporte disminuir la fertilizacion disminuyendo de esta-
forma la contaminacién de los acuiferos. Los datos obtenidos para un
ensayo a 25 grados C y a la humedad determinada fueron los siguientes:
V2 *
Y F -
Vi [
b l
Yor—e \ |
| | | |
— :
Xo  Xp X2 Xns 1

Fig 4.1.- Gréfica de los datos de una tabla.
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Pretendemos conocer el valor que toma la variable y para un valor de
x que no estd recogido en la tabla. Por ejemplo, sea x € [x;,2;11]. Para
aproximar el valor de y se supone que se encuentra en la recta que une los
puntos (z;, ¥i) v (Zit1,Yit1). Esta recta tiene por ecuacién

T—% Y~ Y
Tiv1 — % Yir1 — Yi

o sea, el valor de y correspondiente al valor z es

Yit1 — Yi Tiy1 — T T —
Y=y + M(ﬂf — ) =y et + Yit1 . (4.1)
Tit1 — T4 Tit1 — T4 Tit1 — T4

Podemos escribir una funcién interpoladora, I(z), que sea vélida para
todos los puntos comprendidos entre los puntos extremos de la tabla haciendo
uso de la funcién caracteristica,

1z € [w,mi]
Xiwinl =\ 0 o & (i, Ti]

De este modo, para los puntos de la tabla 1.5 se puede escribir

Tr— X

Iy —x 0
[(I) = (yU + % ) X[zo,1] T

Ty — Xo T — Xo

Ty — T T — T
v + Yo X[w1,a2] T
Ty — I Ty — X1

Tpty1 — T T — Tp
+ (yn + Ynt1 X[zn,nt1] -
Tn+1 — T Tpy1 — Tp

Introduciendo las funciones

T =T Tiy1 — T
1/11(95) = Xlwi-1,2:] + Xlziwiza] »
Ti— Tj—1 Tit1 — T

podemos escribir

I, —

n
T — Tn
T — T Xlzo,21] + Z Uﬂ/’z(ﬁ) + Yn+1 xix[l'n.l'wrl ) (42)

I(z) = yo P

i=1

que es el interpolante lineal asociado a la tabla 4.5.
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4.3. Polinomio interpolador de Lagrange

Supongamos conocidos los valores de una funcién f(z) en n + 1 puntos
distintos xg, x1, ... T,, que supondremos ordenados de menor a mayor. Esta
informacién la representamos en la siguiente tabla:

Tabla 4.6.- Tabla de simple entrada para la funcién f.

N ENENEES

FOThTATTh

Nuestro problema es obtener, aproximadamente, el valor de f(z) en un
punto arbitrario z € [zg, x,]. Para resolverlo, construiremos un polinomio
L,(z) de grado menor o igual que n que cumpla que

Ln(xl):fh 7/:07 17"'7”7

es decir, que en los puntos z; toma los valores de la tabla. A L, (z) se le deno-

mina polinomio interpolador de la funcién f(x) en los puntos xg, x1, ..., Tp

que, a su vez, se llaman nodos de interpolacion de la funcién f. Una posible

forma de resolver el problema serfa el plantear un polinomio de grado n
P.(z) = ap + a1 + apa® + ... + ap,a™

con coeficientes a;, i = 0, 1, ..., n indeterminados tal que P,(z;) = f; i =
0,1, ..., n. Esto significa que obtener el polinomio interpolador es equiva-
lente a resolver el sistema de ecuaciones

ap+ a1+ ... Fax = fi,
ap+ar1zo+ ...+ a2y = fo,
a0+a11’n+---+anxg :fn .

Esta forma de afrontar el problema es, desde el punto de vista practico, poco
operativa.

El siguiente resultado proporciona una forma explicita del polinomio in-
terpolador buscado.

Teorema 4.1 (Polinomio interpolador de Lagrange) Dada la tabla 4.6,
se considera el polinomio

Ly(z) = Z Poi(2) fi

46



donde
Pi(z) = (r—zo)(w—m)- (=@ )@ —ip1) - (x = T0)
" (l’z - Io)(%‘ - I1) te (Iz - 50%1)(%‘ - Ii+1) te (':Ez - In)
con i = 0,1,..., n. Este polinomio es un polinomio interpolador para la
funcion f(x).
Demostracién.

En primer lugar, el polinomio L,(x) tiene grado menor o igual que n puesto
que es combinacion lineal de los polinomios P, ;(z), y éstos tienen grado
menor o igual que n. Por otra parte, observemos que

o r re—x; [ 1lsik=i
Puiw) = [T 3= *{Osikyéi

ji=0
i

de donde
Ly(z;) = Pm(Tz) fi=fi, i1=0,1,...,n

El polinomio obtenido en el teorema 4.1 se conoce con el nombre de
polinomio interpolador de Lagrange. Serfa mds propio decir que esta repre-
sentado en la forma de Lagrange ya que, como probaremos en la siguiente
proposicién, el polinomio interpolador de una funcién f(z) es unico.

Proposicion 4.1 Dada la tabla 4.6, el polinomio interpolador de la funcion
f(z) es dnico.

Demostracién.
Supongamos que existe otro polinomio interpolador de f(x), es decir, existe
un polinomio L (x) de grado menor o igual que n, tal que

Li(z)=fi, i=0,1,...,n.

Consideramos el polinomio Qn(x) = Ly, (x) — L (x) elcual tendrd, a lo sumo,
grado n. Este polinomio verifica

Qn(xi) = Lp(z;)) — Ly (z;) =0, i=0,1,..., n.

Por lo tanto Q,(z) es un polinomio de grado menor o igual que n con n +
1 raices distintas, de donde Q,(z)es el polinomio idénticamente nulo. En
consecuencia Ly, (z) = L% (z).

Nota 4.1
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= Hay otras formas de escribir el polinomio interpolador de una funcion
f(z) en n+1 puntos. No obstante, hay que recordar que la unica dife-
rencia serd de aspecto puesto que el polinomio interpolador es unico.

= Si se sabe que la funcion f(z) es un polinomio de grado menor o igual
que n, L,(z) = f(z).

= Para el cdlculo prdactico del polinomio interpolador de Lagrange no hay
necesidad alguna de que los nodos estén ordenados.

= Fn vista de que un polinomio interpolador depende linealmente de los
valores f; de la funcion f, el polinomio interpolador de la suma de dos
funciones en n + 1 puntos g, 1, ..., T, es igual a la suma de los
polinomios interpoladores.

Ejemplo 4.1 Consideremos los datos dados por la tabla

Tabla 4.7.-
¢ o3| 1 | 2 | 3
f(@) ][ 1,35 ] 2,718 [ 7,389 | 20,086

que corresponde a algunos valores que toma la funcidn f(x) = e®. El polino-

mio interpolador, en la forma de Lagrange, viene dado por
(z—1)(x—2)(z—3)

L) = Gahos—20s-3 0"

(x —0,3)(x —2)(z —3)

(1-0,3)(1-2)(1-3)

(z—0,3)(z —1)(x — 3)

(2-03)(2-1)(2-3)

(z—=0,3)(z —1)(z —2)

3-03)3-1)(3-2)

2,718 +

7,380 +

20,086 .

Para obtener, por ejemplo, una aprozimacién al valor de f(0,44), calculamos
L3(0,44) = 1,608. El valor exacto de f(x) es 1,553. Observamos las grdficas,
superpuestas, de €* y Ls(x) en la figura 1.1.
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60 T T

w0l exp() :/
40 - B

-10 I 1 1

Fig. 4.2.- Gréficas de e” y Ls(x).

En el siguiente ejemplo se puede observar que el polinomio interpolador
no siempre proporciona buenos resultados.

Ejemplo 4.2 Consideramos la tabla

jol 8 | 5 | 9
[ 070,141 ] —0,959 | 0,412

correspondiente a algunos valores de la funcion f(x) = sen(x). St calculamos
el polinomio interpolador en la forma de Lagrange, obtenemos

_ (=3)(z=5)(z—-9) (z-0)(z-5)(z—-9)
L) = 009" GoG 56 9)0714”
(z = 0)(z = 3)(x - 9) (z - 0)(z — 3)(z —
T e IRULCR e L

De la observacion de las grdficas de sen(x) y de Ls(z) (véase la figura 1.2)
se deducen las grandes diferencias entre la funcién aprozimadora (L3(z)) y
la funcion a aprozimar (sen(z)).
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-1 I [ 1 1

Fig. 4.3.- Gréficas de sen(z) y Lz(x).

4.4. Polinomio interpolador de Newton

A partir de los datos de la Tabla 4.5, vamos a obtener una nueva forma
de expresar el polinomio interpolador para la funcién f(z). Antes serd in-
teresante demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 4.2 Sea f una funcion de la cual se conocen sus valores en
n + 2 valores reales distintos

f(ll):f“ ’L:(), 1,,TL+1

Consideremos los polinomios interpoladores de f en los nodos xg, x1, ..., x,
Y oy L1y -« Ty Tny1 @ los cuales llamamos Ly, (z) y Lyiq () respectivamen-
te. Entonces, existe una constante ¢, # 0 tal que

Lpii(z) = Ly(z) + cp(x —2o) (@ — 21) - (2 — @) -
Demostracion. Observemos que el polinomio
Ly(z) 4+ cp(z —xo)( — 1) - (z — )

coincide con Ly (x), y por lo tanto con f(x) en los puntos xg, 1, ..., T, para
cualquier valor de c¢,. Ademds, este polinomio es de grado n+ 1 a lo sumo.
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Elegiremos ¢, de forma que
fn+1 = Ln(zn+1) + Cn(lWH»] - IO)(‘I'nJrl - 1’1) e ($7L+l - xn) s
de modo que

.fn+1 - Ln(anrl)
(Tn1 — 20)(Tn1 — 1) - (Tng1 — 2)

Cp =

Vamos a construir, de forma recursiva, un polinomio interpolador para la
funcién f en los puntos zg, x1, ..., Zy.

1. Definimos Ny(z) = fo.

2. Teniendo en cuenta la demostracién de la proposicién 4.2 definimos

J1 = No(a1)
Ni(x) = No(z) + ¢1(z — xp), con ¢g = ——=.
(@) = Nife) + 1 = 0). con ¢y = U
3. En general, calculamos
k
Ni(z) = No(z) + Z ci(z —xo)(x— 1) (x—2i-1)
i=1
con
Ji = Nioa(:)

C; = .
(xi - 10)(% - 961) (@ — @)
para k=2,3,..., n.

Llamaremos polinomio interpolador en la forma de Newton al polinomio
n
No(z) = No(z) + ZQ(Q: —zo)(x— ) (z — Tpey)
i=1

que se construye mediante el proceso recursivo descrito. Notar que
Ni1(z) = Ni(2) + (v — 2o)(x — 21) - - - (T — Tppq).

Evidentemente L, (z) = N, (z) aunque la forma de Newton permite aprove-
char la informacién que se tiene al afiadirse un nuevo nodo de interpolacién.
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4.5. Caso particular de nodos igualmente es-
paciados

4.5.1. Diferencias finitas

En muchos casos los nodos de interpolaciéon pueden aparecer equidistantes
entre si o igualmente espaciados, es decir,

1?_7:I0+jh7 7=0,1...,n.

Sea h € R constante y una funcién real f(z). Llamaremos diferencia de orden
1 de la funcién f, y se representa por = Af(x), a la siguiente expresién

Af(x) = fx+h) - f(z)
Las diferencias de 6rdenes superiores se definen de forma recursiva:
AMf(z) = A(A f(2), k=1,2,....

Por convenio se considerard A’ f(z) = f(x). Las diferencias sucesivas de una
funcién f(z) se pueden representar y calcular de forma sencilla mediante la
siguiente tabla:

x| flx) | Af(x) | A%f(z) | A%f(x) | A'f(x)
Zo Jo
Af(Io)
| f A%f(wo) |
Af(z1) A3 f(zg)
T2 | fo A% f(a) At f (o)
Af(x) A3 f(xy) :
3| fs A% f(s) :
Af(xs)
Ty fa :

Ejemplo 4.3 Si calculamos la tabla de diferencias sucesivas correspondiente
a la tabla de valores

5] 2 [25] 3
0,74 0,61 [ 0,53 [ 0,45

=
8
N
=
=
o
w
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obtenemos

T fi | AF | A A A A
05 |1,65
—0,62
1 |1,03 0,33
—0,29 0,17
15 |0,74 0,16 0,06
0,13 —0,11 0,00
2 |061 0,05 0,06
—0,08 —0,05
25 0,53 0,00
—0,08
3 045

4.5.2. Polinomio interpolador de Newton para puntos
igualmente espaciados

Si en la forma de Newton del polinomio interpolador suponemos que los
puntos estan igualmente espaciados, es decir
rj=x9+jh, j=0,1....n

se obtiene

_ f@) = fl@o) _ flwo+h) = f@o) _ Af(zo)

T — Xg (I(]Jrh)—l’() h

f(@2) = flx0) — (w2 — 20)
(z2 — 20) (22 — 11)
f(w2) — f(w0) — 2L () — )

(w2 — o) (2 — 21)
flxa)—f(zo) Af}(bﬂvn) f@2)—f(z)+f(@1)—f(zo)  Af(zo)
2h

- 1272’02 — T - h : -
OAf(m) + Af(xo) = 2AF(x0)  Af(x1) — Af(we)  A?f(xo)
N 2h2 B 2h2 T2

En general, se obtiene por induccién

_ AFf(xo)
CT TR
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de donde la forma de Newton del polinomio interpolador quedaria del si-
guiente modo

A A% f(x
No(z) = f(zo) + %ﬁ)(fv —x9) + #(z —zo)(x —m)+ ...
A" f(x
+ #(w —zo)(x—21) ... (T —Tpo) -
Nétese que los coeficientes ¢;, ¢ = 1, 2, ..., n se obtienen, de forma sencilla,

a partir de la tabla de diferencias sucesivas de la funcién.

Ejemplo 4.4 Dada la tabla de datos y los elementos subrayados de la tabla
de diferencias (A*f(xy)) del ejemplo 4.3, se construye muy ficilmente el
polinomio interpolador en la forma de Newton

No(w) = 165+ 05+ 2 05 -1+
(—0,17)
+ 0573 (x —05)(z — 1)(x — 1,5) +
+ 0,06 (x=05)(x —1)(z —1,5)(z —2) .

0,54 4!
4.6. Interpolaciéon inversa y extrapolacion

4.6.1. Interpolacion inversa

Dada una tabla de puntos, el problema de la interpolaciéon inversa con-
siste, simplemente, en determinar para un valor dado de la funcién f(z) la
correspondiente z. Cualquiera de las formas de interpolacion expuestas per-
mite afrontar este problema, simplemente hay que considerar a la f como
variable independiente y a x como variable dependiente. La interpolacion in-
versa puede tener gran interés como método para contrastar los resultados
obtenidos al resolver un problema de interpolacion directa.

4.6.2. Extrapolacion
La utilizacién de los polinomios interpoladores para calcular aproxima-

ciones con valores no situados entre nodos de la tabla 1.5 da, en general,
resultados bastante desastrosos. Solamente se obtienen buenos resultados en
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la extrapolacién para casos muy particulares de funciones. Por ejemplo, con-
sideremos la tabla 1.5 donde f; tiende a un limite f cuando ¢ crece. Su-
pongamos, ademds, que la sucesiéon {f — f;} es una progresién geométrica.
Entonces, para tres valores consecutivos fy_1, fr, fr+1, se tiene que

(f = fom)(f = frwr) = (f = )7,

y de aqui

(frr = fi)?
Jir1 = 2fe + fra
Esta férmula se conoce como férmula de extrapolacién 62 de Aitken y més
que como férmula general de extrapolacién, se utiliza para acelerar la con-
vergencia en ciertos métodos iterativos.

f:fk+1—

4.7. Splines

Podemos pensar que, dada una nube de puntos, basta calcular el poli-
nomio interpolador para obtener una aproximacién aceptable de la funcién.
Pero cuando el niimero de puntos de la tabla a ajustar es elevado, este proceso
es computacionalmente, costoso y el resultado obtenido no suele ser bueno.

Otro método que se utiliza es la aproximacién mediante Splines. Aqui se
sigue la filosofia de que la aproximacién obtenida serd una funcién que pase
por todos los puntos dados por la tabla y que esta funcién estara construida
a partir de polinomios de grado a elegir, pero no muy alto en la préctica.
Supongamos que se quieren aproximar, a partir de los datos de la tabla 1,
los valores de una funcién f(z), donde se supondra que los puntos a = zg <
21 <...<x, =0b definen una particién del intervalo [a, b].

Definicion 4.1 Dado un intervalo [a,b] C R y una particion P de este
intervalo
a=xg<o <. <2, =0,

llamaremos spline de orden k asociado a la particion, a la funcion S(z) de-
finida del siguiente modo

S(z) = Si(x) Vx e |ri,z), i=1,...,n
donde S;(x) son polinomios de grado k, que satisfacen:

Si,(xi—l) = f1',—1
Si(zi) = f;
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i=1,....n (4.3)

y ademds,

Siay) = Siq (@)

S @) = 553 ()
A k se le llama grado del spline.

Los splines més utilizados en la practica, son los splines de grado 3 o cibicos,
0 sea, un conjunto de polinomios

Si(r) = air® +bx? +ew+d; i=1,...,n,

que cumplen las condiciones anteriores. Veamos como podemos determinar
estos polinomios.

Las condiciones (4.3) y (4.4), para los splines ctibicos, quedan de la forma:

Si(l'i—l) = fin1
Sz(xz) =fi

Si(e) = Spale)

Si () = S} (2) v
Hemos de determinar 4n coeficientes y se tienen 2n + 2(n — 1) = 4n — 2
condiciones. Hardn falta, pues, dos condiciones extra que se suelen obtener
imponiendo que S (zg) = Ay S, (x,) = B, donde A y B son dos nimeros
reales. (En el caso que A = B = 0, el spline obtenido se llama spline natural).

Para obtener los polinomios, partimos de que S (x) son polinomios de
grado 1 que cumplen S; (z;) = S;,1(2;), i =1,...,n — 1. Asf

3

S"(z) = My @i—z)  gpEme) g (4.5)
(zi — 1) (zi — 1)
Efectivamente
Si(z) = M; (4.6)
" (I'H»l — [E7) (17 — I,)
#le) (i1 — ) o (i1 — )
Tendremos que calcular sélo M, ..., M, ; ya que la expresién (4.5) nos

pcrmite afirmar que
A= Sl ([Eo) = A/[(] 5

y la expresién (4.6)

B=S,(zn) =M, .
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Integrando la expresién (4.5) obtenemos

(v; — x)® (v — 2 4)°
Si(z) = M;— M; i i
(I) 16(1‘1 — Iifl) * 6(1‘1 — "I?ifl) tor+ 6

donde «; y f3; son constantes de integracion que se determinan imponiendo

Si(Ii—l) = fi1
Si(x;) = fi i=1,...,n,

con lo que se obtiene:

Q; = % - %(]Wi — M; 1) (zi — mi1)

Bi = fi — auzi — éjwi(l'i — i)

Introduciendo la notacién h; = x; — x;_; podemos escribir:

M,;_ . M; . 1 T — X
Si(z) = 6hvl (i — )’ + (@ —wia)* + (fi - EMihf)% +
(z;i — =)

+(fic1 — éMi—Ih?) (4.7)

h;

Falta calcular los M;, para ello, se hace uso de la condicién que nos queda
Si(z;) = Siy1(z;) i =1,...,n — 1 obteniendo el sistema de ecuaciones

ai]\/fi71 + A{z + Ci]\/[i+1 = dz s

donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

o — hy D= hipy
P 2(hi+ hipa) T T 2(hi F hi)
o 1 fisr = fi  fimfin

di = 2(hi + hiv1) { i+l hi } '

Este sistema es uns sistema tridiagonal, cuya matriz de coeficientes es de
la forma:

1 ¢ 0 0

ag 1 Co 0
[Al=10 ' ;

0 i Ap—1 1

y, una vez resuelto, basta sustituir en (4.7) para obtener los distintos polino-
mios del spline ctibico.

o7

Ejemplo 4.5 Consideremos la tabla de valores

Tabla 4.7.-
Joj1l2)3]4]5
f)yoJ1]4]9]16]25

IS}
&
T
<

Fig. 4.4.- Grdfica de los puntos de la tabla 4.7.

Suponiendo que My = Ms = 0 y teniendo en cuenta que h; =

1, ..., 5, calculamos los valores a; = 0,25, ¢; = 0,25, d; = 0,5, 1 =1, ...

que dan lugar a la matriz

1 ¢ 0 0 1 025 0 0
(4] = aa 1 ¢ O [025 1 025 0
Tl 0 a3 1 ez | 0 02 1 0,25
0 0 agy 1 0 0 025 1
Resolvemos el sistema
]\/1] d]
]LIZ _ dg
4] My | | ds
M, dy
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y obtenemos

M, 0,421
My | | 0316
M, | T | 0316
M, 0,421

Sustituyendo en (4.7) obtenemos el spline

Si(z) = %xuu—o’fl)x,

Sr) = 2B+ 20w - 26
H1- 200,

Ssr) = 03—+ 220w 9 (90— 2@~ 9)
H1- 2203 -0,

Si(z) = @(4—I)3+%(.@—3)3+(16—&621)(1-—3)
+0- 2204 -a),

Ss(z) = %(5—46)3-%25(1'—4)+(16—ﬁ621)(5—$).

En la figura 1.4, representamos los puntos de la tabla junto con la grdfica del

spline obtenido.
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4.8.

Fig. 1.4.- Puntos de la tabla 1.8 y el spline obtenido.

Ejercicios
. (Cudl es el polinomio de interpolacién de la funcién f(z) = 1 en los
puntos xg, L1, ... Tp 7.
. Calcular un polinomio interpolador tal que en los puntos xyp = —1,

21 =0y xy = 1 tome los mismos valores que la funcién f(z) = 3.

. Escribir un polinomio de grado no mayor que 2 que tome los valores 1,

2, -1 en los puntos 0, 1, -2.

. Dada la tabla

1 2 3 4
2 13 44 107

J?‘O
IR

determinar el polinomio interpolador de Newton asociado a estos datos.

. Dada la tabla

z |2 1 2 4
f@) 25 8 -15 23

determinar el polinomio interpolador de Lagrange asociado a estos da-
tos, dar una estimacién de f(0).
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6. Calcular el polinomio interpolador de Newton para la funcién tabulada

x |2 4 6 8
fl@)[3 11 27 50

Si sabemos a posteriori que f(10) = 83, determinar el nuevo polinomio
interpolador de Newton.

7. Se tiene la siguiente tabla de datos

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Si(z) | 0 0.19956 0.39646 0.58813 0.77210 0.94608

donde Si(z) es la funcién ‘seno integral” dada por
- "
Si(z) = / sen(®) gy
0 t

Calcular el polinomio interpolador correspondiente a los puntos de la
tabla y obtener el valor de z tal que Si(z) = 0,45.

8. La presion y el volumen de una masa gaseosa estan ligados por cierta
funcién. Con los siguientes datos obtenidos experimentalmente

Presion | 05 1.0 1.5 20 25
Volumen|1.65 1.03 0.74 0.61 0.53

a) Determinar un polinomio interpolador de grado menor o igual que
4 para estos datos.

b) Utilizar la informacién del apartado anterior para determinar un
polinomio que tome el valor 0.45 para el volumen a una presién
de 3.

¢) Calcular volumen aproximado para una presién de 0.6. Estudiar

esta aproximacién utilizando ambos polinomios.

9. La tabla adjunta muestra las puntuaciones de Algebra y Fisica de 5
estudiantes

Algebra |75 8 93 6.5 8.7
Fisica‘S‘Q 78 86 7.2 9.1

a) Hallar un polinomio de grado a lo sumo 4 que interpole estos
valores.
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b) Calcular la nota que, aproximadamente, se espara que obtenga un
alumno de Fisica si en Algebra tiene un 7.

10. El nimero de bacterias por unidad de volumen presentes en un cultivo
después de un nimero determinado de horas, viene dado por

Horas | 0 2 4 6
Bacterias|32 65 132 275

a) Hallar un polinomio interpolador de grado 3 a lo sumo para estos
datos.

b) A posteriori se analiza también el cultivo para diferentes tiempos,
obteniendo

Horas‘ 1 3 5
Bacterias | 47 92 190

Calcular el polinomio interpolador para esta tabla, de grado menor
o igual que 2.

¢) Tomando todos los datos, construir el polinomio interpolador de
grado maximo.

d) Comparar los distintos valores que se obtienen al considerar un
periodo de tiempo igual a dos horas y media.

11. Construir un spline cibico natural para aproximar f(z) = cos(wz)
usando los valores dados por f(z) en z = 0,0,25,0,5,0,75, 1,0. Integrar
el spline en el intervalo [0, 1], y comparar con el reslutado

1
/ cos(mz) dx = 0.
0

Usar la derivada del spline para aproximar f/(0,5) y f”(0,5).

12. Calcular el spline ciibico que aproxime a la funcién f(z) = 3ze® — *®
en x = 1,03, utilizando los datos de la siguiente tabla

T 1.0 1.02 1.04 1.06
f(z) | 0.76578939 | 0.79536678 | 0.82268817 | 0.84752226
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Capitulo 5

Ajuste de curvas

En muchos problemas de tipo practico, se dispone de gran cantidad de
datos que se pretenden ajustar mediante una funcién con pocos parametros.
Para este tipo de problemas hay que desarrollar una estrategia distinta de la
seguida en el problema de la interpolacion.

Supongamos que se pretende ajustar los datos de una tabla de la forma

Tabla 5.1.- Tabla de datos.
To x| | | am
o lvr |- |- | yn

mediante una funcién que depende de k parametros

y=f(z,a1,aq,...,a;) .
Asi, por un lado tenemos los datos que proporciona la tabla

Y192, 5 Yn (5.1)

y por otro los valores que predice la funcién

f(@), f(wa), s flan) (5.2)
que se pretende que sean lo més cercanos posibles. Se pueden definir distintos
errores que miden la distancia entre estos dos conjuntos de puntos. Asi el

error mdzximo se define como

Ew = max |f(z;) — vl , (5.3)

0<i<n
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el error medio se define como

1 n
E, = i) — Yil 4
= T 2 ) (54)
y el error cuadratico medio
n 1/2
By = | 3 () — ) (55)
S P § Y ' '

=0

El problema del ajuste se puede plantear como el problema de buscar el
valor de los parametros ay, as, ... , a; que hace minima la distancia entre los
conjuntos de puntos (5.1) y (5.2). Si la distancia entre los dos conjuntos se
obtiene usando el error cuadratico medio, el problema del ajuste se denomina
ajuste o aproximacién de minimos cuadrados. Veamos algunos ejemplos.

5.1. Recta de minimos cuadrados

Supongamos que se quiere ajustar los datos de la tabla 2.1 mediante una
recta de la forma
f(z,a,b) =azx+b.

El error cuadrético medio para este caso es de la forma

Lo 1/2
n—&-lz(%_al«i_b)?} :

1=

2

Para calcular a y b que hagan minimo el error, se plantean las ecuaciones
normales

12
OF 1 1/21 n s n
a5, = 5 i —ax; — b 2 i —az; —b) (—z;) =0,
da (n,+1) 2 Z(y . ) ;(y ar )( I) 0

i=0
—1/2
OE 1 \"*1 [ "
F <n+1) 3 Z(y,;—ax,;—b)z (_2)2(%—0%—5):07
=0 =0

con lo que se obtiene el sistema de ecuaciones

n n n
E yixifag l’?*bg =0,
i=0 i=0

i=0
ZyifaZm,-fb21:0.
i=0 i=0 i=0
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Utilizando la Regla de Cramer obtenemos las soluciones
D i Y@
=0 =0
n n
D w1
=0 =0 _

e = "5 ;=
St Yo
i=0 i=0
n n
Sa Yo
i=0 i=0
n n n
(n+ 1)2 Yili — <Z Z/i) < Ez)
- R 9
(n+ 1)Zx$ — (Z xl> < Iz)
i=0 i=0 i=0
Z 112 Z Yil;
i=0 =0
Z T Z Yi
b _ z:,(: ii() —
i=0 i=0
n n
S >
i=0 i=0

Veamos un ejemplo. Dada la tabla de datos siguiente:

Tabla 5.2.- Tabla de datos.

x| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y; [1.3]135]42]50|70]88]10.1]|12.5|13.0|15.6

Trataremos de ajustar la nube puntos mediante una recta usando la apro-
ximacién de minimos cuadrados. Basta para ello, utilizar las expresiones (5.6)
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y (5.7) para calcular los pardmetros de la recta, obteniendo
a=1538, b= -0,360.

En la figura 5.1 se muestra la nube de puntos y la recta ajustada.

Fig. 5.1.- Nube de puntos asociada a la tabla 2.2 y su recta de minimos
cuadrados.

Hay distintas funciones que se pueden reducir a una recta mediante un
cambio de variable y, por tanto, se pueden usar para ajustar los datos de
una tabla siguiendo una metodologfa similar a la que se ha expuesto. Como
ejemplo, se muestran las siguientes funciones:

y:a%er — y=at+b , t:%7

y:xf&]l-c - mzd%fc’

__ = z _

Y= 1o — y—aachb7

y = ce™ — In(y) =In(c) + ax

y=ca® — In(y) =In(c) + aln(z) ,
1 1

= i S b

Y=oy TV



5.2. Parabola de minimos cuadrados

Supongamos ahora que se quiere ajustar los datos de la tabla 2.1 mediante
una pardbola de la forma

f(x,a,b) = ag + a1z + aga® . (5.8)

El error cuadrético medio para este caso es de la forma
n 1/2

1
FEy, = ] ; (yi —ag — a1r; — (1,2:1;?)2

Los valores de los parametros ag a; y as se obtienen resolviendo las ecua-

ciones normales
0B, 0L, 0F,

dag  dar  daz

que dan lugar al sistema de ecuaciones

n n n n
2
E Yi = GUE l+a1§ Ii+a22 7,
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
_ 2 3
Ty = Qo T; + aq Ty + a Ty,
i=0 i=0 i=0 i=0

n

ZZ/J? = agzn::t? +a1ix§ +a2iz? , (5.9)
=0 =0 =0

=0

La solucién del sistem (5.9) nos proporciona los pardmetros de la pardbola
de minimos cuadrados.

Consideremos los datos de la tabla siguiente

Tabla 5.3.- Tabla de datos.

] 0 025 | 05 | 075 | 1.0
v; | 1.0000 | 1.2840 | 1.6487 | 2.1170 | 2.7183

Ajustaremos los puntos mediante una parébola. Planteando las ecuaciones
(5.9) y resolviéndolas, obtenemos

ap = 1,0052, a; = 0,8641, ay = 0,8437.
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En la figura 5.2 se muestra la nube de puntos y la parabola ajustada.

238
26
24 1
22t 1
16 | 7 ]

14 | 1

X

Fig. 5.2.- Nube de puntos asociada a la tabla 2.3 y su parabola de
minimos cuadrados.

5.3. Ajuste no lineal

Veremos algunos ejemplos donde al aplicar la metodologia del ajuste por
minimos cuadrados se obtienen ecuaciones no lineales, que en general no
tienen una solucién analitica. No obstante va a ser posible estimar los valo-
res de de los pardmetros de las funciones utilizando métodos numéricos que
estudiaremos en el préximo capitulo.

Hay muchos procesos que se pueden modelizar mediante una ecuacién de
la forma
y(x) = Cr1eM® + Chet?® (5.10)

Piénsese, por ejemplo, en la solucién de una ecuacién diferencial lineal de la
forma

Y +ay +by=0,

donde no se conozcan los parametros a, b y o c¢. Su solucién general serd de
la forma (5.10) con
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Nos planteamos pues, ajustar una funcién de la forma (5.10) a los datos
de la tabla 2.1. El error cuadrético medio en este caso es de la forma

n

1/2

1

n+1 Z (vi — CreM® — (jzexmf] ‘
i=0

Las ecuaciones normales

n

Z (yi — CheMoi — Cze)\Q-Tz) (6)\1%)

0E, s o
ac, n 12~ Yo
(n+ 1)1/2 [Z (y; — CheM®i — 026)‘2"”2)2:|
i=0
n
Z (yi — CeM®i — Cge’\”’) (e*”’t)
0B, part o
802 o n 12 = 70
(o 1)1 [z (1= Crevm - o>]
i=0
n

9E Z (yz - C’l€>\111 — CQ@AZM) (ClIi€A117)

2 _ =0 -
o\ n 172

(n+ 1)1/2 |:Z (y; — CreM® — Cge/\2””1)2:|
i=0

O Z (?/i — O et — CgeAm) (Cﬂ,-e*m)

2 =0 _
DY n 1/2 0,

(n+ 1)1/2 l:z (y; — CreMei — C’ze'\m){|
i=0
o lo que es lo mismo
Zyie/\lz, _ Cl 262/\11, _ CZ Z e(/\1+>\2)zL =0 ;
i=0 i=0 i=0
n n n
Zyie,\m - Ze(z\l+)\‘zmi —C, Z 2T _ () 7
=0 i=0 i=0
n n n

Z yixiC&@)\lwL — 012 Z 62)\121 — C’ng Z $i€(A1+A2)l” =0 s

i=0 i=0 i=0

Z 112'171'026)\217 — 0102 Z €(>\1+)\2)zq _ 022 Z ?E,'SZ)‘ZI" -0.

i=0 i=0 i=0
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que es un sistema de ecuaciones no lineales, cuya solucién veremos cémo se
puede abordar en el préximo capitulo.

Ejemplo 5.1 Se sabe que una tabla de datos de la forma

fo [t -t

corresponde a la evolucion del oscilador

A’z
# =W, z(0)= il

Escribir la ecuacion normal que permite obtener la frecuencia w a partir de
los datos de la tabla.

Solucién.- La solucién general de la ecuacidn del oscilador es de la forma
x = C cos (wt) + Cysin (wt) .
Imponiendo que se satisfagan las condiciones iniciales se obtiene
Cy=— Cy=0.
Luego los datos de la tabla hay que ajustarlos a una funcion de la forma

x = %cos (wt) .

El error cuadrdtico serd
n
T 2
EZ= E (11 — —cos (wti))
v 4
=0
La ecuacion normal se obtiene derivando respecto de w e igualando a cero,

n

Z <y,; — %cos (wt,;)) sin (wt;) t; =0 .

i=0

5.4. Ejercicios

1. Escribir el sistema andlogo al (5.9) que se obtiene si en vez de la pardbo-
la (5.8), consideramos un polinomo de grado k.
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2. Se tomaron los siguientes datos del coeficiente de atenuacién en funcién P(t) || 200 | 400 | 650 | 850 | 950

del espesor de una muestra de taconite t 0 1 2 3 4
Espesor (cm) | Coeficiente (db/cm) 5. Dada la tabla de mineralizacién del nitrégeno

0.040 26.5

0.041 28.1 Tiempo | Nmin

0.055 25.2 (dias) | (mg/kg)

0.056 26.0 7 9.466

0.062 24.0 14 8.211

0.071 25.0 27 15.590

0.078 27.2 41 17.615

0.082 25.6 55 20.215

0.090 25.0 83 21.734

0.092 26.8

Obtener las ecuaciones normales para el modelo Nmin = NO(1 —

Obtener la recta de minimos cuadrados asociada a estos datos. exp(—kt)).

3. Se conoce que la relacion existente entre el peso vivo de las larvas de
la mariposa nocturna W (g) y el oxigeno consumido por la larva R en
ml/h es aproximadamente de la forma

R=0W".

Obtener los valores de a y b a partir de los datos de la siguiente tabla

w R
0.017 | 0.154
0.087 | 0.296
0.174 | 0.363
1.11 | 0.531
1.74 | 2.23
4.09 | 3.58
5.45 | 3.52
5.96 | 2.40

4. Bajo ciertas condiciones se conoce que la evolucion de una poblacién
con el tiempo se puede modelizar mediante una ecuacién logistica de

la forma
1000

( ) = 1 + OeAt N
Obtener C' y A para la siguiente tabla de datos
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Capitulo 6

Introduccion a las ecuaciones
diferenciales en derivadas
parciales

6.1. Introduccién

Muchos fenémenos se modelizan utilizando ecuaciones en derivadas par-
ciales. Estas ecuaciones en pocas ocasiones admiten soluciones analiticas,
por tanto, es interesante disponer de métodos aproximados para resolverlas.
En este capitulo veremos algunos problemas asociados con algunos tipos de
ecuaciones en derivadas parciales y daremos algunos métodos sencillos para
su resolucion.

Una de las ecuaciones mds conocidas es la ecuacién de Poisson, que para
un sistema bidimensional se escribe de la forma

Pu  u

—+-—=—f, (z,y) e DCR?. 6.1
o o2 [ (@) (6.1)
Asociadas a esta ecuacion se pueden tener diversas condiciones de contorno

u(z1, x2) = ¢(x1,22) , Dirichelt ,
fiVu =0, Neumann,

iVu+au =+, Cauchy .

para (z1, z2) pertenecientes a la frontera de D, y 7 es un vector normal a la
frontera de D en cada punto.
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Para modelizar procesos de difusién transitorios se suele utilizar la ecua-

cién del calor o o 2
U U u
E:a(i)_x%+@)+f' (62)

Una ecuaciéon mas complicada que se utiliza para estudiar procesos en los
que se tiene difusion y conveccién es la ecuacion de conveccion difusion
ou . .

E—&-qu:V(uﬁ)u—i-f‘ (6.3)

Otros problemas interesantes son los que estudian la propagacién de las
ondas, que utilizan ecuaciones de ondas, que tienen la estructura

0%u
w5 = V2 . (6.4)
ot

A continuacién veremos algunos métodos de diferencias finitas para re-
solver problemas asociados con estas ecuaciones.

6.2. Métodos de diferencias finitas

Para obtener un método aproximado para resolver un problema asociado
a las ecuaciones en derivadas parciales se suele dividir el dominio donde se
ha de resolver la ecuacién en una serie de celdas o nodos. Para un problema
unidimensional tendriamos

. ; ;
f T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
Xo X1 X» Xi Xisn

Figura 6.1.- Mallado para un problema 1D.
Los métodos en diferencias finitas se basan en aproximaciones locales de las
derivadas parciales. Para obtener estas aproximaciones, se hace uso de la
féormula de Taylor, que para funciones de una variable se escribe como
! 1 2.1 1 3, 1
u(x + Azr) = u(z) + Az’ (z) + EAI u’ + gAI w4 (6.5)
de este modo, podemos tomar la aproximacién

oy w4+ Ar) —u(z)
u'(x) ~ A, 1o (Az) , (6.6)
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donde o (Az) hace referencia a que los términos ge no se han tenido en cuenta
son al menos proporcionales a Ax.

Si escribimos,
! 1 2. 1 1 3,.m
u(x — Ar) = u(x) — Azu'(x) + EAI ' — §A:p w4 (6.7)

obtenemos

() ~ u(z + Azx) — 22(;;) +u(z — Az) +o(A?) . (68)

Otra aproximacién que se puede tomar es

+o0 (sz) ,
(6.9)
donde u; = u (x;), aiy1/2 es el valor de a en el punto medio entre el nodo ¢

y el nodo 7 + 1. Del mismo modo, a;_1/» es el valor de a en el punto medio
entre el nodo i y el nodo ¢ — 1.

d du _ Git1/2 (ui+l - Uz) — Qj-1/2 (Uz - ui—l)
(a0 ) -

Veamos algunos problemas que se pueden tratar con estas aproximaciones.

6.2.1. Ecuacién de Poisson 1D
Supongamos que se tiene el problema
7“’”(1,) = f(x) , TE (0 1) )
u(0) =u(l)=0.

Para resolverlo, discretizamos el intervalo [0, 1] en subinetrvalos igualmente
espaciados

z=1Ax, i=0,1,...,n+1.
Para los nodos interiores podemos usar la aproximacién (6.8), para la deri-
vada segunda obteniendo la relacién

2
—Uij—1 + 2u2‘ — Ujp1 = —Azx fz .
Escribiendo esta ecuacién para i = 1,2,---,n, obtenemos un sistema de

ecuaciones de la forma

Au:f7

5

donde

2 -1 0 - —Az’fy

-1 2 -1
0 —1 2 —Az%f,

La matriz de este sistema es tridiagonal y se puede resolver de un modo
eficiente utilizando el algoritmo de Thomas.

6.2.2. Ecuacion de la difusién dependiente del tiempo

La ecuacién de la difusiéon dependiente del tiempo que consideraremos
tiene la forma

ou u

— =a— . 6.10

ot ox? ( )
Supondremos que se satisfacen unas condiciones de contorno en los extremos
de dominio y que la distribucién espacial de la u en el instante inicial es

conocida.

El primer paso para obtener una aproximacién numérica para resolver
esta ecuacion es discretizar el tiempo y el espacio en intervalos igualment
espaciados, t = nAt,n=1,2,...,y x = zg+iAx. Se toma una aproximacion
para la derivada temporal de la forma

OJu  u(z,t+At) —u(z,1)
o~ At

+o(At) .

Para la derivada espacial se toma

@ _u(r — Az, t) = 2u(z,t) + u(z + Az, )
oz " Ag?

+o0 (AIZ) .

Se suele utilizar la notacién u (nAt, xy + iAz) = u?, y se escribe la aproxi-
macién de la ecuacién (6.10) como

u;LH —u au?—l — 2ui +uiy
At Ax? ’
0 sea,
alt
n+l _ . n n n n _
u" =y +r (Uiq — 2u; +ui+1) , = N
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n+l

El método obtenido es un método explicito, ya que los valores de u;'™" se

pueden calcular directamente sabiendo los valores de u]'.

Para garantizar la estabilidad del esquema explicito, se puede ver que es
necesario que se cumpla la condicién
alAt
0<—<05,
Azx? '
que se conoce como la condicion de Courant, y que limita la longitud del
paso temporal que es necesario elegir una vez se ha elegido un paso espacial.

Para evitar problemas de estabilidad, se puede evaluar la derivada segun-
da espacial en el instante (n + 1)At, en vez de hacerlo en el instante nAt,
obteniendo de este modo la aproximacién

utt - uty — 20 4
At Az? ’
o sea,
—rul™ + (L4 2t =l =l
que es un método implicito, ya que si hacemos variar ¢ = 1,... , N, para

cada paso de tiempo, se ha de resolver un sistema de ecuaciones de la forma

1 ras)
(1+2r) —r upt ult +rudt

—r 14+2r) —r

—r (1+2r) —r

—r 1 o oo+l n b1
( + ) U, “Nz+’“N1

Otro método que se peude obtener que no tiene problemas de estabilidad y
es mas preciso que el método implicito, es el método de Crank-Nicolson, que
viene dado por la ecuacién

n+1 n n n n n+1 41 n+1
u ™t — a(u.172ui+ui+1+uv1—2ui +ui+1)

At 2 Az? Az?

6.2.3. La ecuacién de ondas

Otra ecuacién que aparece con frecuencia es la ecuacién de ondas, que es

de la forma 2 o
5 0%u u
= . 11
“ o2~ or (6.11)

7

Utilizando las aproximaciones

u ‘ outy = 2u gy
2 ($27tn) ~ 2 )
Oz Ax
y
92 n=l _gyn | 4ntl
u(r-t)Nui up + u;
oz T At?

se llega a una aproximacién de le ecuacién (6.11) de la forma

n n n n—1 n n+1
(,2“1_1 —2u +uty oul = 2uf g

i

Ax? At?

que se puede reescribir como

2 A 42 2 A +2
n+1 n Al n n Al n—
ul =20 (17 sz)+(ui’1+ui+l) (W —upt

6.2.4. Ecuacién de conveccién-difusién

Supongamos ahora, que se quiere resolver un problema estacionario de la
forma

—au” +b' =0, 0<z<L,
w(0)=0, u(L)=1.

Para obtener la solucién analitica de este problema introducimos v’ = y
con lo que queda la ecuacién

y=-v,
a

y = Kexp (9E>
a
~ b

u = K exp (71>
a

Imponiendo las condiciones de contorno se tiene

con lo que

y, por tanto,

(6.12)
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donde R es el numero de Péclet, definido como

i
s

R

Para obtener una aproximacion por diferencias finitas, primero obtenemos
una aproximacién o (Az?) de u/(z). Para ello se usan los desarrollos (6.5) y
(6.7), legando a que

_u(z+ Azr) —u(r — Ax)

' (z) & AL +o0(Az?) . (6.13)

Utilizando (6.8) y (6.13), se tiene la relacién

buz‘+1 —Ui-1 aui+1 = 2u; + Ui

=0 6.14
2Ax Az? ’ ( )
que, definiendo
_ RAx
==
se reescribe como
—(1=uip1 +2u; — (L +c)uj—1 =0 . (6.15)

Esta es una ecuacién en diferencias que se suele resolver probando una
solucién de la forma u; = r°,

—(A =) 42t — (14t =0,

esto es,
ri-t (7(1 —or’+2r—(1-¢) =0,
luego r tendré que cumplir que

(1—c)r?=2r+(1+¢)=0.

Las soluciones de esta ecuacién son

_1+ec
T1l-c¢’

'I‘1:1, T2

La solucién general de la (6.15) serd de la forma

1+c\
UZ:O[-F[?)( +() )

1—c
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como ug =0, f# = —a y como u,; = 1, se cumplira
1
a=—,
n+1l 7
1—ry

asi, la solucién es de la forma

i
1—7

n+l °
1—ry

U; =
Cuando ¢ > 1, (Ax > %) entonces ry < 0, y la solucién wu; oscila. Esto con-
trasta con el comportamiento de la solucién analitica (6.12), que es creciente.

Para resolver este problema hay que utilizar esquemas de primer orden,
que tengan en cuenta el signo de la velocidad b. Si b > 0, la derivada primera
se aproxima como

A Ui — Uj—1 7

‘ Ax

obteniendo una ecuacién de la forma

Ui — WUi—1 aui+1 — 2u; + Uiy

b Ax Ax?

=0. (6.16)

Si b < 0, la derivada primera se aproxima como

’ Uit1 — Uy
U~

i~ Az )
obteniendo una ecuacién de la forma,

Uiyl — Ui Uipr — 20 + Uiy
b —a 3
Ax Ax

=0. (6.17)

Estas dos posibilidades se escriben de una forma compacta como

1 b 1 1 b 1
b (—zm (1 - m) Ag W~ )+ 5 (1 + m) Al >)

—ax s (ui1 — 2u; +u;) =0 .

Este esquema se conoce como un esquema ‘up-wind’ de primer orden para la
ecuacién de conveccién-difusion.
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6.2.5. Ecuacién de Poisson 2D

Supongamos ahora, que se pretende resolver un problema de la forma

0®u  0%u )
el + o2 =—f, (x,y) €(0,L)x(0,l), (6.18)

u(z,y)=0, para e=0; z2=1; y=0; x =1y . (6.19)
El primer paso que realizaremos consistirda en discretizar el rectangulo

[0,11] x [0, I5] mediante un conjunto de nodos igualmente espaciados, como se
muestra en la figura 6.1.

Xme=la

Xjs1

Y

Y1

yo0=0

X1 X2 X3 Xy Xi  Xia X1 =1y

Figura 6.1.- Mallado para un problema 2D rectangular.

v =iAx, 1=0,1,2,... n+1,
yy=JAy, 7=0,12... m+1.

Utilizando una aproximacién similar a la de (6.8), para las derivadas
segundas, se tiene que

0u Wim1j — 25 + Uiy
22 (ui, uj) = N
@ (s, 1) Ui—1j — 2Uj + Uity
oy~ " Ay? ’

81

donde u;; = u (2;,y;). De este modo, se tiene que la ecuacién (6.18) se puede
aproximar de la forma

1 1 .
gz (Wim1j = 255 + Uivg) + A (ui-1j = 2ug + uipry) = —fi - (6.20)
Para poder escribir las ecuaciones resultantes para i = 1,...,n, j =
1,...,m, se han de ordenar los nodos del mallado de algin modo. Una po-

sibilidad es utilizar el orden dado por

l=i+n(j—-1).

Cuando se escriben las ecuaciones para i =1,...,n,j=1,...,m, y se
tienen en cuenta las condicones de contorno (6.19), se obtiene un sistema de
ecuaciones dela forma

Au=f,

donde A tiene una estructura en banda similar a la de la figura 6.2.

50

100

150

300

0 50 100 150 250 300 350

200
nz=1729

Figura 6.2.- Matriz asociada a la ecuacién de Poisson.

6.3. Ejercicios

1. Dado el problema



que tiene por solucién
y(z) =€ (e — 1)71 (e —e )+

Obtén un esquema en diferencias finitas para calcular una solucién
aproximada del problema. Utiliza una malla con 5 nodos para el calculo
de la solucién y compara el resultado con la solucién exacta.

. Sea u el potencial electrostatico entre dos esferas concéntricas de metal,
con radios Ry y Ry (R; < Ry), de manera que el potencial de la esfera
interna se mantiene constante a V; V y el de la esfera externa es de 0
V. El potencial entre las dos esferas estd regido por la ecuacion

o 200 _
or: ' ror

Supoén que Vi = 110V, Ry = 4cm y Ry = 8cm y obtén una aproximacion
de u para r = 5cm y comparalo con la solucién anaitica

ViR, ( Ry —r
U(T’) = " m .

. Utilizando un mallado de 5 x 5 nodos y un método explicito, obtén una
solucion aproximada del problema
0*u B 0u
o2 a2’
con las condiciones
u(0,8) =0, wu(l,t)=0, 0<t<1.
u(z,0) =sen(rz) , 0<z <1,
0
af;‘(xﬁ):o, 0<z<1.
. Utilizando una malla 4 x 4 para el rectangulo [0,1] x [0, 1]. Obtén la
solucion aproximada de la ecuacién de Poisson
Viu=y, (z,y)€(0,1)x(0,1),

con las condiciones
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