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Practica 1

Introduccion al programa MatLab

1.1. Preguntas mas frecuentes

1 Qué es el MatLab y cudles son sus aplicaciones?

El MatLab es un sistema interactivo orientado al cdlculo matricial. Su nombre es
una abreviatura de Matrix Laboratory.

Debido a su versatibilidad permite ser utilizado en multitud de aplicaciones de tipo
cientifico o tecnolégico como, por ejemplo, en el campo del procesamiento de la senial
o de la imagen, en la simulacién de sistemas dindmicos y teoria de control, en el
estudio de redes neuronales, etc.

(Existe algin comando del MatLab que permita trabajar con comandos o ficheros ex-
ternos al MatLab?

Si, para trabajar con funciones definidas por el usuario se puede utilizar el comando

path que permite ampliar el arbol de directorios donde MatLab busca posibles funciones
construidas por el usuario. Para ejecutar comandos o ficheros del DOS se utiliza el signo
de admiracién ! seguido del nombre del comando.

;Distingue MatLab entre maytsculas y mintsculas?

Hay que tener en cuenta que MatLab distingue entre mayusculas y mintsculas en
los nombres de los comandos, funciones y variables, por lo tanto, hay que tener
cuidado en escribirlas correctamente.



;Se puede guardar la sesién de trabajo en un fichero?

El comando diary permite guardar el texto de la sesién. La pauta a seguir es la
palabra diary seguida de la unidad donde se pretende almacenar la informacion y
el nombre del fichero.txt. Para anadir texto le indicaremos donde empieza el parrafo
que queremos guardar con el comando diary on y donde termina con el comando
diary off.

El comando save guarda las variables en un fichero denominado matlab.mat y
estas variables se cargan con el comando load.

;Cdémo se utiliza la ayuda?

El comando de ayuda del MatLab se denomina help. Se ejecuta seguido del nombre
de la funcién sobre la que se quiere obtener ayuda. Ademads, si se desea buscar toda
la informacién sobre algin tema utilizaremos el comando lookfor seguido de la
palabra de la que se pretende obtener la informacién. En versiones superiores a la
5.2 aparecen otros comandos de ayuda como pueden ser el helpwin. Tecleando esta
palabra se abre una ventana donde podemos encontrar toda la ayuda clasificada por
materias, eligiendo la que se desee y pulsando ENTER encontraremos la respuesta
buscada.

Con el comando helpdesk, se abre una ventana de ayuda con el navegador web que
se tenga definido por defecto.

1,Como se puede salir del MatLab?
El comando quit permite abandonar el MatLab.

(Cémo se puede detener algtn célculo, grafico o impresién del MatLab sin salir del
paquete?
Con el comando CTRL-C o con CTRL-BREAK.

1 Qué sucede si una instrucciéon no cabe en una linea?

Las instrucciones de MatLab se terminan pulsando ENTER. Si una instruccién
no cabe en una linea, se escriben 3 puntos o mds y se puede continuar en la linea
siguiente.

1, Como se hacen los comentarios?

Los comentarios se hacen con el cardcter %. Para que MatLab no muestre el resul-
tado de una instruccién ésta debe terminar con ; .

1.2. Operaciones elementales, variables y constantes

Con el MatLab se puede realizar cualquier operacién que podriamos hacer con una
calculadora. Cada una de estas operaciones por defecto se guarda en la variable ans. Si
nosotros no queremos trabajar con esta variable, antes de realizar cualquier operacién,
deberemos hacer una asignacién a la variable donde pretendemos que se guarde el resul-
tado. El proceso consiste en escribir el nombre de la variable seguida del signo = y de
la operacion que pretendemos realizar. Cada vez que escribamos la variable y apretemos
ENTER, el programa devolverd su valor. El nombre de la variable se puede utilizar tantas
veces como deseemos, pero hay que recordar que guardara sélo el dltimo valor.

Al igual que otros paquetes mateméticos el resultado que obtenemos en pantalla se
puede visualizar en diferentes formatos. Si no se indica lo contrario, por defecto se obtienen
cuatro cifras decimales. Con el comando format long aparecen mds cifras decimales.
Para volver a su formato estandar escribiremos format short. Si se pretende obtener el
resultado con un formato racional escribiremos format rat.

Si se desea conocer las variables que estan activas hasta este momento utilizaremos
el comando who, si ademdas queremos saber de qué tipo son y su tamano se utiliza el
comando whos. Si queremos borrar alguna variable teclearemos el comando clear seguido
del nombre de la variable que deseamos borrar. Utilizando sélo el comando clear se borran
todas las variables, que se tienen asignadas en la memoria.

El MatLab tiene una lista de las constantes que frecuentemente aparecen en problemas
matematicos o técnicos, por ejemplo el niimero pi, el niimero e que la escribiremos como
exp(1) , la unidad imaginaria que la podremos escribir como i o j, etc.

Asf si, por ejemplo, escribimos
(2+3%1i)+(5-2%1)
obtendremos como resultado
T+11
Si escribimos
(2+3%1) % (5-2%1)
o bien

(2+3%1)/(5-2%1)



obtenemos respectivamente sqrt( ) — raiz cuadrada.
round( ) — redondeo entero més cercano.
16+111 sign( ) — funcién signo.
0.1379+0.65521
exp( ) — exponencial.
Como vemos, MatLab simplifica las expresiones con niimeros complejos hasta obtener log( ) — logaritmo neperiano.
la forma binémica del nimero complejo resultado. Por otra parte, el MatLab dispone de log10( ) — logaritmo decimal.
algunas funciones especificas para operar con complejos como son las siguientes. sin( ) — seno.
cos( ) — coseno.
abs( ) — Calcula el médulo del niimero complejo. tan( ) — tangente.
angle( ) — Calcula la fase, en radianes del niimero complejo. asin( ) — arcoseno.
real( ) — Calcula la parte real del niimero complejo. acos( ) — arcocoseno.
imag( ) — Calcula la parte imaginaria del nimero complejo. atan( ) — arcotangente.
conj( ) — Calcula el conjugado del ntimero complejo.
Las funciones hiperbdlicas
Veamos algunos ejemplos
sinh( ) — seno hiperbdlico.
abs(2+3xi) = 3.6056 cosh( ) — coseno hiperbdlico.
angle(2+3%i) = 0.9828 tanh( ) — tangente hiperbdlica.
real(2+3*%i) = 2 asinh( ) — arcoseno hiperbdlico.
imag(2+3%i) = 3 acosh( ) — arcocoseno hiperbdlico.
conj(2+3xi) = 2-3i atanh( ) — arcotangente hiperbdlica.
1.3. Funciones cte
Al igual que otros paquetes matematicos, MatLab dispone de un catdlogo completo con 1.4. Matrices. Operaciones con matrices

las funciones mas utilizadas. Siempre podremos buscar informacién de dichas funciones
con la ayuda. A modo de ejemplo, a continuacién daremos una lista de algunas de estas

. La estructura matricial es la forma natural de trabajar en MatLab. Las matrices 1 x 1
funciones:

son escalares, las matrices 1 X n 6 n X 1 son vectores filas o columna, respectivamente

Para introducir los elemetos de una matriz se comienza con un corchete. Los elementos
de las filas se introducen separandolos entre comas, se indica que finaliza la fila con un
punto y coma, finalizaremos el proceso cerrando el corchete.

En el siguiente ejemplo asignamos a la variable A una matriz 3 x 3.

A=[1,2,3;4,5,6,7,8,9]



Otra forma mds visual de introducir los datos de la matriz sin utilizar comas o puntos
y coma es separando los elementos de la fila por espacios y escribiendo cada fila en un
linea diferente. Asi, por ejemplo, podemos escribir

B =[1
2
3]

(¢]

c=[100
201
00 2]

Una vez que hemos definido estas matrices se puede obtener el elemento 7,j de la
matriz A escribiendo A(i,j).

Se pueden realizar multiples operaciones con matrices y vectores. Los signos que se
utilizan son: para sumar +, para restar -, para multiplicar *, la potenciacién se indica con
" seguido de ntimero al que se pretende elevar la matriz. Todas las operaciones se llevan
a cabo entre dos matrices. Si ello no es posible, MatLab devuelve un mensaje de error.

A parte de las operaciones anteriores, MatLab incorpora la divisién por la izquierda (
\ ) v la divisién por la derecha ( /). Asi,

A\B — es equivalente a A71B.
A/B — es equivalente a AB!.

A parte de este tipo de operaciones podemos representar la traspuesta de una matriz
con el signo ’. El producto escalar y el producto vectorial de dos vectores con los comandos
dot( ) y cross( ), respectivamente.

Cuando se quiere hacer operaciones sobre los elementos de las matrices hay anadirles
a las matrices un punto. Asi, si escribimos

A=[1 2 3]

y tratamos de calcular A"2 nos dard un error, ya que el cuadrado de A no estd bien
definido. Si se pretende obtener una nueva matriz cuyos elementos sean los cuadrados de
los elementos de A, podemos escribir

A.72
obteniendo como resultado
(14 9]
Este resultado se puede obtener también escribiendo
A.xA

A parte de acceder a un solo elemento de una matriz, es posible acceder a submatrices
de una matriz dada. Por ejemplo, dada

A=

~N = =
o S W

2
5
8

si queremos el elemento (1,1) de la matriz escribiremos A(1,1) si queremos las dos pri-
meras filas de la tercera columna, escribiremos A(1:2,3) y el resultado serd

]

si queremos todos los elementos de la tercera fila escribiremos A(3,:) y el resultado
obtenido

78 9],

si queremos la submatriz formada por la primera y la tercera columna, escribiremos
A(:,[1,3]) el resultado serd

~N = =
O O W

Por ltimo, si escribimos A([1,3],[1,3]), el resultado obtenido sera

7

A parte de estas operaciones existen funciones que nos permiten construir matrices,
como por ejemplo:
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A parte se pueden construir matrices por bloques, por ejemplo la intruccién

eye(n) — matriz identidad n x n.
zeros(n,m) — matriz nula n X m.
diag(A) — devuelve un vector con la diagonal de A.
diag(x) — devuelve una matriz con x en la diagonal.
triu(A) — devuelve la parte triangular superior de A.
tril(A) — devuelve la parte triangular inferior de A.
rand(n,m) — devuelve una matriz generada aleatoriamente.

B=[zeros(2,3),eye(2) ;zeros(3,2),eye(3)]

devuelve una matriz de la forma

1.5.

1.

00010
000O0T1
B=]100100
00010
00001

Ejercicios

Siz =3+5iy 2, =1~ 2i. Calcular
|z1], 21 + 22, 21 % 29, 21/22 .

Comprobar que arg(z1/z2) = arg (z1) — arg (22).

1—i
. Calcular parte real, imaginaria, médulo y argumento de <1 + ﬂ?ﬂ')) .

. Calcular n(9) (/)
1 n + sen (7w
85, ¢ +In(5 — =
@7 e +n0) =)
. Dadas
1 2 3 1
A=1016 | yb=1] 2
019 3
calcular
11

a) A+ A,

=

)
) 2
c) A
d) A
e) A\b y comprobar que el resultado coincide con A~'b,
f) bT'/A y comprobar que el resultado coincide con b7 A71,
)

g) Calcular el producto escalar b- by el producto vectorial b A b.

5. Introducir las siguientes matrices

1 -3 4 2 46 1
D=2 -5 7|,E=[456]|,c=]2
0 —-11 31 2 0

a) Calcular D + E,DE, DTE.

b) A patir de las matrices D y E anteriores sacar sus vectores fila, sus vectores
columna y una submatriz 2x2 formada por las filas 1 y 2 y las columnas 2 y 3.

¢) Resolver el sistema
Ezxz=c

d) Construir una matriz diagonal que contenga la diagonal de la matriz E.

¢) Construir las matrices por bloques

[ p|E], {%] :

6. Dada la matriz

E =

W = N
—_— O
N D

obtener su parte estrictamente triangular inferior (sin la diagonal) y su parte estricta-
mente triangular superior.

12



Practica 2

Bucles y funciones

2.1. Bucles

La utilizacién de bucles permite realizar multiples operaciones que se repiten, mediante
instrucciones muy sencillas. El bucle mas sencillo que se puede escribir es un bucle tipo
for y tiene la forma

for i =1:n
instrucciones

end

Por ejemplo, si se desea calcular la suma de las diez primeras potencias del nimero 2,
es decir, si se pretende calcular
10
i
22
i=1

se pueden utilizar las siguientes instrucciones:

suma=0;

for i=1:10
suma=suma+2~1i;

end

suma
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Si lo que se pretende es calcular

las instrucciones a utilizar serian

produc=1;

for j=1:10
produc=produc*j/(j+1);

end

produc

En algunas ocasiones se necesita que el contador no varie de uno en uno. Para ello, sélo
tendremos que indicar el tamano de paso en la instruccion for. Por ejemplo, las siguientes
instrucciones

x=[1;

for i=10:-1:1
x=[x,i"2];

end

X

construyen un vector cuyas componentes son los cuadrados de los primeros diez ntimeros
naturales en orden inverso.

Hay que tener en cuenta que MatLab dispone de operaciones matriciales y vectoriales
optimizadas y hay que evitar el uso de bucles en lo posible, ya que hacen que los programas
funcionen méas lentamente.

Otro tipo de bucles utilizan el comando while. La estructura de estos bucles es la
siguiente

while relacion
instrucciones
end

Por ejemplo, si se quiere calcular el mayor ntimero entero n tal que 2" < 3000, se
puede hacer utilizando las siguientes instrucciones

14



n=0

while 27°n < 3000
n=n+1;

end

n-1

Otra estructura 1til es la estructura if que se utiliza del siguiente modo:

if relacion
instrucciones
end

Ademés se pueden hacer ramificaciones como se muestra en el siguiente ejemplo.

if n<0
paridad=0;
elseif rem(n,2)==0
paridad=2;
else
paridad=1;
end

Los operadores que permiten establecer relaciones son:

< > <= 2=, ==,
~ = significa no igual,
& significa y

~ significa no

significa o
Por ejemplo, la negaciéon A~ = B donde A y B son matrices, sélo se cumplird cuando

todos los elementos de A sean distintos de los de B.

Otra estructura de interés es la estructura switch, que se utiliza como se muestra en
el siguiente ejemplo:

switch method
case {1,2}
disp(’metodo lineal’)
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case 3:

disp(’metodo cubico}
otherwise:

disp(’metodo de orden superior’)
end

2.2. Ficheros.m

Matlab dispone, en general de un editor que permite crear ficheros de texto. Estos
ficheros suelen llevar la extensién .m y permite crear programas, que no son mas que un
conjunto de instrucciones y funciones. Para ejecutar estos programas bastara incluir el
directorio donde se tiene el fichero en el path del MatLab, haciendo uso de la funcién
path() y teclear el nombre del fichero sin extension.

Las funciones tienen una estructura especial, como se muestra en el siguiente ejemplo:

function s=sumab (x)
% sumab es una funcion que suma 5 a x
s=x+5;

Esta estructura empieza con la palabra function. La frase comentada que hay en la
linea siguiente a la cabecera es la que aparece al utilizarse el comando de ayuda, es decir,
help sumab. Una vez definida la funcién, deberéd guardarse en un fichero de nombre igual
al nombre de la funcién con la extensiéon .m, para nuestro ejemplo el nombre del fichero
seria sumab.m.

Otro ejemplo de funcién sencilla es el siguiente:

function [media,desv]=estad(x)
[m,n]=size(x);

if m==

m=n;

end

media =sum(x)/m;

desv =sqrt(sum(x."2)/m-media~2);

Para escribir la desviacién tipica se ha tenido en cuenta que

n n
1 1
02275 (xifm)szE 2 72
n n <

i=1

16



Ademés el paquete MatLab tiene muchas funciones propias, tanto en el nicleo del
programa como en una serie de librerias especializadas llamadas toolboxes, como ejemplo,
mostramos algunos ejemplos de funciones que permiten escribir mensajes al usuario.

La instruccién disp(’mensaje’) muestra un mensaje al ususario.
La instruccion error (’mensaje’) devuelve un mensaje y para la ejecucion de la funcion.

La instrucccién
iter=input (’introducir el numero de iteraciones’)

muestra un mensaje y espera a que se introduzca un valor mediante el teclado que
se asigna a la variable iter.

2.3. Ejercicios

1. Calcular, utilizando la instruccién sum( )

10
Z 2
i=1

Y, utilizando la instruccién prod( )

2. a) Escribir un bucle para calcular la suma de los cuadrados de los 25 primeros
nimeros naturales.

b) Calcular el mayor nimero natural que satisface que

3" +1n(n) < 2000.

¢) Calcular el producto de los 10 primeros nimeros impares

3. Construir una funcién que calcule la nota media del expediente académico de un
alumno de primer curso, a partir de un vector donde estén almacenadas las notas.

17

4.

Si suponemos una version simplificada del sistema de suspensién de un automovil,
el comportamiento entrada-salida, considerando el movimiento del cuerpo sélo en la
direccién vertical, viene representado por la funcién de transferencia

b k
mSs T
=

_m”  m
2 b k.
55+ s+

F(s)=

donde b es el amortiguamiento, k la elasticidad del muelle y m la masa. Utilizando
MatLab, definir esta funcién de transferencia. Calcular los valores de la funcién de
transferencia si tomamos b = 1, m = 2, k = 3 y se hace variar la variable s de 0 a
100 de una unidad en una unidad, guardando el resultado en un vector.

. Escribe un pequeno programa que pida un ndmero por el teclado y compruebe

su tamano. Si el nimero es menor que 100, el programa debe escribir “numero
pequeno”, y si el nimero es mayor o igual que 100, el programa debe escribir algo
apropiado. Introduce el c¢édigo en un bucle para que se puedan introducir varios
ndmeros, uno detras de otro.

. La siguiente expresién

log(n!) =~ nlog(n) —n ,

constituye la aproximacién de Stirling de log(n!). Escribe un programa para compro-
bar la validez de esta aproximacién para n = 100, n = 1000 y n = 5000, teniendo en
cuenta que 5000! es un niimero demasiado grande para poder ser tratado de forma
standard por el ordenador.

. La ecuacién de Van der Waals para los gases es una generalizaciéon de la ecuacién

PV =nRT,

que tiene en cuenta la desviacion del comportamiento ideal de los gases. Esta ecua-
cién es ,
n‘a

donde n es el nimero de moles del gas, P es la presién en (Pa), R es la constante
de los gases (8.314 J/ (mol K)), y a y b son constantes que miden la desviacién de
la idealidad en el comportamiento del gas. Reordena la ecuacién de forma que P
se exprese como una funcién de V', y escribe un pequefio programa que genere una
tabla con la presion correspondiente a 10 volumenes igualmente espaciados entre
Vi y Va. Las variables a, b, T, V; y V3 han de introducirse por el teclado. Suponed
n=1.

18



10.

. Dada una matriz A n x m, escribe una funcién que permute las filas k e i de la

matriz A cuya llamada sea B = permuta(A,k,i).

. Calcula aproximadamente el valor de 7 utilizando el siguienete resultado

-8 1
16 Z (2n—1)2(2n+1)2 "

n=1

. Ctantos términos de la serie hace falta sumar para obtener una precision de
1107127,

Los numeros de Fibonacci se calculan haciendo uso de la relacién
Fn :E171+Fn72 )
con Fy =F; =1

a) Calcula los 10 primeros ntimeros de Fibonacci.

b) Para los 50 primeros nimeros de Fibonacci calcula el cociente F,/F,_;. Este
cociente se aproxima a valor del nimero aureo (1++/5)/2). { Qué puedes decir
de tus resultados?

19

Practica 3

Graficas con Matlab

El paquete MatLab permite obtener las graficas de cualquier funcién matematica tanto
si representa una curva plana o una superficie. Ademds, permite agrupar y superponer
graficas. Otras opciones tipicas de los programas de gréficos como colores, marcos, etc. se
pueden utilizar en este paquete.

3.1. Graficas 2D

La representacién grafica 2D de una funcién se puede obtener cuando la funcién se
expresa en coordenadas cartesianas o paramétricas.

El comando plot(x,y) representa los pares que tienen como abcisas los elementos del
vector x y como ordenadas los elementos del vector y. Con el comando plot(y) toma
como abcisas los nimeros naturales 1, 2, ..., n. El comando linspace(a,b,N) genera
N puntos igualmente espaciados comprendidos entre a y b. Asi, para la generacién de
gréficas de funciones se procede, por ejemplo, del siguiente modo:

x=linspace(0,2%pi,30);
y=sin(x) ;

plot(x,y)

obtenemos la siguiente grafica

20



Es posible generar la misma gréfica con lineas y cruces escribiendo

plot(x,y,x,y,’+’)

con lo que se obtiene:

Por otra parte, se pueden controlar los colores y los estilos de las lineas utilizando los

simbolos de la siguiente tabla:

21

Simbolo  Color Simbolo  Estilo
y amarillo puntos
m magenta || o circulos
¢ cyan X aspas
T rojo + cruces
g verde * estrella
b azul - linea
A4 blanco linea de puntos
k negro - linea y puntos
- - linea de guiones

Por ejemplo, se puede escribir:

y=sin(x)

plot(x,y,’g:’,x,y,’wo’ ,x,y,’r:’,x,y, c+’)

obteniéndose

Cada vez que se ejecuta el comando plot desaparece la figura anterior. Si pretendemos
superponer graficas el comando hold nos permite mantener la grafica de la funcién donde

estamos trabajando. Por ejemplo, si escribimos:

plot(x,y,’g:’,x,y,’wo’ ,x,y,’r:’,x,y,’ct+’)

hold on
z=cos (x)
plot(x,z)

22




se obtiene la gréfica siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7

Hay distintas funciones que controlan la apariencia del gréafico. Asi la funcién grid
on introduce un mallado del gréfico y grid off quita el mallado. Las fuciones xlabel
e ylabel generan un titulo para el eje x y el eje y, respectivamente. La funcién title
genera un titulo para el grafico. La funcién text permite poner texto en una zona del
gréfico. Un ejemplo para la utilizacion de estas funciones es el siguiente

plot(x,y)

title(’titulo de la funcion seno’)
xlabel(’eje x7)

ylabel(’sen(x)’)
text(2.5,0.7,’sen(x)’)

obteniendo la siguiente grafica:

titulo de la funcion seno

sen(x)

sen(x)

ejex
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La funcién axis tiene control sobre la apariencia de los ejes, asi, por ejemplo:
axis([xmin, xmax, ymin, ymax])

fija el eje = y el eje y de forma que el valor minimo para las z-s sea xmin, el valor maximo
para las x-s sea xmax, el valor minimo para las y-s sea ymin, el valor maximo para las y-s
sea ymax.

axis auto: devuelve la escala a los valores de defecto.

axis equal: usa la misma escala para las z-s que para las y-s.
axis normal: devuelve la escala a sus valores de defecto.

axis off: no dibuja los ejes.

axis on: vuelve a dibujar los ejes.

El comando subplot permite dividir la zona de dibujo en zonas y en cada zona dibujar
una curva distinta. Su funcionamiento se muestra en el siguiente ejemplo

x=linspace(0,2%pi,30);

y=sin(x) ;

z=cos (x) ;

a=2*sin(x) .*cos(x) ;

b=sin(x)./(cos(x)+eps);

subplot(2,2,1) % se divide la zona de dibujo
% en 2 x 2 graficos y se selciona
% la primera zona (arriba izquierda).

plot(x,y)

axis([0, 2*pi, -1, 11)

title(’sen(x)’)

subplot(2,2,2) % se seleciona la segunda zona

plot(x,z)

axis ([0, 2xpi, -1, 11)

title(’cos(x)’)

subplot(2,2,3) % se seleciona la tercera zona

plot(x,a)

axis ([0, 2xpi, -1, 11)

title(’sen(2x)’)
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x=sin21),y = cos(2 1)

subplot(2,2,4) % se seleciona la cuarta zona 1

plot(x,b) 08
axis ([0, 2*pi, -15, 15]) o
title(’sen(x)/(cos(x)+e’)) 04
0
. sen(x) N cos(x) > 0
05 05 -02
0 0 o4
08
0s 0s
s
4 4
o : 7 g s 3 7 g
T o5 o 3 1
sen(z) sen(o)oste)+e) *
1 .
w0
o s Una gréfica de una funcién en coordenadas polares puede crearse usando la funcién
° ° polar, como muestra el siguiente ejemplo:
-0.5 N
0
o 3 7 s o 3 i 0 £=0:0.01:2%pi;
r=sin(2*t) .*cos(2*t);
El Matlab permite también realizar gréaficas usando escalas logaritmicas y semilo- polar(t,r)

garftmicas. Asi,
loglog : Es una funcién igual que plot pero usa escalas logaritmicas para el eje x y el
eje y.

semilogx : Es una funcién igual que plot pero usa escala logaritmica para el eje z y
lineal para el eje y.

semilogy : Es una funcién igual que plot pero usa escala logaritmica para el eje y y
lineal para el eje x.

Si pretendemos dibujar curvas que vienen representadas en coordenadas paramétricas
podremos utilizar el comando ezplot la instruccién seria como sigue:

ezplot (*sin(2+t)’,’cos(2¢t)”, [0, 2+pi]) La funcién bar genera un diagrama de barras. Un ejemplo del diagrama de barras

asociado a una gaussiana es el siguiente:
x=-2.9:0.2:2.9; % especifica el numero de divisiones
y= exp(~x.*x);

bar(x,y)
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errorbar(x,y,e)

La funcién hist genera el histiograma asociado a los datos contenidos en un vector.
Un ejemplo de su uso para un vector de nimeros aleatorios distribuidos normalmente es

x=-2.9:0.2:2.9; % especifica el numero de divisiones
y= randn(5000,1);

hist(y,x) xmax]) o bien fplot(’fun’, [xmin xmax ymin ymax]).

Un ejemplo de su uso es el siguiente:

fplot(’sin(x)./(x+eps)’,[-20 20 -0.4 1.2]);
title(’grafica de sin(x)/(x + eps)’);
xlabel(’x’)

ylabel(£(x) )

grafica de sin(x)/(x+eps)

1 Qué pasa si se sustituye la funcién randn por la funcién rand?.

Se pueden dibujar gréficas con barras de error. Para ello, se usa la funcién errorbar.
Un ejemplo de su uso es el siguiente

x=0.1:0.1:10; 04 E E E s 0 15 0
y= log(x);
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e=rand(size(x))/10; Y% crea un vector de errores aleatorio

La funcién fplot permite generar la grafica de una funcién de una variable, sin nece-
sidad de generar vectores con los datos. La sintaxis es de la forma fplot(’fun’, [xmin



3.2. Graficos 3D

Para generar la representacién de una curva en el espacio, se puede utilizar la funcién
plot3. Supongamos que se quiere dibujar la espiral
a(t) = cos(t)
E=13 y(t) = sen(t)
z(t) = t € 10,107 .

Para ello, se puede escribir

t=0:pi/50:10%pi;

x=sin(t);

y=cos(t);

z=t;

plot3(x,y,z,’r’);

title(’espiral’)

xlabel(’x’), ylabel(’y’),zlabel(’z’)

Se puede controlar la escala de los ejes mediante la funcién axis([xmin, xmax
ymin,ymax,zmin,zmax]) de forma similar a como se hace para los gréficos bidimen-

sionales. También la funcién text(x,y,z,’texto’) nos permite escribir un texto en las
coordenadas (x,y, z) del gréfico.

Supongamos ahora que se quiere representar una superficie Z = z(z,y). Para ello
existen distintas funciones en Matlab que permiten hacer distintas representaciones. Con-

sideremos la funcién
2(z,y) = sen <\/x2 + y2> .
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Una representacion de esta funcién puede hacerse como se muestra en el siguiente ejemplo:

x=-7.5:0.5:7.5;

y=x;

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=sin(sqrt(X. 2+ Y."2));
mesh(X,Y,Z)
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Otra posibilidad es escribir

mesh(Z)

Una alternativa a la funciéon mesh es la funcién surf. Asi, se puede usar

surf (X,Y,Z)

Se pueden generar curvas de nivel de una determinada funciéon mediante las funciones
contour y contour3.

contour(X,Y,Z,20)

genera 20 curvas de nivel de la funcién z(z,y) en el plano y

contour3(X,Y,Z,20)
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da la representacién de estas curvas en el espacio.
Se puede obtener una representacién bidimensional mediante colores de una funcién
2(z,y) mediante la funcién pcolor. Asi,

pcolor(Z)

produce esta representacion con el juego de colores que tiene Matlab por defecto. El juego
de colores que usa Matlab se puede cambiar mediante la funcién colormap. Distintas
posibilidades de colores que tiene matlab implementadas se muestran en la siguiente tabla

funcién Descripcion

hsv Saturacion de tonos

hot Negro, rojo, amarillo y blanco

pink Sombras pastel rosa

gray Escala de grises

bone Escala de grises con matices azules
jet Una variante de hsv

copper Tonos cobre

prism prisma

flag rojo, blanco, azul y negro alternativos

Se pueden combinar estas funciones de la siguiente manera:

colormap (hot)

pcolor(X,Y,Z)

shading flat % quita la rejilla
hold on

contour (X,Y,Z,20,°k’)

hold off

Se puede cambiar el punto de vista de las representaciones tridimensionales de fun-
ciones mediante el comando view. Una posibilidad es pasarle a la funcién el azimut y la
elevacion en grados de la direccion en la que se quiere mirar

view(phi,theta)
o bien se la pasa un vector en esa direccion

view([x1,x2,x3])
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3.3. Ejercicios

3.4. Ejercicios

1. Representar graficamente las siguientes curvas:
a) y=2°+3z+5, z€][0,1],
b) y = ¥ +sen(z), z € [-0,5,0,5],
z(t) =t —sen(t
o) { *W sen(®)y  10,4r] .
y(t) =t — cos(t)
d) p = cos(0) +sen(6/4), 0 € [0, 27].

2. Los polinomios de Legendre se definen mediante la siguiente relacién de recurrencia
(n+1)Pys1(z) — 2n+ 1)aP,(z) + nP,_1(z) =0,

con Py(z) = 1, Py(z) = x y Po(x) = (322 — 1)/2. Calcula los tres polinomios de
Legendre siguientes y dibuja los 6 primeros polinomios de Legendre en el intervalo
[-1,1].

3. Utilizando el comando adecuado divide la ventana de gréaficos en cuatro ventanas y
dibuja en cada una de estas vetanas, una de las siguientes funciones:

= tan(z), x€][0,05],

= cosh(b*z), x€][0,10],

= ® 4 5sen(2r), z€[0,7],
= 2’ +3r+4, z€[0,1].

ARSI S

4. Averigua, aproximadamente, el punto de corte de las siguientes funciones en el
intervalo [0,2]

223 +542° +48r +14,
7z +10 .

Y
Y

5. Obtener dos representaciones de la superficie

2(2,y) = Va2 +y?,

para (z,y) € [-1,1] x [-1,1].
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6. Dibuja la gréafica de la superficie
2a,y) =2+,

en el dominio [—1,1] x [—1,1] y superp6n a la representacién 5 curvas de nivel.
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Practica 4

Interpolacion y ajuste de los datos
de una tabla

El paquete MatLab dispone de distintas funciones para la interpolacién y ajuste de
los datos de una tabla de simple entrada. Revisaremos estas funciones y estudiaremos
algunos ejemplos de su funcionamiento.

4.1. Polinomios en Matlab

Para representar un polinomio Matlab utiliza un vector con los coeficientes del mismo
ordenados en potencias de = decrecientes. Asi, el vector

1-4-3-410
representa el polinomio
P(x) = 2" — 42 — 322 —4x + 10 .
Si p es un vector que contiene los coeficientes de un polinomio en potencias decre-
cientes, podremos evaluarlo para un valor concreto de la variable sy con el comando
polyval(p,s0). Esta funcién nos permite obter una grafica del polinomio en un cierto

intervalo. Por ejemplo, si introducimos en Matlab las instrucciones

p=[1 -4 -3 -4 10];
x=2:0.01:4;
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y=polyval(p,x);
plot(x,y)

obtenemos la grafica del polinomio P(z) en el intervalo (2, 4], que es de la forma,

Las raices de un polinomio se obtienen mediante la funcién roots( ). Asi la instruc-
cién

raices=roots(p)
da como resultado las raices

4.7200
-0.8600+1.17431
-0.8600-1.17431
1.0000

Se puede reconstruir el polinomio a partir de sus raices haciendo
p=poly(raices)
Supongamos que se tienen los polinomios
a(z) = 22 +3x+2,
b(r) = 2® +5r+1,

escribiremos los vectores de coeficientes comenzando por el coeficiente que acompana al
mayor exponente e iremos colocando los coeficientes que acompanen a las potencias de x
de forma decreciente, es decir,
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[13 2]
[1 5 1]

[
o

el producto de polinomios se obtiene con la funcién conv( ), asi,
conv(a,b)
da como resultado
1818 13 2

que corresponde al polinomio

ot + 823 +182° + 13z + 2 .

4.2. Interpolacion

Dada una tabla de datos de simple entrada

wla] [ =

v lw || |w

la funcién de Matlab interp1i( ) permite calcular interpolaciones para valores compren-
didos entre los valores extremos recogidos en la tabla.

La sintaxis de la funcién es
yi=interpl(x,y,xi, ‘metodo’)

donde x es el vector de las xs de la tabla cuyos valores deben estar ordenados de forma
creciente o decreciente. y es el vector de las ys recogidas en la tabla. xi es el valor o valores
para los que se quieren obtener las interpolaciones. metodo’ es la técnica utilizada para
la interpolacién. Este argumento es opcional y puede tomar los siguientes valores:

’linear’ Se realiza una interpolacién lineal.

’spline’ Se realiza una interpolacién construyendo un splin ctibico asociado a los datos
de la tabla.
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’cubic’ Se realiza una interpolacién cibica entre los datos de la tabla. Para poder
utilizar esta opcién, los datos del vector x deben estar igualmente espaciados.

Veamos un ejemplo. En la siguinte tabla se muestra la poblacién de Estados Unidos,
en millones de personas desde 1900 hasta 1990.

ano 1900 1910 1920 1930 1940
Pobl. | 75.995 | 91.972 | 105.711 | 123.203 | 131.669
ano 1950 1960 1970 1980 1990
Pobl. | 150.697 | 179.323 | 203.212 | 226.505 | 249.633

Podemos escribir las instrucciones

tiem=1900:10:1990;
pob=[75.995  91.972 105.711 123.203 131.669 ...
150.697 179.323 203.212 226.505 249.633];

con lo que tenemos dos vectores con los datos de la tabla. Hemos de resaltar que los tres
puntos se usan en la definicién de pob para poder cabiar de linea sin que Matlab interprete
que ha finalizado la instruccion.

Podemos estimar la poblaciéon de 1975 escribiendo
interpl(tiem,pob,1975)

obteniendo como resultado 214.8585 millones.

Por otra parte, podemos dibujar la evolucion de la poblacion mediante las instrucciones
siguintes:

xi=1900:2000;
yi=interpl(tiem,pob,xi, ’spline’)

plot(tiem,pob,’0’,xi,yi)

obteniendo la grafica
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4.3. Ajuste

La funcién polyfit( ) nos proporciona un ajuste polindmico de los datos de una
tabla. La sintaxis de la funcién es la siguiente:

p=polyfit(x,y,n)

donde x e y son vectores que contienen los datos de la tabla, n es el grado del polinomio
que se quiere ajustar, y p es el vector de coeficientes del polinomio obtenido para el ajuste.

Veamos un ejemplo donde se puede utilizar esta funcién.

Se sabe que los datos de la siguiente tabla

1 2 3 4 5
4.52 | 4.09 | 3.70 | 3.35 | 3.03
6 7 8 9 10
2.74 1248 [ 225203 | 1.84

ST S

corresponden a un decaimiento exponencial de la forma
y =aexp(bz) .

Para estimar los valores de a y b a partir de los datos de la tabla procedemos del siguiente
modo.

38



x=1:10; 3. Se conoce que la relacién existente entre el peso vivo de las larvas de la mariposa noc-

y=[ 4.52,4.09,3.70,3.35, ... turna, W (g), y el oxigeno consumido por la larva, R en ml/h, es aproximadamente
3.03,2.74,2.48,2.25,2.03,1.84]; de la forma
y1=log(y); R=0bW*.
p=polyfit(x,y1,1) Obtened los valores de a y b a partir de los datos de la siguiente tabla
y obtenemos
w R
-0.0999 1.6082 0.017 | 0.154
1 [ de 1 0.087 | 0.296
que son los parametros de la recta 0.174 | 0.363
In(y) = bz +In(a) , L11 | 0.531
con lo que tenemos b = —0,0999 y a = 4,9938. 1.74 | 2.23
4.09 | 3.58
5.45 | 3.52
4.4. Ejercicios 5.96 | 2.40
1. Calcular: 4. Bajo ciertas condiciones se conoce que la evoluciéon de una poblacién con el tiempo

, . se puede modelizar mediante una ecuacién logistica de la forma
a) Las raices quintas de -1.

b) Calcula (2! + 32 + 22 + 0,5)(2° + 32 + 0,3) en el punto = = 3. P(t) 1000

] 5 : V)= At
c) Las raices reales de 2° — 3z° — 2 + 72% — 1422 + 10z — 12. 1+Ce

Obtened C'y A la siguiente tabla de datos:
2. Dada la tabla en donde se muestra la evolucién del nitrégeno de mineralizacion ene ¥ 4 bara fa sigtiente tabla de datos

Tiempo | Nmin P(t) || 200 | 400 | 650 | 850 | 950
(dfas) | (mg/kg) t 0 1 2 3 4
! 9466 5. Del calibrado de un motor se han obtenido los siguintes datos
14 8.211
27 15.590
41 17.615
55 20.215
83 21.734

Obtener el tiempo necesario para que el nitrégeno de mineralizacién sea de 18.5
mg/Kg. Utilizad para ello un interpolante lineal y un spline, y comparar los resul-
tados.
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Tiempo (milliseconds) Distancia (cm)

0.00 0.0
1.40 1.0
2.37 2.0
3.30 3.0
3.37 4.0
4.11 5.0
5.42 6.0
5.71 7.0
6.39 8.0
7.26 9.0
7.82 10.0
8.67 11.0
9.12 12.0
9.66 13.0
10.70 14.0
11.23 15.0
11.25 16.0
12.47 17.0
12.79 18.0
13.20 19.0
14.12 20.0
14.83 21.0
15.83 22.0
16.04 23.0

Ajustad un polinomio de grado 4 que modelice la distancia en funcién del tiempo.
Haced una grafica con los datos de la tabla y el polinomio ajustado.

. Es ampliamente aceptado que la tasa de crecimiento de bacterias respecto de tiempo
es proporcional al nimero de bacterias presente en el cultivo. El factor de propor-
cionalidad, C', no es constante y estd relacionado con unas constantes M y k, que

dependen del tipo de bacterias, y de ¢, la cantidad de comida, del modo siguiente
1 k1 1

C Mg M

41

Haz una estimacién de los valores de estas constantes M y k a partir de los datos
de la tabla siguiente

¢| 7 9 15 25 49 75 150
C 1029 037 048 0.65 080 0.97 1.07

. Interpolad la funcién

1
f(7):m7

de dos modos, primero un conjunto de puntos =, = =5+ n, y, = f(z,) con n =
0,1,2,...,10, y luego utilizando otro conjunto de puntos, x, = 5 cos(rn/10), y, =
f(zn) conn=0,1,2,...,10. Utilizad un polinomio de grado 9 para la interpolacién
de la funcon. Realizad una grafica con las dos interpolaciones y los valores de la
funcién.
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Practica 5

Raices de ecuaciones, integrales y
ecuaciones diferenciales

En esta préactica presentaremos algunas funciones disponibles en Matlab para realizar
calculos aproximados.

5.1. Bisqueda de raices

Supongamos que se buscan raices de la funcién

1 1
—6
(@032 4001  (z-0972104

flz) =

Primero se dibuja la funcién junto con el eje de las z-s, para ello, primero se define la
funcién

function y=func(x)
% funcion de la que se quiere buscar la raiz
y =1/((x-0.3).72 +0.01) + 1/((x-0.9).72 + 0.4)- 6;

y se utiliza la funcién fplot( ), del siguiente modo:
fplot (’func’, [0 2])
hold on

fplot (’0’, [0 21, ’g’)
hold off
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obteniendo

Observamos que tiene un cero cerca de = = 0,8. Se puede mejorar la precision de esta
raiz con la funcién fzero( ), asi escribimos

fzero(’func’, 0.8)
obteniendo el valor z = 0,8222.
Supongamos ahora que queremos obtener una raiz del sistema de ecuaciones
2 2 _
z7 — 10z + 25 +8 =0,

raxi 42 — 102, +8=0. (5.1)

La siguiente funcién de Matlab es una implementacién del método de Newton para
sistemas de ecuaciones,

function [xr,k]=newtonsi(x,tol,imax)

Tl oo ToTo T o o oo o o o T T T oo oo o o o o o o o o e

% Metodo de Newton para sistemas de ecuaciones
% Uso: [xr,k]=newtonsi(x,tol,imax)

% Input:
% x = vector x1,x2,...,xn inicial,
% tol=tolerancia

% Se ha de disponer de las funciones:
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yA f.m funcion y=f(x) donde se define el sistema
yA jac.m funcion df=jac(x) donde se define la matriz
% derivada del sistema.

% Output: xr= raiz, k= numero de iteraciones.
oo Tolotolo oo o oo olotato oo o o oo o olado o ola o oo s o o sads o ladode oo oo
k=1;
epi=1;
x1=x;
while norm(epi)>tol
x=x1;
fxn=f (x);
axn=jac(x);
epi=axn\fxn’;
x1=x-epi’;
k=k+1;
if k>imax
disp(’no converge’)
break
end
end
xr=x1;

Esta funcién usa dos funciones auxiliares, f.m y jac.m donde se definen la funcién que
define el sistema de ecuaciones y la matriz derivada de esta funcion, respectivamente. Para
el problema (5.1) estas funciones son de la forma

function y=f(x)

% funcion para utilizar con newtonsi.m
y(1)=x(1)"2-10%x (1) +x(2) "2+8;
y(2)=x(1)*x(2) "2+x(1)-10*x(2) +8;

y

function df=jac(x)

% matriz jacabiana para usar con newtonsi.m
df (1,1)=2%x(1)-10;

df (1,2)=2%x(2);

df (2,1)=x(2)"2+1;

df (2,2)=2*x (1) *x(2)-10;
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Una vez se escriben estas funciones en sus correspondientes ficheros, podemos ejecutar
la instruccién [xr,k]=newtonsi([0 0],1.e-5,100), obteniendo como resultado la raiz
xr= [1,00, 1,00] en k= 10 iteraciones.

5.2. Integracion aproximada

Para el céalculo aproximado de integrales definidas el Matlab tiene implementadas las
funciones trapz, quad y quads.

Si queremos calcular

T

/05 sen(z)dx |

podemos escribir

x=0:pi/10:pi/2;
y=sin(x) ;
integral=trapz(x,y)

La funcién trapz( ) utiliza el método de los trapecios basado en la divisién utilizada
para definir el vector x.

Otras posibilidades son
integral=quad(’sin’,0,pi/2)
o bien,

integral=quad8(’sin’,0,pi/2)

5.3. Ecuaciones diferenciales

El Matlab tiene implementadas, entre otras, las funciones ode23 u ode45, que permiten
resolver problemas de valores iniciales asociados a ecuaciones diferenciales ordinarias.

Supongamos que se quiere resolver un problema de valores iniciales asociado a un
oscilador de Van der Pol )
dx

d
ﬁfy(lfx2)—x+x20.

dt
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Primero se ha de expresar la ecuacién diferencial en forma normal, esto es, se introducen

las variables y; =z y yo = Z—f, con lo que se tiene el sistema de ecuaciones
dy
i Y2,
dys
o = Y- yy2 — v -

Luego en un fichero se contruye una funcién con la siguiente estructura

function yprime=vdpol(t,y)
% devuelve las derivadas del oscilador de Van der Pol
% se escoge mu = 2
mu=2;% se suele elegir 0 < mu < 10
yprime = [ y(2);
mux (1-y(1)"2)*y(2) - y(1) 1 ;

Luego se puede calcular el problema de valores iniciales asociado al oscilador de Van
der Pol con las condiciones iniciales y1(0) = 1, y2(0) = 0 para ¢ € [0,30] de la forma
siguiente
[t,y]l=0de23(’vdpol’, [0,30],[1;0]);

y para dibujar las soluciones hacemos lo siguiente:
yi=y(:,1);

y2=y(:,2);

plot(yl,y2) ’% diagrama de fases

El funcionamiento de la funcién ode45 es totalmente similar.

5.4. Ejercicios

1. Los problemas relacionados con la cantidad de dinero requerida para pagar una
hipoteca en un periodo fijo de tiempo involucran una férmula de la forma,

A:?[lf(lJﬂi)‘"] )
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conocida como ecuacion de anualidad ordinaria. En esta ecuacién, A es la cantidad
de la hipoteca, P es la cantidad de cada pago, e i es la tasa de interés por periodo
para los n periodos de pago.

Suponed que se necesita una hipoteca de 120.000 euros de una casa sobre un periodo
de 30 anos, y que la persona que pide el préstamo no puede hacer pagos de mas
de 1500 euros al mes. ;Cudl es la tasa méxima de interés que esta persona puede
pagar?.

. Obtén las raices de la ecuacién

= az’sen(z)

comprendidas en el intervalo [0, 10].

. La concentracién de una bacteria contaminante en un lago decrece segiin la expresion

c(t) = 80e™ + 20705 |

siendo t el tiempo medido en horas. Determinar el tiempo que se necesita para que
la concentracién del ntimero de bacterias se reduzca a 7.

. La temperatura de un cierto gas en grados Kelvin, varia con el tiempo segin la

expresion
2mt
T(t) = 400 4 200 cos <@> ,

mientras que su presion en atmosferas es de la forma

P(t) = exp Cﬁ) 4

Calcular para qué valor del tiempo el volumen molar es de 50 litros si R = 0,082051-atm /K.
El volumen se puede calcular utilizando la ley de los gases perfectos

_ AT

v
P

. El volumen V' de un gas en funcién de la presién P ejercida por un pistén viene

dada en la tabla siguiente

P| 60 80 100 120 140 160 180
V[80.0 692 600 520 450 386 325
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Calcula el trabajo necesario para disminuir V' de 80 a 32.5,

80
W = PdV .

32,5

. Se tiene que construir una hoja de techo corrugado usando una maquina que compri-
me una hoja plana de aluminio convirtiéndola en una cuya seccién transversal tiene
la forma de una onda senoidal. Supongamos que se necesita una hoja corrugada de
50 cm de longitud y que cada ondulacién tiene una altura de un cm respecto de la
linea horizontal y un periodo de 27 cm. El problema de encontrar la longitud de la
hoja inicial viene dado por la integral

50
L= / V14 cos?(z) dx .
Jo

Estimad esta longitud utilizando Matlab.

. Calcular aproximadamente el valor de
/ > cos(2x)
o cosh(z)’

y compararlo con el valor exacto, § sech(m).

. Se quiere saber la cantidad de calor que se necesita para aumentar la temperatura
de una masa m = 200g de la temperatura 77 = —100°C a T5 = 200°C, si sabemos

que
T

cantidad de calor = m o(T)dr
Ty

y tenemos la siguiente tabla de temperaturas y capacidades calorificas

T| -100 -50 0 50 100 150 200
c |0.11912 0.12427 0.13200 0.13987 0.15032 0.15544 0.17408

. La intensidad de un circuito RCL con una fuerza electromotriz E(t) viene dada por
la ecuacién diferencial " .
L—+RI+Q=E().
i TR+ FQ=E@)
Supongamos que se tiene una resistencia de 22, un condensador de 1 F y una
autoinduccion de 0.5 H. Si la fuerza electromotriz del circuito es de la forma E(t) =

5sen(t). Sabiendo que se cumple la relacién

aQ _

=1
dt

)
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10.

11.

que el condensador en el tiempo ¢t = 0 estd descargado, y que inicialmente no
pasa corriente por el circuito, obtener la evolucién de la intensidad en una rama
del circuito en funcién del tiempo desde ¢ = 0 a t = 1 segundos, y la carga del
condensador a los 0.5 segundos.

Supongamos que en un reactor tiene lugar la reaccion
Hy(g) + Bra(g) — 2HBr(g)
cuya ley de velocidades es de la forma

1 d[HBx]
2 dt

= [Hy][Bra]?

Suponiendo que la evolucién de la concentraciéon de Bry en el reactor sigue una ley
de la forma
[Bro] =5In(1+1¢) ,

y que se mantiene la concentracién de hidrégeno constante [Ha] = 5. Si inicialmente
no hay HBr, calcular la concentracién de HBr a los 5 segundos de iniciada la reaccién.

La poblacién de una especie sigue la siguiente ley
yl = 7075?3/ - 0704?/2 )

donde ¢ se mide en dias e y(¢) en millones. Sabiendo que hoy la poblacién de esa
especie es de 30 millones:

a) ;Cuantos individuos habrd pasada una semana?.

b) i Ctando se alcanzaran los 5 millones de individuos?.
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Practica 6

Sistemas dinamicos lineales

El Matlab dispone de ciertas funciones que permiten analizar el comportamiento de
sistemas dindmicos y transformar estos modelos en las diferentes representaciones que
suelen aparecer en los procesos que involucran problemas de control.

Antes de plantearnos este tipo de problemas vamos a estudiar algunos comandos que
nos seran de utilidad.

6.1. Valores y vectores propios

El comando que nos permite encontrar los valores propios y vectores propios de una
matriz cuadrada A es eig(A).

Si queremos obtener los valores propios y los vectorespropios de una matrix A debe-
remos realizar la siguiente asignacién

[X,Dl=eig(A)

como resultado se obtienen dos matrices, X y D. En las columnas de X se tienen los
vectores propios correspondientes a los valores propios que aparecen en la diagonal de la
matriz D.

Ejemplo: Sea

1314
1 21

A= 0
2111
001 2

o1

Después de asignar la matriz A, para obtener sus valores y vectores propios ejecutamos
el comando

[X,Dl=eig(4)

obteniendo

0.6993 0.3698+0.6093i  0.3698-0.60931  -0.0000
0.4203 -0.3769-0.23681 -0.3769+0.2368i  -0.5774
0.5426 0.1717-0.48631i  0.1717+0.48631  -0.5774

0.1995 -0.1111+0.12441 -0.1111-0.1244i 0.5774

4.72000 0 O
0 -0.8600+1.17431 0 O
0 0 -0.8600-1.17431 O

0O 0 O 1.0000

6.2. Ecuacion caracteristica

Las raices de la ecuacién caracteristica de una matriz A coinciden con los valores
propios de A. Los coeficientes del polinomio caracteristico de A se obtienen con el comando
poly(A). Asi utilizando, para el ejemplo anterior, el comando

p=poly(d)

obtenemos
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1 -4 -3-4 10
indicdndonos que el polinomio caracteristico de A es

P =X —4X* —3)2 —4X + 10 .

Las raices del polinomio caracrteristico se obtienen mediante la funcién roots( ).
Asi la funcién

raices=roots(p)
da como resultado

4.7200
-0.8600+1.17431
-0.8600-1.17431
1.0000

que coinciden con los valores propios de A.

Se puede reconstruir el polinomio a partir de sus raices haciendo

p=poly(raices)

6.3. Descomposicion en fracciones simples de expre-
siones racionales

Si consideramos una funcién de racional

by s™ b’n—l b"_’ b"
G(S): 18" + b s + + 15 + al#o.

— b
18" + ags" 4 4 ap_18 + a,

su numerador y denominador los podemos representar mediante los vectores

num = [bla sz 7bn}7

den

[a1; az, ..., an).
El comando

53

[r,p,kl=residue (num,den)

nos proporciona los datos de la descomposicién en fracciones simples, donde en el vector
r tenemos los numeradores de las fracciones, en el vector p los polos del sistema y en k el
valor de la divisién exacta.

Si las raices del denominador o polos son de multiplicidad mayor que uno, deberemos
tener cuidado a la hora de interpretar la respuesta de Matlab ya que la descomposicién
incluird términos de la forma

Ty + Tj+1 o Tj+n—1
s=pj  (s—p) (s=p)"’

siendo n la multiplicidad de la raiz p;.

El proceso contrario, es decir, dada una descomposicién en fracciones simples obtener
una expresién racional adecuada se realizara con el comando

[num,den]=residue(r,p,k)

Ejemplo: Dada la funcién racional
254552 +35+6
83+ 652411s+6

asignamos el numerador y el denominador y aplicamos el comando anterior

G(s)

nun=[2 5 3 6];
den=[1 6 11 6];
[r p k]l=residue(num,den)

obteniendo el resultado

r =
-6.0000
-4.0000
3.0000

-3.0000
-2.0000
-1.0000

2.0000
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Como se puede observar todas las raices son simples y, por tanto, la descomposicién

es de la forma
6 4 3

— — 2.
s+3 s+2+s+1+

G(s) =
Si aplicamos el comando al contrario, se tiene
[num,den]=residue(r,p,k)

num =
2.0000 5.0000 3.0000 6.0000

den =
1.0000 6.0000 11.0000 6.0000

Consideremos ahora la funcién racional

s+ 2
F S)= —FFV——7—FF—
(s) 34252+ s
aplicando el comando residue( ) tenemos
num=[1 2];
den=[1 2 1 0];
[r,p,k]=residue (num,den)
obteniendo los resultados
-2 -1
r=1|-11], p=|-1|, k=]
2 0
Se puede observar que la raiz s = —1 es doble y por lo tanto, el resultado se interpre-
tard como sigue
—2 -1

+—+—.
s+ 1 (5+1)2 S

6.3.1. Conversion de modelos

El Matlab dispone de funciones que nos pemiten pasar de un sistema dinamico repre-
sentado en su modelo espacio-estado a un sistema representado por su funcién o matriz

%)

de transferencia. Matlab para este fin dispone de la funcién tf2ss( ). Veamos como
funciona esta funcién.

Se parte de un sistema de la forma

it = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du,
v se llega a una expresién de la forma
Y;(s) -1
=C(sl—A)"B+D.
D) (s ) +

La sintaxis de la funcién es la siguiente:
[num, den]= ss2tf(A,B,C,D,iu)

donde iu indica la coordenada asociada a cada entrada.

Ejemplo.- Dado el sistema
(?'1 _ 0 1 I + 11 (51
To —25 4 T 01 Us
Y1 _ 10 T + 00 Uy
Y2 01 T 00 U9

[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,1)

obteniendo
NUM=
0 1 -4
0 0 -25
den=
1 -4 25
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lo cual significa que obteniendo como resultado

Yi(s) s—4 Ys(s) —25

= = . A=
3 2 3 < 3 2 o
Ui(s) s*2—4s+25 Ui(s) s*2—4s+25 _14 -56 160
Si introducimos 10 0
0 1 0
[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,2)
B=
1
obtenemos 0
0
NUM=
0 1-3 c=
0 1 -25 010
den= D=
1 -4 25 0
lo que implica que una posible representacién espacio-estado del sistema es
con lo cual
Yils) 53 Yo(s) | s—25 i —14 —56 —160 ] [ 1] [ w
2 _ Ag ) 2 _ ’
Us(s) s2—4s+25 Us(s) s2—4s+25 g _ 1 0 0 2 |+ 10 up
llegando pues a que la matriz de transferencia del sistema es de la forma .
I3 0 1 0 I3 0 Uus
—4 -3
Yy _ 32j48+25 ,s2f4s+25 Uy 1
—25 —25
Yy v P Us y = [010} zy | + [0]u
T3

Por otro lado, la funcién t£f2ss( ) nos permite obtener una representaciéon espacio-
estado de un sistema dinamico a partir de su funcion de transferencia. Hay que tener en
cuenta que esta representacion no va a ser unica.

Ejemplo.- Dado el sistema dindmico cuya funcién de transferencia es

Y(s) s

U(s) s34 1482 + 565 + 160

podemos introducir
num=[0 0 1 0];

den=[1 14 56 160];
[A,B,C,D]=tf2ss(num,den)
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6.4.

Ejercicios

1. Un modelo matematico de la fermentacién de la bacteria Pseudomonas ovalis, que

produce acido glucénico es de la siguiente forma

% = b1y1(1*%)7

% _ ;’;i—lyy‘z—o,gso%wz,

% = bsy,

% — 101 <%) : (6-1)

donde,

y1 = Concentracién de células.

y2 = Concentracion de gluconolactona.

y3 = Concentracion de acido glucénico.

y4 = Concentracién de glucosa.

las constantes by, . . . , bs son parametros del modelo, que dependen de la temperatura
y el pH. Para las condiciones experimentales de 30°C y pH=6.6 los valores de los
pardmetros son

by by b3 by bs
0.949 | 3.439 | 18.720 | 37.510 | 1.169

Obtener el estado estacionario del sistema.
Dado un sistema dindmico .
¥ =FZ),
se puede linealizar alrededor del estado estacionario, Z°, como
(AZ) = DF(°)AZ

donde AZ es una perturbacion y DF (°) es la matriz derivada de Fenel punto #°.
Se pide, linealizar el sistema (6.1) alrededor del estacionario y discutir su estabilidad.

2. Dadas las funciones de transferencia

Y(s) 25 +4

U (s)  s3+1382+7s+4

Y(s) 3 +4s+2

Us(s) = s34+13s2+7s+4
59

Descomponedlas en fracciones simples y ver si el sistema dindmico asociado es o no
estable.

. De un sistema dindmico se sabe que su funcién de transferencia es de la forma

1

H(s) = 24095 0,1

Discutid la estabilidad del sistema. Obtened unas ecuaciones para el sistema en el
dominio temporal y estudiad la respuesta del sistema a una entrada de la forma
u(t) = sen(t), suponiendo condiciones iniciales nulas.

. Obtened la matriz de transferencia del sistema espacio-estado

Z'(t) = Az(t)+ Bult)
y(t) = Cuz(t) + Du(t)

donde

0 1 0 0

Lo 0 1
o 0 o0 1
| —100 —80 —32 -8
[0
0

B — , 0:[1 00 0], D=0.
5
60

5. Se tienen dos reacciones quimicas consecutivas

A — B, Con constante k;

B — C, Con constante ks

de las que se conoce que la evolucion en el tiempo de la concentracion de la especie
B viene dada por los valores

t |0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 5 10
[B] | 0| 1.003 | 1.500 | 1.725 | 1.815 | 1.820 | 1.782 | 1.505 | 0.892
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La evolucién de las concentraciones de A y de B en funcién del tiempo vienen dadas
por las ecuaciones

aA

el —k 4],

A i)+ k),

AI0) = 410+ B0+ €10 (62)

Del sistema se conoce que ky € [0,1] y k2 € [0,0,5], y que inicialmente se tiene una
concentracién de [A](0) = 8 moles. Se pide:
i) Estimar los valores de k1 y ko que ajusten los datos experimentales.

ii) Obtener la evolucién en el tiempo de las concentraciones de las distintas especies
que intervienen en las reacciones, con estos datos.

iii) Si al cabo de 3 seg. de iniciada la reaccidn, se afiaden 2 moles de de B, ;Como
seria la evolucién de las concentraciones de A, B y C' a partir de ese tiempo?.

iv) Escribir el sistema (6.2) en forma matricial, obtener los autovalores de la matriz
del sistema y discutir la estabilidad del mismo.

. Un proceso quimico tiene lugar mediante dos reactores en serie en dos etapas segun

muestra la ﬁgura
Co C C
G](S) GZ (S)

donde 1 1
Ci(s) = ——— Gh(s) = ——— |
1(6) T1(5 4 ar) 2(s) (s + az)
siendo a; = k’;:l Si 71 = 8 min., 7, = 10 min., k; = 0,01 min~! y ky = 0,09 min~! se
pide:

i) Obtener la funcién de transferencia del sistema global.
ii) Obtener la ecuacién diferencial asociada al sistema.

iii) Estudiar la evolucién de Cy(t) sabiendo que la entrada Cy(t) es de la forma
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Co(®)
4
48 B ey
7. Dado el sistema
Ty = —I1 — X9+ U+ U
iz = 6,5.’[1 + uq
B =
Y2 = 22

Obtener su matriz de transferencia y discutir su estabilidad. Utilizar la funcién
step() de Matlab para estudiar la respuesta del sistema a entradas dadas por
funciones escalén.

. De un sistema dindmico se sabe que su matriz de transferencia es de la forma

s+4
SZ s =
G(s) = + fzgr 25
s2+4s+25
Utilizar la funcién tf2ss() de Matlab para obtener una representacion espacio-
estado del sistema. Obtener la evolucién de las salidas del sistema si se tiene una
entrada de la forma
u(t) = sen(nt) + cos(mt)

para t € [0, 10].

. Se tiene una reaccién de primer orden que tiene lugar en una bateria de 4 reactores

dispuestos en serie. La reaccién tiene una constante de velocidad k = 0,097 min~! y
un tiempo de residencia de 7 = 8 min. La funcién de transferencia de los reactores

es de la forma 1
Gis)= ——, i=1,2,34,
T(s+a)

donde a = %

Si se mantiene la concentracién de entrada al primer reactor constante [Cy] = 10,
estimar el estado estacionario para la concentracion del cuarto reactor y el tiempo
necesario para alcanzar dicho estacionario.
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Disenar distintos controles para el sistema de forma que el tiempo que tarde el
sistema en alcanzar el estado estacionario se haga la mitad y el doble.
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Practica 7

Ecuaciones en diferencias

En esta practica utilizaremos el Matlab para estudiar la solucién de algunos problemas
asociados con ecuaciones y sistemas de ecuaciones en diferencias.

7.1. Problemas de valores iniciales

La evolucién del ntiimero de individuos de algunas especies se puede modelizar para
las distintas generaciones mediante una ecuaciéon en diferencias, denominada ecuacion
logistica, y que es de la forma

Tpy1 = bxp (1 — ) (7.1)

donde b es un parametro que puede tomar distintos valores, y x, es una funcién que
describe el nimero de individuos en cada generacién, normalizado de tal manera que
z, € [0,1].

Trataremos de estudiar utilizando el Matlab el comportamiento de la solucién de la
ecuacién (7.1) para distintos valores del pardmetro b.

En primer lugar escribimos una funcién de Matlab de la forma
function x1=logistica(x0,b)
% Funcion logistica

x1=b*x0* (1-x0) ;

Suponemos una poblacién inicial de xy = 0,5, fijamos b = 2,9 y estudiamos la evolucién
de la poblacién para 150 generaciones. Para ello, se utilizan las instrucciones
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b=2.9;

x0=0.5;

x=[x0];

for i=1:150
x=[x,logistica(x(i),b)];

end

plot(x,’-0’);

obteniendo como resultado

o. . L L L . L L
20 a0 60 80 100 120 140 160

Figura 7.1.- Evolucién de la ecuacién logistica. b = 2,9.

Si repetimos el proceso con b = 3,1 se obtiene el siguiente comportamiento

Figura 7.2.- Evolucién de la ecuacién logistica. b = 3,1.
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observandose que la poblacién tiene dos estados, y por tanto la solucién es periédica de
periodo 2. Si tomamos b = 3,6 obtenemos la siguiente evolucién

o. N L L . . L L
(] 20 a0 60 80 100 120 140 160

Figura 7.3.- Evolucién de la ecuacién logistica. b = 3,6.

asi, la solucién obtenida ya no tiene un patrén reconocible y se dice que el sistema ha
entrado en el régimen cadtico.

Pasaremos a estudiar ahora un problema de valores iniciales asociado a una ecuacién
en diferencias de orden superior como el siguiente

Tpgo — 20np1 +2p + (0270) 200, =0, mo=1, 27 =1. (7.2)

Este problema se puede abordar reabjando el orden de la ecuacién de forma similar a
como se hace en las ecuaciones diferenciales. Para ello, introducimos una funcién auxiliar

Tnt1 = Yn

y, por tanto, el problema (7.2) es equivalente al sistema

Tn+1 = Yn
Yn+1 = (2 - (0727T)2)yn — Tn

con las condiciones zg = 1, yo = 1. Para estudiar la evolucion del sistema podemos utilizar
las siguientes instrucciones de Matlab
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x=[x0]; Llamando a = (2 — (0,27)?) y teniendo en cuenta las condiciones zg = 0y 1o

y=[y0]; podemos escribir las ecuaciones (7.3) matricialmente de la forma

for i=1:30 - 1.1 T o

of(:l[x y?i)] . —a 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

y=Ly, (2-(0.2%pi) "2)*y (i) -x()]; l =« 1 0 0 0 0 0 0 T2 0

end 0 1 —a 1 0 0 0 0 0 T3 0

plot(x,’-0); 0 0 1 —a 1 0 0 0 Ty 0

0 0 0 1 - 1 0 0 0 s | = 0

obteniendo la grafica ¢ .

0 0 0 0 1 —a 1 0 0 T 0

* 0 0 0 0 0 —a 1 0 T 0

0 0 0 0 0 1 —a 1 Ty 0

0 0 0 0 0 0 0 1 —«a Tg -1

Para resolver este sistema utilizamos las instrucciones

vi=ones(1,8);

v2=-(2-(0.2*pi) "2)*ones(1,9);
A=diag(v2)+diag(vl,-1)+diag(vl,1);
b=zeros(9,1);

b(9)=-1;

L8 s ) s 2 P w0 = solu=A\b;

solu=[0;so0lu;1]

plot(solu,’-0’);

Figura 7.4.- Evolucién de z,,.

obteniendo el resultado
7.2. Problemas de contorno

Otro problema relacionado con las ecuaciones en diferencias de orden superior, son los
problemas de contorno. Por ejemplo, supongamos que nos dan la ecuacién

Tnt2 — (2 - (0727T)2)In+1 +z,=0,
con las condicones zg = 0 y 190 = 1, y nos piden calcular x, zs, . .., 9. Para resolver este
problema planteamos las ecuaciones resultantes paran =0,1,...,8.
xo — (2= (02m)H)x; + 25 =0
a1 = (2= (0,2m)%) 2y + 23 = 0

e 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(7.3)
w8 — (2= (0,27m))wg + 210 = 0 . Figura 7.5.- Solucién del problema de contorno.
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7.3. Ejercicios

1. Dado el problema de valores iniciales

9
Tn+ D (054 5)T0; =0,
j=1
con z; =14, 1=0,...,8. Calcula una expresién analitica para la solucién del proble-

ma.

2. Obtén el valor de b en la ecuacién logistica para que se obtenga como estacionario
una poblacién con 4 estados.

3. Analiza la estabilidad de la ecuacién
Tnyo + (@ — Dy +0,25(0% — 200+ )2, =0,

en funcién de los valores de a. Toma un valor de « para el cual la ecuacién sea
estable y estudia la evolucién de la ecuacién

Tnyo + (= Dxyyy +0,25(a® = 2+ D, = n(1 — 6(n — 10))

donde 0(k) es la funcién paso de Heaviside discreta, definida como

ik >
ok) 1 s%k’fO
0 sik<0

y suponemos como condiciones iniciales zo = 0, x; = 0.

4. La ecuacion de la transmisién del calor en una varilla que se calienta, en una cierta
aproximacion, se puede escribir como el modelo en diferencias siguiente

Tpt1 — 22, + 21 +0,3=0.

Sabiendo que las temperaturas en los extremos son xg = 1 y x99 = 10. Obtén las
temperaturas en los puntos intermedios, x, Zs, ..., Z19.
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Practica 8

Calculo simbdlico, derivacién e
integracion con MatLab. Aplicacion
a la variable compleja.

El objetivo de esta practica es utilizar el paquete MatLab para el célculo integral,
tanto en variable real como en variable compleja. Para ello serd util hacer uso del célculo
simbdlico. Este nos permitird resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones, manipular
expresiones algebraicas, calcular derivadas e integrales, trabajar con series, etc...

8.1. Calculo simbdlico.

El cdlculo simbdlico es una forma de calcular que tiene el MatLab que permite la
introduccién de funciones, expresiones algebraicas y su posterior manipulacién para sim-
plificarlas, derivarlas, integrarlas, etc.

Para trabajar de manera simbdlica, el MatLab necesita que previamente definamos to-
das las variables como simbolicas, para ellos utilizaremos el comando sym(’expresién’),
como veremos a continuacion.

Antes de empezar a trabajar de manera simbdlica detengdmonos a comprobar que
ocurre cuando tratamos de escribir una funcién en el MatLab directamente sin célculo
simbdlico. Si introducimos

f=x"2
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obtenemos el siguiente mensaje de error:
7?77 Undefined function or variable ’x’
Hagamos ahora lo mismo pero definiendo previamente la variable x como simbdlica:

x=sym(’x’) ;
f=x"2

en este caso el MatLab acepta la definicién de £ como funcién de x y podremos, por lo
tanto, utilizarla como tal como veremos mas adelante.

También podemos definir una o varias variables como simbdlicas con el comando syms
de la siguiente manera:

X=Syms X;
o0, en el caso de varias variables, separando éstas mediante espacios:
syms X y z;

Con esto podemos hacer diferentes manipulaciones algebraicas de expresiones po-
linémicas, trigonométricas, logaritmicas, etc..., como simplificar expresiones, factorizar,

expandir, utilizando comandos como simplify, factor y expand. Veamos varios ejem-
plos:

Introduciendo el comando:
simplify((sin(x))"2+(cos(x))"2)

obtenemos la simplificacién:

Podemos factorizar un polinomio de la siguiente manera:
factor (x"3+4*x"2-3%x-18)

el cual nos da:
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(x-2)*(x+3) "2

De la misma manera podemos desarrollar una expresién algebraica utilizando el coman-
do:

expand ((x-2) "2*(x+1))
el cual desarrolla el producto obteniendo:
x"3-3*%x"2+4
Como hemos visto anteriormente, el definir una variable como simbdélica nos permite
introducir diferentes funciones dependientes de esta variable de manera que si queremos
evaluarlas bastaria utilizar el comando subs, el cual permite sustituir la variable simbdlica
por un valor numérico. Por ejemplo, la expresién:
sSyms Xx;
f=x"2+3*x+log(x) ;
subs(f,5,x);
nos da el valor numérico:
41.6094
También podemos sustituir expresiones algebraicas en las funciones. Por ejemplo si
consideramos la funcién compleja f(z) = 2z* + 2z + 14 y queremos descomponerla en su
parte real e imaginaria, podemos introducir los siguientes comandos:
syms X y z;
f=z"2+i:
simplify(subs(f,x+i*y,z))
obteniendo

X" 2-y T 2+2kykxki+i

Esta ultima expresion se puede ver mas comodamente en forma matemaética con el coman-
do pretty:
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pretty (x"2-y 2+2%y*x*i+i)

el cual da
22 —y? —2ayi4i.

Combiene recordar para el cdlculo en variable compleja utilizando MatLab que todas
las funciones elementales que tiene implementadas permiten trabajar en variable compleja,
por el ejemplo, las funciones trigonométricas:
sin(2+3%1)
dara directamente como resultado:

9.1545 - 4.16891

Anélogamente para las funciones hiperbdlicas, exponencial, etc.

En el caso de funciones multivaluadas para los niimeros complejos, como puede ser el
logaritmo, el MatLab tan sélo calcula su parte principal. Asi por ejemplo, la expresién:

log(1/2 + sqrt(3)*i/2)
devuelve el resultado:
1.047211i
Por tltimo, volviendo al calculo simbdélico, comentar que hay comandos en el MatLab
que estan definidos tanto para célculos numéricos como para simbdlicos, con definiciones
diferentes segtn el caso. Por ejemplo el comando diff calcula la derivada de una funcién
en el célculo simbdlico, como podemos ver haciendo
help sym/diff
mientras que

help diff

nos dard su utilidad en el calculo numérico.
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8.2. Resolucién de ecuaciones

Antes de pasar a ver como derivar e integrar funciones de forma simbdlica utilizando
MatLab, veamos cémo calcular la soluciéon de una ecuacion o sistema de ecuaciones. Para
ello, utilizaremos el comando solve como vemos en los siguientes ejemplos.

Introduciendo el comando
solve(’x"2-2*x-3’)
obtenemos las raices:

[-1]
[ 3]

También podemos utilizar aqui el comando vpa para obtener las raices de una ecuacién
controlando el nimero de decimales que aparecen:

vpa(solve (’x"3+2xx+24=0’),10)
dard como raices:
-2.653912571

1.326956286 - 2.698599443i

1.326956286 + 2.698599443i

Trabajando en variable compleja, el comando solve nos servird para para encontrar

todas las raices n—ésimas de un ntimero complejo zy, ya que éstas se pueden obtener
resolviendo una ecuacién de la forma:

z"n-z_{0}=0 .

Asf si, por ejemplo, queremos calcular las raices quintas del ntimero imaginario , al
introducir

i~(1/5)
obtenemos el resultado
0.9511+0.30901
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que corresponde Unicamente a su parte principal. Sin embargo, si queremos obtener las
cinco raices quintas del nimero i, tendremos que resolver la ecuacién z° —i = 0 . Por
tanto introduciremos el comando:

numeric(solve(’z"5-1=0"))
para obtener las cinco raices correspondientes:
-0.9511+0.30901
-0.5878-0.80901
0.5878-0.80901
0.9511+0.30901
0+1.00001

Por tltimo, si queremos resolver un sistema de ecuaciones, la manera de introducirlo
serfa:

[x,y,z]=solve (’x+y-3%i*z=0,x-3xy+2*z=1,x-y-z=2",°x,y,2’)
cuya solucién resulta:
13/10 - 9/10%*i

= -11/50 - 27/50%1
z = -12/25 - 9/25%i

< X
o

v obteniendo la representacién real de estas fracciones con el comando numeric tenemos:
numeric(x)
resulta

1.3000 - 0.90001

y analogamente para las otras dos variables.

5

8.3. Derivacién simbdlica con MatLab

Como hemos visto anteriormente, el comando diff nos permite calcular derivadas de
funciones con el MatLab. Para ello debemos escribir diff (funcién, variable, n), donde la
n indica el orden de la derivada que queremos realizar. Por defecto el MatLab toma n = 1
si no introducimos dicho nimero.

Asi por ejemplo, para funciones de una unica variable, podemos introducir:
syms Xx;

f=x"3+2%x;
diff (f)

y obtenemos

3%x72+2;

que es la primera derivada respecto de z de f(z) = 2® + 2. Si escribimos:
diff(f,x,3)

obtenemos 6, que la tercera derivada respecto de = de f(z).

Para funciones de varias variables, las derivadas parciales se pueden calcular con
MatLab del mismo modo. Por ejemplo, podemos escribir expresiones como:

syms X y;
f=(x"2+y"2)/(x-y);
g=diff (f,x,2)
h=diff (f,y,2)
k=diff (diff(f,x),y)

para obtener las derivadas parciales segundas de f(z) correspondientes.

Notad que el comando syms x o syms x y de los ejemplos anteriores podria ser supri-
mido si en su lugar utilizamos el comando diff como diff (’funcion’,’variable’,n).
Con los argumentos funcion y variable entre comillas, ésto evita el definir previamente
las variables como simbdlicas. Por ejemplo podemos escribir:

clear
diff (’cos(4*x)’,’x’,3)
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para que calcule la derivada tercera de la funcién f(z) = cos(4x).

El célculo de derivadas parciales resulta titil en el caso de funciones de variable comple-
ja ya que, descomponiendo la funcién compleja en las funciones de dos variables parte real
y parte imaginaria, podemos comprobar si se verifican o no las condiciones de Cauchy—
Riemann.

8.4. Integracion simbdlica con MatLab

El MatLab permite calcular integrales analiticas y numéricas. De hecho puede calcular
primitivas de funciones, asi como realizar integrales definidas e impropias.

El comando a utilizar es el comando int (funcion,variable,a,b), siendo a y b los
extremos de integracién en el caso de integrales definidas. Si la funcién es de una tnica
variable podremos omitir ésta en el comando y si prescindimos de los limites de integracion,
calcula una primitiva del integrando.

Como en el caso de las derivadas, podremos omitir la definicién de las variables como
simbdlicas si introducimos los argumentos funcion y variable entre comillas.

Por ejemplo, la instruccion:
int(’cos(4*x)’)
nos da el resultado

1/4%sin (4*x)
/8
La integral definida / cos(4z)dzx se calcularfa del siguiente modo:
0

int(’cos(4*x)’,0, pi/8)
obteniendo el resultado:
1/4
Existen integrales que el MatLab no puede calcular, por ejemplo:
int(’sin(x)/x’)

7

no obstante, podemos evaluar integrales definidas de estas funciones utilizando el comando
numeric, el cual permite transformar una variable simbdlica en numérica. Es decir, en
este caso el comando numeric permite evaluar numéricamente la integral. Por ejemplo, el
comando:

numeric(int(’sin(x)/x’,2,3))
da como resultado:
0.2432

Las integrales dobles y triples se calculan utilizando el comando int sucesivas ve-
ces teniendo en cuenta que debemos introducir correctamente los limites de integracién,
los cuales dependeran de la regién de integracién. Para obtenerlos podemos ayudarnos
del MatLab dibujando la regién correspondiente con los comandos vistos en la préactica
anterior.

Como nuestro objetivo es el calculo de integrales de funciones de variable compleja,
nos centraremos en cémo calcular este tipo de integrales curvilineas.

Recordaremos en primer lugar que la integral curvilinea de una funcién f(z) conti-
nua en un dominio D € C a lo largo de una curva suave a trozos z(t), cuya grafica C'
esta contenida en D, viene dada por

/C f(2)dz = / bf(Z(t))z’(t)dt.

Asi, si queremos calcular la integral

/ 22dz
c

siendo C' el arco de circunferencia de centro (0, 0) y radio 2 situado en el primer cuadrante
y recorrido en sentido positivo, procederemos de la siguiente manera:

Primero parametrizaremos la curva C' de la forma

z(t) = 2 cos(t)
y(t) = 2sin(t)

la cual podemos dibujar con el MatLab utilizando el comando plot visto en la practica
anterior. Su representacion nos puede ayudar a la determinacion del intervalo de variacién
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de la variable t, aunque en general no serd necesario representarla. En nuestro caso, el
intervalo de variacién de la ¢ serd [0, w/2].

Por lo tanto la integral se calculara introduciendo en el Matlab los siguientes comandos:

syms t z;

x=2%cos (t);

y=2*sin(t);

f=z"2;
g=simplify(subs(f,x+i*y,z));

int (g (diff (x)+i*diff(y)),0,pi/2)

obteniendo que el resultado de dicha integral curvilinea es

8 8.
— =t

3 3

8.5. Ejercicios

1. Construye una funcién que calcule todas las raices de orden n de un niimero complejo
z y te las de en forma de vector. Utilizala para calcular todas las raices décimas de
1.

2. Resuelve la ecuacién (2% — 27)(2° + 1) = 0.

3. Obtén la descomposicién de la funcién  f(z) = iz® + 2z en su parte real y su
parte imaginaria y comprueba si cumple las condiciones de Cauchy—Riemann. Es
holomorfa?

4. Comprueba si las siguiente funciones son holomorfas y en caso afirmativo calcular
su derivada:

5. Dibuja los puntos z =4, z = —1 414, 2 = —2i, 2 = 5 y el circuito formado por la
poligonal que une dichos puntos. A continuacién calcula, parametrizando la curva,
la integral

dz

c %
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siendo C' el circuito anterior recorrido en sentido positivo.

6. Dada la circunferencia C' de centro z = 3 y radio 1, calcula el valor de la integral

considerando C' recorrida en sentido positivo.
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