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Capítulo 1Ajuste de 
urvasEn mu
hos problemas de tipo prá
ti
o, se dispone de gran 
antidad dedatos que se pretenden ajustar mediante una fun
ión 
on po
os parámetros.Para este tipo de problemas hay que desarrollar una estrategia distinta de laseguida en el problema de la interpola
ión.Supongamos que se pretende ajustar los datos de una tabla de la formaTabla 1.1.- Tabla de datos.
x0 x1 · · · · · · xn

y0 y1 · · · · · · ynmediante una fun
ión que depende de k parámetros
y = f(x, a1, a2, . . . , ak) .Así, por un lado tenemos los datos que propor
iona la tabla

y1, y2, . . . , yn , (1.1)y por otro los valores que predi
e la fun
ión
f(x1), f(x2), . . . , f(xn) , (1.2)que se pretende que sean lo más 
er
anos posibles. Se pueden de�nir distintoserrores que miden la distan
ia entre estos dos 
onjuntos de puntos. Así elerror máximo se de�ne 
omo
E∞ = máx

0≤i≤n
|f(xi) − yi| , (1.3)2



el error medio se de�ne 
omo
E1 =

1

n + 1

n
∑

i=0

|f(xi) − yi| , (1.4)y el error 
uadráti
o medio
E2 =

[

1

n + 1

n
∑

i=0

(f(xi) − yi)
2

]1/2

. (1.5)El problema del ajuste se puede plantear 
omo el problema de bus
ar elvalor de los parámetros a1, a2, . . . , ak que ha
e mínima la distan
ia entre los
onjuntos de puntos (1.1) y (1.2). Si la distan
ia entre los dos 
onjuntos seobtiene usando el error 
uadráti
o medio, el problema del ajuste se denominaajuste o aproxima
ión de mínimos 
uadrados. Veamos algunos ejemplos.1.1. Re
ta de mínimos 
uadradosSupongamos que se quiere ajustar los datos de la Tabla 1.1 mediante unare
ta de la forma
f(x, a, b) = ax + b .El error 
uadráti
o medio para este 
aso es de la forma

E2 =

[

1

n + 1

n
∑

i=0

(yi − axi − b)2

]1/2

.Para 
al
ular a y b que hagan mínimo el error, se plantean las e
ua
ionesnormales
∂E

∂a
=

(

1

n + 1

)1/2
1

2

[

n
∑

i=0

(yi − axi − b)2

]−1/2

2
n
∑

i=0

(yi − axi − b) (−xi) = 0 ,

∂E

∂b
=

(

1

n + 1

)1/2
1

2

[

n
∑

i=0

(yi − axi − b)2

]−1/2

(−2)

n
∑

i=0

(yi − axi − b) = 0 ,
on lo que se obtiene el sistema de e
ua
iones
n
∑

i=0

yixi − a

n
∑

i=0

x2
i − b

n
∑

i=0

xi = 0 ,

n
∑

i=0

yi − a

n
∑

i=0

xi − b

n
∑

i=0

1 = 0 .3



Utilizando la Regla de Cramer obtenemos las solu
iones
a =
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∣

∣

∣

=
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(n + 1)
n
∑

i=0

yixi −
(

n
∑

i=0

yi

)(

n
∑

i=0

xi

)

(n + 1)

n
∑
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x2
i −
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∑
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xi
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n
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) (1.6)
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∣
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∣

∣

∣

=
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(

n
∑
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x2
i

)(

n
∑

i=0

yi

)

−
(

n
∑

i=0

xi

)(

n
∑

i=0

yixi

)

(n + 1)

n
∑

i=0

x2
i −

(

n
∑

i=0

xi

)(

n
∑

i=0

xi

) (1.7)Veamos un ejemplo. Dada la tabla de datos siguiente:Tabla 1.2.- Tabla de datos.
xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yi 1.3 3.5 4.2 5.0 7.0 8.8 10.1 12.5 13.0 15.6Trataremos de ajustar la nube puntos mediante una re
ta usando la apro-xima
ión de mínimos 
uadrados. Basta para ello, utilizar las expresiones (1.6)4



y (1.7) para 
al
ular los parámetros de la re
ta, obteniendo
a = 1,538, b = −0,360.En la Figura 1.1 se muestra la nube de puntos y la re
ta ajustada.
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xFig. 1.1.- Nube de puntos aso
iada a la Tabla 1.2 y su re
ta de mínimos
uadrados.Hay distintas fun
iones que se pueden redu
ir a una re
ta mediante un
ambio de variable y, por tanto, se pueden usar para ajustar los datos deuna tabla siguiendo una metodología similar a la que se ha expuesto. Comoejemplo, se muestran las siguientes fun
iones:
y = a1

x + b → y = at + b , t = 1
x ,

y = d
x + c → x = d1

y − c ,
y = x

ax + b
→ x

y = ax + b ,
y = ceax → ln(y) = ln(c) + ax ,
y = cxa → ln(y) = ln(c) + a ln(x) ,
y = 1

(ax + b)2 → 1√
y

= ax + b ,5



1.2. Parábola de mínimos 
uadradosSupongamos ahora que se quiere ajustar los datos de la Tabla 1.1 medianteuna parábola de la forma
f(x, a0, a1, a2) = a0 + a1x + a2x

2 . (1.8)El error 
uadráti
o medio para este 
aso es de la forma
E2 =

[

1

n + 1

n
∑

i=0

(

yi − a0 − a1xi − a2x
2
i

)2

]1/2

.Los valores de los parámetros a0 a1 y a2 se obtienen resolviendo las e
ua-
iones normales
∂E2

∂a0

= 0 ,
∂E2

∂a1

= 0 ,
∂E2

∂a2

= 0 .que dan lugar al sistema de e
ua
iones
n
∑

i=0

yi = a0

n
∑

i=0

1 + a1

n
∑

i=0

xi + a2

n
∑

i=0

x2
i ,

n
∑

i=0

xiyi = a0

n
∑

i=0

xi + a1

n
∑

i=0

x2
i + a2

n
∑

i=0

x3
i ,

n
∑

i=0

yix
2
i = a0

n
∑

i=0

x2
i + a1

n
∑

i=0

x3
i + a2

n
∑

i=0

xn
i , (1.9)La solu
ión del sistem (1.9) nos propor
iona los parámetros de la parábolade mínimos 
uadrados.Consideremos los datos de la tabla siguienteTabla 1.3.- Tabla de datos.

xi 0 0.25 0.5 0.75 1.0
yi 1.0000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183Ajustaremos los puntos mediante una parábola. Planteando las e
ua
iones(1.9) y resolviéndolas, obtenemos
a0 = 1,0052, a1 = 0,8641, a2 = 0,8437.6



En la Figura 1.2 se muestra la nube de puntos y la parábola ajustada.
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iada a la Tabla 1.3 y su parábola demínimos 
uadrados.1.3. Ajuste no linealVeremos algunos ejemplos donde al apli
ar la metodología del ajuste pormínimos 
uadrados se obtienen e
ua
iones no lineales, que en general notienen una solu
ión analíti
a. No obstante va a ser posible estimar los valo-res de de los parámetros de las fun
iones utilizando métodos numéri
os queestudiaremos en el próximo 
apítulo.Hay mu
hos pro
esos que se pueden modelizar mediante una e
ua
ión dela forma
y(x) = C1e

λ1x + C2e
λ2x . (1.10)Piénsese, por ejemplo, en la solu
ión de una e
ua
ión diferen
ial lineal de laforma

y′′ + ay′ + by = 0 ,donde no se 
onoz
an los parámetros a, y b. Su solu
ión general será de laforma (1.10) 
on
λ1,2 =

−a ±
√

a2 − 4b

2
.
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Nos planteamos pues, ajustar una fun
ión de la forma (1.10) a los datosde la Tabla 1.1. El error 
uadráti
o medio en este 
aso es de la forma
E2 =

[

1

n + 1

n
∑

i=0

(

yi − C1e
λ1xi − C2e

λ2xi

)2

]1/2

.Las e
ua
iones normales
∂E2

∂C1
=

n
∑

i=0

(

yi − C1e
λ1xi − C2e

λ2xi

) (

eλ1xi

)

(n + 1)1/2

[

n
∑

i=0

(yi − C1eλ1xi − C2eλ2xi)2

]1/2
= 0 ,

∂E2

∂C2
=

n
∑

i=0

(

yi − C1e
λ1xi − C2e

λ2xi

) (

eλ2xi

)

(n + 1)1/2

[

n
∑

i=0

(yi − C1eλ1xi − C2eλ2xi)2

]1/2
= 0 ,

∂E2

∂λ1

= −

n
∑

i=0

(

yi − C1e
λ1xi − C2e

λ2xi

) (

C1xie
λ1xi

)

(n + 1)1/2

[

n
∑

i=0

(yi − C1eλ1xi − C2eλ2xi)2
]1/2

= 0 ,

∂E2

∂λ2
= −

n
∑

i=0

(

yi − C1e
λ1xi − C2e

λ2xi

) (

C2xie
λ2xi

)

(n + 1)1/2

[

n
∑

i=0

(yi − C1eλ1xi − C2eλ2xi)2
]1/2

= 0 ,o, lo que es lo mismo,
n
∑

i=0

yie
λ1xi − C1

n
∑

i=0

e2λ1xi − C2

n
∑

i=0

e(λ1+λ2)xi = 0 ,

n
∑

i=0

yie
λ2xi − C1

n
∑

i=0

e(λ1+λ2)xi − C2

n
∑

i=0

e2λ2xi = 0 ,

n
∑

i=0

yixiC1e
λ1xi − C2

1

n
∑

i=0

e2λ1xi − C1C2

n
∑

i=0

xie
(λ1+λ2)xi = 0 ,

n
∑

i=0

yixiC2e
λ2xi − C1C2

n
∑

i=0

e(λ1+λ2)xi − C2
2

n
∑

i=0

xie
2λ2xi = 0 .8



que es un sistema de e
ua
iones no lineales. La solu
ión de este tipo deproblemas es 
ompli
ada en general y se suele abordar mediante métodositerativos.Ejemplo 1.1 Se tienen dos rea

iones quími
as 
onse
utivas
A

k1−→ B
k2−→ Cde las que se 
ono
e que la evolu
ión 
on el tiempo de la 
on
entra
ión de laespe
ie B viene dada por los valores

t (seg) 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 5.0 10
[B] 0.000 1.003 1.500 1.725 1.815 1.820 1.782 1.505 0.892La evolu
ión 
on el tiempo de las 
on
entra
iones de A y B se puedemodelizar mediante las e
ua
iones

d[A]

dt
= −k1[A] ,

d[B]

dt
= −k2[B] + k1[A] .Se pide estimar los valores de k1 y k2 que ajusten los valores experimetalessabiendo que [A](0) = 8 moles.Solu
ión.-En primer lugar hay que resolver el problema de valores ini
iales aso
iadoa las 
on
entra
iones.De la primera e
ua
ión obtenemos
[A] = C1e

−k1t ,e imponiendo que se satisfaga la 
ondi
ión ini
ial [A](0) = 8, llegamos a que
[A] = 8e−k1t .La segunda e
ua
ión queda

d[B]

dt
= −k2[B] + k18e

−k1t .La solu
ión de la e
ua
ión homogénea es
[B]h = C2e

−k2t ,9



se prueba una solu
ión parti
ular de la forma
[B]p = αe−k1te imponiendo que sea solu
ión se tiene

[B]p =
8k1

k2 − k1
e−k1t .Se tiene pues la solu
ión general

[B] = C2e
−k2t +

8k1

k2 − k1
e−k1t .La 
onstante C2 se determina utilizando la 
ondi
ión ini
ial [B](0) = 0,
on lo que se obtiene

[B] =
8k1

k2 − k1

(

e−k1t − e−k2t
)

.Una vez hemos obtenido la forma fun
ional de la evolu
ión de la 
on
en-tra
ión de B, hemos de determinar k1 y k2 para que se la fun
ión ajuste losdatos experimentales. El error 
uadráti
o medio 
umple
E2

2 =
8
∑

i=1

(

[B]i −
8k1

k2 − k1

(

e−k1ti − e−k2ti
)

)2

,y las e
ua
iones normales son de la forma
8
∑

i=1

(

[B]i −
8k1

k2 − k1

(

e−k1ti − e−k2ti
)

)

×

×
(

− 8k2

(k2 − k1)
2

(

e−k1ti − e−k2ti
)

− 8k1

k2 − k1
tie

−k1ti

)

= 0 ,

8
∑

i=1

(

[B]i −
8k1

k2 − k1

(

e−k1ti − e−k2ti
)

)

×
(

8k1

(k2 − k1)
2

(

e−k1ti − e−k2ti
)

− 8k1

k2 − k1
tie

−k1ti

)

= 0 ,1.4. Ejer
i
ios1. Es
ribir el sistema análogo al (1.9) que se obtiene si en vez de la pará-bola (1.8), 
onsideramos un polinomo de grado k.10



2. Se tomaron los siguientes datos del 
oe�
iente de atenua
ión en fun
ióndel espesor de una muestra de ta
oniteEspesor (
m) Coe�
iente (db/
m)0.040 26.50.041 28.10.055 25.20.056 26.00.062 24.00.071 25.00.078 27.20.082 25.60.090 25.00.092 26.8Obtener la re
ta de mínimos 
uadrados aso
iada a estos datos.3. Se 
ono
e que la rela
ión existente entre el peso vivo de las larvas dela mariposa no
turna W (g) y el oxígeno 
onsumido por la larva R enml/h es aproximadamente de la forma
R = bW a .Obtener los valores de a y b a partir de los datos de la siguiente tabla
W R0.017 0.1540.087 0.2960.174 0.3631.11 0.5311.74 2.234.09 3.585.45 3.525.96 2.404. la Ley de Hooke estable
e que 
uando se apli
a una fuerza a un muellela longitud del muelle y la fuerza están rela
ionadas linealmente. De unexperimento se tienen las siguientes medidas,
F (l) l2 7.04 9.46 12.311



Obtener la 
onstante del muelle usando un ajuste de mínimos 
uadra-dos.5. Bajo 
iertas 
ondi
iones se 
ono
e que la evolu
ión de una pobla
ión
on el tiempo se puede modelizar mediante una e
ua
ión logísti
a dela forma
P (t) =

1000

1 + CeAt
.Obtener C y A para la siguiente tabla de datos

P (t) 200 400 650 850 950
t 0 1 2 3 46. Dada la tabla de mineraliza
ión del nitrógenoTiempo Nmin(días) (mg/kg)7 9.46614 8.21127 15.59041 17.61555 20.21583 21.734Obtener las e
ua
iones normales para el modelo Nmin = N0(1 −

exp(−kt)).
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