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Capitulo 1

Ajuste de curvas

En muchos problemas de tipo préctico, se dispone de gran cantidad de
datos que se pretenden ajustar mediante una funcién con pocos parametros.
Para este tipo de problemas hay que desarrollar una estrategia distinta de la
seguida en el problema de la interpolacion.

Supongamos que se pretende ajustar los datos de una tabla de la forma

Tabla 1.1.- Tabla de datos.
'CL.O xl « e . o« o o 'CL.TL
yo yl « e . o« o o yn

mediante una funcién que depende de k parametros

y = f(z,a1,a9,... a;) .

Asi, por un lado tenemos los datos que proporciona la tabla

Y1, 92, -+ s Yn (11)

y por otro los valores que predice la funciéon

fQ@), f(w2), ., fn) (1.2)

que se pretende que sean lo méas cercanos posibles. Se pueden definir distintos
errores que miden la distancia entre estos dos conjuntos de puntos. Asi el
error mdximo se define como

FEo = méx |f(x;) — v (1.3)
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el error medio se define como

y el error cuadréatico medio

Ey =

1
El:n+1;’f(x")_yi’ > (14)
1 n 1/2
— ;um) -y (15)

El problema del ajuste se puede plantear como el problema de buscar el
valor de los parametros aq, aso, ... ,a; que hace minima la distancia entre los
conjuntos de puntos (1.1) y (1.2). Si la distancia entre los dos conjuntos se
obtiene usando el error cuadratico medio, el problema del ajuste se denomina
ajuste o aproximacion de minimos cuadrados. Veamos algunos ejemplos.

1.1.

Recta de minimos cuadrados

Supongamos que se quiere ajustar los datos de la Tabla 1.1 mediante una
recta de la forma

f(z,a,b) =ax+b.

El error cuadratico medio para este caso es de la forma

Ey =

] n 1/2
n+1Z(yi—a$i—b)2

=0

Para calcular a y b que hagan minimo el error, se plantean las ecuaciones

normales

8_E
Oa

oF
0b

(
(

1
n+1

1
n+1

)
)

1/2 4

2
1/2 4

2

[ n 1-1/2 n

S (wi—az—b)°| 2 (yi—am—b) (—) =
L =0 i 1=0
[ n 1-1/2 n

> (yi — ax; — b)? (=2)> (yi—az; —b) =0,
L =0 i 1=0

con lo que se obtiene el sistema de ecuaciones

zn:yixi —aix?—bzﬂ:xi =0,
=0 i=0 =0
Zyi—ain—b21:O.
=0 =0 i=0
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Utilizando la Regla de Cramer obtenemos las soluciones
D v )
i=0 i=0
v 21
i=0

i=0
a = n n -
>t >
i=0 i=0
S Do
i=0 i=0
(n+ 1)2 Yilt; — (Z y,) (Z x,)
— =0 - =0 (1.6)
(n+ 1)2 xi — (Z x2> (Z x2>
i=0 i=0 i=0
=0 =0
b — 2:7(3 z‘Zo _
>t Yo
Z:LO Z710
D w1
i=0 i=0

S () )
s () (%)

Veamos un ejemplo. Dada la tabla de datos siguiente:

Tabla 1.2.- Tabla de datos.

z; | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yi |1.3]135142]150]70|88]10.1]12.5|13.0]15.6

Trataremos de ajustar la nube puntos mediante una recta usando la apro-
ximacion de minimos cuadrados. Basta para ello, utilizar las expresiones (1.6)
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y (1.7) para calcular los pardmetros de la recta, obteniendo
a=1,538, b= —-0,360.
En la Figura 1.1 se muestra la nube de puntos y la recta ajustada.
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Fig. 1.1.- Nube de puntos asociada a la Tabla 1.2 y su recta de minimos
cuadrados.

Hay distintas funciones que se pueden reducir a una recta mediante un
cambio de variable y, por tanto, se pueden usar para ajustar los datos de
una tabla siguiendo una metodologia similar a la que se ha expuesto. Como
ejemplo, se muestran las siguientes funciones:

y:a%—i—b — y=at+0b , t:%,
y:xfli—c — x:d%—c,
y:ﬁ — %:ax—i-b,

=™ = ()=l +ar |

y = cx® — In(y) =In(c) + aln(z) ,
y:((mcib)2 - %:ax—l—b,



1.2. Parabola de minimos cuadrados

Supongamos ahora que se quiere ajustar los datos de la Tabla 1.1 mediante
una parabola de la forma

f(z,a0,a1,az) = ag + a1z + azz” . (1.8)

El error cuadratico medio para este caso es de la forma

1/2

1
Ey = —— ; (yi — ao — a1 z; —a2$?)2

Los valores de los parametros ag a; y as se obtienen resolviendo las ecua-
ciones normales

0F, OFE, OFE,
— =0, —=0, =—=0.
aao ’ 8&1 ’ 0&2

que dan lugar al sistema de ecuaciones

n n n n
Z Z Z Z 2
Y; = Qo 1 + aq xZ; -+ (05} x;
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
_ 2 3
E Ty = CLOE $i+alg xi+a25 r;
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 2 3 n
E yiT; = ag E Ty +a; E T + ay E xy (1.9)
i=0 i=0 i=0 i=0

La solucion del sistem (1.9) nos proporciona los parametros de la parabola
de minimos cuadrados.

Consideremos los datos de la tabla siguiente

Tabla 1.3.- Tabla de datos.

T 0 0.25 0.5 0.75 1.0
y; | 1.0000 | 1.2840 | 1.6487 | 2.1170 | 2.7183

Ajustaremos los puntos mediante una parabola. Planteando las ecuaciones
(1.9) y resolviéndolas, obtenemos

ap = 1,0052, a; =0,8641, ay = 0,8437.



En la Figura 1.2 se muestra la nube de puntos y la pardbola ajustada.
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Fig. 1.2.- Nube de puntos asociada a la Tabla 1.3 y su parabola de
minimos cuadrados.

1.3. Ajuste no lineal

Veremos algunos ejemplos donde al aplicar la metodologia del ajuste por
minimos cuadrados se obtienen ecuaciones no lineales, que en general no
tienen una solucion analitica. No obstante va a ser posible estimar los valo-
res de de los parametros de las funciones utilizando métodos numéricos que
estudiaremos en el proximo capitulo.

Hay muchos procesos que se pueden modelizar mediante una ecuacion de
la forma

y(x) = CLeM® + Chet™ (1.10)

Piénsese, por ejemplo, en la soluciéon de una ecuacion diferencial lineal de la
forma
y'+ay +by=0,

donde no se conozcan los parametros a, y b. Su solucion general sera de la
forma (1.10) con




Nos planteamos pues, ajustar una funcion de la forma (1.10) a los datos
de la Tabla 1.1. El error cuadréatico medio en este caso es de la forma

n

1/2
n %1— 1 Z (yi — CreMTi — 02€Aga:i)2] |
=0

Las ecuaciones normales

n

Z (y; — CreM®i — Coet2i) (eMrmi)

Ey =

0Ey, — »
oc n /2 = v
(n + 1)1/2 [Z (yi . Cle)qa:i _ 026)‘2"31)2]
=0
y; — CreMmi — Cherami) (erawi
3E2 . ; ( 1 2 ) ( ) »
0C2 n /2~ Vo
(n + 1)1/2 [Z (yz _ 016)\1@- _ 02@)‘2%')2]
=0
OF Z (yz - 016)\1% _ 026)‘2%) (C’lxie)\lxi)
2 i=0 -
Y . =0,
(77/ + 1)1/2 [Z (yz _ Cle)\lxi _ 026)\2xi)2]
1=0
OF Z (yz — 016>\1:Bi _ 026>\2$i) (02:1:7;6>Q$i)
2 _ i=0 -
8—)\2 - n 1/2 0,
(n + 1)1/2 [Z (yZ . 016A1$i . 026A2$i)2]
=0

0, lo que es lo mismo,

i yieAm — i 2T _ C, i eMtA2)zi _ 0
A2Ti (A1+X2)z Woz; _
Z?ﬁ -G Z e Z

Z yixicle)\lxi - 012 Z 62)\1xi — 0102 Z xi@()‘lJr)‘Q)xi — O ,

=0 =0 i=0
g yla:ZCQ@Am 0102 E e()\1+)\2 02 § :xl haz; _
=0 i=0



que es un sistema de ecuaciones no lineales. La solucién de este tipo de
problemas es complicada en general y se suele abordar mediante métodos
iterativos.

Ejemplo 1.1 Se tienen dos reacciones quimicas consecutivas
k k
AL B2 C

de las que se conoce que la evolucion con el tiempo de la concentracion de la
especie B viene dada por los valores

t(seg)| 0 | 05 | 1.0 | 1.5 | 20 | 25 | 80 | 5.0 | 10

|B] 0.000| 1.003 | 1.500 | 1.725 | 1.815 | 1.820 | 1.782 | 1.505 | 0.89

La evolucion con el tiempo de las concentraciones de A y B se puede
modelizar mediante las ecuaciones

d[A]

o = TR

aB] _

TR —ko[B] + k1 [A] .

Se pide estimar los valores de ky y ko que ajusten los valores experimetales
sabiendo que [A](0) = 8 moles.

Solucién.-

En primer lugar hay que resolver el problema de valores iniciales asociado
a las concentraciones.

De la primera ecuacion obtenemos
[A] = Cle_klt >
e imponiendo que se satisfaga la condicion inicial [A](0) = 8, llegamos a que

[A] = 8e M.

La sequnda ecuacion queda

d[B] it
2 LBl + ky8e Rt
dt 2| B] + ki8e

La solucion de la ecuacion homogénea es

[B]), = Coe *2t |
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se prueba una solucion particular de la forma
_ —kqt
[Bl, = e

e imponiendo que sea solucion se tiene

8k1 —kqt
Bl,=————™
[ ]P kQ o kle
Se tiene pues la solucion general
8k
Bl = O —kot —k1t
[B] 20 7+ [—

La constante Cy se determina utilizando la condicion inicial [B](0) = 0,
con lo que se obtiene
8k
ke — Ky

[B] (e‘klt — e_kﬁ) )

Una vez hemos obtenido la forma funcional de la evolucion de la concen-
tracion de B, hemos de determinar ki y ko para que se la funcion ajuste los
datos experimentales. El error cuadrdtico medio cumple

8

Sk 2

i=1

y las ecuaciones normales son de la forma

8
L 8Ky —kiti _ —kot;
Z <[B]Z kg _ kl (6 € )) X

i=1
o _877622 (et — ghati) — Lﬁtie—km =0,
(kg _ kl) ky — k1
8
8k R
B P 1l 205
;Q] G
L A L M) N
(kz — ]ﬁ) ky — Ky

1.4. Ejercicios

1. Escribir el sistema analogo al (1.9) que se obtiene si en vez de la para-
bola (1.8), consideramos un polinomo de grado k.
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2. Se tomaron los siguientes datos del coeficiente de atenuaciéon en funcion
del espesor de una muestra de taconite

Espesor (cm) | Coeficiente (db/cm)
0.040 26.5
0.041 28.1
0.055 25.2
0.056 26.0
0.062 24.0
0.071 25.0
0.078 27.2
0.082 25.6
0.090 25.0
0.092 26.8

Obtener la recta de minimos cuadrados asociada a estos datos.

3. Se conoce que la relacion existente entre el peso vivo de las larvas de
la mariposa nocturna W (g) y el oxigeno consumido por la larva R en
ml/h es aproximadamente de la forma

R=0Ww*".

Obtener los valores de a y b a partir de los datos de la siguiente tabla

w R
0.017 | 0.154
0.087 | 0.296
0.174 | 0.363
1.11 | 0.531
1.74 | 2.23
4.09 | 3.58
50.45 | 3.52
5.96 | 2.40

4. la Ley de Hooke establece que cuando se aplica una fuerza a un muelle
la longitud del muelle y la fuerza estén relacionadas linealmente. De un
experimento se tienen las siguientes medidas,

F() 1
2 7.0
14 94
6 12.3



Obtener la constante del muelle usando un ajuste de minimos cuadra-

dos.

Bajo ciertas condiciones se conoce que la evolucién de una poblaciéon

con el tiempo se puede modelizar mediante una ecuacion logistica de

la forma

Obtener C'y A para la siguiente tabla de datos

1000

(t) = 14 CeAt ”

P(t)

200

400

650

850

950

t

0

1

2

3

6. Dada la tabla de mineralizacion del nitrégeno

Obtener las ecuaciones normales para el modelo Nmin

exp(—kt)).

Tiempo | Nmin
(dfas) | (mg/kg)
7 9.466

14 8.211
27 15.590
41 17.615
55 20.215
83 21.734
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