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Preliminares

Dada una matriz A € R"". Si Ax =Ax para A € Cy x # 0,
entonces A es autovalor de A y x su correspondiente autovector.

Los autovalores de A son las raices del polinomio caracteristico de A

P(\) = det (A — A) =0

Dos matrices A y B se dice que son similares si existe una matriz K
regular tal que
B=K1AK
Si
AX = XA

KTAKK™1X = K71XA
BK X = K71XA

Las matrices A y B tienen los mismos autovalores
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@ Si A es una matriz real y simétrica entonces se puede disgonalizar
mediante una transformacién ortogonal

KTAK =D

y los autovalores de A son reales.

o Los autovectores correspondientes a autovalores distintos son
ortogonales.
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Preliminares

Teorema (transformaciones de Householder)

Sean x e y dos vectores con la misma norma (norma 2). Entonces existe
una matriz ortogonal y simétrica, P, tal que

y = Px
donde

P:(I—2WWT) , W:Hxx—_yyﬂz

Prueba:
Se cumple w'w =1y
y=X-+cw

con ¢ = — ||x — y|,. Ademis
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w7 (x+ gaw) =wT (x = 30c=5)) = g0 (x+)

3 (Wt wT) = g (=) Tt (=)

1 T T T
TRV —y'x+x'y—y y)=0
2HX—)/Hz( )

Por otra parte

T

1 1
WTX+§CW WZO, _>WTX+§C:07 _>C:_2WTX

con lo que
y=x—-2w'xw=x—-2ww'x= (I—2WWT)X
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Preliminares

Asi, P = (/ - 2WWT) — pT.

Ademais
PPT =

(1-2m7) (1~ 2007)

| —4ww’ + dww

T

T =

ww ' =

Corolario

Se puede construir una transformacién de Householder de forma que

PkX = Pk

X1

Xk
Xk+1 =
Xk+2

Xn

X1
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Preliminares

S ha de ser tal que ||x|[, = ||y]l,,

2 _ 2 2 2
ST=Xi X+ X

Los errores de truncamiento se propagan menos si se elige
1/2
. 2 2 2
S = sign (xp+1) (Xk+1 + Xpo ot xn>
La transformacion de Householder

P=1—-2ww’

con

(0,...,0,xk+1+ S, Xk42, - - ,X,,)T

x|~
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Preliminares

R debe cumplir

R2 = (i + S+t 40
= 241S + SPH xF o+ X
= 2x415+ S?
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Calculo de autovalores

@ Se puede utilizar para calcular los autovalores de A que son las raices
de su polinomio caracteristico

P(\) = det (Al — A) =0

@ Los autovalores de A se tienen que aproximar para n > 5 (Teorema de
Abel)

@ El método es inestable numéricamente, ya que pequeiias variaciones
en los coeficientes del polinomio carcateristico puede dar lugar a un
gran cambio en sus raices.

Ejemplo: p(A\) = A0, g()\) = A1 — 10716, Las raices de p son todas
cero. Las raices de g son tales que |\| = 0,1.
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Calculo de autovalores

i Como cambian los autovalores al cambiar los elementos de matriz?

Teorema

Sea A e R"™"y Ax; = \jx; de forma que los autovectores
X = (x1,%2,... ,Xp) son linealmente independientes. Si E € R™"y )\ es
un autovalor de A’ = A+ E, entonces A tiene un autovalor de forma que

N — \i| < conda(X) || E|l,

donde
conda(X) = [|X][, HXAHz
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Método de la potencia

Definicién

Si A es un autovalor de A que es mds grande en valor absoluto que
cualquier otro autovalor, se dice que es el autovalor dominante de A. a su
correspondiente autovector se le llama el autovector dominante

o El método de la potencia es un método iterativo que permite
aproximar el autovector dominante de una matriz A
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Método de la potencia

Supongamos que los autovectores de A € R"™*" xy,... ,x, son
linealmente independientes. Entonces forman base de \.” y un vector
inicial vg se expresa

n
o=
j=1
Entonces
Axp = Nixj, Al = Xfx;
y, por tanto,

n
Vi = AkVo . ZCYJ/\JI(XJ
J=1
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Método de la potencia

Supongamos también que

Entonces

sioq;éO

(UPV)

Arl > Ao = [As[ = -+ = [An]

Vi AkVO n (/\j)k
— = —— = Q1X1 + ai | — | x;
ATk J; /)

. Vk
lim T = axt
k—o00 )\1
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Método de la potencia

Algoritmo de la potencia

u=\vwv
Para k=0,1,2,...
v=Au

[m, j] = max(abs(v))

Y=V
Test de parada

end para

@ La velocidad de convergencia del método depende de la magnitud del
cociente A\p/\1. Cuanto mds cercano a 1 sea el cociente mas lenta
serd la convergencia.
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Deflaccion

Deflaccion
Supongamos que se conoce un autovalor A\; y su correspondiente
autovector x; de una matriz A. Ademds se elige x; de forma que ||xi|| = 1.

Sea
H=1-2ww’

la transformacién de Householder que hace
HX1 =€

donde e; es el primer vector de la base canénica. Como H-1 = H, se tiene
He1 = X1

Entonces
HAHe1 = HAX1 = )\1HX1 = /\161

que es la primera columna de la matrix HAH
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Deflaccion

Deflaccion
Asi

o /\1 aT
HAH_< 0 A1>

det(A — A) = det(M — HAH) = (A — A1) det (A — Ay)

Como

los autovalores de Aj son los autovalores A2, A3, ..., A, de la matrix A. De
este modo, se puede aplicar el método de la potencia a A; para obtener A
y volver a aplicar la deflaccién para calcular A3 y asi sucesivamente
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Deflaccion

Otra técnica de deflaccion es la deflacciéon de Wielandt, que se basa en lo

siguiente.
Supongamos que A1, A2, -+, A, son los autovalores de A con los
autovectores x1, X2, ... ,Xx,. Si la multiplicidad de A\ es 1 y x es un vector
que satisface x” x; = 1. Entonces la matriz

B=A- ) pax"
tiene los autovalores 0, Ao, - -+ , A, y sus autovectores son xj, Wo, ... , Wy

con
x = = M) w+ M (xTw) x

(La prueba: ejercicio)
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Método de la potencia inversa

El método de la potencia inversa se basa en las siguientes propiedades:

@ Dada una matriz A con uno de sus autovalores \ y x su
correspondiente autovector. Para una constante a se cumple

(A—al)x=AN—a)x

@ Dada una matriz A con uno de sus autovalores \ y x su
correspondiente autovector. Si A # « se tiene que ﬁ es autovalor
de (A— oz/)f1 y su correspondiente autovector es x.

@ Si se conoce una aproximacién « de uno de los autovalores de A. Se
aplica el método de la potencia a la matriz (A — al)~! para obtener

el autovalor dominante p y su correspondiente autovector x
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Método de la potencia inversa

@ El autovalor A\ de la matriz A es

1
A=—+a
w

@ Hay que tener en cuenta que al implementar el método de la potencia
inversa hay que calcular productos

(A—al)ytv=y
Estos productos se calculan resolviendo los sistemas

(A—al)y=v
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Método QR

Este método se basa en el teorema de Schur.

Teorema de la forma real de Schur

Dada una matriz A € R"*" existe una matriz ortogonal U de forma que
UAU=T
donde T es una matriz casi-triangular

(Matriz casi-triangular: es una matriz triangular a bloques, con bloques
1 x 1 o bloques 2 x 2 en la diagonal) Algoritmo QR

A=A

para k=1,2,...
QxRx = Ak (Factorizacién QR)
Akr1 = ReQx
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Método QR

i Cémo funciona el algoritmo?
@ A, = Ry @ es similar a A; ya que
Ar=Q A1QL = Qf Q1R1Qr = Ry
0 A3 =RQ = Q] A2Q = Q] Q A1 Q1 Q>

Q Ak+1 = Uk AUk, donde Uk == Ql s Qk. ASI/, limk_mo Uk == U, donde
UTAU = T (descomposicién de Schur)

@ Si A es simétrica, T es una matriz diagonal y las columnas de U son
los autovectores de A.
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Método QR

@ Si A tiene los autovalores complejos entonces T es una matriz
triangular superior por bloques con bloques 1 x 1 o bloques 2 x 2 en
la diagonal.

@ Los bloques 1 x 1 estan asociados con los autovalores reales los
bloques 2 x 2 con los autovalores complejos.
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Método QR

Ejemplo

0,9501 0,8913 0,8212 10,9218
0,2311 0,7621 0,4447 0,7382
0,6068 0,4565 0,6154 0,1763
0,4860 0,0185 0,7919 0,4057

2,3230 | 0,0471 —0,3924 | —0,6505
~0,0000 | 0,1302 0,3613| 0,1594
—0,0000 | —0,5863  0,0527 | —0,2578
0,0000 | 0,0000 —0,0000 | 0,2275

A1 =2,3230, A\ = 0,0914 40,4586 i A\, = 0,0914 — 0,4586/, A4 = 0,2275

Ay =
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Método QR

@ Aunque el método QR tiene buenas propiedades de convergencia,
requiere la factorizacién QR de una matriz, que tiene un coste
O (n®), teniendo el algoritmo global un coste O (n*).

@ Para reducir este problema, la matriz A se pasa a una forma
Hessenberg superior.

@ Una matriz es Hessenberg superior si
aj=0si i>j+1

Para dimensién 5

O O O X X
O O X X X
O X X X X
X X X X X
X X X X X
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Método QR

Para pasar A a la forma Hessenberg, se construyen Hy, Ha, ... , H,_o
transformaciones de Householder de forma que

Hn—oHp—1---H1AH1H> - - - Hp_5

es similar a la matriz A y tiene estructura Hessenberg superior.
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Método QR

o La transformacién a la forma Hessenberg y el algoritmo QR se
combinan de forma que el nuevo algoritmo tiene coste O (n3) global.

@ También se usan ‘shifts’ similares al método de la potencia inversa
combinados con el algoritmo QR para acelerar su convergencia.

@ En cada iteracion se elige un escalar oy y se factoriza Ay — ay/ como
producto QxRk. Entonces,

Aky1 = Re Qi + !
0 Axi1 = Q,Z—AkRk es similar a Ak, ya que

QL AcQr = QF (QuRk + akl) Qu = Rk Qi + axl = A
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