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Capitulo 1

Errores y aritmética finita

1.1. Introducciéon

A la hora de realizar un determinado calculo con un ordenador se pueden
tener distintas fuentes de error:

s Errores de truncamiento.
s FError en los datos.

= Errores asociados a las aproximaciones numéricas utilizadas.

En este tema estudiaremos el origen de los errores de truncamiento derivados
de utilizar una representacion finita para los niimeros y como se propagan
los errores en los datos, que pueden deberse a los errores de truncamiento o
a posibles errores experimentales, al realizar distintas operaciones aritméti-
cas. Los errores derivados de utilizar una cierta aproximacién numérica para
realizar un cierto calculo, los iremos estudiando a lo largo del curso.

1.2. Representacién de los niimeros en un or-
denador

Por cuestiones de caracter técnico, los ordenadores utilizan una represen-
tacion binaria de los nimeros, donde los tnicos digitos posibles son el 0 o
el 1, a diferencia de la representacion decimal, o en base 10, que es la que
utilizamos normalmente, donde se utilizan los digitos del 0 al 9.



Dado un niimero p, este niimero en base b se escribe

(p), = Bub" + By 0" ' 4+ Bo+ Bib  + Bob 2 4.

Asi, el nimero 32.5 en base 10 representa
(32,5),,=310+2+510""
y el nimero 10.01 en base 2 representa
(10,01), =12+0+027" +127%

o sea, es el nimero 2.25 en base 10.

Los ordenadores utilizan una representacion de los nimeros denominada
en coma flotante. Esta representacion utiliza un conjunto de digitos comen-
zando por 0., denominado mantisa y un exponente. Por ejemplo, el niimero
32.5 en base 10, se puede expresar como

0,325107 .

En este caso la mantisa seria 325 y el exponente 2. De igual forma para el
nimero 10.01 en base 2, tendriamos la representacion

0,1001 2% ,

con lo que la mantisa seria 1001 y el exponente 2.

Los ordenadores generalmente para representar un nimero real utilizan
una posicion de memoria (bit) para representar el signo, luego un cierto ni-
mero de posiciones de memoria para representar el exponente y otro nimero
de posiciones de memoria para representar la mantisa. La representacion con-
creta cambia de unos ordenadores a otros. Por ejemplo, para un ordenador
IBM cada posicion de memoria estd formada por 32 bits. Un niimero real
p, en simple precision se almacena de la forma siguiente: Una vez escrito p
como

p=£p 1670,

conp” >0y 1—16 < p’ < 1. Se almacena primero el signo (0 si es + y 1 si es
-), en los 7 bits siguientes se almacena el exponente p” en base 2. En las 24
posiciones restantes se almacena la mantisa en base 2. Si el nimero esta en
doble precision, se usan 64 bits para almacenarlo y para la mantisa se usan
56 bits.

Veamos un ejemplo, si queremos representar el nimero 1.1 en base 10.
Lo primero que haremos es representar el nimero (1,1),, en base 2. La parte
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entera del nimero es 1 con lo que queda de la misma forma. La parte decimal
es 0.1 que podemos reescribir como

0,1 = 271(0,2) =27*(1,6)
= 27Y(1406)=2""+27(1,2)
= 27' 42774281 6="---,

asi,
(0,1);, = 0,0001100110011 - - - .

Por otra parte,

1,1 _
1,1 = 1’6 16 = 1,00011 2% 16664
= 0,000100011 16(®>~69 |

El exponente es 65 = (64 + 1) = 2° + 1. Por lo tanto, el exponente en base 2
es
(65), = 1000001 ,

y, por tanto, la representacion del nimero 1.1 en simple precision es de la
forma

| 0 | 1000001 | 000100011001100110011001 |

Con este tipo de representacion el nimero mas alto que es posible obtener
es

| O[ 1111111 | 111111111111111111111111 |

que corresponde a

(2—1 + 2—2 4ot 2—24) 16(127—64) ~ 1623 ~ 7 1075 )

Por otra parte, el nimero méas pequeno que podemos representar es

1
— 167 =16"%~610""
16 ’

cuya representacion es

‘ 0 ‘ 0000000 | 000100000000000000000000




El hecho que se disponga de un niimero finito para representar los niimeros
reales hace que se produzcan errores al hacer operaciones aritméticas con
los mismos. Estos errores se denominan errores de truncamiento o errores de
redondeo dependiendo de la técnica que se utilice para cortar la representacion
de los niimeros.

Veamos algunos ejemplos que ilustran los errores que se pueden producir
al utilizar aritmética finita. Supongamos que se tiene un ordenador ideal que
puede representar los nimeros en base 10, pero utiliza una mantisa de dos
nimeros. En este ordenador la representacion del nimero x = 157/34 ~
1,38 es 2* = 0,1410%, con lo que se comete un error de un 1%. Si ahora
consideramos y = v2 ~ 1,428 ..., la representacion de este niimero es y* =
0,14 , 10! y la resta de estos niimeros sera

con lo que cometemos un error
|z — y| = 0,0282168034 ,

que corresponde a un error del 100 %.

En general, al restar dos niimeros reales proximos entre si, x e y, se obtiene
una diferencia z* — y*, que aproxima mal la verdadera diferencia x — y.

Otra operacion en la que se pueden cometer errores al utilizar aritmética
finita es la division de un niimero x por un nimero pequeno 9. Supongamos
que x se aproxima por x* = z+e¢. Al dividir por §, z*/§ = x/5+¢/J. El nuevo
error es £/4. Si § es un niimero pequeno, el error cometido sera una cantidad
grande. Un razonamiento similar se puede hacer cuando se multiplica un
nimero x por otro nimero muy grande.

En ocasiones el error de redondeo que se comete al realizar un calculo se
puede minimizar reformulando el problema. Por ejemplo, supongamos que
queremos calcular las raices de la ecuacion

ar’* +bx+c=0, a#0.

Estas raices vienen dadas por las expresiones

B —b+b? — dac —b—Vb? — 4dac

2a - 2a

€ , T2 =

Consideremos la ecuacién

22 4+62,100+1=0,



cuyas soluciones aproximadas son
r1 = —0,01610723 , x5 = —62,08390 .
Supongamos que se calcula x; con una aritmética de 4 digitos

V0 — dac = \/ (62,10)* — 4,000 = /3856 — 4,000 =
= /3852 = 62,06 ,

asi,
b+ vb —4ac  —62,10+62,06
"o 2 - 2000
—0,04000
= ——— = —0,02000
2,000 ’ ’
que es una aproximacion pobre de x1 = —0,01611. Por otro lado, el calculo

de x5 involucra la adicion de ntimeros casi iguales y no presenta problemas,

—b— Vb —4dac  —62,10 — 62,06
2a - 2,000
—124.2

= = —62,10 .
2,000 ’

Ty =

Para obtener una mejor aproximaciéon de x; tenemos en cuenta que

—b+ Vb —4dac B> — (b* — dac)
2a  2a (—b— Vb — dac)

—2¢ 2,000
b+ b2 — 4dac 62,10 + 62,06

xr, =

= —0,0161 .

1.3. Propagacion de errores

Supongamos que se quiere dar una cota al error que se comete al realizar
un calculo y = f(x), si la variable x viene afectada de un error dado. Asi, si
r=2x"4+ Az, y f(z) es una funciéon derivable, podemos escribir

y=[f(z)=[f@@"+Azx)~ f(2") + f (z7) Az,
con lo que el error
ef(@) =ly—f@) =|f («")]|Az] .
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Si se tiene un problema multidimensional y = f (xy, 22, ..., z,), podemos
escribir

ly — f (27,25, ..., 2} 5 (2], 23, .. 2y) Ay
i—1 9T
< E %( 1T, Ty)| | Ay

i=1
Asi una expresion para una cota del error cometido es de la forma

of

B (x], 25, ... x| |Axy|
7

n
ef (¢}, 25, ..., a0) =)

=1

que suele funcionar bien cuando n no es muy grande. En el caso que se tengan
muchas variables esta expresion proporciona una cota muy conservadora del
error cometido.

Otra posibilidad para definir un error es utilizar el error cudrdtico medio

n a 2
cf o) = [ 3 (52 (@i ) A )

i=1

1.4. Ejercicios

1. Escribir en base 2 los niimeros:

2. Escribir la representacion en un ordenador IBM en simple precision de
x = —232.

3. Escribir en base 2 el nimero cuya representaciéon en base 10 es 100.3.
Utilizar este resultado para obtener la representacién en simple preci-
sion de este nimero en un ordenador IBM.

4. Dado el sistema de ecuaciones

3r+ay = 10,
Sr+by = 20,

donde a = 2,100 £ 5107* y b = 3,300 & 510~*. Obtener una cota del
error asociado a x e y al resolver el sistema.
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5. Con qué exactitud se ha de medir el radio de una esfera y con cuantos
decimales se ha de dar el nimero 7, para que su volumen se conozca
con un error realivo menor que el 0.01 %.

6. Supongamos que se quiere hacer el calculo
yzln(x—\/x2—1> ,

para x = 30, y que al calcular la raiz cuadrada tenemos un método que
s0lo nos da 6 decimales correctos. Estimad una cota del error que se
comete al hacer el calculo. Reescribir la funcion y(x) para que el error
cometido al hacer el calculo sea menor.

7. Consideremos una barra de longitud [ y secciéon rectangular, de anchura
a 'y altura b, empotrada por uno de sus extremos. Si en el extremo libre
se aplica una fuerza F' perpendicular a la barra, la flexién s experimen-
tada viene dada por la expresion

413
= F
Eabd™ '’

S

donde E es el modulo de Young del material que forma la barra. De
un ensayo, se sabe que una fuerza F de 140 kp aplicada a una barra
de hierro de 125 ¢cm de longitud y seccion cuadrada de 2.4 cm de lado
le produce una flexiéon de 1.71 mm. Calculad el médulo de Young del
hierro y una cota del error asociado, si se supone que las medidas
tomadas tienen la precision asociada con la ultima cifra decimal.

8. Calcular el error permitido en la inclinacién de un canén para asegurar
que acierte en un objetivo rectangular de 40 m de longitud y 20 m de
anchura, situado a la misma altura que el canén, y cuyo centro esta a
una distancia de 3000 m de éste. La velocidad de salida del proyectil es
de 600 m/s. Supdngase que todas las magnitudes son exactas y que las
dimensiones del objetivo son pequenas en relacion a la distancia a la
que se encuentra el canon. Considérese también que se apunta al centro
del objetivo y que estd permitido tocar en cualquier lugar de éste.



