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�� �	������ ��� 
��
����%
	����� $���
�� �� ��� � ��
��" ����� ���  ����� �'��	�� ����$��� ��� �� ( �
�� " � ����
����� �� �� 
��
����	����� �������" � �� $��� (" #�� �� �� #��
�	�������� ��
������	�" ����� �� �	������ ��� �'��	�� ��� ( �� )�
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���� �� � ��
� p" ��	� � ��
� �� $��� b �� ���
�$�

(p)b = Bnbn + Bn−1b
n−1 + · · ·+ B0 + B−1b

−1 + B−2b
−2 + · · · .

��'" �� � ��
� +*�, �� $��� ( 
��
����	�

(32,5)10 = 3 10 + 2 + 5 10−1

! �� � ��
� (�( �� $��� * 
��
����	�

(10,01)2 = 1 2 + 0 + 0 2−1 + 1 2−2 ,

� ���" �� �� � ��
� *�*, �� $��� (�

&�� �
������
�� �	������ ��� 
��
����	����� �� ��� � ��
�� ����������
�� ���� �������� ��	� 
��
����	����� �	����� �� ���-��	� �� �'��	�� �����%
����� ��
 (�" ���������� �����	� ! �� �
�������� ��
 �-�����" �� � ��
�
+*�, �� $��� (" �� ����� ���
���
 ����

0,325 102 .

�� ��	� ���� �� ���	��� ��
'� +*, ! �� �������	� *� �� ����� ��
�� ��
� ��
� ��
� (�( �� $��� *" 	���
'���� �� 
��
����	�����

0,1001 22 ,

��� �� #�� �� ���	��� ��
'� (( ! �� �������	� *�

&�� �
������
�� ����
�����	� ��
� 
��
����	�
 �� � ��
� 
��� �	������
��� �������� �� ����
�� .$�	/ ��
� 
��
����	�
 �� �����" ����� �� ���
	� � %
��
� �� ���������� �� ����
�� ��
� 
��
����	�
 �� �������	� ! �	
� � ��
�
�� ���������� �� ����
�� ��
� 
��
����	�
 �� ���	���� &� 
��
����	����� ���%
�
�	� ���$�� �� ���� �
������
�� � �	
��� ��
 �-�����" ��
� �� �
������

012 ���� �������� �� ����
�� ��	� ��
���� ��
 +* $�	�� 3� � ��
� 
���
p" �� ������ �
������� �� �������� �� �� ��
�� �������	�� 3�� ��� ���
�	� p
����

p = ±p′ 16(p′′−64) ,

��� p′′ ≥ 0 ! 1
16

≤ p′ < 1� 4� �������� �
���
� �� ����� .( �� �� 5 !  �� ��
%/" �� ��� 6 $�	� �������	�� �� �������� �� �������	� p′′ �� $��� *� �� ��� *7
���������� 
��	��	�� �� �������� �� ���	��� �� $��� *� 4� �� � ��
� ��	� ��
��$�� �
�������" �� ���� 87 $�	� ��
� ��������
�� ! ��
� �� ���	��� �� ����
,8 $�	��

9����� �� �-�����" �� #��
���� 
��
����	�
 �� � ��
� � �� $��� (�
&� �
���
� #�� ��
���� �� 
��
����	�
 �� � ��
� (1,1)10 �� $��� *� &� ��
	�

+



��	�
� ��� � ��
� ��  ��� �� #�� #���� �� �� ����� ��
��� &� ��
	� �������
�� (� #�� ������� 
����
�$�
 ����

0,1 = 2−1 (0,2) = 2−4 (1,6)

= 2−4 (1 + 0,6) = 2−4 + 2−5 (1,2)

= 2−4 + 2−5 + 2−81,6 = · · · ,

��'"
(0,1)10 = 0,0001100110011 · · · .

��
 �	
� ��
	�"

1,1 =
1,1

16
16 = 1,00011 2−4 16(65−64)

= 0,000100011 16(65−64) .

�� �������	� �� 65 = (64 + 1) = 26 + 1� ��
 �� 	��	�" �� �������	� �� $��� *
��

(65)2 = 1000001 ,

!" ��
 	��	�" �� 
��
����	����� ��� � ��
� � �� ������ �
������� �� �� ��
��
��

( ((((( ((((((((((((((

:�� ��	� 	��� �� 
��
����	����� �� � ��
� ��� ��	� #�� �� ����$�� �$	���

��

(  

#�� ��

������� �

(
2−1 + 2−2 + · · · + 2−24

)
16(127−64) ≈ 1623 ≈ 7 1075 .

��
 �	
� ��
	�" �� � ��
� ��� ��#��;� #�� ������� 
��
����	�
 ��

1

16
16−64 = 16−65 ≈ 6 10−79 ,

��!� 
��
����	����� ��

( ((((((( (((((((((((((((((((((((
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�� ����� #�� �� �������� �� �� � ��
� ���	� ��
� 
��
����	�
 ��� � ��
��

����� ���� #�� �� �
������� �

�
�� �� ����
 ���
������� �
�	��	���� ���
��� ������� ��	�� �

�
�� �� ��������� ������	 � ������������ � ������	 �

������ ����������� �� �� 	������ #�� �� �	����� ��
� ��
	�
 �� 
��
����	�����
�� ��� � ��
���

9����� ������� �-������ #�� ����	
�� ��� �

�
�� #�� �� ������ �
�����

�� �	�����
 �
�	��	��� ���	�� 4��������� #�� �� 	���� �� �
������
 ����� #��
����� 
��
����	�
 ��� � ��
�� �� $��� (" ��
� �	����� ��� ���	��� �� ���
� ��
��� �� ��	� �
������
 �� 
��
����	����� ��� � ��
� x = 15π/34 ≈
1,38 �� x∗ = 0,14 101" ��� �� #�� �� ����	� �� �

�
 �� �� <� 4� ���
�
�������
���� y =

√
2 ≈ 1,428 . . ." �� 
��
����	����� �� ��	� � ��
� �� y∗ =

0,14 , 101 ! �� 
��	� �� ��	�� � ��
�� ��
�

x∗ − y∗ = 0 ,

��� �� #�� ����	���� �� �

�


|x − y| = 0,0282168034 ,

#�� ��

������� � �� �

�
 ��� ((<�

�� ����
��" �� 
��	�
 ��� � ��
�� 
����� �
������ ��	
� �'" x � y" �� �$	����
��� ����
����� x∗ − y∗" #�� ��
����� ��� �� ��
����
� ����
����� x − y�

=	
� ���
����� �� �� #�� �� ������ ����	�
 �

�
�� �� �	�����
 �
�	��	���
���	� �� �� �������� �� �� � ��
� x ��
 �� � ��
� ��#��;� δ� 4���������
#�� x �� ��
����� ��
 x∗ = x+ε� �� ������
 ��
 δ" x∗/δ = x/δ+ε/δ� �� �����
�

�
 �� ε/δ� 4� δ �� �� � ��
� ��#��;�" �� �

�
 ����	��� ��
� ��� ���	����
�
����� 3� 
���������	� ������
 �� ����� ����
 ������ �� ���	������ ��
� ��
� x ��
 �	
� � ��
� ��! �
�����

�� ��������� �� �

�
 �� 
������� #�� �� ����	� �� 
������
 �� ������� ��
����� ��������
 
���
������� �� �
�$����� ��
 �-�����" ���������� #��
#��
���� �������
 ��� 
�'��� �� �� ��������

ax2 + bx + c = 0 , a �= 0 .

��	�� 
�'��� ������ ����� ��
 ��� ���
�������

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
, x2 =

−b −√
b2 − 4ac

2a
.

:������
���� �� ��������

x2 + 62,10x + 1 = 0 ,

,



��!�� ���������� ��
�������� ���

x1 = −0,01610723 , x2 = −62,08390 .

4��������� #�� �� ������� x1 ��� ��� �
�	��	��� �� 7 �'��	��

√
b2 − 4ac =

√
(62,10)2 − 4,000 =

√
3856 − 4,000 =

=
√

3852 = 62,06 ,

��'"

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
=

−62,10 + 62,06

2,000
=

=
−0,04000

2,000
= −0,02000 ,

#�� �� ��� ��
��������� ��$
� �� x1 = −0,01611� ��
 �	
� ����" �� �������
�� x2 �������
� �� ������� �� � ��
�� ���� ������� ! �� �
����	� �
�$�����"

x2 =
−b −√

b2 − 4ac

2a
=

−62,10 − 62,06

2,000

=
−124,2

2,000
= −62,10 .

��
� �$	���
 ��� ��-�
 ��
��������� �� x1 	������ �� ����	� #��

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
=

b2 − (b2 − 4ac)

2a
(−b −√

b2 − 4ac
)

=
−2c

b +
√

b2 − 4ac
=

−2,000

62,10 + 62,06
= −0,0161 .

$%*% +�������&� �� ������

4��������� #�� �� #���
� ��
 ��� ��	� �� �

�
 #�� �� ����	� �� 
������

�� ������� y = f(x)" �� �� ��
��$�� x ����� ����	��� �� �� �

�
 ����� ��'" ��
x = x∗ + ∆x" ! f(x) �� ��� ������� ��
���$��" ������� ���
�$�


y = f(x) = f (x∗ + ∆x) ≈ f (x∗) + f ′ (x∗) ∆x ,

��� �� #�� �� �

�


εf(x∗) = |y − f (x∗)| ≈ |f ′ (x∗)| |∆x| .

8



4� �� 	���� �� �
�$���� ���	������������ y = f (x1, x2, . . . , xn)" �������
���
�$�


|y − f (x∗
1, x

∗
2, . . . , x∗

n)| ≈
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∂f

∂xi

(x∗
1, x

∗
2, . . . , x∗

n) ∆xi

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f

∂xi
(x∗

1, x
∗
2, . . . , x∗

n)

∣∣∣∣ |∆xi| .

��' ��� ���
����� ��
� ��� ��	� ��� �

�
 ����	��� �� �� �� ��
��

εf (x∗
1, x

∗
2, . . . , x∗

n) =
n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂f

∂xi

(x∗
1, x

∗
2, . . . , x∗

n)

∣∣∣∣ |∆xi| ,

#�� ����� ��������
 $��� ������ n �� �� ��! �
����� �� �� ���� #�� �� 	�����
������ ��
��$��� ��	� ���
����� �
���
����� ��� ��	� ��! �����
����
� ���
�

�
 ����	����

=	
� ����$������ ��
� �����
 �� �

�
 �� �	�����
 �� ����� �������� ����

εf (x∗
1, . . . , x∗

n) =

√√√√ n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x∗

1, . . . , x∗
n)∆xi

)2

.

$%,% �-�������

� ���
�$�
 �� $��� * ��� � ��
���

�/ �, " $/ �7 " �/ (�+ �

*� ���
�$�
 �� 
��
����	����� �� �� �
������
 012 �� ������ �
������� ��
x = −232�

+� ���
�$�
 �� $��� * �� � ��
� ��!� 
��
����	����� �� $��� ( �� ((�+�
3	�����
 ��	� 
����	��� ��
� �$	���
 �� 
��
����	����� �� ������ �
���%
���� �� ��	� � ��
� �� �� �
������
 012�

7� ���� �� ���	��� �� ����������

3x + ay = 10 ,

5x + by = 20 ,

����� a = 2,100 ± 5 10−4 ! b = 3,300 ± 5 10−4� =$	���
 ��� ��	� ���
�

�
 �������� � x � y �� 
������
 �� ���	����

6



,� :�� #�� ����	�	�� �� �� �� ����
 �� 
���� �� ��� ����
� ! ��� ����	��
��������� �� �� �� ��
 �� � ��
� π" ��
� #�� �� ������� �� �������
��� �� �

�
 
������ ����
 #�� �� (�(<�

8� 4��������� #�� �� #���
� ����
 �� �������

y = ln
(
x −

√
x2 − 1

)
,

��
� x = 30" ! #�� �� �������
 �� 
�'� ����
��� 	������ �� ��	��� #��
���� ��� �� 8 ��������� ��

��	��� ��	���� ��� ��	� ��� �

�
 #�� ��
����	� �� ����
 �� �������� >����
�$�
 �� ������� y(x) ��
� #�� �� �

�

����	��� �� ����
 �� ������� ��� ����
�

6� :������
���� ��� $�

� �� �����	�� l ! ������� 
��	������
" �� �����
�
a ! ��	�
� b" ����	
��� ��
 ��� �� ��� ��	
����� 4� �� �� ��	
��� ��$
�
�� ������ ��� ���
�� F ��
���������
 � �� $�

�" �� ?����� s ����
����%
	��� ����� ���� ��
 �� ���
�����

s =
4l3

Eab3
F ,

����� E �� �� ������ �� @���� ��� ��	�
��� #�� ��
�� �� $�

�� ��
�� ����!�" �� ��$� #�� ��� ���
�� F �� 7( A� �������� � ��� $�

�
�� ���

� �� *, �� �� �����	�� ! ������� ����
��� �� *�7 �� �� ����
�� �
����� ��� ?����� �� �6 ��� :������� �� ������ �� @���� ���
���

� ! ��� ��	� ��� �

�
 ��������" �� �� ������ #�� ��� �������
	������ 	����� �� �
������� �������� ��� ��  �	��� ���
� ��������

B� :������
 �� �

�
 ��
��	��� �� �� ����������� �� �� ��;�� ��
� �����
�

#�� ����
	� �� �� �$-�	��� 
��	������
 �� 7( � �� �����	�� ! *( � ��
�����
�" ��	���� � �� ����� ��	�
� #�� �� ��;��" ! ��!� ���	
� ��	� �
��� ���	����� �� +((( � �� ��	�� &� ��������� �� ������ ��� �
�!��	�� ��
�� 8(( �C�� 4�������� #�� 	���� ��� �����	���� ��� ����	�� ! #�� ���
����������� ��� �$-�	��� ��� ��#��;�� �� 
������� � �� ���	����� � ��
#�� �� ������	
� �� ��;��� :������
��� 	��$��� #�� �� ����	� �� ���	
�
��� �$-�	��� ! #�� ��	� ��
��	��� 	���
 �� ����#���
 ����
 �� ��	��

B


