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Método de descenso rapido

@ Resolver Ax = b, con A simétrica y definida positiva (SPD).

@ Definimos la funcién cuadratica ¢ R” — R

1

(y) = E(y —x)TA(y —x) = %eTAe )

@ Se tiene ¢(y) > 0 Vy # 0 ( definicién de matriz SPD).

@ Errore=y — x.

Teorema

La solucién del sistema Ax = b es el minimo de la funcién ¢(y).
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Método de descenso rapido

$(y) = 3(y —x)TA(y —x) = 3e" Ae

¢ (yx) = constant representa un hiperelipsoide en un espacio de
dimensién n.

El centro geométrico es la solucién x del sistema lineal (minimo).

Construir una sucesién {yx} tal que limy_, yx = x.

Yk+1 = Yk + 0Pk

@ Hace falta determinar la direccidn pyx y a.
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Método de descenso rapido

Este método construye una sucesién que va hacia el centro del
hiperelipsoide en la direccién del gradiente.
El gradiente de ¢ en el punto yy es

1 1 1
Vo(ye) = Evelz—Aek =V (2YI<TA)/k — i b+ 2XTX> =Ayxk—b=—n

Como la direccidn del vector gradiente es hacia fuera, la direccién
buscada coincide con el residuo rx en la aproximacién actual.
En consecuencia la nueva aproximacion es

Yk+1 = Yk + Qi

donde ak es una constante a determinar.  Cémo? Minimizando ¢(y)
en la direccién buscada ry.
Es decir, nuestro «y es la solucién

ok = argmingd(yk + Bry)
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Método de descenso rapido

Desarrollando la funcién ¢(yx + Brk) se tiene un polinomio de segundo
grado en la variable 5.

Yk + Bric — x) T A(yk + Bric — x)

Yk + Bri — x) T (Ayk + BArc — b)

Yk + Bric = x) T (BAn — r)

Bri — ex) T (BAr — i)

= Bzr,;rArk - B (rkTrk + e,Z-Ark) + xTrk

= B2 Ar. — 28] 1 + const.

d(yk + Bri) = (
(
(
(
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Método de descenso rapido

Como rkTArk > 0 el minimo de ¢ se alcanza cuando

rkTrk

N rkTArk

O[k:

Otra forma:

Resolver g—g =0.
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Método de descenso rapido

@ La k + 1 iteracidon se puede representar como

re = b— AXk
rkTrk
. =
rkTArk
Yk+1 = Yk + okl

Notar que el coste computacional es principalmente dos productos
matriz-vector.

@ De yi11 = Yk + axrk se sigue que
rk+1 = b— AXk+1 =b-— AXk — Aakrk = K — ozkArk,
@ Los residuos consecutivos ri41, rx son ortogonales (demostracion:
Ejercicio).

o El error ex 11 es A ortogonal a la direccién ri. (demostracién:
Ejercicio).
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Método de descenso rapido

Algoritmo: Descenso rapido
Input: yo, A, b, kiax, tol
1 rozb—Ayo, k=0
@ while [|r|| > tol ||b|| and k < kpax do

Qz:Ark
T
rye re
eak* T

Z g
© i1 = Yk +akrk
Q 1 =rc—akz
Q@ k=k+1

@ end while
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Método de descenso rapido

Lema

Sea A simétrica definida positiva y sean 0 < A, < --- < Ao < Aq sus
valores propios. Si P(t) es un polinomio real, entonces

IP(A)x[|a < max [P(Xj)] - [[x][a, x€R"
1<j<n
donde ||x||a = VxT Ax.

Sean las mismas condiciones que en el lema anterior. La sucesién {yx} del
método de descenso rapido satisface

A= Ao\ "
= xlla < (S232) o = xlla

donde x es la solucién exacta del sistema.
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Método de descenso rapido

Teorema

k(A) —1

k
Vo) = /el Aex = lledlaz < ¥ llenlaz, donde = Z 1

e Cuando los sistemas vienen de discretizar ecuaciones EDPs, k(A)
puede ser muy grande.
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Método de descenso rapido

@ Se estima el numero de iteraciones para ganar p digitos en la
aproximacién de la solucién:

A) —1\*
lenlla 10~ resoviendo (””) <107P
leol|a r(A) +1

@ Tomando logaritmos y usando la aproximacién de primer orden de

k(A) —1 -2
Taylor | ~
aylorog k(A)+1  k(A)+1

log 10
2

, se obtiene

~
~

p(r(A)+1)
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Método del gradiente conjugado

@ Es una mejora del Descenso rdpido. La sucesidén de recurrencia es
similar
Yk+1 = Yk + QP

@ Las direcciones se construyen como
Po = 1o
Pk = i+ BkPk—1, k>0
@ Se exige que las direcciones sean A conjugadas
pi_1APK =0,

es decir, px y px—1 son A-ortogonales.
@ Por tanto, se debe cumplir

rd Api—1

i = ——k AP
p/Z—_1API<—1
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Método del gradiente conjugado

@ Como en el método de descenso mas rapido, la eleccidn de ay se
obtiene minimizando ¢(yk+1) = ¢(yk + axpx) dando la expresién
fkTPk
Qk = —F——
P APk

@ Residuos consecutivos como en el método de descenso mas rapido
satisfacen la relacién de recurrencia

Mk+1 = rk+ocApk
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Método del gradiente conjugado

Teorema

Las sucesiones de vectores {r;} y {p;} satisfacen las siguientes relaciones
(i) pfri=0, 0<0<i<j<k,

(”) riTrj:()a I#Ja 0§I71Sk7

(i) p/ Apj =0, i#j, 0<ij<k,

(iv) env{ro, ri,...,rc} = env{po, p1,...,px} = K(A, ro, k + 1),

donde KC(A, rg, k + 1) = env{ry, Ary, ..., A¥r}.

Corolario

El método del gradiente conjugado obtiene la solucién del sistema de n
ecuaciones en como maximo n iteraciones del GC.
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Método del gradiente conjugado

Otras relaciones ttiles
Q b/ =rlr . Yaquede el Ap; = 0 se sigue r) pj = 0y, por tanto,
pin = (re + Bk—1pk—1)T re=rg

@ 1/ Apx = p{ Apx.
© Combinando 1y 2, se obtiene una definicién alternativa de ax:

) = rkTpk _ rkTrk
plApc ] Ap«

., . 1 1
@ Formulacién alternativa de 8x. Como pZ—Apk = ka—(rk — 1) = —rkTrk
Qe (673

T T 1 1 7
Ne+1Apk = fk+1*(fk - fk+1) = ——let1lk+1
Ol (673
Por tanto
T T
Bi=— Fk+1Pk Tl
pl Apxk rlre
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Método del gradiente conjugado

Algoritmo: Gradiente conjugado
Input: yo, A, b, kpax, tol

[ rozpozb—AXo, k=0
e while ||rg|| > tol ||b]| and k < kmax do

Q Z:APkT
rk

Q ax= pf{r
Z" Pk

© i1 = Yk + arpx
Q 1 =r—akz

7
Me1lk+1
Q Bk=—F
rk 107
Q pis1 = rs1 + Brpk
@ k=k+1

@ end while
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Método del gradiente conjugado

Aplicar el algoritmo del gradiente conjugado para el problema

(1 2)(5)-0)

usando como aproximacién inicial xo = (0,0)".
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Método del gradiente conjugado

Solucién:
@ Xp = (O,O)T
@ py=ro=b=(10)7.

T 1
°Oéong’Ar20:§,X1=Xo+a0P0=< ) é(()):(

ONI=
N———

0
0 +
1 2 0
orl—ro—aoApo—(O)—;<_1>—<1>,r1r0O
2
rr 0 1 1
950:,1r,;=i.P1=f1+50P0:<1>+i(0):(?>
0 2 2
fn 2
.alzp[A;1_§

X2_X1+OélP1_(

ONI=
SN——
+
wIN
7/ N\
NI
SN—
|
7 N\
WI—WIN

@ r, = 0 solucién exacta
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Método del gradiente conjugado

Teorema

Sea A € R™" simétrica y definida positiva. Sea x la solucién exacta del
sistema Ax = b. Entonces la sucesion de vectores del Gradiente Conjugado
{yk} cumple

k
ko(A) —1
|xyk|\As2< (4) >||xyo||A

\/HQ(A) +1

donde r2(A) = ||Al|2||A7Y|2.
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Métodos de Krylov

Vimos que el médodo de Richardson construye la sucesién

k
Xk+1 = X0 -+ Z(/ — A)'ro .
i=0
asi xx41 € span{xo, ro, Arg, A%rg, - - , Akro}.
Para los residuos se tiene
k _ k _
Nner=b—Ax—AY (I-An=rn—-A> (I-A)r.
i=0 i=0
y asi rey1 € spanf{ro, Arg, A%rg, - -+ , Akt 1}

Métodos de gradiente. Métodos de Krylov Curso 2012-2013 21 /48



Métodos de Krylov

El espacio span{ry, Arg, A%rg, - - 7A"_lro} se llama subespacio de Krylov
de dimensidén k, correspondiente a la matriz A y residuo inicial rg

Kk(A; r0) = span{ry, Ary, A2r0, . ,Ak_lro}

iSe puede usar la informacién contenida en KX(A; ro) de forma mas
eficiente que con el método de Richardson?
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Métodos de Krylov

Por ejemplo, como ya hemos visto, el método de descenso mas rapido se
basa en iteraciones de la forma

Xk4+1 = Xk + Ol

rev1 = b— Axky1 = rk — agAri .

Para este método xx11 € xo U KKTL(A; rp)
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Métodos de Krylov

Los métodos de proyeccion de un paso se basan en una combinacién
6ptima de los dos lltimos vectores base del subespacio de Krylov. ;Es
posible contruir una combinacién lineal éptima de todos los vectores base
del subespacio de Krylov?

La respuesta en dos pasos:

@ Primero vemos cémo construir una base para Kk(A; n);

@ Después veremos como construir una aproximacién éptima como una
combinacién lineal de los vectores base. Primero para matrices
simétricas.
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Métodos de Krylov

La base mas simple para el subespacio de Krylov K¥(A; ry) es la base:
o, Aro, A2r0, oo Akilro.

Pero esta base estd mal condicionada ya que A*~1ry apuntard cada vez
mas en la direccidn del autovector dominante de A.

Una base estable y ortogonal se puede construir usando el método de
Arnoldi.
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Métodos de Krylov

Se elige un vector inicial g1 con ||g1|]2 = 1.

FOR k=1,--- DO (iteracién)
v = Aqx
FORi=1,...k (ortogonalizacién)
hik=v'q
v=v— hjq;
END FOR

hiy1h = [v]2
IF hit1,6 =0 STOP  (subespacio invariante)
qk+1 = V/ i1k (nuevo vector)

END FOR
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Métodos de Krylov

El método de Arnoldi se puede resumir en:

hi1 hik
Hy = hs.1
0] hi k-1 hik

y Q« =[g1 g2 - qx] entonces
AQk = QHi + his1kqrr1ey

donde e, es el k — esimo vector de la base canénica de RX.
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Métodos de Krylov

Si A es simétrica de acuerdo a la relacién de Arnoldi
Q¢ AQx = H .
Como A es simétrica
Hl = QIAT Qe = QI AQi = Hy .

Asi Hy es simétrica y Hessenberg superior
luego H es tridiagonal.
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Métodos de Krylov

Asi
hi1 hoa )
Hy = hs 1
- hi k-1
o] h k-1 hrk

Con o = hik y Bk = hk—1,k el método de Arnoldi se simplifica en el
método de Lanczos. Con el método de Lanczos es posible calcular un
nuevo vector base ortogonal utilizando sélo los dos vectores base previos.

Métodos de gradiente. Métodos de Krylov Curso 2012-2013 29 / 48



Métodos de Krylov

El método de Arnoldi y el método de Lanczos se propusieron originalmente
como métodos iterativos para calcular autovalores de la matriz A:

QL AQK = Hy

es 'casi’ una transformacién de similaridad. Los autovalores de H, se
[laman los valores de Ritz de A.
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Métodos de Krylov

El método de Lanczos nos proporciona un método econémico para calcular
vectores base ortogonales para el subespacio de Krylov K*(A; rp).
Nuestra aproximacién se escribe

Xk = x0 + QkYk
donde y; se determina de forma que o bien se minimiza
F(xi) = Ilxk = xI2 = (k — x) T AQk — x)
respecto de la norma inducida por A (simdetica y definida positiva) o bien
g0u) = [IACx — x5 = nd e,

se minimiza la norma del residuo.
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Métodos de Krylov

Se considera la minimizacién del error en la A-norma:

Xk = X0 + Qyk = F(xk) = (x0 + Quyx — x) "A(x0 + Quyk — X) -

Se calcula la derivada respecto de yi y ag(y);k) = 0. Con lo que

QL AQkyk = Q{ o
y con QI AQx = Tk, ro = |r0]|qu se tiene

Ty = ||rollex

con e el primer vector de la base candnica.
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Métodos de Krylov

Es facil ver que los residuos son orgonales a los vectores base
T T T
re =10 — AQkyk = Qe rk = Qi ro — Q AQkyk =0

Esta condicién es equivalente a minimizar f(xx) cuando A es SPD. En este
caso se obtiene el método del gradiente conjugado.
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Método del residuo conjugado

El gradiente conjugado minimiza la A-norma del error. Otra forma de
construir una aproximacién éptima xx es minimizar el residuo

(k) = | AGxk = )13 = ¢ e

sobre todos los xx € {xo U K¥(A; b)}.

Definiendo ) i
a2 0
B2
T, =
0 . T B
Bk ax
i Bk+1 |

El método de Lanczos se escribe

AQk = Qui1T
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Método del residuo conjugado

El problema es encontrar xx = xp + Qkyk tal que ||rk|| es minimo.

rk =b— Axx = ro — AQkyk = ||r0llg1 — AQky«

asi hay que minimizar

Il = llirollar — AQry«l|
= |lllroll Qxs1er — Qur1Txykll
= |lllroller = Tiyxll
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Método del residuo conjugado

Resolviendo el sistema sobredeterminado T, yx = ||ro||e1 se tienen las
iteraciones

Xk = X0 + QuYk
que minimizan el residuo. El algoritmo resultatnte se llama MINRES (o

residuo conjugado)
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Método del residuo conjugado

rh = b — Axo;
FOR
END FOR

Po=ro initializacion
k=0,1,---, DO
T
o re Arg
p = —k M
k (Apk) T Api

Xk+1 = Xk + Ok Pk
M+1 = rk — o Apk
B = ’[+1Afk+1
k= rZ-Ark
Prt1 = rkt1 + Brpx
Apit1 = Arii1 + BrApk

actualizacion residuo

actualizacion direccion
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Método GMRES

@ En el caso de A simétrica el método de Arnoldi es muy eficiente, los
vectores base nuevos se pueden calcular con una recurrencia de tres
términos.

@ Esto permite construir métodos muy eficientes que combinan
recurrencias cortas y una condicién de optimalidad para el error.

@ Veremos ahora cémo se pueden construir métodos para el caso no
simétrico. Estos métodos usan el método de Arnoldi.
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Método GMRES

Método de Arnoldi.
Se elige un vector inicial g1 con ||gi]2 = 1.

FOR k=1,--- DO (iteracion)
v = Aqk
FORi=1,...k ortogonalizacion
hik = v'q
v=v— hjrq;
END FOR

hiy1he = [v]2

IF hi16 =0 STOP subespacio invariante

Gk+1 = V/hky1k nuevo vector base
END FOR
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Método GMRES

En forma compacta

hl,l hl,k
Hy = hs.1 :
o hik—1  hik

y Q« =[g1 g2 - qx] entonces

AQk = QuHi + his1kqrr1ey
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Definiendo

hek—1  hik
) hiy1k |

el método de Arnoldi se escribe

AQk = Qrs+1H,

Métodos de gradiente. Métodos de Krylov Curso 2012-2013 41 / 48



Método GMRES

El método de Anoldi nos da una base ortogonal para el subespacio de
Krylov KX (A; ro).
Se tiene la aproximacién
Xk = X0 + QYk
Yk es tal que minimiza el error
fOxk) = I — x[13 = O — x) TAQxk —
(%) = lIxc = xl[a = (i —x) " Alxi — x)
respecto de la A-norma, o bien minimiza el
2 T
g(xi) = IACxk = x)I2 = ric i

residuo.
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Método GMRES

Si A no es SPD, la A-norma no esta bien definida.
Imponiendo ahora que los residuos sean ortogonales a Qy se tiene

Q (0 — AQryx) = 0 = |roller — Hkyx =0

Resolviendo el sistema pequeno
—1
vk = |lnollHy "er xk = xo + Quyk

Este método se llama FOM.
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Método GMRES

El FOM es equivalente al GC si A es SPD. Pero tiene inconvenientes:

@ FOM no trata de forma eficiente la memoria: Qx se tiene que guardar
completa. En cada iteracién,un nuevo vector base se tiene que calcular
y guardar. La ortogonalizacién ve siendo cada vez mas car con k.

@ FOM no tiene una propiedad de optimalidad.

o El método es finito, pero esto sélo tiene interés tedrico ya que se
tendrian que calcular n vectores base y guardarlos.

@ FOM no es robusto ya que Hy podria ser singular.
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Método GMRES

El método FOM para obtener xx es parte de una familia de técnicas para extraer una
solucién aproximada a partir de un espacio de bisqueda Qx haciendo que el residuo se
ortogonal a un espacio test W.

Esto se formula como: Sea xx = xo + Qkyk. Encontrar yx tal que

Wi (r0 — AQiyx) =0

Estas son las condiciones de Petrov-Galerkin.
Si Wk = Qk se llaman condicones de Galerkin.
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Método GMR

Veamos un segundo método para obtener un minimo del residuo.
Minimizar
2 T
g(xi) = |ACk — x|z = ric r

es un problema bien definido incluso si A es no simétrica.
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Método GMRES

El problema es encontrar xx = xo + Qkyk tal que ||r|| is minimo.

rk =b— Axx = ro — AQkyk = ||r0llg1 — AQky«

asi
el = Ilrllgr — AQky«l|
= |lllrollQkr1er — Quy1Hyyxll
= |lllroller — Hyyxll
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Método GMR

Resolviendo el problema sobredeterminado

Hiyie = llrolles

se tienen las iteraciones
Xk = X0 + QkYk

que minimizan el residuo. El algoritmo resultatnte se llama GMRES.

GMRES, es uno de los métodos mas populares para resolver sistemas no
simétricos
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