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Capítulo 1Integraión numériaLa integraión numéria es una operaión freuente en omputaión ien-tí�a. Obtener la primitiva de una funión puede ser ompliado, inlusoimposible. De heho muhas funiones se de�nen a partir de integrales queno pueden alularse de manera exata. Por otro lado, uando úniamenteonoemos el valor de la funión en un onjunto de puntos (xi, f (xi)), omoourre on los resultados de un experimento o de simulaiones numérias,sus integrales sólo se pueden obtener numériamente, lo ual motiva aún másla neesidad de poder obtener derivadas e integrales a partir de onjuntosdisretos de datos.Disutiremos distintos métodos aproximados para alular la integral de-�nida de una funión f(x) en un intervalo [a, b],
I =

∫ b

a

f(x) dx .La funión f(x) puede estar de�nida analítiamente o mediante un onjuntode puntos (x0, f0) , . . . , (xN , fN). Las fórmulas de inetegraión numéria ofórmulas de uadratura se expresan de la forma
I ≈

N
∑

j=0

wjf (xj) ,donde a los oe�iente wj se les llama pesos. Distintos onjuntos de pesosdan lugar a distintas fórmulas de uadratura.
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1.1. Fórmulas de Newton-CotesSupongamos que se divide el intervalo de integraión en N subintervalos
xi = a + ih , h =

b − a

N
, i = 0, 1, . . . , N .Se onstruye el polinomio interpolador que pasa por los N +1 puntos (xj , fj)

PN(x) =

N
∑

j=0

PN,i(x)fj .Para el álulo de la integral de�nida se hae
I =

∫ b

a

f(x) dx ≈

∫ b

a

PN(x) dx

=
N
∑

j=0

fj

∫ b

a

PN,i(x) dx = (b − a)
N
∑

j=0

CN
j fj ,donde

CN
j =

1

b − a

∫ b

a

PN,j(x) dx ,son los números de Cotes, y los pesos
wj = (b − a)CN

j .Por ejemplo, si utilizamos alulamos el polinomio interpoldor que pasapor (x0, f0), (N = 0), se obtiene la Regla del retángulo
I ≈ (b − a)f0 .Si utilizamos alulamos el polinomio interpolador que pasa por (x0+x1

2
, f
(

x0+x1

2

)),
(N = 0), se obtiene la Regla del punto medio

I ≈ (x1 − x0)f

(

x0 + x1

2

)

.Si se utiliza el polinomio interpolador que pasa por (x0, f0) y (x1, f1),
(N = 1), se obtiene la Regla del trapeio

I ≈
1

2
(x1 − x0) (f0 + f1) .3



Si se divide el intervalo [a, b] en N subintervalos, esribe
I =

N−1
∑

i=0

Ii =
N−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x) dx ,usando la Regla del trapeio, se tiene
I ≈ h

(

1

2
f0 +

1

2
fN +

N−1
∑

j=1

fi

)

.La siguiente funión de Matlab,implementa la Regla del Trapeio para elálulo de una integralfuntion I = trapeio(fun,x)%% I=trapeio(fun,x)%% Calula la integral de fun sobre la malla definida por x%% Variables de entrada:% fun: nombre de la funion% x: Malla sobre la que se realiza el alulo%% Variable de salida:% I: valor de la integral%h=x(2)-x(1);M = length(x);f=feval(fun,x);I = (2*sum(f)-f(1)-f(M))*h/2;Si se utiliza el polinomio que pasa por (x0, f0), (x1, f1), y (x2, f2), (N = 2)se obtiene la Regla de Simpson
I ≈

1

6
(x2 − x0) (f0 + 4f1 + f2) .Para N subintervalos, se tiene la Regla de Simpson

I ≈
h
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f0 + fN + 4

N−1
∑

j=1

j=impar

fj + 2

N−2
∑

j=2

j=par

fj






.4



Para utilizar la Regla de Simpson, el número de puntos de la partiión, N +1,debe ser impar.La siguiente funión de Matlab implementa la Regla de Simpson,funtion I = simpson(fun,x)%% I=simpson(fun,x)%% Calula la integral de fun sobre la malla definida por x%% Variables de entrada:% fun: nombre de la funion% x: Malla sobre la que se realiza el alulo%% Variable de salida:% I: valor de la integral%h=x(2)-x(1); M = length(x);f=feval(fun,x);I = (2*sum(f(2:2:length(f)-1))+2*sum(f)-f(1)-f(M))*h/3;1.2. Integraión adaptativaTal y omo hemos visto anteriormente, la forma más senilla de evaluarnumériamente una integral es dividir el intervalo de integraión en pasosequiespaiados de anhura h, evaluar la funión en esos puntos y onstruiruna suma de oe�ientes por valores de la funión en los puntos para apro-ximar el valor de la integral. La uadratura adaptativa involura la seleiónuidadosa de los puntos donde la funión va a ser evaluada, de manera quepodamos alular la integral on una preisión espei�ada realizando el mí-nimo número posible de evaluaiones de la funión.Si c es ualquier punto entre a y b, entones se umple
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

f(x) dx .La idea es que si podemos aproximar ada uno de los integrandos de la partedereha on una preisión dentro de una tolerania espei�ada, la suma deambos dará entones el resultado deseado. Si no, podemos apliar reursi-vamente la propiedad aditiva a ada uno de los intervalos [a, c] y [c, b]. De5
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xFigura 1.1: Funión humpseste modo, el algoritmo resultante se adapta automátiamente al integrando,partiendo el intervalo en subintervalos on un espaiado �no en las partesdonde el integrando varía rápidamente y on espaiados mayores donde elintegrando varía lentamente1.2.1. Reglas de uadratura adaptativa en MatlabLa funión de Matlab quad utiliza una regla de Simpson junto on unaestrategia de adaptaión reursiva omo la desrita anteriormente. En am-bio, la funión quadl usa una uadratura adaptativa basada en métodos deorden superior que la regla de Simpson, por lo que a menudo quadl requiereun menor número de evaluaiones de la funión que quad para obtener unamisma preisión.Consideramos la funión humps, que está de�nida por
h(x) =

1

(x − 0,3)2 + 0,01
+

1

(x − 0,9)2 + 0,04
− 6 ,uya grá�a en el intervalo [0, 1] se presenta en la Figura 1.1.La integral

I =

∫ 1

0

h(x) dx = 5 arctan

(

16

13

)

− 6 + 10π ≈ 29,85832539549867Podemos esribir el siguiente programa de Matlabfor k = 1:12 6



tol = 10^(-k);[Q,fount℄ = quadl(�humps,0,1,tol);err = Q - Qexat;fprintf('%8.0e %21.14f %7d %13.3e \n',tol,Q,fount,err)endCon lo que se obtiene el resultado:tol Q fount err1e-01 29.85803034289291 48 -2.951e-041e-02 29.85832829257638 78 2.897e-061e-03 29.85832548167252 108 8.617e-081e-04 29.85832548167252 108 8.617e-081e-05 29.85832539547769 168 -2.099e-111e-06 29.85832539568428 198 1.856e-101e-07 29.85832539550114 348 2.466e-121e-08 29.85832539549867 438 -3.553e-151e-09 29.85832539549866 618 -1.066e-141e-10 29.85832539549867 768 -7.105e-151e-11 29.85832539549867 1008 -7.105e-151e-12 29.85832539549867 1608 0.000e+00Se pueden usar también métodos de paso �jo. Utilizando las siguientesinstruiones se obtiene la integral mediante la Regla del Trapeio dividiendoel intervalo en subintervalos de longitud 0.001.x = 0:0.001:1;f = humps(x);It = trapz(x,f)err=1.3. Integraión de GaussPara obtener las fórmulas de uadratura de Gauss, se utilizan nodos opuntos de evaluaión de la funión, x1, x2, . . . , xn, que no están igualmenteespaiados, y unos oe�ientes c1, c2, . . . , cn, de forma que se minimie elerror al haer la aproximión
∫ b

a

f(x) dx ≈

n
∑

i=1

cif (xi) . (1.1)7



Los oe�ientes c1, c2, . . . , cn, son, en prinipio arbitrarios y la únia res-triión sobre los nodos es que deben estar en [a, b]. Esto supone que parautilizar la aproximaión del tipo dado por (1.1) hay que determinar 2n pa-rámetros. Para alular estos parámetros supondremos que la aproximaión(1.1) es exata uando se onsidera omo funión f(x) un polinomio de grado
2n − 1.Veamos omo alular los parámetros uando n = 2 y el inetervalo deintegraión es el [−1, 1] . O sea, se han de alular c1, c2, x1 y x2 de formaque

∫ 1

−1

f(x) dx ≈ c1x1 + c2x2 , (1.2)es exata para polinomios de grado 3. Se tiene que umplir que la relaiónsea exata para f(x) = 1, x, x2, x3. Se obtienen las igualdades
c1 + c2 =

∫ 1

−1

dx = 2 ,

c1x1 + c2x2 =

∫ 1

−1

x dx = 0 ,

c1x
2
1 + c2x

2
2 =

∫ 1

−1

x2 dx =
2

3
,

c1x
3
1 + c2x

3
2 =

∫ 1

−1

x3 dx = 0 .Resolviendo el sistema se llega a
c1 = 1 , c2 = 1 , x1 = −

√
3

3
, x2 =

√
3

3
.Se puede haer razonamientos similares para n=3,4, . . . , pero el sistemade euaiones a resolver se hae muy ompliado. Por ello, se suele utilizarotra formulaión basada en polinomios ortogonales.Consideramos el intervalo de integraión [−1, 1], lo ual no es una pérdidade generalidad ya que la relión

t =
2x − a − b

b − a
,pasa la variable x del intervalo [a, b] a la variable t en [−1, 1]. Para el álulode integrales de la forma

I =

∫ 1

−1

f(x) dx ,se pueden usar los nodos y los oe�ientes que se presentan en la Tabla 1.18



Tabla 1.1: Nodos y oe�ientes para distintos valores de n.Valor de n Nodos (xi) Coe�ientes (ci)2 0.577350269 1.00000000002 -0.577350269 1.00000000003 0.7745966692 0.55555555560.0000000000 0.8888888889-0.7745966692 0.55555555564 0.8611363116 0.34785484510.3399810436 0.6521451549-0.3399810436 0.6521451549-0.8611363116 0.34785484515 0.9061798459 0.23692688500.5384693101 0.47862867050.0000000000 0.0000000000-0.5384693101 0.4786286705- 0.9061798459 0.23692688501.4. Ejeriios1. Se desea alular la integral
∫ 2

−2

x2e−x2

dxon error menor de 10−3 mediante la fórmula de los trapeios ompues-ta. Indiar úal es el número mínimo de divisiones del intervalo [-2, 2℄que nos garantiza este resultado.2. Calular las integrales de las funiones f(x) = sen(4x) en [0, π] y f(x) =
e−x

1+ex en [−2, 2] para distintas partiiones del intervalo mediante la reglade Simpson ompuesta. Comparar los resultados on los valores exatos.3. Obtener las fórmulas de Newton-Cotes para N = 2 y N = 3.4. Obtener una fórmula de integraión para el aso de tres puntos noequiespaiados x0, x1 y x2 usando el polinomio de interpolaión deLagrange.5. La funión de error se de�ne omo
erf(x) =

2
√

π

∫ x

0

e−t2 dt ,9



Tabular la funión de error usando la regla del trapeio on x =
0,0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4 y 0,5. Usar 20, 40 y 100 subintervalos y ompa-rar los resultados on los valores exatos (Matlab inorpora la funiónde error erf).6. La funión de Bessel de orden ero puede de�nirse omo

J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sen(t))dt.Utilizar esta de�niión de J0(x) para alular los siete primeros erospositivos de esta funión r0, r1, . . . , r6. Comprobar grá�amente que si
x no es demasiado grande:

J0(x) ≈

(

1 −
x2

r2
0

)(

1 −
x2

r2
1

)

· · ·

(

1 −
x2

r2
6

)

.7. Aproxima las integrales siguientes utilizando las fórmulas de uadraturade Gauss usando n = 2, 3, 4.
a)

∫ 1,5

1

x2 ln(x) dx , b)

∫ π/4

0

x2 sen(x) dx .8. Determina las onstantes a, b, c y d que generan una fórmula de ua-dratura de la forma
∫ 1

−1

f(x) dx = af(−1) + bf(1)cf ′(−1) + df ′(1) ,que es exata para polinomios de grado menor o igual que 3.
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