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Capitulo 1

Interpolaciéon

1.1. Introduccion

Frecuentemente, al realizar trabajos experimentales, la informacion res-
pecto de cierta funcion desconocida o de dificil calculo, f(x), se tiene a partir
de una tabla con valores numéricos de f(z) para ciertos valores de x. Para
una funcién representada de esta forma se necesita, a menudo, hallar el valor
de f(z) para un valor de = entre dos de los valores tabulados. Este es el
problema de la interpolacion directa. De forma reciproca, podemos necesitar
obtener el valor de x a partir de un valor de f(z) situado entre dos valores
tabulados. Este es el problema de la interpolacion inversa. El problema de
determinar el valor de f(z) en algin punto z que no esté situado entre dos
valores de la tabla se denomina problema de extrapolacion.

Trabajar solo con la informacion de f(z) que proporciona la tabla sig-
nifica desconocer “casi todo” sobre f(x), en particular si f(z) es continua
y derivable. En el desarrollo del tema se asumiré la hipotesis de continui-
dad y derivabilidad sobre la funcion f(x). Una justificacion para esto es que
intentaremos resolver los problemas de interpolacién y extrapolacion apro-
ximando la funcion “desconocida", f(x), mediante una funcién polinémica o
una funcion construida a partir de polinomios (splines).

La interpolacion, con las hipotesis descritas es un procedimiento usual-
mente satisfactorio, sobre todo si los valores para los que se quiere calcular
f(z) estan cerca de los valores tabulados.

Veamos a continuacion algunos problemas practicos que se pueden plan-
tear.



1.1.1. Varios problemas practicos

s La fertilizacion nitrogenada se ha realizado durante muchos anos de
forma indiscriminada debido en parte al bajo coste de los fertilizantes
quimicos y a la creencia de que una mayor fertilizaciéon implica una
mayor produccion. El aumento del coste, la evidencia de un 6ptimo
en la dosis de N para una producciéon méxima y la constatacion de
que la contaminaciéon por nitrato aumenta con la dosis de abonado
nitrogenado, deberian conducir a una practica mas racional del abonado
nitrogenado.

Los datos proporcionados corresponden a una experiencia con maiz y
muestran la relacion entre fertilizacion (kg Nfert/ha), el contenido de
nitrégeno en suelo y en la planta (kg N/ha), y la produccion (tm/ha).

Tabla 1.1.-
Nfertilizante N en planta | N en suelo | Produccion
aplicado (kg N/ha) | (Kg/ha) (Kg/ha) (t/ha)

0 20 15 1.2
110 120 20 6.5
230 220 110 9.3
350 230 230 9.0
460 235 340 8.5
570 210 560 8.0

Por otra parte las dosis 6ptimas de N dependen del manejo del agua.
En la experiencia anterior también se midi6 la lixiviacion (lavado hacia
capas mas profundas del suelo) de nitrato en funcion de la dosis de
fertilizante nitrogenado y del volumen de drenaje:

Tabla 1.2.-
Lixiviacion de nitrato (kg N/ha)
Nfertilizante drenaje alto | drenaje medio | drenaje alto
aplicado (kg N/ha)
0 38 25 18
95 42 30 19
180 60 40 21
360 138 95 50

» En la siguiente tabla se muestra el calculo de la extraccion diaria de
nitrogeno en el cultivo de citricos a partir de los datos conocidos de las
necesidades mensuales



Tabla 1.3.-

Meses | Nextraido kgN/ha extraccione Fraccion total | Fraccion
kgN /ha mensuales/totales | de N extraido | del afo
1 2.44 0.012 0.012 0.083
2 4.07 0.02 0.032 0.166
3 6.11 0.03 0.062 0.25
4 12.22 0.06 0.122 0.333
5 23.21 0.114 0.236 0.416
6 34.61 0.17 0.406 0.5
7 42.75 0.21 0.616 0.583
8 36.65 0.18 0.796 0.666
9 22.39 0.11 0.906 0.75
10 10.18 0.05 0.956 0.833
11 6.11 0.03 0.986 0.916
12 2.85 0.014 1.000 1.000

= Veamos ahora la curva de demanda de N por el cultivo como una fun-
cion de la fraccion del tiempo.

Debido a los problemas que supone la ingestion de aguas con un ele-
vado contenido en nitratos por parte del ser humano (la OMS propone
que en agua potable no se sobrepase los 50 ppm), y puesto que parece
que en la contaminacion de los acuiferos tiene una importancia crucial
el exceso de la fertilizacion nitrogenada aportada por la agricultura in-
tensiva, se realizo un ensayo de laboratorio con vistas a considerar la
evolucion de mineralizacion, proceso por el cual el N organico (prove-
niente de residuos vegetales, abonos ...) se transforma en N mineral
(NO3- y NH4+), que se produce en el suelo de una parcela de Vinalesa
con vistas a considerar estos aportes en el balance total de N y asi al
considerar este aporte disminuir la fertilizacion disminuyendo de esta-
forma la contaminacion de los acuiferos. Los datos obtenidos para un
ensayo a 25 grados C y a la humedad determinada fueron los siguientes:



Tabla 1.4.-

Tiempo Nmin
(dias) | (mg/kg)
7 9.466

14 8.211
27 15.590
41 17.615
55 20.215
83 21.734

Segun la bibliografia la evolucion de la mineralizacion se ha ajustado a
funciones lineales (Nmin = NO + kt) , exponenciales de primer orden
(Nmin = NO(1 — exp(—kt))), potenciales (Nmin = ht*).

1.2. Interpolacion lineal

Supongamos que se tiene una tabla de datos

Tabla 1.5.-

I‘O I‘l .« .. .« .. ... In-{—l
yo yl .« .. .« .. ... yn+1

que graficamente se pueden representar, por ejemplo, de la forma

Yoo ’
Ywd o N -
e |
! |
| |
Yor—e 1 :
| | | |
A |
X X X2 Xn+1

Pretendemos conocer el valor que toma la variable y para un valor de
x que no esta recogido en la tabla. Por ejemplo, sea x € [x;,x;,1]|. Para
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aproximar el valor de y se supone que se encuentra en la recta que une los
puntos (z;,v;) v (Ziy1,yit1). Esta recta tiene por ecuacion
=T Y-
- I
Tiv1 — i Yi+1 — Yi

o sea, el valor de y correspondiente al valor = es

Yid Vi gy — gy BT P (1.1)

Y=y + )
Tit1 — X4 Tit1 — T4 Tit1 — X

Podemos escribir una funcion interpoladora, I(x), que sea valida para
todos los puntos comprendidos entre los puntos extremos de la tabla haciendo
uso de la funcién caracteristica,

o ]_ T &€ [Ii7xi+1]
Xlzp@iv1] = 0 =&z, xit]

De este modo, para los puntos de la tabla 1.5 se puede escribir

Try — X r — XIg

1) = (u "
Iy — X Iy — X

To — X r — T
+ 1l + Yo X[z1,22] T
To — X1 To — X1

wz(x) = v — X[zi—1,%4] + Tinr — @ Xzi,ziga]
podemos escribir
Ty — & “ T — Ty
(2) = Yoy = ~Xiwoa) ;?m( ) Yty Xlaanl » (12)

que es el interpolante lineal asociado a la tabla 1.5.



1.3. Polinomio interpolador de Lagrange

Supongamos conocidos los valores de una funciéon f(z) en n + 1 puntos
distintos xg, x1, ... T,, que supondremos ordenados de menor a mayor. Esta
informacion la representamos en la siguiente tabla:

Tabla 1.6.- Tabla de simple entrada para la funcion f.

v | zo |z |

f@y [ fol il |/

Nuestro problema es obtener, aproximadamente, el valor de f(z) en un
punto arbitrario x € [z, x,]. Para resolverlo, construiremos un polinomio
L,(z) de grado menor o igual que n que cumpla que

Ln(xz):fh 7’:0? 17"'7”)

es decir, que en los puntos z; toma los valores de la tabla. A L, (x) se le deno-
mina polinomio interpolador de la funcion f(x) en los puntos zg, 1, ..., T,
que, a su vez, se llaman nodos de interpolacion de la funcién f. Una posible
forma de resolver el problema seria el plantear un polinomio de grado n

Po(z) = ag + a17 + agx® + ... + a,a™

con coeficientes a;, i = 0, 1, ..., n indeterminados tal que P,(x;) = f; i =
0, 1, ..., n. Esto significa que obtener el polinomio interpolador es equiva-
lente a resolver el sistema de ecuaciones

ag+a1xy + ... +apal = f1,
ag+a1xe + ...+ apxh = fo,
ap + a1, + ...+ apz) = fi .

Esta forma de afrontar el problema es, desde el punto de vista préactico, poco
operativa.

El siguiente resultado proporciona una forma explicita del polinomio in-
terpolador buscado.

Teorema 1.1 (Polinomio interpolador de Lagrange) Dada la tabla 1.6,
se considera el polinomio

%@zZamm
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donde

(@ —zo)(@ — 1) -+ (& — 2-1) (@ — @ig) -+ (T — @)

P \T) = ,
nil®) (25 — 20)(zs — 21) - (25 — 2im1) (25 — Tip1) -+ - (T3 — 2)
con i = 0,1, ..., n. Este polinomio es un polinomio interpolador para la
funcion f(x).
Demostracion.

En primer lugar, el polinomio L, (z) tiene grado menor o igual que n puesto
que es combinacion lineal de los polinomios P, ;(x), y éstos tienen grado
menor o igual que n. Por otra parte, observemos que

Pn,z(xk‘)_]:[xi_xj _{OSIk%Z '

<
(=]

<
<

de donde
Ly(z;) = Ppi(x) fi=fi, 1=0,1, ..., n.

El polinomio obtenido en el teorema 1.1 se conoce con el nombre de
polinomio interpolador de Lagrange. Seria més propio decir que esta repre-
sentado en la forma de Lagrange ya que, como probaremos en la siguiente
proposicion, el polinomio interpolador de una funcion f(z) es anico.

Proposiciéon 1.1 Dada la tabla 1.6, el polinomio interpolador de la funcion
f(z) es dnico.

Demostracién.
Supongamos que eziste otro polinomio interpolador de f(x), es decir, existe
un polinomio LY (x) de grado menor o igual que n, tal que

Li(z)=f;, i=0,1,...,n

Consideramos el polinomio Q,(x) = L, (x) — L (z) elcual tendrd, a lo sumo,
grado n. Este polinomio verifica

Por lo tanto Q,(x) es un polinomio de grado menor o igual que n con n +
1 raices distintas, de donde Q,(x)es el polinomio idénticamente nulo. En
consecuencia L, (z) = L (z).

Nota 1.1



Hay otras formas de escribir el polinomio interpolador de una funcion
f(z) en n+ 1 puntos. No obstante, hay que recordar que la inica dife-
rencia serd de aspecto puesto que el polinomio interpolador es inico.

Si se sabe que la funcion f(x) es un polinomio de grado menor o igual
que n, L,(z) = f(x).

Para el calculo practico del polinomio interpolador de Lagrange no hay
necesidad alguna de que los nodos estén ordenados.

En vista de que un polinomio interpolador depende linealmente de los
valores f; de la funcion f, el polinomio interpolador de la suma de dos
funciones en n + 1 puntos xg, x1, ..., T, €s igual a la suma de los
polinomios interpoladores.

Ejemplo 1.1 Consideremos los datos dados por la tabla

que corresponde a algunos valores que toma la funcion f(x) = e®

Tabla 1.7.-
o3| 1 | 2 | 3
z) | 1,35 [ 2,718 | 7,389 | 20,086

. El polino-

mio interpolador, en la forma de Lagrange, viene dado por

L) = (0,(:))3:—_11))(8:?3_ 22))(?0,33) gy T
(e e
T
e R

Para obtener, por ejemplo, una aprozimacion al valor de f(0,44), calculamos
L3(0,44) = 1,608. El valor exacto de f(x) es 1,553. Observamos las grdficas,

superpuestas, de e* y Ls(x) en la figura 1.1.
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Fig. 1.1.- Graficas de ¢” y Ls(x).

En el siguiente ejemplo se puede observar que el polinomio interpolador
no siempre proporciona buenos resultados.

Ejemplo 1.2 Consideramos la tabla

z o] 3 | 5 | 9
f(@) [ 0]0,141 | —0,959 | 0,412

correspondiente a algunos valores de la funcion f(x) = sen(z). Si calculamos
el polinomio interpolador en la forma de Lagrange, obtenemos

B (x = 3)(z —5)(z —9) (x = 0)(x —5)(z —9)
L) = T3 m0-9" T B oe_sE_0 T
(x = 0)(z —3)(z —9) (x —0)(x — 3)(z — 5)
B ) T ) Mk BN ) (I S B

De la observacion de las grdficas de sen(x) y de Ls(z) (véase la figura 1.2)
se deducen las grandes diferencias entre la funcion aprozimadora (Ls(x)) y
la funcion a aprozimar (sen(x)).
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Fig. 1.2.- Graficas de sen(x) y L3(x).

1.4. Polinomio interpolador de Newton

A partir de los datos de la Tabla 1.5, vamos a obtener una nueva for-
ma de expresar el polinomio interpolador para la funcién f(z). Antes sera
interesante demostrar el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.2 Sea f una funcion de la cual se conocen sus valores en
n + 2 valores reales distintos

Consideremos los polinomios interpoladores de f en los nodos xq, x1, ..., x,
Y To, T1y -y Tpy Tpyq 6 los cuales llamamos Ly (x) y Ly1(x) respectivamen-
te. Entonces, existe una constante ¢, # 0 tal que

Lpii(z) = Ly(z) + cp(z —x0)(x —21) -+ - (T — 2)
Demostracion. Observemos que el polinomio
Ln(z) + cp(z — x0)(x — 1) -+ - (. — 20)

coincide con L,(x), y por lo tanto con f(x) en los puntos xo, 1, ..., Ty, para
cualquier valor de c,. Ademds, este polinomio es de grado n+ 1 a lo sumo.

11



Elegiremos ¢,, de forma que

frt1 = Ln(anrl) + Cn(anrl - xO)(-TnJrl - -771) T (-TnJrl - xn) )
de modo que

fn+1 - Ln(anrl)
(Tns1 = 20)(Tnpr — 1) - (Tnp1 — )

Cp =

Vamos a construir, de forma recursiva, un polinomio interpolador para la
funcion f en los puntos zg, 21, ..., Ty.

1. Definimos Ny(z) = fo.
2. Teniendo en cuenta la demostracion de la proposicion 1.2 definimos

Nl(ZE) = N()(I) + Cl(I - 1’0), con c; = %]\%:)1)

3. En general, calculamos

Ni(z) = No(z) + Zcz(x —xo)(x —x1) - (x — x41)

=1

con

fi— Nz‘—l(%)

(Iz‘ - xo)(% - xl) T (JUZ - xi—l)‘

C; =

para k=2,3,..., n.

Llamaremos polinomio interpolador en la forma de Newton al polinomio
Na(z) = No(z) + Y eix — o) (x — 1) -+ (2 — 20y
i=1

que se construye mediante el proceso recursivo descrito. Notar que
Ni1(z) = Ni(z) + cp(x — xo) (x — 1) -+ - (@ — 2p1).

Evidentemente L,(z) = N,(x) aunque la forma de Newton permite aprove-
char la informacion que se tiene al anadirse un nuevo nodo de interpolacion.
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1.5. Caso particular de nodos igualmente espa-
ciados

1.5.1. Diferencias finitas

En muchos casos los nodos de interpolacién pueden aparecer equidistantes
entre si o igualmente espaciados, es decir,

.Z'j:xo—i-jh, ]:O,l,n

Sea h € R constante y una funcion real f(z). Llamaremos diferencia de orden
1 de la funcién f, y se representa por = Af(x), a la siguiente expresion

Af(x) = flz+h) = f(z)
Las diferencias de 6rdenes superiores se definen de forma recursiva:
AR () = A(ARf(2), k=1,2,....

Por convenio se considerara A’ f(x) = f(z). Las diferencias sucesivas de una
funcion f(z) se pueden representar y calcular de forma sencilla mediante la
siguiente tabla:

x| f ](696) Af(x) | A%f(x) | A%f(z) | A'f(x)
N Af(zo)

Al f1 AQf(xO)
Af(xy) A? f(20)

T3 fa A2f($1) A4f(350)
Af(x) A? f(21) :

T3 I3 A2f($2) :
Af(xs)

Ty fa :

Ejemplo 1.3 Si calculamos la tabla de diferencias sucesivas correspondiente
a la tabla de valores




obtenemos

; fi | Af [N Af | AYFIAS
05 |1,65
—0,62
11,03 0,33
—0,29 —0,17
15 10,74 0,16 0,06
—0,13 —0,11 0,00
2 0,61 0,05 0,06
—0,08 —0,05
25 10,53 0,00
—0,08
3 |045

1.5.2. Polinomio interpolador de Newton para puntos
igualmente espaciados

Si en la forma de Newton del polinomio interpolador suponemos que los
puntos estan igualmente espaciados, es decir

.Z'j:xo—i-jh, ]:O,l,’n

se obtiene
o f(@) = flzo)  flzo+h)— flzo)  Af(zo)
YT m—x (mo+h)—x K
P f(x2) = f(wo) — c1(w2 —mp)
i (w2 — w0) (w2 — 71)

Fla2) = f(zo) — 2LE (25 — )

(z9 — 20) (72 — 71)

f(x2)—f(xo)  Af(zo) flx2)—f(z1)+f(@1)—f(zo)  Af(zo)
— Tro—I0 h — 2h h —
To — I h
_ Af(@n) + Af(wo) — 2Af(wo) _ Af(x1) — Af(zo) _ A*f(x0)
2h? 2h? 2h?

En general, se obtiene por induccion

~ AFf(x)
kT TRER
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de donde la forma de Newton del polinomio interpolador quedaria del si-
guiente modo

Af(z A% f(x
Nofe) = flan)+ 2L oy BT oy
A" f(x
+ #(w —xo)(x—x1)...(x —xH_q) .
Notese que los coeficientes ¢;, @ = 1, 2, ..., n se obtienen, de forma sencilla,

a partir de la tabla de diferencias sucesivas de la funcion.

Ejemplo 1.4 Dada la tabla de datos y los elementos subrayados de la tabla
de diferencias (AFf(xo)) del ejemplo 1.8, se construye muy fdcilmente el
polinomio interpolador en la forma de Newton

(—0,62) 0,33
Ns(z) = 1,656+ 05 (x —0,5) + 05721 (x —0,5)(x — 1)+
(—0,17)
+ W(I‘ - 0,5)(1‘ - 1)(1‘ — 1,5) +
0,06

m(x —0,5)(x — 1) (z—1,5)(z—2) .

1.6. Interpolacion inversa y extrapolaciéon

1.6.1. Interpolacién inversa

Dada una tabla de puntos, el problema de la interpolaciéon inversa con-
siste, simplemente, en determinar para un valor dado de la funcion f(z) la
correspondiente x. Cualquiera de las formas de interpolacion expuestas per-
mite afrontar este problema, simplemente hay que considerar a la f como
variable independiente y a x como variable dependiente. La interpolacion in-
versa puede tener gran interés como método para contrastar los resultados
obtenidos al resolver un problema de interpolacion directa.

1.6.2. Extrapolacion
La utilizaciéon de los polinomios interpoladores para calcular aproxima-

ciones con valores no situados entre nodos de la tabla 1.5 da, en general,
resultados bastante desastrosos. Solamente se obtienen buenos resultados en
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la extrapolacion para casos muy particulares de funciones. Por ejemplo, con-
sideremos la tabla 1.5 donde f; tiende a un limite f cuando i crece. Su-
pongamos, ademés, que la sucesion {f — f;} es una progresion geométrica.
Entonces, para tres valores consecutivos fr_1, fx, fr+1, Se tiene que

(f = fe-))(f = ferr) = (f = fi)?%,

y de aqui
(frg1 — Ju)?
Sern = 2fu + fur
Esta formula se conoce como féormula de extrapolacion 6% de Aitken y mas

que como formula general de extrapolacion, se utiliza para acelerar la con-
vergencia en ciertos métodos iterativos.

f:fk+1—

1.7. Splines

Podemos pensar que, dada una nube de puntos, basta calcular el poli-
nomio interpolador para obtener una aproximacion aceptable de la funcion.
Pero cuando el nimero de puntos de la tabla a ajustar es elevado, este proceso
es computacionalmente, costoso y el resultado obtenido no suele ser bueno.

Otro método que se utiliza es la aproximacion mediante Splines. Aqui se
sigue la filosofia de que la aproximacion obtenida serd una funcién que pase
por todos los puntos dados por la tabla y que esta funcion estaré construida
a partir de polinomios de grado a elegir, pero no muy alto en la practica.
Supongamos que se quieren aproximar, a partir de los datos de la tabla 1,
los valores de una funcion f(x), donde se supondra que los puntos a = oy <
1 < ... <z, =b definen una particion del intervalo [a, b].

Definicion 1.1 Dado un intervalo [a,b] C R y una particion P de este
intervalo
a=ro<z1<...<x,=0,

llamaremos spline de orden k asociado a la particion, a la funcion S(z) de-
finida del siguiente modo

S(x)=Si(x) Vrelri iz, i=1,...,n
donde S;(z) son polinomios de grado k, que satisfacen:

Si(wi—1) = fi

Si(zi) = 1, i=1,...,n (1.3)
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y ademds,
Si(wi) = S5ip (i)
: i=1,....,n—1. (1.4)

SV () = SEY ()

(2 (2

A k se le llama grado del spline.

Los splines més utilizados en la préactica, son los splines de grado 3 o ciibicos,
o sea, un conjunto de polinomios

Si(z) = a;x® + bx® e +d; i=1,....n,

que cumplen las condiciones anteriores. Veamos cémo podemos determinar
estos polinomios.

Las condiciones (1.3) y (1.4), para los splines ctibicos, quedan de la forma:

Si(wi—1) = fi
Si(w;) = f;

Silwi) = Sipa ()
S (x:) = S () T
Hemos de determinar 4n coeficientes y se tienen 2n + 2(n — 1) = 4n — 2
condiciones. Haran falta, pues, dos condiciones extra que se suelen obtener
imponiendo que S (xg) = Ay S, (x,) = B, donde A y B son dos niimeros
reales. (En el caso que A = B = 0, el spline obtenido se llama spline natural).

1=1,...,n,

an_17

Para obtener los polinomios, partimos de que S;' () son polinomios de
grado 1 que cumplen S; (z;) = S; (i), i =1,...,n — 1. Asi

(z; — x)

SZ{/I' :Mi— —f-MZ y 2:1,,n 1.5
( ) ' (xz - Iz‘—l) (xz - Iz‘—l) ( )
Efectivamente
" (xi+1 - xl) ('Tl - xl)
Sip1(x;)) = Mi—— 4+ My ——=M, .
+1( ) (Tit1 — ) o (Tit1 — i)
Tendremos que calcular solo M, ..., M, 1 ya que la expresion (1.5) nos

permite afirmar que

A= S;(ZE()) = M() s
y la expresion (1.6)

1

B=S

n

(xn) = M, .

17



Integrando la expresion (1.5) obtenemos

(v; — )3 M (x — ;i 1)3

Sl(x) - Miil6(l’¢ — [Bifl) Z6(£EZ — [Bifl)

+Oéix+ﬂi,

donde «; y 3; son constantes de integracion que se determinan imponiendo

Si(wi—1) = fi
Sz(xz):fl izl?“‘una

con lo que se obtiene:

fz fz 1 é(Mz _Mi—l) Ty — Tj—1 )

i xz — Ti-1
Bi = fi — i — %Mz(xz - $i71)2 .

Introduciendo la notacion h; = x; — x;_1 podemos escribir:

5i(z) ]\f/i[hl (i = 9”)3 é‘Z (@ —zi1)* + (fi - %Mihﬁ)w +
= G- 1h2)% ' (1.7)

Falta calcular los M;, para ello, se hace uso de la condiciéon que nos queda
Si(x;) = Siya(x;) i=1,...,n— 1 obteniendo el sistema de ecuaciones

aiM; 1 + M; + ¢; M = d;
donde los coeficientes vienen dados por las expresiones

hi . hz—l—l

d — 1 {fi+1 —fi fﬁfm}
" 2(hi + higa) it hi ’

Este sistema es uns sistema tridiagonal, cuya matriz de coeficientes es de
la forma:

1 ¢ 0 -+ 0]
(05} 1 Co 0
[A]: 0 )
L 0 - ap-1 1 ]

y, una vez resuelto, basta sustituir en (1.7) para obtener los distintos polino-
mios del spline ctibico.
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Ejemplo 1.5 Consideremos la tabla de valores

Tabla 1.8.-

~
N
T
<
|

5 [ O -
0 O
-5 \ \ \ \ \

-1 0 1 2 3 4 5 [

Fig. 1.3.- Grdfica de los puntos de la tabla 1.2.

Suponiendo que My = Ms = 0 y teniendo en cuenta que h; =1, j =
1, ..., 5, calculamos los valores a; = 0,25, ¢; = 0,25, d; =05, 2 =1, ..., 4,
que dan lugar a la matriz

1 ¢ 0 0 1 025 0 0
A] = a 1 ¢ 0| 1025 1 025 0
- 0 a3z 1 ¢c3 | 0 025 1 0,25
0 0 a4 1 0 0 025 1
Resolvemos el sistema
M, d;
My | | do
[A] M3 - d3
M4 d4
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y obtenemos

M, 0,421
M, | | 0316
M; | ~ | 0,316
M, 0,421

Sustituyendo en (1.7) obtenemos el spline

0,421 | 0,421

Si(z) = 5 x4+ (1— 5 )z,
Soa) = S+ 20 1 4= 2w )
0,421
(]‘_ ’6 )(2-[[’),
Sa) = O3+ 20 49— 20w )
0,316
+(4_ : )(3—ZE>,
6
Sie) = 20—+ S w3+ (16— 2w - 3)
0,316
+(9_ : )(4—ZE>,
6
Si(z) = 0’121(5—x)3+25(x—4)+(16— 0421y 5 _ 2y

En la Figura 1.4, representamos los puntos de la tabla junto con la grdfica
del spline obtenido.
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)
I
|

Fig. 1.4.- Puntos de la tabla 1.8 y el spline obtenido.

1.8. Ejercicios
1. ;Cual es el polinomio de interpolacion de la funcion f(z) = 1 en los
puntos xg, x1,... T, !.

2. Calcular un polinomio interpolador tal que en los puntos xrqg = —1,
1 =0y x5 = 1 tome los mismos valores que la funcion f(x) = 3.

3. Escribir un polinomio de grado no mayor que 2 que tome los valores 1,
2, -1 en los puntos 0, 1, -2.

4. Dada la tabla

1 2 3 4
2 13 44 107

x ‘ 0
f(x ‘ -1
determinar el polinomio interpolador de Newton asociado a estos datos.

5. Dada la tabla

v |2 1 2 4
f(xz) 25 -8 -15 -23

determinar el polinomio interpolador de Lagrange asociado a estos da-
tos, dar una estimacion de f(0).
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6. Calcular el polinomio interpolador de Newton para la funcion tabulada

z |2 4 6 8
f@) |3 11 27 50

Si sabemos a posteriori que f(10) = 83, determinar el nuevo polinomio
interpolador de Newton.

7. Se tiene la siguiente tabla de datos

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Si(z) | 0 0.19956 0.39646 0.58813 0.77210 0.94608

donde Si(x) es la funcion ‘seno integral’ dada por
Si(z) = / sentt)
0 t

Calcular el polinomio interpolador correspondiente a los puntos de la
tabla y obtener el valor de x tal que Si(z) = 0,45.

8. La presion y el volumen de una masa gaseosa estan ligados por cierta
funcion. Con los siguientes datos obtenidos experimentalmente

Presion | 05 1.0 15 2.0 25
Volumen | 1.65 1.03 0.74 0.61 0.53

a) Determinar un polinomio interpolador de grado menor o igual que
4 para estos datos.

b) Utilizar la informacion del apartado anterior para determinar un
polinomio que tome el valor 0.45 para el volumen a una presion
de 3.

c¢) Calcular volumen aproximado para una presion de 0.6. Estudiar
esta aproximacion utilizando ambos polinomios.

9. La tabla adjunta muestra las puntuaciones de Algebra y Fisica de 5
estudiantes

Algebra | 75 8 93 65 8.7
Fisica | 8.2 78 8.6 7.2 9.1

a) Hallar un polinomio de grado a lo sumo 4 que interpole estos
valores.
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b) Calcular la nota que, aproximadamente, se espara que obtenga un
alumno de Fisica si en Algebra tiene un 7.

10. El namero de bacterias por unidad de volumen presentes en un cultivo
después de un ntmero determinado de horas, viene dado por

Horas‘ 0 2 4 6
Bacterias‘32 65 132 275

a) Hallar un polinomio interpolador de grado 3 a lo sumo para estos
datos.

b) A posteriori se analiza también el cultivo para diferentes tiempos,
obteniendo

Horas | 1 3 5
Bacterias‘47 92 190

Calcular el polinomio interpolador para esta tabla, de grado menor
o igual que 2.

¢) Tomando todos los datos, construir el polinomio interpolador de
grado maximo.

d) Comparar los distintos valores que se obtienen al considerar un
periodo de tiempo igual a dos horas y media.

11. Construir un spline cibico natural para aproximar f(z) = cos(mz)
usando los valores dados por f(z) en x = 0,0,25,0,5,0,75, 1,0. Integrar
el spline en el intervalo [0, 1], y comparar con el reslutado

1
/ cos(mzx) dxr = 0.
0

Usar la derivada del spline para aproximar f'(0,5) y f”(0,5).

12. Calcular el spline ctibico que aproxime a la funcion f(z) = 3ze” — e**
en x = 1,03, utilizando los datos de la siguiente tabla

x 1.0 1.02 1.04 1.06
f(z) | 0.76578939 | 0.79536678 | 0.82268817 | 0.84752226
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