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Capítulo 1Interpolaión
1.1. IntroduiónFreuentemente, al realizar trabajos experimentales, la informaión res-peto de ierta funión desonoida o de difíil álulo, f(x), se tiene a partirde una tabla on valores numérios de f(x) para iertos valores de x. Parauna funión representada de esta forma se neesita, a menudo, hallar el valorde f(x) para un valor de x entre dos de los valores tabulados. Éste es elproblema de la interpolaión direta. De forma reíproa, podemos neesitarobtener el valor de x a partir de un valor de f(x) situado entre dos valorestabulados. Éste es el problema de la interpolaión inversa. El problema dedeterminar el valor de f(x) en algún punto x que no esté situado entre dosvalores de la tabla se denomina problema de extrapolaión.Trabajar sólo on la informaión de f(x) que proporiona la tabla sig-ni�a desonoer �asi todo� sobre f(x), en partiular si f(x) es ontinuay derivable. En el desarrollo del tema se asumirá la hipótesis de ontinui-dad y derivabilidad sobre la funión f(x). Una justi�aión para esto es queintentaremos resolver los problemas de interpolaión y extrapolaión apro-ximando la funión �desonoida", f(x), mediante una funión polinómia ouna funión onstruida a partir de polinomios (splines).La interpolaión, on las hipótesis desritas es un proedimiento usual-mente satisfatorio, sobre todo si los valores para los que se quiere alular
f(x) están era de los valores tabulados.Veamos a ontinuaión algunos problemas prátios que se pueden plan-tear. 2



1.1.1. Varios problemas prátiosLa fertilizaión nitrogenada se ha realizado durante muhos años deforma indisriminada debido en parte al bajo oste de los fertilizantesquímios y a la reenia de que una mayor fertilizaión implia unamayor produión. El aumento del oste, la evidenia de un óptimoen la dosis de N para una produión máxima y la onstataión deque la ontaminaión por nitrato aumenta on la dosis de abonadonitrogenado, deberían onduir a una prátia más raional del abonadonitrogenado.Los datos proporionados orresponden a una experienia on maíz ymuestran la relaión entre fertilizaión (kg Nfert/ha), el ontenido denitrógeno en suelo y en la planta (kg N/ha), y la produión (tm/ha).Tabla 1.1.-Nfertilizante N en planta N en suelo Produiónapliado (kg N/ha) (Kg/ha) (Kg/ha) (t/ha)0 20 15 1.2110 120 20 6.5230 220 110 9.3350 230 230 9.0460 235 340 8.5570 210 560 8.0Por otra parte las dosis óptimas de N dependen del manejo del agua.En la experienia anterior también se midió la lixiviaión (lavado haiaapas más profundas del suelo) de nitrato en funión de la dosis defertilizante nitrogenado y del volumen de drenaje:Tabla 1.2.-Lixiviaión de nitrato (kg N/ha)Nfertilizante drenaje alto drenaje medio drenaje altoapliado (kg N/ha)0 38 25 1895 42 30 19180 60 40 21360 138 95 50En la siguiente tabla se muestra el álulo de la extraión diaria denitrógeno en el ultivo de ítrios a partir de los datos onoidos de lasneesidades mensuales 3



Tabla 1.3.-Meses Nextraido kgN/ha extraione Fraión total FraiónkgN/ha mensuales/totales de N extraido del año1 2.44 0.012 0.012 0.0832 4.07 0.02 0.032 0.1663 6.11 0.03 0.062 0.254 12.22 0.06 0.122 0.3335 23.21 0.114 0.236 0.4166 34.61 0.17 0.406 0.57 42.75 0.21 0.616 0.5838 36.65 0.18 0.796 0.6669 22.39 0.11 0.906 0.7510 10.18 0.05 0.956 0.83311 6.11 0.03 0.986 0.91612 2.85 0.014 1.000 1.000Veamos ahora la urva de demanda de N por el ultivo omo una fun-ión de la fraión del tiempo.Debido a los problemas que supone la ingestión de aguas on un ele-vado ontenido en nitratos por parte del ser humano (la OMS proponeque en agua potable no se sobrepase los 50 ppm), y puesto que pareeque en la ontaminaión de los auíferos tiene una importania ruialel exeso de la fertilizaión nitrogenada aportada por la agriultura in-tensiva, se realizó un ensayo de laboratorio on vistas a onsiderar laevoluión de mineralizaión, proeso por el ual el N orgánio (prove-niente de residuos vegetales, abonos . . . ) se transforma en N mineral(NO3- y NH4+), que se produe en el suelo de una parela de Vinalesaon vistas a onsiderar estos aportes en el balane total de N y así alonsiderar este aporte disminuir la fertilizaión disminuyendo de esta-forma la ontaminaión de los auíferos. Los datos obtenidos para unensayo a 25 grados C y a la humedad determinada fueron los siguientes:
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Tabla 1.4.-Tiempo Nmin(días) (mg/kg)7 9.46614 8.21127 15.59041 17.61555 20.21583 21.734Según la bibliografía la evoluión de la mineralizaión se ha ajustado afuniones lineales (Nmin = N0 + kt) , exponeniales de primer orden(Nmin = N0(1 − exp(−kt))), poteniales (Nmin = htk).1.2. Interpolaión linealSupongamos que se tiene una tabla de datosTabla 1.5.-
x0 x1 · · · · · · · · · xn+1

y0 y1 · · · · · · · · · yn+1que grá�amente se pueden representar, por ejemplo, de la forma

x0 x1

y1

y0

x2

y2

xn+1

yn+1

Pretendemos onoer el valor que toma la variable y para un valor de
x que no está reogido en la tabla. Por ejemplo, sea x ∈ [xi, xi+1]. Para5



aproximar el valor de y se supone que se enuentra en la reta que une lospuntos (xi, yi) y (xi+1, yi+1). Esta reta tiene por euaión
x− xi

xi+1 − xi

=
y − yi

yi+1 − yi

,o sea, el valor de y orrespondiente al valor x es
y = yi +

yi+1 − yi

xi+1 − xi

(x− xi) = yi

xi+1 − x

xi+1 − xi

+ yi+1
x− xi

xi+1 − xi

. (1.1)Podemos esribir una funión interpoladora, I(x), que sea válida paratodos los puntos omprendidos entre los puntos extremos de la tabla haiendouso de la funión araterístia,
χ[xi,xi+1] =

{

1 x ∈ [xi, xi+1]
0 x 6∈ [xi, xi+1]

.De este modo, para los puntos de la tabla 1.5 se puede esribir
I(x) =

(

y0
x1 − x

x1 − x0
+ y1

x− x0

x1 − x0

)

χ[x0,x1] +

+

(

y1
x2 − x

x2 − x1
+ y2

x− x1

x2 − x1

)

χ[x1,x2] +...
+

(

yn

xn+1 − x

xn+1 − xn

+ yn+1
x− xn

xn+1 − xn

)

χ[xn,xn+1] .Introduiendo las funiones
ψi(x) =

x− xi−1

xi − xi−1

χ[xi−1,xi] +
xi+1 − x

xi+1 − xi

χ[xi,xi+1] ,podemos esribir
I(x) = y0

x1 − x

x1 − x0

χ[x0,x1] +
n

∑

i=1

yiψi(x) + yn+1
x− xn

xn+1 − xn

χ[xn,xn+1] , (1.2)que es el interpolante lineal asoiado a la tabla 1.5.
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1.3. Polinomio interpolador de LagrangeSupongamos onoidos los valores de una funión f(x) en n + 1 puntosdistintos x0, x1, . . . xn, que supondremos ordenados de menor a mayor. Estainformaión la representamos en la siguiente tabla:Tabla 1.6.- Tabla de simple entrada para la funión f .
x x0 x1 · · · xn

f(x) f0 f1 · · · fnNuestro problema es obtener, aproximadamente, el valor de f(x) en unpunto arbitrario x ∈ [x0, xn]. Para resolverlo, onstruiremos un polinomio
Ln(x) de grado menor o igual que n que umpla que

Ln(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n,es deir, que en los puntos xi toma los valores de la tabla. A Ln(x) se le deno-mina polinomio interpolador de la funión f(x) en los puntos x0, x1, . . . , xnque, a su vez, se llaman nodos de interpolaión de la funión f . Una posibleforma de resolver el problema sería el plantear un polinomio de grado n
Pn(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n ,on oe�ientes ai, i = 0, 1, . . . , n indeterminados tal que Pn(xi) = fi i =

0, 1, . . . , n. Esto signi�a que obtener el polinomio interpolador es equiva-lente a resolver el sistema de euaiones
a0 + a1x1 + . . .+ anx

n
1 = f1 ,

a0 + a1x2 + . . .+ anx
n
2 = f2 ,...

a0 + a1xn + . . .+ anx
n
n = fn .Esta forma de afrontar el problema es, desde el punto de vista prátio, poooperativa.El siguiente resultado proporiona una forma explíita del polinomio in-terpolador busado.Teorema 1.1 (Polinomio interpolador de Lagrange) Dada la tabla 1.6,se onsidera el polinomio

Ln(x) =

n
∑

i=0

Pn,i(x) fi7



donde
Pn,i(x) =

(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
,on i = 0, 1, . . . , n. Este polinomio es un polinomio interpolador para lafunión f(x).Demostraión.En primer lugar, el polinomio Ln(x) tiene grado menor o igual que n puestoque es ombinaión lineal de los polinomios Pn,i(x), y éstos tienen gradomenor o igual que n. Por otra parte, observemos que

Pn,i(xk) =
n

∏

j=0

j 6=i

xk − xj

xi − xj

=

{

1 si k = i

0 si k 6= i
,de donde

Ln(xi) = Pn,i(xi) fi = fi, i = 0, 1, . . . , n.El polinomio obtenido en el teorema 1.1 se onoe on el nombre depolinomio interpolador de Lagrange. Sería más propio deir que está repre-sentado en la forma de Lagrange ya que, omo probaremos en la siguienteproposiión, el polinomio interpolador de una funión f(x) es únio.Proposiión 1.1 Dada la tabla 1.6, el polinomio interpolador de la funión
f(x) es únio.Demostraión.Supongamos que existe otro polinomio interpolador de f(x), es deir, existeun polinomio L∗

n(x) de grado menor o igual que n, tal que
L∗

n(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n.Consideramos el polinomio Qn(x) = Ln(x)−L∗
n(x) elual tendrá, a lo sumo,grado n. Este polinomio veri�a

Qn(xi) = Ln(xi) − L∗
n(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n.Por lo tanto Qn(x) es un polinomio de grado menor o igual que n on n +

1 raíes distintas, de donde Qn(x)es el polinomio idéntiamente nulo. Enonseuenia Ln(x) = L∗
n(x).Nota 1.1 8



Hay otras formas de esribir el polinomio interpolador de una funión
f(x) en n+ 1 puntos. No obstante, hay que reordar que la únia dife-renia será de aspeto puesto que el polinomio interpolador es únio.Si se sabe que la funión f(x) es un polinomio de grado menor o igualque n, Ln(x) = f(x).Para el álulo prátio del polinomio interpolador de Lagrange no hayneesidad alguna de que los nodos estén ordenados.En vista de que un polinomio interpolador depende linealmente de losvalores fi de la funión f , el polinomio interpolador de la suma de dosfuniones en n + 1 puntos x0, x1, . . . , xn es igual a la suma de lospolinomios interpoladores.Ejemplo 1.1 Consideremos los datos dados por la tablaTabla 1.7.-

x 0,3 1 2 3
f(x) 1,35 2,718 7,389 20,086que orresponde a algunos valores que toma la funión f(x) = ex. El polino-mio interpolador, en la forma de Lagrange, viene dado por

L3(x) =
(x − 1)(x − 2)(x − 3)

(0,3 − 1)(0,3 − 2)(0,3 − 3)
1,35 +

+
(x − 0,3)(x − 2)(x − 3)

(1 − 0,3)(1 − 2)(1 − 3)
2,718 +

+
(x − 0,3)(x − 1)(x − 3)

(2 − 0,3)(2 − 1)(2 − 3)
7,389 +

+
(x − 0,3)(x − 1)(x − 2)

(3 − 0,3)(3 − 1)(3 − 2)
20,086 .Para obtener, por ejemplo, una aproximaión al valor de f(0,44), alulamos

L3(0,44) = 1,608. El valor exato de f(x) es 1,553. Observamos las grá�as,superpuestas, de ex y L3(x) en la �gura 1.1.
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Fig. 1.1.- Grá�as de ex y L3(x).En el siguiente ejemplo se puede observar que el polinomio interpoladorno siempre proporiona buenos resultados.Ejemplo 1.2 Consideramos la tabla
x 0 3 5 9

f(x) 0 0,141 −0,959 0,412orrespondiente a algunos valores de la funión f(x) = sen(x). Si alulamosel polinomio interpolador en la forma de Lagrange, obtenemos
L3(x) =

(x − 3)(x − 5)(x − 9)

(0 − 3)(0 − 5)(0 − 9)
0 +

(x − 0)(x − 5)(x − 9)

(3 − 0)(3 − 5)(3 − 9)
0,141 +

+
(x − 0)(x − 3)(x − 9)

(5 − 0)(5 − 3)(5 − 9)
(−0,959) +

(x − 0)(x − 3)(x − 5)

(9 − 0)(9 − 3)(9 − 5)
0,412.De la observaión de las grá�as de sen(x) y de L3(x) (véase la �gura 1.2)se deduen las grandes diferenias entre la funión aproximadora (L3(x)) yla funión a aproximar (sen(x)).
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Fig. 1.2.- Grá�as de sen(x) y L3(x).1.4. Polinomio interpolador de NewtonA partir de los datos de la Tabla 1.5, vamos a obtener una nueva for-ma de expresar el polinomio interpolador para la funión f(x). Antes seráinteresante demostrar el siguiente resultado.Proposiión 1.2 Sea f una funión de la ual se onoen sus valores en
n + 2 valores reales distintos

f(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n+ 1.Consideremos los polinomios interpoladores de f en los nodos x0, x1, . . . , xny x0, x1, . . . , xn, xn+1 a los uales llamamos Ln(x) y Ln+1(x) respetivamen-te. Entones, existe una onstante cn 6= 0 tal que
Ln+1(x) = Ln(x) + cn(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) .Demostraión. Observemos que el polinomio

Ln(x) + cn(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) ,oinide on Ln(x), y por lo tanto on f(x) en los puntos x0, x1, . . . , xn, paraualquier valor de cn. Además, este polinomio es de grado n + 1 a lo sumo.11



Elegiremos cn de forma que
fn+1 = Ln(xn+1) + cn(xn+1 − x0)(xn+1 − x1) · · · (xn+1 − xn) ,de modo que

cn =
fn+1 − Ln(xn+1)

(xn+1 − x0)(xn+1 − x1) · · · (xn+1 − xn)
.Vamos a onstruir, de forma reursiva, un polinomio interpolador para lafunión f en los puntos x0, x1, . . . , xn.1. De�nimos N0(x) = f0.2. Teniendo en uenta la demostraión de la proposiión 1.2 de�nimos

N1(x) = N0(x) + c1(x− x0), on c1 =
f1 −N0(x1)

(x1 − x0)
.3. En general, alulamos

Nk(x) = N0(x) +
k

∑

i=1

ci(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)on
ci =

fi −Ni−1(xi)

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)
.para k = 2, 3, . . . , n.Llamaremos polinomio interpolador en la forma de Newton al polinomio

Nn(x) = N0(x) +
n

∑

i=1

ci(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1) ,que se onstruye mediante el proeso reursivo desrito. Notar que
Nk+1(x) = Nk(x) + ck(x− x0)(x− x1) · · · (x− xk−1).Evidentemente Ln(x) = Nn(x) aunque la forma de Newton permite aprove-har la informaión que se tiene al añadirse un nuevo nodo de interpolaión.12



1.5. Caso partiular de nodos igualmente espa-iados1.5.1. Diferenias �nitasEn muhos asos los nodos de interpolaión pueden apareer equidistantesentre sí o igualmente espaiados, es deir,
xj = x0 + j h, j = 0, 1 . . . , n.Sea h ∈ R onstante y una funión real f(x). Llamaremos diferenia de orden1 de la funión f , y se representa por = ∆f(x), a la siguiente expresión

∆f(x) = f(x+ h) − f(x)Las diferenias de órdenes superiores se de�nen de forma reursiva:
∆k+1f(x) = ∆(∆kf(x)), k = 1, 2, . . . .Por onvenio se onsiderará ∆0f(x) = f(x). Las diferenias suesivas de unafunión f(x) se pueden representar y alular de forma senilla mediante lasiguiente tabla:

x f(x) ∆f(x) ∆2f(x) ∆3f(x) ∆4f(x)
x0 f0

∆f(x0)
x1 f1 ∆2f(x0)

∆f(x1) ∆3f(x0)
x2 f2 ∆2f(x1) ∆4f(x0)

∆f(x2) ∆3f(x1)
...

x3 f3 ∆2f(x2)
... ...

∆f(x3)
... ...

x4 f4
... ... ... ...

. . . . . . . . . . . . . . . . . .Ejemplo 1.3 Si alulamos la tabla de diferenias suesivas orrespondientea la tabla de valores
x 0,5 1 1,5 2 2,5 3

f(x) 1,65 1,03 0,74 0,61 0,53 0,4513



obtenemos
xi fi ∆f ∆2f ∆3f ∆4f ∆5f

0,5 1,65
−0,62

1 1,03 0,33
−0,29 −0,17

1,5 0,74 0,16 0,06
−0,13 −0,11 0,00

2 0,61 0,05 0,06
−0,08 −0,05

2,5 0,53 0,00
−0,08

3 0,451.5.2. Polinomio interpolador de Newton para puntosigualmente espaiadosSi en la forma de Newton del polinomio interpolador suponemos que lospuntos están igualmente espaiados, es deir
xj = x0 + j h, j = 0, 1 . . . , n.se obtiene

c1 =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0

=
f(x0 + h) − f(x0)

(x0 + h) − x0

=
∆f(x0)

h

c2 =
f(x2) − f(x0) − c1(x2 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

=
f(x2) − f(x0) −

∆f(x0)
h

(x2 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

=

f(x2)−f(x0)
x2−x0

− ∆f(x0)
h

x2 − x1
=

f(x2)−f(x1)+f(x1)−f(x0)
2h

− ∆f(x0)
h

h
=

=
∆f(x1) + ∆f(x0) − 2∆f(x0)

2h2
=

∆f(x1) − ∆f(x0)

2h2
=

∆2f(x0)

2h2
.En general, se obtiene por induión

ck =
∆kf(x0)

hk k!
,14



de donde la forma de Newton del polinomio interpolador quedaría del si-guiente modo
Nn(x) = f(x0) +

∆f(x0)

h
(x− x0) +

∆2f(x0)

h2 2!
(x− x0)(x− x1) + . . .

. . .+
∆nf(x0)

hn n!
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1) .Nótese que los oe�ientes ci, i = 1, 2, . . . , n se obtienen, de forma senilla,a partir de la tabla de diferenias suesivas de la funión.Ejemplo 1.4 Dada la tabla de datos y los elementos subrayados de la tablade diferenias (∆kf(x0)) del ejemplo 1.3, se onstruye muy fáilmente elpolinomio interpolador en la forma de Newton

N5(x) = 1,65 +
(−0,62)

0,5
(x− 0,5) +

0,33

0,52 2!
(x− 0,5)(x− 1) +

+
(−0,17)

0,53 3!
(x− 0,5)(x− 1)(x− 1,5) +

+
0,06

0,54 4!
(x− 0,5)(x− 1)(x− 1,5)(x− 2) .1.6. Interpolaión inversa y extrapolaión1.6.1. Interpolaión inversaDada una tabla de puntos, el problema de la interpolaión inversa on-siste, simplemente, en determinar para un valor dado de la funión f(x) laorrespondiente x. Cualquiera de las formas de interpolaión expuestas per-mite afrontar este problema, simplemente hay que onsiderar a la f omovariable independiente y a x omo variable dependiente. La interpolaión in-versa puede tener gran interés omo método para ontrastar los resultadosobtenidos al resolver un problema de interpolaión direta.1.6.2. ExtrapolaiónLa utilizaión de los polinomios interpoladores para alular aproxima-iones on valores no situados entre nodos de la tabla 1.5 da, en general,resultados bastante desastrosos. Solamente se obtienen buenos resultados en15



la extrapolaión para asos muy partiulares de funiones. Por ejemplo, on-sideremos la tabla 1.5 donde fi tiende a un límite f uando i ree. Su-pongamos, además, que la suesión {f − fi} es una progresión geométria.Entones, para tres valores onseutivos fk−1, fk, fk+1, se tiene que
(f − fk−1)(f − fk+1) = (f − fk)

2,y de aquí
f = fk+1 −

(fk+1 − fk)
2

fk+1 − 2fk + fk−1
.Esta fórmula se onoe omo fórmula de extrapolaión δ2 de Aitken y másque omo fórmula general de extrapolaión, se utiliza para aelerar la on-vergenia en iertos métodos iterativos.1.7. SplinesPodemos pensar que, dada una nube de puntos, basta alular el poli-nomio interpolador para obtener una aproximaión aeptable de la funión.Pero uando el número de puntos de la tabla a ajustar es elevado, este proesoes omputaionalmente, ostoso y el resultado obtenido no suele ser bueno.Otro método que se utiliza es la aproximaión mediante Splines. Aquí sesigue la �losofía de que la aproximaión obtenida será una funión que pasepor todos los puntos dados por la tabla y que esta funión estará onstruidaa partir de polinomios de grado a elegir, pero no muy alto en la prátia.Supongamos que se quieren aproximar, a partir de los datos de la tabla 1,los valores de una funión f(x), donde se supondrá que los puntos a = x0 ≤

x1 ≤ . . . ≤ xn = b de�nen una partiión del intervalo [a, b].De�niión 1.1 Dado un intervalo [a, b] ⊂ R y una partiión P de esteintervalo
a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b ,llamaremos spline de orden k asoiado a la partiión, a la funión S(x) de-�nida del siguiente modo

S(x) = Si(x) ∀x ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , ndonde Si(x) son polinomios de grado k, que satisfaen:
Si(xi−1) = fi−1

Si(xi) = fi
i = 1, . . . , n (1.3)16



y además,










S ′
i(xi) = S ′

i+1(xi)...
S

k−1)
i (xi) = S

k−1)
i+1 (xi)

i = 1, . . . , n− 1 . (1.4)A k se le llama grado del spline.Los splines más utilizados en la prátia, son los splines de grado 3 o úbios,o sea, un onjunto de polinomios
Si(x) = aix

3 + bix
2 + cix+ di i = 1, . . . , n ,que umplen las ondiiones anteriores. Veamos ómo podemos determinarestos polinomios.Las ondiiones (1.3) y (1.4), para los splines úbios, quedan de la forma:

Si(xi−1) = fi−1

Si(xi) = fi
i = 1, . . . , n ,

S ′
i(xi) = S ′

i+1(xi)
S

′′

i (xi) = S
′′

i+1(xi)
i = 1, . . . , n− 1 ,Hemos de determinar 4n oe�ientes y se tienen 2n + 2(n − 1) = 4n − 2ondiiones. Harán falta, pues, dos ondiiones extra que se suelen obtenerimponiendo que S ′′

1 (x0) = A y S ′′

n(xn) = B, donde A y B son dos númerosreales. (En el aso que A = B = 0, el spline obtenido se llama spline natural).Para obtener los polinomios, partimos de que S ′′

i (x) son polinomios degrado 1 que umplen S ′′

i (xi) = S
′′

i+1(xi), i = 1, . . . , n− 1. Así
S ′′

i (x) = Mi−1
(xi − x)

(xi − xi−1)
+Mi

(x− xi−1)

(xi − xi−1)
, i = 1, . . . , n . (1.5)Efetivamente

S
′′

i (xi) = Mi (1.6)
S

′′

i+1(xi) = Mi

(xi+1 − xi)

(xi+1 − xi)
+Mi+1

(xi − xi)

(xi+1 − xi)
= Mi .Tendremos que alular sólo M1, . . . ,Mn−1 ya que la expresión (1.5) nospermite a�rmar que

A = S
′′

1 (x0) = M0 ,y la expresión (1.6)
B = S

′′

n(xn) = Mn .17



Integrando la expresión (1.5) obtenemos
Si(x) = Mi−1

(xi − x)3

6(xi − xi−1)
+Mi

(x− xi−1)
3

6(xi − xi−1)
+ αix+ βi ,donde αi y βi son onstantes de integraión que se determinan imponiendo

Si(xi−1) = fi−1

Si(xi) = fi i = 1, . . . , n ,on lo que se obtiene:
αi =

fi − fi−1
xi − xi−1

− 1
6
(Mi −Mi−1)(xi − xi−1)

βi = fi − αixi −
1
6
Mi(xi − xi−1)

2 .Introduiendo la notaión hi ≡ xi − xi−1 podemos esribir:
Si(x) =

Mi−1

6hi

(xi − x)3 +
Mi

6hi

(x− xi−1)
3 + (fi −

1

6
Mih

2
i )

(x− xi−1)

hi

+

+(fi−1 −
1

6
Mi−1h

2
i )

(xi − x)

hi

. (1.7)Falta alular los Mi, para ello, se hae uso de la ondiión que nos queda
Si(xi) = Si+1(xi) i = 1, . . . , n− 1 obteniendo el sistema de euaiones

aiMi−1 +Mi + ciMi+1 = di ,donde los oe�ientes vienen dados por las expresiones
ai = hi

2(hi + hi+1)
; ci =

hi+1

2(hi + hi+1)
,

di = 1
2(hi + hi+1)

{

fi+1 − fi

hi+1
− fi−fi−1

hi

}

.Este sistema es uns sistema tridiagonal, uya matriz de oe�ientes es dela forma:
[A] =















1 c1 0 · · · 0
a2 1 c2 · · · 0

0
. . . . . . . . . ...... . . . . . . ...

0 · · · an−1 1















,y, una vez resuelto, basta sustituir en (1.7) para obtener los distintos polino-mios del spline úbio. 18



Ejemplo 1.5 Consideremos la tabla de valoresTabla 1.8.-
x 0 1 2 3 4 5

f(x) 0 1 4 9 16 25uyos puntos representamos en la �gura 1.3.

-505
101520
2530

-1 0 1 2 3 4 5 6
♦

♦ ♦

♦

♦

♦

Fig. 1.3.- Grá�a de los puntos de la tabla 1.2.Suponiendo que M0 = M5 = 0 y teniendo en uenta que hj = 1, j =
1, . . . , 5, alulamos los valores ai = 0,25, ci = 0,25, di = 0,5, i = 1, . . . , 4,que dan lugar a la matriz

[A] =









1 c1 0 0
a2 1 c2 0
0 a3 1 c3
0 0 a4 1









=









1 0,25 0 0
0,25 1 0,25 0
0 0,25 1 0,25
0 0 0,25 1









.Resolvemos el sistema
[A]









M1

M2

M3

M4









=









d1

d2

d3

d4
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y obtenemos








M1

M2

M3

M4









=









0,421
0,316
0,316
0,421









.Sustituyendo en (1.7) obtenemos el spline
S1(x) =

0,421

6
x3 + (1 −

0,421

6
)x ,

S2(x) =
0,421

6
(2 − x)3 +

0,316

6
(x− 1)3 + (4 −

0,316

6
)(x− 1)

+(1 −
0,421

6
)(2 − x) ,

S3(x) =
0,316

6
(3 − x)3 +

0,316

6
(x− 2)3 + (9 −

0,316

6
)(x− 2)

+(4 −
0,316

6
)(3 − x) ,

S4(x) =
0,316

6
(4 − x)3 +

0,421

6
(x− 3)3 + (16 −

0,421

6
)(x− 3)

+(9 −
0,316

6
)(4 − x) ,

S5(x) =
0,421

6
(5 − x)3 + 25(x− 4) + (16 −

0,421

6
)(5 − x) .En la Figura 1.4, representamos los puntos de la tabla junto on la grá�adel spline obtenido.
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101520
2530

-1 0 1 2 3 4 5 6
♦

♦ ♦

♦

♦

♦

spline

Fig. 1.4.- Puntos de la tabla 1.8 y el spline obtenido.1.8. Ejeriios1. ¾Cuál es el polinomio de interpolaión de la funión f(x) = 1 en lospuntos x0, x1, . . . xn ?.2. Calular un polinomio interpolador tal que en los puntos x0 = −1,
x1 = 0 y x2 = 1 tome los mismos valores que la funión f(x) = 3x.3. Esribir un polinomio de grado no mayor que 2 que tome los valores 1,2, -1 en los puntos 0, 1, -2.4. Dada la tabla

x 0 1 2 3 4
f(x) -1 2 13 44 107determinar el polinomio interpolador de Newton asoiado a estos datos.5. Dada la tabla

x -2 1 2 4
f(x) 25 -8 -15 -23determinar el polinomio interpolador de Lagrange asoiado a estos da-tos, dar una estimaión de f(0).21



6. Calular el polinomio interpolador de Newton para la funión tabulada
x 2 4 6 8

f(x) 3 11 27 50Si sabemos a posteriori que f(10) = 83, determinar el nuevo polinomiointerpolador de Newton.7. Se tiene la siguiente tabla de datos
x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0Si(x) 0 0.19956 0.39646 0.58813 0.77210 0.94608donde Si(x) es la funión `seno integral' dada por

Si(x) =

∫ x

0

sen(t)

t
dt .Calular el polinomio interpolador orrespondiente a los puntos de latabla y obtener el valor de x tal que Si(x) = 0,45.8. La presión y el volumen de una masa gaseosa están ligados por iertafunión. Con los siguientes datos obtenidos experimentalmentePresión 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5Volumen 1.65 1.03 0.74 0.61 0.53a) Determinar un polinomio interpolador de grado menor o igual que4 para estos datos.b) Utilizar la informaión del apartado anterior para determinar unpolinomio que tome el valor 0.45 para el volumen a una presiónde 3.) Calular volumen aproximado para una presión de 0.6. Estudiaresta aproximaión utilizando ambos polinomios.9. La tabla adjunta muestra las puntuaiones de Álgebra y Físia de 5estudiantes Álgebra 7.5 8 9.3 6.5 8.7Físia 8.2 7.8 8.6 7.2 9.1a) Hallar un polinomio de grado a lo sumo 4 que interpole estosvalores. 22



b) Calular la nota que, aproximadamente, se espara que obtenga unalumno de Físia si en Álgebra tiene un 7.10. El número de baterias por unidad de volumen presentes en un ultivodespués de un número determinado de horas, viene dado porHoras 0 2 4 6Baterias 32 65 132 275a) Hallar un polinomio interpolador de grado 3 a lo sumo para estosdatos.b) A posteriori se analiza también el ultivo para diferentes tiempos,obteniendo Horas 1 3 5Baterias 47 92 190Calular el polinomio interpolador para esta tabla, de grado menoro igual que 2.) Tomando todos los datos, onstruir el polinomio interpolador degrado máximo.d) Comparar los distintos valores que se obtienen al onsiderar unperiodo de tiempo igual a dos horas y media.11. Construir un spline úbio natural para aproximar f(x) = cos(πx)usando los valores dados por f(x) en x = 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0. Integrarel spline en el intervalo [0, 1], y omparar on el reslutado
∫ 1

0

cos(πx) dx = 0.Usar la derivada del spline para aproximar f ′(0,5) y f ′′(0,5).12. Calular el spline úbio que aproxime a la funión f(x) = 3xex − e2xen x = 1,03, utilizando los datos de la siguiente tabla
x 1.0 1.02 1.04 1.06

f(x) 0.76578939 0.79536678 0.82268817 0.84752226
23


