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Programa de la asignatura

@ Introduccién. Sistemas lineales.
© Matrices dispersas.
© Métodos directos para la resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales.

@ Meétodos iterativos para la resolucidon de sistemas de ecuaciones
lineales. Precondicionadores.
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Sistemas lineales
derivadas
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Ecuaciones en derivadas parciales

@ Ecuacidn del transporte

ou -
— +4vVu=0
ot
Por ejemplo, describe el transporte de un contaminante a lo largo de

un canal.
@ Ecuacién de difusidén o ecuacidon del calor

ou

— —DV*u=0
ot
Describe la conduccién de calor a través de un medio homogéneo e
isétropo.
@ Ecuacién de ondas )
O°u 99
— —cVu=0
ot?

Por ejemplo, describe la propagacién de ondas transversales de
pequeiia amplitud en una cuerda elastica.
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Ecuaciones en derivadas parciales

@ Ecuaciones de Laplace y de Poisson
Viu=0, Vu=f

Describen el estado estacionario de la ecuacién de difusién. Juegan un
papel imortante en electrostatica.
@ Ecuacién de Black-Scholes

ou 1 2 28 U ou

— -|— S0t S +re— —ru=0

ot Oox ox
Es una ecuacién fundamental en finanzas. u el precio de una opcién
sobre una accién y S el precio de la accién, o la volatilidad y r la tasa
de interés.

@ Ecuacién de Schrédinger

2
n2% h v2¢+vw, —iv2¢+v¢ E

que son ecuaciones basicas de la Mecénica Cuantica.
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Ecuaciones en derivadas parciales

@ Ecuacién de Burger

ou o
ot C”ax a
ou ou 0%y

o Yar T Soa2

Describe la evolucién del flujo de un fluido unidimensional. También se usa
en modelos de trafico.

@ Ecuacion de los medios porosos

Ou = kV (u”ﬁu)
ot
con k> 0y~ > 1. Esta ecuacién aparece en la descripcién de fenémenos de
filtracion.
@ Ecuacién Eikonal
ﬁu‘ = ¢(x)

aparece en dptica geométrica y si u es su solucién, sus superficies de nivel,
u(x) = t, describen la posicién de un frente de luz en el tiempo t.
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Ecuaciones en derivadas parciales

@ Ecuaciones de Maxwell

1

&=

0 - = 5 0 - o
— B = — E
V x O,at—l—Vx

VE=0,VB=0

I
=1

Q

t

Son las ecuaciones basicas de la electrodindmica cldsica.

@ Ecuaciones de Navier-Stokes

%f + (zﬁ) 7= —;ﬁP Ve

Vii =0

Estas ecuaciones describen la evolucién de un fluido viscoso
homogéneo e incompresible.
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Ecuacion del calor

Consideremos un elemento cibico con uno de sus vértices en el punto
(z,y,2) y cuyas aristas tienen longitudes (Az, Ay, Az).
Se introducen las magnitudes

e T(x,y,z) (°C) La temperatura en el punto (z,y, 2).

o q.(z,y,2) (W/m?) El flujo de calor por unidad de superficie
transversal al eje X. Andlogamente, se introducen ¢, (z,y, z),
q-(x,y, z), para los ejes Y y Z, respectivamente.

° Q(z,y,2,t), (W/m°C) Una fuente de calor.

@ ky(x,y,z), (W/m°C). La conductividad térmica del material en la
direccion del eje X. Andlogamente se introducen k,(z,y, 2),
k.(z,y,z), para los ejes Y y Z.

e p(z,y,2), (Kg/m?). La densidad del material.
o c(z,y,z) (J/Kg°C). El calor especifico del material.
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Ecuacion del calor

El balance de energia en el elemento sera

AFE = (qz(z,y, 2,t) — qu(x + Az, y, 2,t)) AyAzAt
+(ay(@,y, 2,t) — (2, y + Ay, 2, 1) AzAzAt
+(q:(2,y, 2,t) — 4 (2,9, 2 + Az, 1)) AwAyAt
+Q(x,y, 2, ) Az AyAzAL.

La energia generada o perdida en el elemento se usa en calentarlo o
enfriarlo, por tanto,

AE = p(x,y, 2)c(x,y, 2) (T(x,y, 2, t + At) = T(2,y,2,1)) ArAyAz
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Ecuacion del calor

Desarrollando en serie de Taylor alrededor del punto (z,y, z) y tomando el
limite cuando Az, Ay, Az y At tienden a cero, se llega a que

Por Ley de Fourier se tiene que

oT or oT

QI:_ID%a Qy:_y@> qz = —
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Ecuacion del calor

y, por tanto, se tiene la ecuacidn del calor, que es de la forma

En caso que p, ¢, k; = k, = k. sean constantes, la ecuacién del calor se
escribe de la forma

T

—
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Ecuacion del calor sin fuentes

El problema mas sencillo, donde se considera que no hay fuentes de calor y
las condiciones de contorno son homogéneas.

or  ,0°T

et el

ot 0x2’
con las condiciones de contorno

O<ze<l, t>0,

T(0,t)=0, T(,t)=0,

y la condicién inicial
T(x,0) = g(z) .
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Ecuacion del calor sin fuentes

Método de separacion de variables, buscando soluciones de la forma
T(x,t) = X(z)P(t) .
Sustituyendo esta solucién en la ecuacién

P X'
a’?P(t)  X(x)

= -\,
O sea,

P'(t) +a*\P(t) =0,
X" 4+2X(z)=0.

Condiciones de contorno
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Ecuacion del calor sin fuentes

Se tienen los autovalores

y las autofunciones

Xn(z) = sen <mlrx> .
La parte temporal queda de la forma
P, +a*)\,P, =0,

cuya solucién es de la forma

PTL(t) = aneia2/\nt = ane_(%)Qt .
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Ecuacion del calor sin fuentes

La solucién del problema se escribird de la forma

> nma 2
T(x,t) = Zane_( ) " sen (m) .

n=1

Como se ha de satisfacer la condicién inicial, se cumplira

g(z) = i ay, sen (mlm) ,

n=1

y, utilizando la propiedad de ortogonalidad de las funciones seno

2 rl
an = f/ g(z) sen <n7rx> dx
L Jo l
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Ecuaciones elipticas

La ecuacion eliptica mas simple es la ecuacién de Laplace

?u  0%*u  D%u

2 [ — [ [
vu_8x2+8y2+822

=0.

aparece en problemas de gravitacion y de electrostdtica, para describir el
potencial de velocidades de un fluido no turbulento, para describir la
distribucidn estacionaria de temperaturas, etc.

P, o _
oz? = oy

Otra ecuacién eliptica muy usual es la ecuacién de Poisson,

Viu = 0.

Viu=0Q,

que aparece en problemas estacionarios con fuentes.
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Ecuaciones bidimensionales

Si se pretende resolver las ecuaciones en un recinto finito, €2, sera
necesario tener unas condiciones de contorno, que pueden ser de la forma:

Q u (%) = f (%), ¥ €%, siendo X la frontera de 2. Este problema se
conoce como un problema de Dirichlet o primer problema de contorno.

Q iiVu = g (&), siendo 7 un vector unitario normal a la superficie 3. A
este problema se le llama problema de Neumann o segundo problema
de contorno.

©Q 7iVu+ au=h(Z), TEX. A este problema se le llama problema
mixto o tercer problema de contorno.
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Ecuacidn de Laplace en coordenadas cartesianas

La ecuacién de Laplace

Pu Pu O
0x? = 0y 022

sobre un rectangulo de aristas (a, b, c), suponiendo que se tienen
condiciones de frontera de la forma

U(anv Z) = u(a,y,z) = U(.QZ‘,O,Z) = U(.%',b, Z) = U(.%',y,()) =0,

Introduccién. Sistemas lineales Curso 2023-2024 19/48



Ecuacidn de Laplace en coordenadas cartesianas

Separacién de variables,
u(z,y,z) = X(2)Y (y)Z(2) .

Obtenemos la ecuacién
1 d2X+ 1 d2Y+ 1 d*zZ
X(z) dz?  Y(y) dy*>  Z(z) dz?

Suponemos que

=0.

1 X
X(z) da®
Lﬂ _ _52
Y(y) dy?

1 d*z
Z(z)d=2

con 72 = o? + B2
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Ecuacidn de Laplace en coordenadas cartesianas

se tiene que X (z), Y(y) y Z(2) han de cumplir

siendo
™ ™m

Curso 2023-2024
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Ecuacidn de Laplace en coordenadas cartesianas

La forma general de la solucién buscada es pues

u(x,y, z Z Z m,n Sen (o) sen (Br,y) senh (,m2)

siendo
™ ™ _In? m?
=" Pn =T dam =T+ G
Haciendo u(z,y,c) = V(x,y), se tiene
o0 o0

(z,y) = Z Z m,n Sen (o) sen (Bpy) senh (vp, me)

de lo que se tiene que

n,m =

a b
4 /dx/odyV(x,y) sin (apx) sin (Bny) -

absenh (y,mc) Jo
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Métodos numeéricos

@ Mostraremos distintos métodos numéricos para la aproximacién de
problemas de contorno. Mientras que en los problemas de valores
iniciales las condiciones que determinan la solucién del problema se
imponen en un mismo punto (condiciones iniciales), en los problemas
de contorno las condiciones se imponen en puntos separados.

@ Para una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden
/.
y'=f(zyy), a<z<b,

con las condiciones

yla) =, y(b) =6 .
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Diferencias finitas

Se tiene un problema de la forma

iz

y' =p@)y +a(@x)y+r(x), a<z<b, yla)=a, yb)=4.
El primer paso consistira en dividir el intervalo [a,b] en N + 1
subintervalos del mismo tamafo cuyos extremos son los nodos
ri=a+1Azx, i=0,1,... ,N+1,

siendo Az = (b—a)/(N +1).
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Diferencias finitas

En los nodos interiores se ha de cumplir

y" (@) = p(z:) y' (@) + q (i) y () + 7 (1)

cont=1,2,... N.
Se hace uso del desarrollo de Taylor

y(ziv1) = y(zi+Az) =y (z;) + Azy (z;)
Axz? 1" Az? " 4
—l—Ty (z;) + Y (z;)+ O (A:r ) )

Ademas
y(@ic1) = y(xi—Ax) =y (x;) — Awy' (x;)

Axd
+ 5y (@) = =y (@) + O (Aat)

Introduccién. Sistemas lineales Curso 2023-2024



Diferencias finitas

Se tiene
' (@) = 5o (0 (i) = 20 1) +y (i) + O (Aa?) |
X
Y 1
y (@) = g (4 (@in) =y (@i1)) + O (Aa?)
En los nodos ¢ =1,..., N, las ecuaciones

Yi—1 — 2Yi + Yi+1 —p (@) Yirl — Yi—1

Az? 2Ax +a(@)yi (@)

Condiciones de contorno

Yo=0a, Yny1=p.
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Diferencias finitas

en forma matricial de la forma

Ay =b,
donde A es la matriz tridiagonal
2+ Az?q (21) 71+A$p(11) 0 0
—1-4Fp(w2) 2+ Az?q(za) -1+ 4Zp(22) 0
0 0
A=
-1+ %P (IN—I)
0 —1—¥p(TN) 2+ Ax?q (zpn)
y los vectores
1 —Az%r (z1) + gl + 5 p(ll)) a
Y2 —Azx“r (x2)
Yy = . s b= :
YN-1 —Az?r (zn_1)
YN —Az’r (zn) + (1 - 8Ep(an)) B
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Diferencias finitas para problemas elipticos

Problema de contorno asociado a la ecuacién de Poisson

*u 0%
@ +87y2 = —f s (l‘,y) S [O;ll] X [0)12] ’

u(r,y) =0, para 2=0; 2=11; y=0; y=1y .
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Diferencias finitas para problemas elipticos

El primer paso que realizaremos consistird en discretizar el rectangulo
[0, 2] x [0, 12]

v 4

b—b—
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Diferencias finitas para problemas elipticos

Se tiene que

0%u (i, ;) ~ Ui—15 — 2Uj5 + Uit1;
a 2 1y ) A.’EQ Y
&*u ( )~ Uij—1 — 2Uij + Ui
a o, Wiy Uj Ayg ’

donde wi; = u (x4, y;)

La ecuacion

1 1
N (ui—1j — 2uij + uit15) + A2 (wij—1 — 2uij + uijp1) = —fij -
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Diferencias finitas para problemas elipticos

Orden:i=1,... ,N,j=1,... , M,

l=itn(G-1)|.

0
50
. . 100

Se obtiene un sistema de
ecuaciones de la forma 0
200

Au= f1,
250
300
350
0 5‘0 I(;O 1 %O 260 2%0 3(;0 3%0

nz=1729
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Diferencias finitas para problemas paraboélicos

Consideraremos la ecuacién del calor o ecuacién de la difusidon dependiente
del tiempo que consideraremos tiene la forma

oo
ot 0x?

@ Condiciones de contorno

@ Distribucién espacial de la u en el instante inicial es conocida.
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Diferencias finitas para problemas paraboélicos

@ Se discretiza el tiempo y el espacio en intervalos igualmente
espaciados, t = nAt, n=0,1,2,..., y r = 29 + iAx,
1=0,1,...,N,.

@ Se toma una aproximacién para la derivada temporal de la forma

ou _u(w,t+ At) — u(w,1)

a5~ A +O(AL) .

@ Para la derivada espacial se toma

@ _u(r — Ax,t) = 2u(x,t) + u(x + Az, 1)
dx2 Az?

+0 (A2?)
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Diferencias finitas para problemas paraboélicos

Se suele utilizar la notacién u (nAt, zg + 1Ax) = ul, y se escribe la
aproximacién de la ecuacién como

n

n+1 n n n
u; —uy aui_l — 2uj + ()
At Ax? ’
0 sea,
n+l _ . n n n n _ OéAt
ui T = (u = 20 +ugy) T=A2

Método explicito.
Para garantizar la estabilidad del esquema explicito, se puede ver que es
necesario que se cumpla la condicién

< aAt
Az?
que se conoce como la condicién de Courant, y que limita la longitud del

paso temporal que es necesario elegir una vez se ha elegido un paso
espacial.

0 <05,
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Diferencias finitas para problemas paraboélicos

Para evitar problemas de estabilidad, se puede evaluar la derivada segunda
espacial en el instante (n 4+ 1)At, en vez de hacerlo en el instante nAt,
obteniendo de este modo la aproximacién

n+1 n n+1 n+1 n+1
At Ax? ’

o sea,

run—l—l + (1 + 270) n+l ru”+11 _ u

)

que es un método implicito.
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Diferencias finitas para problemas paraboélicos

Para cada paso de tiempo, se ha de resolver un sistema de ecuaciones de
la forma

—r 1+4+2r) -—r
—r (14 2r) —r
-r (1+2r) n+1 n n+1
uNx UN, +ruNm+1
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Diferencias finitas para problemas paraboélicos

Otro método mas preciso es el método de Crank-Nicolson

n n n n+1 n+1 n+1
ui g — 2u gty " u;myp —2u;
Ax? Ax?
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Introduccion a los elementos finitos

Veremos el método de Rayleigh-Ritz que servird como una breve
introduccion al método de los elementos finitos.

Cosideramos, por ejemplo, la deformacién de una viga, que se modeliza de
la forma

L (oY) +a@y = f@. 0<e<t,

con las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0.
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Introduccion a los elementos finitos

la solucién de esta ecuacién es la funcién que minimiza una cierta integral
entre todas las funciones del conjunto CZ2[0, 1], definido por

C300,1] = {u € C?[0,1)/u(0) = u(1) = 0} .

Asi, una funcién y € C2[0,1] es la solucién del problema de la viga si, y
sélo si, y es la dnica funcién que minimiza la integral

1) = [ (po) 02)* + a() (@) = 2f(2)uo))
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Introduccion a los elementos finitos

se eligen ciertas funciones bdasicas, ¢1, ¢2, ... , ¢n, que sean linealmente
independientes y que verifiquen

$i(0) = ¢;(1) =0, i=1,2,...,n.

Suponemos que
n

=Y cigil),

i=1

y tratamos de obtener las constantes ¢y, s, ..., ¢, que hacen minima la
integral

I (Z Ci¢i(x)>
i=1
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Introduccion a los elementos finitos

Derivando e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones:

n

> () (P60} ) + a1 ) &) e | f(@)éy@)d =0,

=1

para j = 1,2,...,n. Estas ecuaciones dan lugar a un sistema de
ecuaciones lineales

AZ=b,

donde A es una matriz simétrica cuyos elementos son de la forma
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Introduccion a los elementos finitos

1
w; = [ (p@)dl(@)6(a) + a(a)u(2)s; (2)

y las coordenadas del vector b son

1
b = /O F(@)¢i(x) de.

La solucidén de este sistema nos da los coeficientes ¢; que permiten
reconstruir la solucién aproximada.

Se pueden generalizar estas ideas
para dominios bidimensionales y
tridimensionales usando elementos
triangulares o cuadrangulares.
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Ejemplos de matrices

Problemas mds complejos como el analisis estructural, o el estudio de la
dindmica de fluidos computacional utilizan técnicas de discretizacién de las
ecuaciones como los voliimenes finitos o los elementos finitos.

Estructura de un coche

227362 incdgnitas
5757996 elementos no nulos
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Ejemplos de matrices

Cigiienal de un coche

148770 incégnitas
5396386 elementos no nulos
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Investigacion en la UPV

Investigacion en Algebra lineal numérica

o Algebra lineal numérica en la UPV. Construccién de
precondicionadores:

o A bloques.

o Inversas aproximadas (Sherman-Morrison).
Precondicionadores polinomiales.
Precondicionadores ‘matrix-free'.

Optimizacién del célculo de autovalores.
Resolucién de sistemas a bloques.
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Algebra lineal numérica

@ Computacién de alto rendimiento: Desarrollo de algoritmos y
herramientas para célculos eficientes de algebra lineal en sistemas
paralelos y distribuidos a gran escala, incluidos procesadores
multindcleo, GPU vy arquitecturas heterogéneas.

@ Calculos tensoriales: La investigacion en esta area implica el desarrollo
de algoritmos, modelos y métodos computacionales para matrices
multidimensionales (tensores). Los tensores han sido objeto de gran
atencién debido a sus aplicaciones en areas como el aprendizaje
automidtico, la ciencia de datos y la computacién cuantica.
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Algebra lineal numérica

@ Algoritmos aleatorios: Los algoritmos aleatorios de algebra lineal han
ido ganando terreno, ya que proporcionan soluciones rapidas y
aproximadas a los problemas. Estos algoritmos suelen tener una
complejidad computacional menor que sus homdélogos deterministas y
tienen aplicaciones en el aprendizaje automatico, el procesamiento de
senales y el anélisis de datos.

° Algebra lineal numérica para el aprendizaje automatico: A medida que
el aprendizaje automatico y la inteligencia artificial contintdan
creciendo, los investigadores estan desarrollando algoritmos y técnicas
de algebra lineal mas eficientes para abordar los desafios
computacionales del procesamiento de datos a gran escala y el
aprendizaje profundo.
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Algebra lineal numérica

° Algebra lineal basada en grafos: Los grafos pueden representarse como
matrices, y pueden aplicarse técnicas de algebra lineal para analizar
las propiedades de los grafos. La investigacién en esta area incluye el
desarrollo de algoritmos para la sparsificacién de grafos, la agrupacién
espectral y el procesamiento de sefiales de grafos.

@ Computacion cuantica y algebra lineal: La computacién cuantica
ofrece un paradigma computacional diferente que podria revolucionar
muchas dreas de la ciencia y la tecnologia. El dlgebra lineal
desempeiia un papel crucial en el desarrollo de algoritmos cudnticos y
el estudio de los sistemas cuanticos.
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