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Introduccidn

Sea el sistema lineal compatible y determinado
Az =10

con A = (a1|---|an)

Férmula de Cramer

o det (a1|- - - |ai—1|blai+1| - - |an)
’ det(A)

El coste del célculo de determinantes por el método del desarrollo por
menores es del orden de n!. Asi, para n = 50 y con un ordenador con 1
gigaflop de velocidad

coste ~ 4.810%° afios
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Sistemas triangulares

Sea el sistema lineal

donde A es triangular sup.

anr: + ai2x2 + + A1,n—1Tn—1 + A1nTn = by
azre + + (2n—1Tn—1 + A2nTn = b
+ + = bn-o
An—1,n—1Tn-1 + = bn-1
AnnTn - bn
1= n, Tn = bn/ann
i=n-—1, Tp—1 = (bn-1 — [@n—1n-1
t=n-—2, Tn— 2—( n—2 — )/an—2,n—2

(n 2_Zj7naljxj)/an 2,n—2
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Sistemas triangulares

Algoritmo : Sustitucidn regresiva

Input: Ay b
Output: solucién x

for i=n:1
r; = b;/ai;
for j=n:i+1
bi = bi — aij:cj
end for

end for

e Requiere Y ;' j(n—i+1)=(n+1)n — w =06 (”—;) flops
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Operaciones elementales

Dada una matriz A € R™*", consideralmos la fila ¢-ésima

Ei:(ail aig - am)

Las operaciones elementales que se se pueden definir sobre la matriz A son:

Tipo I:
Tipo I1l:

Tipo Ill:

Intercambio de filas E; con E;. Denotaremos esta operacién
por E; <+ Ej.

Multiplicaciéon de la fila E; por cualquier constante no nula
A. Denotaremos esta operacion por \E; — E;.

Multiplicacién de la fila E; por cualquier constante no nula A
y sumdrsela a la fila ;. Denotaremos esta operacién por
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Operaciones elementales

Definicidon

Se llaman matrices elementales a las que se obtienen a partir de la matriz
identidad mediante la aplicacién de una operacién elemental.

Tipo I: Matriz de permutacién es una matriz cuadrada que en cada
fila y columna sélo tiene un tnico elemento distinto de cero
que vale 1. La matriz de permutaciones que intercambia la
fila 2 por la fila j es

i g
1 0 0 0 0 o
0
A 0o 1 0
Py= "'
j 0
0 1 0 0 0
0 0

0 0 0 ce 0 0 1

Métodos Directos Curso 2022-2023



Operaciones elementales

@ Toda matriz de permutaciones es invertible y satisface que
p~t=pT.

Tipo II:

Tipo IlI:

Multiplicacién de la fila i—ésima de la matriz I por cualquier
constante no nula A. Se denota por E;(\). Esta matriz
elemental permite realizar transformaciones elementales del
tipo Il.

Se obtiene a partir de la matriz I sumando un mdltiplo de
una fila j a la fila 4. Se denota por E;;(X).
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Factorizacion LU

Recordemos que el esquema del método de Gauss se basa en pasar de una
matriz (la matriz ampliada del sistema) a una matriz equivalente que tiene
forma escalonada.
Paracada 1 =1,...,n,
Paso 1. Determinar el pivote
Paso 2. Reducir a la forma escalonada utilizando. A\; = akia;il,
k =1,...,n,y realizando la operacién (Ey — A\g; Ei) — Fk,
para k =1i,...,n.
Paso 3. Resolver las incégnitas
n
bi — Z aijxj
j=i+1
Qi

Ty =
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Factorizacion LU

El proceso de triangularizacién se puede interpretar de forma matricial.

a= (0 )= 9 (6 %)

y se sigue el mismo proceso para la matriz C'.
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Factorizacion LU

Se observa que obtener la forma escalonada de la matriz A de coeficientes
del sistema consiste en premultiplicar la matriz A por las matrices
elementales correspondientes a cada una de las operaciones elementales
realizadas.

Si partimos de una matriz

1
Ass = [a5 )]s j=123

para eliminar los elementos de la primera columna debemos premultiplicar
la matriz A por la matriz elemental triangular inferior

1 00 oM
M(l) == ma1 1 0 s, MMyl = (ﬁ y 1= 2, 3.
m31 0 1 ayy
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Factorizacion LU

Para eliminar los de la segunda columna premultiplicamos nuevamente por
una matriz

1 0 O e
M(Q) = 0 1 0 , M3y = (5’)2 .
0 mso 1 Q29

Asi,
U=M>DpMA

con U una matriz escalonada. Tendremos

A= MOy gy~ Ly
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Factorizacion LU

Algoritmo de Gauss
Input: Ay b

Output: L y U escritas sobre A.
Para k =1, hastan —1
Si apr = 0 Entonces fin
En otro caso
Parai=k+1,...,n
Qi = ik / axk
Paraj=k+1,....n
QAjj = Qij — AifAkj
end para
end para
end para
e En el bucle j, hay (n— (k+1)+1) flops
e Enelbuclei, >0, . (n—k)=(n—k)*flops
eEnlaetapak, S0 i(n—k)2=X1"1k>= O(in?) flops
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Algoritmo de Doolittle

Supongamos que la matriz A admite factorizacién LU A = LU, o sea,

T
Q5 = lekUk;] ; 1< Z,] < n, r= mln@v])

k=1
Si se usa la condicién I, = 1, k = 1,...,n podemos calcular
k—1
Ukj = ap; — Y leptips , j >k
p=1

k—1
Liktge = Qir — Y Liptipy
p=1
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Algoritmo de Doolittle

Algoritmo de Doolittle

fork=1:n
forj=k:n
= Qg5 — Z lkpup;
end
fori=k+1:n
k—1
lig = | as — Z Liptp | [k
p=1
end
Iy, =1
end

El algoritmo de Crout es similar al algoritmo de Doolittle pero se exige que
la matriz U tiene unos en la diagonal principal.
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Implementacién de la LU

function [A] = lu_jki (A)
% version jki (column)

function [A] = lu_kji (A) .
. iy . [n,n]=size(A);
hversién kij (row) 3
. for j=1:n
[n,n]=size(A); .
for k=1:j-1
for k=1:n-1 for i=ktl
i= ‘n
A(k+1:n,k)=A(k+1l:n,k A(k,k);
( - Y=h( )/ Ale,k) ACi,§)=ACi,)-AG k) *A(k,§);
for j=k+1:n
. end
for i=k+1:n end
AGL,j)=AG,)-AGE, K *A(k, ) ;
end
end L.
end for i=j+1:n
A(i,j)=A(1,7)/A(5,7)
end
end
end
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Analisis del error

Recordemos el concepto de norma matricial inducida

A
H ||p:max || xHP
w20 |z|p

se tienen los casos particulares

o [[AllL = ll"gag Z |aijl.

® [[Alloc = mdx Z\aul

o ||All2 = amaX(A), es el valor singular mas grande de A.
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Analisis del error

Dado que los célculos que se realizan con un ordenador se hacen con
precisidn finita, veremos cémo se ve afectada la solucién del sistema a
pequenas perturbaciones.

Dado el sistema Ax = b, consideramos el sistema (A + JA) & = b+ db,
Si tomamos dx = & — x se cumple

dr = A1 (—6AZ + 6b)
Tomando normas

ozl < A= loal 2] + llab])
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Analisis del error

O sea,

bl | 4oy (ML, 01
— < ||A A + —
<l (e +

Definicidon
A la cantidad

w(4) = [l a7

se llama Ndmero de condicién de la matriz A con la norma ||-||.

Asi

52| (1o i )
— < k(A + —
RN I
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Analisis del error

@ El nimero de condicién depende de la norma matricial que se utilice.
Asi
o1(A)
on(4)

donde o1(A) es el valor singular mas alto de Ay 0,(A) es el valor
singular mas bajo de A.

Ka(A) = [|A]]2|A |2 =

@ Para matrices simétricas y definidas positivas

Amax
Kko(A) =

)\min

donde Apax es el autovalor mds alto de A y Amin es el autovalor mas
bajo de A.
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Analisis del error

@ Diremos que una matriz estd mal condicionada si su niimero de
condicién es alto.

@ Si una matriz estd mal condicionada, errores en los coeficientes de la
matriz o en el término independiente pueden dar lugar a errores en la
solucién del sistema.

@ Un ejemplo de matriz mal condicionada es la matriz de Hilbert

1

,j=1,...n

El ndmero de condicidn de estas matrices crece exponencialmente con

n. La solucién de
H,z=1b

suele fallar para n > 12 usando doble precision.
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Ejemplos de niimero de condicién

@ Dada la matriz
(8 =5 -1 0.1 0.05
A= (4 10) , A7 = (—0.04 0.08)

tiene un ndmero de condicién k1(A4) = [|A[1]|A71||1 = 2.1

@ Dada la matriz

B 0.66 3.34 gl_ 250.25 83.5
~\1.99 10.01)° -\ 4975 —16.5

tiene un ndmero de condicién x1(B) = || Bl1||B~ 1|1 = 4005
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Ejemplos de niimero de condicién

@ Dada la matriz diagonal de orden 100 definida por
all = 1, Qi3 — 0.1, 2 S ) S 100

se cumple que ||A]j2 =1, ||A7Y|2 = 10 con lo que ko(A) = 10.
Si calculamos su determinante:

det(A) =1(0.1)% = 107% ]

@ No siempre que las matrices tienen su determinante pequeno tienen
un alto nimero de condicién.
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Pivotacidn

El algoritmo de Gauss puede fallar si alguno de los pivotes es nulo, y va a
ser necesario intercambiar las filas de la matriz para garantizar el
funcionamiento del algoritmo. A esta estrategia se le denomina pivotacion.

0 11 1 1
1 01 z2 | =] 1
110 3 1
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Pivotacio

@ La necesidad de la pivotacidn se ha introducido por la presencia de
pivotes nulos.

@ Si se permite el intercambio de filas, el algoritmo de Gauss nos lleva a
una descomposicién para la matriz A de la forma

PA=1LU,

donde P es una matriz de permutacion.

@ En aritmética exacta éste es el inico caso en el que la pivotacién es
esencial.

@ No obstante, en aritmética de coma flotante hay casos en los que si
no se usa pivotaciéon se produce una pérdida de digitos significativos
de la solucién.
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Pivotacidn

Ejemplo
Consideremos el sistema

0.0003z1 + 1.566z2 = 1.569
0.3454z; — 2.436z2 = 1.018

Si utilizamos el algoritmo de Gauss con una aritmética de 4 cifras
significativas, llegamos a una solucién

ro = 1.001, xz; = 3.333,
que estd lejos de la solucién exacta z1 = 10, zo = 1.
Si intercambiamos las filas

0.3454x1 — 2.436z2 = 1.018
0.0003z1 + 1.566z2 = 1.569

se llega a una solucién mucho mas cercana a la exacta.
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Pivotacién parcial

Input: A invertible y b
Para k =1, hastan—1
Determinar p € {k,k+1,...,n} tal que
|apk| = maxp<i<n|aik|
Intercambiar fila & con fila p
Parai=k+1,...,n
lik = aik/agk
Paraj=k+1,...,n
aij = aij — lipag;
end para
end para
end para
o flops O(3n?)
e nimero de comparaciones ©O(n?)
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Funcion de Matlab

function [x]=Gauss(A,b)

% Solucién de Ax=b mediante eliminacién de Gauss
n=size(A,1); x=zeros(n,1);

for i=1:n-1

% Transformacién matriz A en n-1 etapas

[p,maxk]=max(abs(A(i:n,i)));
maxk=maxk+i-1;

if i“=maxk % pivotacion parcial
A([i maxk],:) = A([maxk il,:);
b([i maxk])= b([maxk i]);
end

j=i+l:n;
A(G,1) = A(F,1)/A(1,1);
AGi,3) = A(G,3)-A(5,1)*A(1,]);
b(j)= b(G)-b(L)*A(j,1i);
end
for i=n:-1:1
% Sustitucién regresiva
x(1)=(b(i)-A(i,i+1:n)*x(i+1:n))/A(i,1);
end

Métodos Directos
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Refinamiento iterativo

Cuando se utiliza el método de Gauss, se consigue una solucién del sistema
z* = (1) afectada de cierto error.
Para mejorar la solucién se introduce

r) =p— Az
y se tiene en cuenta que
A7 = A7 — M) = g — M) = Az

y se realiza el siguiente esquema:

( Parak=1,2,...

rk) = p— Ak
AAz®) = (k)

kD) = (k) L Ag(F)

end para
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Equilibrado

Para resolver un sistema de la forma
Ax =b
se elige una matriz diagonal D y se resuleve el sistema
DAz = Db

de forma que el nimero de condicién de DA es mds pequefio que el de A.
Una posibilidad es elegir d;; como el inverso de la norma-2 de la fila
1-ésima.

Otra posibildad es resolver

D¢yADcoi® = Dgyb , = DeqiT

Cuando D, = D;ﬁ se llama balanceado de la matriz
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Equilibrado

Dado el sistema
Ax =b
consideramos . .
DlADgi =b , T = DQ(fZ, b= le

Interesa encontrar un escalado que minimice el nimero de condicién

() = 4], |47
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Equilibrado

Teorema
A e R™X" i

Y

D1 = ding (|lAG,),) . Ds = ding (JAC.)1,)

entonces

kp (ADj) < ’I’Ll_l/pminpepnlip(AD) si rango(A4) =n
kp (D1A) < mYPminpep, ky(DA) si rango(A) = m
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Equilibrado

Esto nos indica que equilibrar las filas o las columnas es una estrategia casi
6ptima.

Si consideramos el sistema
1 10t x| _ [ 10% 1\ _ [ 0.9999
1 107* xg | 1 ’ xo |\ 0.9999 |’

usando el método de Gauss con pivotacién parcial y una precisién de tres
digitos se obtiene la solucién (0,1.00).

Si se considera
1074 1 z1\ (1
1 1074 ze |\ 1 )7

se obtiene la solucién (1,1).
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Matrices tridiagonales

Un caso especial de sistemas de ecuaciones que aparecen frecuentemente
son aquellos cuya matriz de coeficientes es tridiagonal, o sea, un sistema
de ecuaciones con la siguiente estructura

by ¢ 0 --- x1 b1

al b2 CQ LEQ b2
Gn—2 bn-1 Cno1 Tn—1 bn—1

0 an—1 bn Tn by,
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Matrices tridiagonales

Dada una matriz tridiagonal

Su factorizaciéon LU se puede expresar

Bo 1 0 - 0 as 0

an 1 1 0 Op—-1 Cp-1
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Matrices tridiagonales

Algoritmo de Thomas
@ La matriz se tiene almacenada en los vectores a, b, ¢, y el término
independiente en el vector d.

@ Primero se copia en x el vector d
T = d;

@ Luego se triangulariza la matriz y el término independiente mediante
el siguiente bucle
Para j=1:n-1
mu=a(j)/b(j);
b(j+1)=b(j-+1)-mu*c(j);
x(j+1)=x(j+1)-mu*x(j);
end para
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Matrices tridiagonales

@ Posteriromente, se realiza la sustitucion regresiva
x(n)=x(n)/b(n);
Para j=n-1:-1:1
x(j)=(x(1)-c()*x(j+1))/b(j);
end para

@ No utiliza pivotacién parcial y es mucho mas rapido que el algoritmo
de Gauss.
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Matrices banda

Sea A € R™™ ™ es una matriz banda con r = ancho de banda superior y
s = ancho de banda inferior. La descomposicié LU de A esta formada por

matrices L y U que también son banda.
Si A estd almacenada en formato denso la siguiente funcién implementa la
descomposicién LU de A

function [L,U]l=blu(A,r,s)
% calcula L matriz triang. inferior con ancho de banda r
% U triangular superior con ancho de banda s
% LxU =A
n=size(4,1);
for k=1:n-1
for i=k+1:min(k+r,n)
Ai,k)=A(i,k)/A(k,k);
for j=k+1:min(k+s,n)
A(i,j)=A(1,j)-A,k)*A(k, ) ;
end
end
end
L=eye(n)+tril(A,-1);
U=triu(A);
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Matrices a bloques

Si tenemos
A A A\ _ 1 0 Al A
Ag1 Ago An A7 1 0 S

donde Sgy = A9y — AglAﬁlAlg es el complemento de Schur de Ago
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Matrices a bloques

Otra posibilidad
A A A\ _( Lu 0 Ui Ui
Agr Ago Loy Loo 0 Ux

@ Se calcula la factorizacién A1 = L11Uq1
@ Se resuelve UlTlLQTI = AQTl, L11U19 = Ays para calcular Ly y Uss.
© Se forma el complemento de Schur Soy = Aoy — Lo Uyo.

© Se calcula la factorizacidn Sog = LogUso
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Matrices a bloques

@ Dada una matriz
A=C+UBV

donde C' es una matriz facilmente invertible. Se puede calcular su
inversa usando la formula de Sherman-Morrison

A—h:@L+UBVV1:CVI—C“%KI+BVC_%U4BVC‘J

donde se supone que I + BVC~U es no singular.

e Si
A=B+uw’

la férmula de Sherman-Morrison queda

B luw?T B!
14+ 0TB 1y
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Matrices simétricas y definidas positivas

Recordemos que una matrix A es simétrica si cumple que A = A”".
Ademas diremos que una matriz es definida positiva si cumple

2TAx >0, Vo #£0.
Si A es una matriz simétrica y definida postiva se puede encontrar una
matriz triangular inferior, L, de forma que
LIT=A.

Esta descomposicidén se denomina descomposicién de Cholesky de la
matriz A.
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Matrices simétricas y definidas positivas

Veamos como se puede calcular la matriz L. Para ello, consideremos un
caso 3 X 3.

iy 0 O lin lor I3 a1 a2 a13
lar laa 0O 0 log lz2 | =] a1 a2 as |,
l31 l32 33 0 0 lIs3 az1 agz as3

calculando el producto, se tienen las relaciones

an = i,

agy = I3 +15,

ags = 15 + 15+ 133,
a2 = liiloy

a3 = liilsr,

azs = la1l31 + l22l32
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Matrices simétricas y definidas positivas

o sea,
1
lh = (a11)?
L o 02
21 — T
l11
1
2 2
log = (a22—l21) ,
[y~ 013
31 — T ’
11
a3 — la1l31
3 = — .
22
1
2 2\ 2
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Matrices simétricas y definidas positivas

Para una matriz n x n, los elementos de L se pueden calcular mediante las
expresiones

1
-1\ 2
2
li = (aii_ lik) :
k=1

i—1
(%j‘th%) , J=iF+Li42,. .
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Matrices simétricas y definidas positivas

La siguiente funcién implementa la descomposicién de Choleski.

function L=cholf (A)
% calcula la descomposicion de Choleski de A

% A=LLT

n=size(A,1);
L=zeros(n,n);
for j=1:n
k=1:j-1
L(j,j)=sqrt(A(j,j)-L(j,k)*L(j,k)’);
for i=j+1:n
L(i,j)=C(A(i,j)-LE,x)*L(1,k) ) /L, );
end
end
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Matrices dispersas

Uno de los principales problemas que se tienen para aplicar el método de
Gauss a una matriz dispersa, es el fendmeno que se conoce como relleno.

é 0 ¢ o
e a & - A A A A A A A AL
e u e . . .. .. .. .. . L
é U e A A A A A A A A(
é a e A A AAAAA A
é u ® € A A A~ A A A A AC
8 a & e s w a w a (
é i e AAAATAA R AL
& a & AAAAA A A AC
é U é T
e a e AAAAAAT A A
(§ u € AAAAAAA" A

u e .. .. .. .. .. .. .. L
g 8 § AAAAAAAA ¢
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Matrices dispersas

Ejemplos:
1 0O 0 0 o1
0 1 0 0 0.1
A = 0 0 1 0 01 |=LU
0O 0 O 1 01
0.1 0.1 0.1 0.1 1
1 0O 0 0 0 10 0 0 0.1
0 1 0O 0 O 01 0 0 0.1
= 0 O 1 0 0 0 01 0 01
0O 0 0 1 0 0 00 1 01
0.1 0.1 0.1 0.1 1 0 0 0 0 096
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Matrices dispersas

Ejemplos:
A =
1 01 01 0.1 0.1
01 1 0 0 0
01 0 1 0 o0 |[=LU
01 O 0 1 0
01 O 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.1 1 0 0 0 0 099 -0.01 -0.01 -0.01
= 0.1 —-0.01 1 0 0 0 0 099 —-0.01 -0.01
0.1 —-0.01 -0.01 1 0 0 0 0 0.99 -0.01
0.1 -0.01 -0.01 -0.01 1 0 0 0 0 0.99

Métodos Directos Curso 2022-2023 49 /68



Matrices dispersas

o Matrices densas
P;AP. = LU
Las matrices de permutacién se eligen para mantener la estabilidad
numérica.
o Matrices dispersas
PfAP. = LU

Las matrices de permutacion se eligen para mantener la estabilidad
numérica y preservar un patrén disperso para las matrices L y U.
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Matrices dispersas

Pasos para le resolucién de un sistema disperso:

@ Ordenamiento previo de las filas y columnas de A para minimizar el
rellenode Ly U

@ Determinacién de la posicidn de los no ceros de L y U. Dimensionar
la memoria necesaria para almacenar L'y U.

© Calculo y almacenamiento de L y U en estructuras dispersas.

Métodos Directos Curso 2022-2023 51/68



Matrices dispersas

@ Encontrar las permutaciones que minimizan el relleno es un problema
combinatorio muy complicado (NP-completo, o sea, su coste crece
exponencialmente con n).

@ Los algoritmos de reordenamiento suelen ser de tipo heuristico y
acttan localmente, como el algoritmo del minimum degree, o
globalmente mediante técnicas de particionado de grafos como el
Cuthill-Mckee.
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Descomposicion QR

Definicidon

Diremos que A € R™*™, con n > m admite una factorizacién QR, si
existe una matriz ortogonal @) € R™*"™ y una matriz triangular superior
R € R™*"™ con filas nulas desde la fila n en adelante, de forma que

A=QR

n n m-—-n n

Forma reducida

La construcciéon de la matriz () se puede interpretar como un proceso de
ortonormalizacién a partir de los vectores columna de A.
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Algoritmo de Gram-Schmidt

Dados los vectores x1, 9, ..., T, se construyen los vectores ortogonales
g1 =1
_ " (g, whr1)
Qk+1 = Tht1 — Z — 4
A las columnas de A, aq,as9,...,a, se aplica:
. ai
q1 = 71—
laxl[2
k
Qo1 = a1 — Y (G5s k1) G
=1
- dk+1
Qk+1 = 77
k11l
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Algoritmo de Gram-Schmidt

@ El método de Gram-Schmidt asi formulado no es estable
numéricamente ya que los vectores pierden la ortogonalidad debido a
los errores de redondeo. Por ello, se suele impementar el Método de
Gram-schmidt modificado.

@ Este método después de calcular (G1,ax11)G1 en el paso k + 1, este
vector se resta de a1,

1 ~ -
G;(gll = ag+1 — (QL ak+1) q1
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Algoritmo de Gram-Schmidt

@ Este nuevo vector se proyecta en la direccidn de o y la proyeccién

(1)
k+11

2 1 M\ -
al(szl = al(chl - (Q27 al(ngl) 92

obtenida se resta de «

‘ (k)
y asi hasta calcular a; /.

k 3 5 3 3 -
aiﬁl = ap+1 — (G1 k1) @1 — (G2, apg1 — (G, ap41) G1) G2 + -+
k
= a+1-) (G ar1) G
j=1
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Algoritmo de Gram-Schmidt

function [Q R]l=cgs(A)
% Calcula la factorizacion QR de A

% usando el metodo de Gram-Schmidt algorithm clasico.

[n m] = size(A);
Q = zeros(n,m);

R = zeros(m,m);
for j=1:m
ghat = A(:,j);
R(:,j) = Q’*qhat
qhat = ghat - Q*R(:,j);
R(j,j) = norm(ghat);
Q(:,j) = ghat/R(j,j);
end
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Algoritmo de Gram-Schmidt

function [Q, R] = mgs(A)
% Calcula la factorizacion QR de A
% usando el metodo de Gram-Schmidt modificado.

[n m] = size(A);
Q = zeros(n,m); R = zeros(m,m); ghat = A(:,1);

R(1,1) =

norm(ghat) ;

ghat = ghat/R(1,1);

QC:,1)

= ghat;

for j=2:m
R(j-1,j:m) = ghat’*A(:,j:m);

AC:,jm

ghat

R(j,
ghat
Qc:,

end

3
hp;

) = A(:,j:m) - ghat*R(j-1,j:m);
AC:,3);

= norm(ghat) ;

ghat/R(j,j);

= ghat;
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Transformaciones de Householder

Las transformaciones de Householder son transformaciones ortogonales,
que se pueden expresar cComo

H=1-2w"

donde v es un vector unitario.
Se tiene

H? = (I — 200" (I = 2007) =T — 40T + 4v0To0? =1

asi H=H 1= HT
Dado un vector X se elige v de forma que

Q

0

Hx = ) = wey
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Transformaciones de Householder

Se toma
u =1z — s||z||2e1

donde s = £1 = sign (x1)

T
Hz = (I - 2%{) x = sl|z||2e1
ul'u

Se tiene

u's = ||z[|3 — szl

ulu =2 (Hng — slexHQ) =2uTx
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Transformaciones de Householder

Asi
Hx=x— 2uuT—$ =1 —u = s||z[e1
ul'u

Se puede escribir

ul'u = —2s||z||2u
donde

up = x1 — s||z)|2
Definiendo w = u/u;

T

H=]-2——=1+3s Y ww =1 — Tww

whw ]2

donde
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Transformaciones de Householder

Se pueden usar las transformaciones de Householder para llevar una matriz
A a una matriz traingular superior.
Dada la matriz A, el primer caso consiste en

* ok S
0 = See ok
Aj=H(a)A=HA=| 0 * ek
0 * =* *
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Transformaciones de Householder

Se considera

1/o0 0 0
0
Hy =1 . R
. H(ag)
0
y se tiene
x k% % *
0 *x *x % *
0 0 * =« *
Ay=HA1=1| o o « « %
0 0 % =% *
y, por tanto
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Rotaciones de Givens

Las rotaciones de Givens tienen la forma genérica siguiente:

[ cos(a) —sen(a)

B < sen(a)  cos(a) )

de forma que
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Rotaciones de Givens

Se tiene pues que

cos(a)a — sen(a)

b=a
sen(a)a + cos(a)b =0

o sea,

S

a
————,co8(a) = ——.
)
a? 4 b? Va? + b?
Las rotaciones de Gives se aplican a pares sucesivos de filas para conseguir
hacer los ceros suficientes para obtener el factor R de la descomposicién

QR.

sen(a) = —

GNGN-1---GaG1A = R.
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Problema de minimos cuadrados

Se parte de un sistema sobredeterminado
Az =b, AcR™", m>n.
La solucién de minimos cuadrados
AT Az = AT

Se tiene que
R(ATA) = (r(A))?

Si A esta mal condicionada, se usa la descomposicion A = QR.
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Problema de minimos cuadrados

Se quiere minimizar
1Az — b]*
La norma no se ve alterada si se multiplica por una matriz ortogonal
T 2 T,
@7 (42 0] = | - Q"]

Separando las n primeras filas

()= (k)

2
(P )| = s 1o + b

2

El minimo es

Riz=QTh
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Problema de minimos cuadrados

Se parte ahora de un sistema indeterminado
Ar=0b, AecR™" m<n.

Se calcula la descomposicién QR
QT
AT=QR = A=RTQ"=(RT o) St
Q3
Asi
Az = RTqlz +0Q z =1

y, por tanto,

=0 (R1T>_1b
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