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Introduccidn

Dada una matriz invertible de tamafo n x n y un vector b € R" la tnica
solucién del sistema

Axr =10
es
r=A"1

o Nosotros trabajaremos con matrices vacias (sparse) es decir matrices
con un ndmero de elementos no nulos (nnz(A)) del orden
nnz(A)=c-n

con c independiente de n.
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Introduccidn

@ No se puede hacer la inversién de A ya que:
@ A~! puede dejar de ser vacia, es decir se llena, = no se puede
almacenar.
@ Calculo de A~! puede costar O(n3) operaciones (tiempo de CPU:
afios).
@ Buscaremos métodos aproximados para la resolucién del sistema que
se basan esencialmente en el producto matriz-vector.
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Conceptos basicos

@ Un método iterativo obtiene una solucién aproximada de Ax = b
construyendo una sucesioén de vectores:

T1,22y...,Tk

desde un vector inicial arbitrario xg.

@ Un método iterativo se dice convergente si

lim zp =z .
k—o00

@ El vector error, en cada iteracién, se define como

Métodos iterativos Curso 2022-2023



Conceptos basicos

@ El vector residuo, en cada iteracién, se define como

‘T’kZb—A.’I}k.‘

@ Se puede probar que

lim 2, =2 <= lim |lex| =0 <= lim |rg| =0
k—o0 k—o00 k—o0
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Conceptos basicos

@ Los métodos directos tedricamente producen la solucién exacta; pero
en un ordenador dan errores numéricos.

Un método iterativo nunca da la solucién exacta incluso en precision
infinita.

@ Hay que establecer un criterio de pararda. Se da a priori una precision
para nuestra solucién. Sea TOL el error maximo permitido.

lex|

llex|| < TOL, (error absoluto) o Tl < TOL (error relativo)
x
@ Pero x, y eg no son conocidos y el criterio de parada no es (til.
@ Se utiliza el criterio del residuo
|lrk]] < TOL (absoluto) o H[ZH‘ < TOL (relativo)

Métodos iterativos Curso 2022-2023



Conceptos basicos

@ La relacién entre el error y el residuo es
1, =b— Az = Az — Az, = Aey, .
@ Usando normas matriciales:
Irll < AT lexll () lexll < A= el (18)
o Notar ademds

lz| < lAT 1Bl (22); (1ol < [ AIIAT" 0] = 1Al (2b)

Métodos iterativos Curso 2022-2023



Conceptos basicos

e Combinando (1a) con (2a) y (1b) con (2b) obtenemos

|7k
o]

U el o Jlexll

= < < AfA7
RS 1 R B

e Finalmente, recordando que x(A) = [|A||[|A~!]:

Lo ekl lel] 7|
< < K(A)
k(A) ||l || [16]]

Conclusion: El test del residuo es fiable si k(A) no es muy grande.
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Métodos iterativos estacionarios

Sea A la matriz del sistema Az = b. Podemos considerar la particion

(splitting)
A=M-—-N

donde M # A es una matriz invertible.

Se construye el sistema iterativo

Tpp1 =M 'Nay+M b= Hxp+q, k=0,1,...

H es la matriz de iteracién y zq el vector inicial. Esto es equivalente a

Tyl = Tk + Mt (b— A$k> =T+ M_lrk

Definicidon

Se dice que un método iterativo es estacionario si la matriz de iteraciéon H
es constante en todo el proceso.
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Métodos iterativos estacionarios

Sea A tal que a;; # 0 y consideremos la particién

| A=L+D+U ]

e [ es la parte estrictamente triangular inferior de A,
e D es la parte diagonal de A,
e U es la parte estrictamente triangular superior de A.

@ Método de Jacobi: M =D y N=—(L+ D)

T =D YL+ Uz +D ', k=0,1,...

@ Método de Gauss-Seidel: M =D+ L y N=-U

Tpp1=—(D+ L) WUap+(D+L)"'b, k=0,1,...
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Métodos iterativos estacionarios

@ Una iteracién de Jacobi es muy barata. Sélo hay que hacer
multiplicacién matriz-vector, ademds de invertir los elementos
diagonales de A. El nimero de multiplicaciones es del orden nz(A).

1
:L“lf+1 = — {—algxg — a13$§ e alna:ﬁ + bl}
ail
1
:1:]2€+1 = — {—aglmlf — a239:’§ — agnmﬁ + bQ}
a2
1
k+1 k
ottt = — {—an13:1 — 3T — = A 1Ty g + bn}
a’TLTZ
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Métodos iterativos estacionarios

@ En el método de Gauss-Seidel las componentes de 11 que ya
conocemos se utilizan en la propia iteracién k + 1.

@ Una iteracion Gauss-Seidel es barata. Es equivalente a resolver un
sistema triangular inferior

’(D+L)Ik+1 = b—ka.‘

(Recordar que hay que evitar invertir matrices.)
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Métodos iterativos estacionarios

Teorema

Sea A invertible. Un método iterativo estacionario converge, para cualquier
vector inicial zg € R, a la solucién exacta del sistema lineal, si y sélo si,

p(H) <1

es decir, el mayor valor propio en valor absoluto de la matriz de iteracién
€S menor que uno.

Introduciendo el error e, = x;, — x. Como Mx = Nx + b,
M (zg41 —x) = N (xf, — x)
k
eks1 = M"'Ney = (M7IN) o

k
si p(M~'N) < 1, entonces lim (M_lN) ep = 0.

k—o0
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Métodos iterativos estacionarios

Definicidn

Una matriz A = [a;;] de tamafio n x n se dice que es estrictamente
diagonal dominante por filas si

n

lai;| > Z laij|, paratodo i=1,2,...,n.
=1, j#i
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Métodos iterativos estacionarios

Teorema

Si la matriz A es estrictamente diagonal dominante entonces el método de
Jacobi y el de Gauss-Seidel son convergentes.

@ Se llama radio de convergencia a R = —log;, (p(H)). Cuanto mas
pequefio sea p(H) mas rapida sera la convergencia.
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Métodos iterativos estacionarios

@ Una generalizacién del método de Jacobi es el método de
sobre-relajacién (JOR)

E+1_ W k k
it = — | bi— Zaijmj + (1 —w)z;
=1
J#
donde se ha introducido un pardmetro de relajacién w.

@ Este método es equivalente a la iteracion

okl = 2k D1k

@ Se cumple que si el método de Jacobi converge, entonces el método
JOR converge si 0 < w < 1.
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Métodos iterativos estacionarios

Podemos definir otra descomposicién de la matriz A de la forma

(wA=(D+wlL) - (—wU + (1-w)D)

que da lugar al método iterativo conocido como el método SOR
(successive over relaxation)

(D +wL)2" = (—wU + (1 —w)D)z* + wb |
Andlogamente, se puede definir otro método SOR de la forma
(D +wU)zF = (—wL 4+ (1 —w)D)zk + wb .

Un método SOR simétrico, SSOR, viene definido por las ecuaciones

(D + wL)z" /% = (—wU + (1 — w)D)2* + wb ,
(D +wU)a* ! = (—wL + (1 — w) D)z /2 y wb .
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Métodos iterativos estacionarios

Lema de Kahan

Sea A € C™*™ con elementos diagonales no nulos. Entonces el método
SOR diverge si w < 0 o w > 2.

Si A es simétrica y definida positiva, el método SOR es convergente si y
sélo si 0 < w < 2

Si A es estrictamente diagonal dominante por filas, el método SOR
converge si 0 < w < 1.
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Métodos de Richardson

Llamaremos métodos de Richardson a métodos de la forma

o = ab g PP

Algoritmo:

@ Cilculo de 2F = p~1pk

@ Cilculo del parametro de aceleracién ay

@ Cilculo de zF+! = 2F 2P

Q Cilculo del residuo r#t1 = b — Aghtl =k — o AZF
Si P = I se dice que el método estd no precondicionado.

El método de Jacobi se obtiene con « =1y P = D. El método de
Gauss-Seidel se obtienecona =1y P=D+ L
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Método de Richardson

Consideremos la iteracién (Richardson no precondicionado)
Pt =2k 4o (b — Axk)

que se puede reescribir como
2 = (I — ad)z* + ab

La matriz de iteracién es H, = I — aA.
Si los autovalores de Ason A\;, i =1,...,n

)\min S )\z S Amax
los autovalores de H,, u;, satisfacen:

1 — admax < < 1 — amin
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Métodos de Richardson

@ Se puede ver que si Apin < 0y Amax > 0 el método diverge.

@ Si los autovalores de A son todos positivos, se ha de cumplir

1-— OéAmin <1
1 — adpax > —1

esto es
O<a<
)\max
o El valor de a 6ptimo es
2
a=————
)\min + )\max
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Método de direcciones alternadas

Los métodos de direcciones alternadas (ADI) se introdujeron para resolver
problemas elipticos

a% (a(x,y)gZ) + aay <b(m,y)gz> =f
Al discretizar el problema se llega a un sistema
Aju+ Asu=b
donde A; estd asociada a la discretizacion de

32 (10057

y Ao estd asociada a la discretizacion de
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Método de direcciones alternadas

Dado un sistema
Ax =0

donde A = A; 4+ As, el método ADI resuelve el esquema

(I + O¢1A1)uk+% = (I —aAy) u® + aqb
(I + asAs) uF Tt = (I — agA) u*t2 + agb

Este esquema es convergente para a; = ag = a > 0.
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Métodos a bloques

Dado un sistema a bloques
A - Ay X1 By
Ag - Ag Xq B,

Método de Jacobi a bloques:
fori=1,...qdo

23

q
k+1 —1 k
X =401 B - ) Ay X

end for
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Métodos a bloques

Método de Gauss-Seidel a bloques

fori=1,...qdo

i—1 q
E+1 _ 4—1 ) L yvktl vk
X = A BZ—ZAZJXJ- - Z Ay X;
j=1 j=i+1

end for

Ejercicio: Particularizar estas expresiones para 2 x 2 bloques

Métodos iterativos Curso 2022-2023



Precondicionadores. Introduccion

@ Precondicionar un sistema lineal no es otra cosa que (pre)multiplicar
el sistema por una matriz nonsingular, denotada por M1

@ Produce el sistema equivalente
M Az =M""b

e ;Qué hay que tener en cuenta para elegir el precondicionador?
@ Condicionar mejor el sistema inicial.

@ El precondicionador M~ debe ser ficil de invertir, es decir, debe
producir un sistema lineal
My=c

facil de resolver.
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Precondicionadores. Introduccion

@ Se pueden definir también precondicionadores por la derecha
AM Yy =b, y= Mz
@ y precondicionadores centrados
M P AMR y = M ', y= Mgz

@ Los precondicionadores se pueden dividir en dos categorias: los
precondiconadores algebrdicos y los funcionales.
e Los algebrdicos son independientes del problema que origina el sistema
de ecuaciones y se construyen por procedimientos algebraicos.
e Los funcionales aprovechan las caracteristicas especiales de los
problemas donde aparecen los sistemas.
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Precondicionadores. Introduccion

Dado un método iterativo
Tpy1 = Gap + f
puede verse como una técnica para resolver el sistema
I-Gz=f
comparando con
Tkl = M_lNa:k + M1

se tiene que I — G = M-IN,
G=I-M'N=M"1'M-N)=M"1A

Asi el método iterativo se puede ver como una técnica para resolver el
sistema precondicionado

MY (M —~N)xz=M"b
M~ YAz =M1
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Precondicionadores clasicos

Mj;= D, Jacobi
Mas =D — L, Gauss — Seidel

1
Msor = ~(D ~wL), SOR

@ Factorizacién incompleta de Cholesky
M = LL" donde L es una aproximacién del factor triangular
obtenido por la factorizacién de Cholesky. Tenemos que resolver un
sistema con la matriz M queremos que L sea lo mas vacia posible.
Para ello se permite que L tenga los elementos no cero en las
posiciones donde los tiene A, esto es

aij:0:>lij50, IC(O)
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Precondicionadores clasicos

@ LU incompleta
Se construye M = LU donde L es una matriz vacia triangular inferior
que aproxima a L y U es una matriz vacia triangular superior que
aproxima a U.
Fijado un subconjunto S C [1,...,n] x [1,...,n] de posiciones de
elementos en la matriz, entonces
1 Lo
e e 4 Wi~ Gk akg Si (i) € S
Yo si (i,5) ¢ S
da una factorizacién incompleta de A que mantiene las propiedades
(SPD).
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Precondicionadores clasicos

@ Si se hace una factorizacién LU con el mismo patrén de ceros que la
matriz A se obtiene el precondicionador ILU(0). ILU(m), si se permite
que el mismo patrén de dispersidad que A™H1.

@ La factorizacién incompleta puede fallar incluso si la matriz inicial
admite factorizacién.

e El fallo ocurre cuando agr = 0. Sin embargo, en la practica es raro
que hayan fallos.
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Precondicionadores polinomiales

@ Estos precondicionadores son de la forma
M~ =p(A)

@ Un caso particular son los precondicionadores de Neuman. Se supone
que la matriz A se escribe

A=D-C= (I—CD‘1>D
con lo que
Al=p! (I - (JD*I)_1 — D! (I LoDty (CD*l)2 + >

Se obtienen los precondicionadores de Neuman truncando la serie.
Este método funciona si p(CD™1) < 1.
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Precondicionadores polinomiales

Otra estrategia es partir de la ecuacién escalar
rl—a=0
si se utiliza el método de Newton, se tiene
Tit1 = T + (:ci_l — a) xf = 2x; — ax?

En forma matricial

Pt-4A=0
y
Piy1 = 2P, — PAP,;
el producto
u= PF;r
PZ‘_H?“ = v = Au

w = 2u — P
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Método de descenso rapido

@ Resolver Az = b, con A simétrica y definida positiva (SPD).

@ Definimos la funcién cuadratica ¢: R" - R

50) = Sy - ) Aly - ) = LT e

@ Se tiene ¢(y) > 0 Vy # 0 ( definicién de matriz SPD).

@ Errore=y — .

Teorema
La solucién del sistema Az = b es el minimo de la funcién ¢(y).
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Método de descenso rapido

P(y) = %(y — o)l Ay —2) = %eTAe

¢ (yr) = constant representa un hiperelipsoide
en un espacio de dimensién n.

@ El centro geométrico es la solucién x del
sistema lineal (minimo).

Construir una sucesién {yx} tal que

limg 00 Y = .

‘yk—i—l = Yk + OkPk \

Hace falta determinar la direccién p; y a.
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Método de descenso rapido

El método de descenso rapido construye una sucesion que va hacia el
centro del hiperelipsoide en la direccidn del gradiente.
El gradiente de ¢ en el punto y;. es

1 1 1
V(yr) = §V€kT»A6’k =V (2ykT-Ayk —yib+ 2JJTAJJ> = Ay, —b=—ry

Como la direccién del vector gradiente es hacia fuera, la direccién
buscada coincide con el residuo 7 en la aproximacién actual.

En consecuencia la nueva aproximacion es

Yk+1 = Yk + QiTk

donde oy es una constante a determinar. j Como?
Minimizando ¢(y) en la direccién buscada ry.

Es decir, nuestro oy, es la solucién

o, = argmingd(yg + Bry)
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Método de descenso rapido

Desarrollando la funcién ¢(yi + Bry) se tiene un polinomio de segundo
grado en la variable .

o(yx + Bri) (yr + Bri — )T A(yr, + fri. — x)
(i + Bric — ) (Ayx + BAry — b)
= (yr + Brr — x)T (BArk — 13
(Br — ex) " (BAry, — 1)
= B%‘%Ark - (r,{rk + e{Ark) + 277y,

= 3% Ary, — 2Br}ry, + const.
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Método de descenso rapido

Como rkTArk > 0 el minimo de ¢ se alcanza cuando

T

—a_ TETk
=5 = ri Ary,
Otra forma: Resolver
% _,
B
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Método de descenso rapido

@ La k£ + 1 iteracién se puede representar como

-

r, = b— Ax
rkTrk
ap =
T
i ATy
Yk+1 = Yk T g7

Notar que el coste computacional es principalmente dos productos
matriz-vector.

@ De yri1 = yr + agry se sigue que
Tk+1 = b— AfEk_H =b-— Al’k — AO{k’I‘k =Tk — OzkAT‘k,
@ Los residuos consecutivos ry41, 7 son ortogonales (demostracién:
Ejercicio).
@ El error )11 es A ortogonal a la direccién r. (demostracién:
Ejercicio).
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Método de descenso rapido

Algoritmo: Descenso rapido
Input: yo, A, b, kmax, tol
(] Tozb—Ayo, k=0
e while |||l > tol [|b|| and k < kmax do

Q := Ar;%
T TE
Qo=
zTry,

© Yri1=uyr + oty
Q 7pr1 =T — gz
Q@ k=k+1

@ end while
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Método de descenso rapido

Sea A simétrica definida positiva y sean 0 < A, < --- < A9 < \q sus
valores propios. Si P(t) es un polinomio real, entonces

bl = mae [P - fllefla, - o E 1
donde ||z||4 = V2T Az.

Teorema

Sean las mismas condiciones que en el lema anterior. La sucesién {y} del
método de descenso rapido satisface

Al —An
ok~ lla < (2220 g —

donde z es la solucién exacta del sistema.
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Método de descenso rapido

Teorema

Volue) = el Aei = llexlla < p¥lleolla, donde = o

e Cuando los sistemas vienen de discretizar ecuaciones EDPs, x(A)
puede ser muy grande.
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Método de descenso rapido

@ Se estima el nlimero de iteraciones para ganar p digitos en la
aproximacién de la solucién:

A) —1\*
lex]la < 1077 resolviendo (M) <107P
lleoll a K(A) +1

@ Tomando logaritmos y usando la aproximacién de primer orden de

Taylor se tiene log (ngi _T_ 1) ~ (/1_)2+ T
K K

Con lo que:

. log(10)
2

p(s(4) +1)
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Método del gradiente conjugado

@ Es una mejora del Descenso rapido. La sucesién de recurrencia es
similar
Yk+1 = Yk + Pk

@ Las direcciones se construyen como

bPo = 7o
Pk = Tk + Brbr—1, k>0

@ Se exige que las direcciones sean A conjugadas

PE_1Apr =0,

es decir, pr y pr—1 son A-ortogonales.
@ Por tanto, se debe cumplir:

rprk_l

i = — APl
P;‘C_lx‘lpkq
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Método del gradiente conjugado

@ Como en el método de descenso mas rapido, la eleccién de «y, se
obtiene minimizando ¢(yx+1) = ¢(yx + axpr) dando la expresién

r kTpk
pl Apy,

A =

@ Residuos consecutivos como en el método de descenso mas rapido
satisfacen la relacién de recurrencia

The1 = Tk + i Apy,
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Método del gradiente conjugado

Teorema

Las sucesiones de vectores {r;} y {p;} satisfacen las siguientes relaciones:
(')plrj:0 0<i<j<k,

(i) r} r]—O i#7j, 0<i,j<k,

(i) pf Ap; =0, i#j, 0<i,j<k,

(iv) env{rg,r1,...,7} = env{po,p1, ..., Dk}

Corolario

El método del gradiente conjugado obtiene la solucién del sistema de n
ecuaciones como maximo en n iteraciones.
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Método del gradiente conjugado

Otras relaciones utiles:

Q plri =77k . Yaque de e} Ap; = 0 se sigue 77 p; = 0y, por tanto,
Pgrk = (re + Bk—1pk—1)T Tk = 7“137“1@

Q 1/ Apr = pi Apk.

© Combinando 1y 2, se obtiene una definicién alternativa de ax:

T T
Tk Pk TL Tk

pFApe T Apr

A =

., . 1 1
@ Formulacién alternativa de 8. Como pt Api, = pF — (1 — Thy1) = — 71Tk
[e%™ (657
T Ay — T 1 1 7
Thp1APe = o1 — (Tk — Thy1) = ——Tpp1Thi1
oL (657
Por tanto,
T T
By = _ Tk41Pk Th1Th+1
pi Apr LT
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Método del gradiente conjugado

Algoritmo: Gradiente conjugado
Input: yo, A, b, kmax, tol

[ rozp(]:b—Axo, k=20
e while |7l > tol ||b]| and k < kmax do

o z:Ap;%
Pr Tk

o
Z7 Pk

© Yi+1 = yr + aupr
Q 11 =1 — gz

T
Trr1Tk+1
Q Br=—"F—
Tk Tk
Q Piy1 = Try1 + Brp
Q@ k=k+1

@ end while
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Método del gradiente conjugado

Ejercicio
Aplicar el algoritmo del gradiente conjugado para el problema

(37)(2)-0)

usando como aproximacién inicial zg = (0,0)%.
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Método del gradiente conjugado

Solucioén:
@ Ip= (O,O)T
@ po =79 = b= (1,0)T

@ g = T]‘ETO =1, @1 =0 + qopo =
ps Apo 2!
2
1

1
°T1=7“0—040Apo=<0>—§(_

T
® fo =+ =1 p1=r1+fopo =

O =
S~—
Il
7N
Ol
S~——~

’I‘OTO
T
— T2
® o= pTAP — 3

N
o= O
~_
+
Ll
N— TN NI=O

[SMESSSIT )

Ol
N—
+
Wl
7 N\

DO [ [ =

$2=$1+a1p1=<

@ ry = 0 solucién exacta
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Método del gradiente conjugado

Teorema

Sea A € R™*™ simétrica y definida positiva. Sea x la solucién exacta del
sistema Az = b. Entonces la sucesién de vectores del Gradiente Conjugado
{yr} cumple

k
|z — yrlla < 2 Vi) -1 llz — yol|a
\//452(14) +1

donde ra(A) = ||A||2]|A7Y|2.
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Métodos de Krylov

Si consideramos el método de Richardson no precondicionado para el
residuo, se tiene la sucesion

o (R

asi % = pp(A)r®, donde pi(A) es un polinomio de grado k.
Definiendo subespacio de Krylov de orden m

K., (A;v) = span {v, Av, ... ,Amflv}

se tiene que r* € K 1(A;70).
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Métodos de Krylov

Si consideramos

k-1
zF =20+ Z a;r?
§=0
z" pertenece al espacio

Wi = {v=2"+yy € Ki(4,1")}

Se pueden plantear métodos

2 = a0 + gy (A)r”

donde el polinomio gj_1(A) se selecciona de forma que 2* sea la mejor
aproximacién de x en W.
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Métodos de Krylov

Por ejemplo, como ya hemos visto, el método de descenso mas rapido se
basa en iteraciones de la forma

Tp1 = T+ QgTk

Tkl = b— Az =15 — Ay

Para este método z, € Wy
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Métodos de Krylov

Los métodos de proyeccién de un paso se basan en una combinacién
optima de los dos lltimos vectores base del subespacio de Krylov.

i Es posible contruir una combinacién lineal éptima de todos los vectores
base del subespacio de Krylov?

La respuesta en dos pasos:
© Primero vemos cémo construir una base para Ky (A;rg);

© Después veremos como construir una aproximacion éptima como una
combinacién lineal de los vectores base. Primero para matrices
simétricas.
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Métodos de Krylov

La base mds simple para el subespacio de Krylov Kj(A;7) es la base:
ro, Arg, A%rg, - - AR=1p.

Pero esta base estd mal condicionada ya que A¥~1ry apuntard cada vez
mas en la direccidn del autovector dominante de A.

Una base estable y ortogonal se puede construir usando el método de
Arnoldi.
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Métodos de Krylov

Se elige un vector inicial ¢; con ||q1]2 = 1.

for k=1,--- do (iteracién)
v = Agg
fori=1,..k (ortogonalizacién)
hik =v"gi
v =0 hig
end for

Ptk = [[vl2
if A1, =0 stop (subespacio invariante)
Qi1 = v/ g1k (nuevo vector)

end for
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Métodos de Krylov

El método de Arnoldi se puede resumir en:

h171 - ce. hl,k:
H, = ha1
@ hrg—1 I

y Qr = [q1 ¢2 - - - g entonces
AQy = QrHy + hiy15qk 16}

donde ey, es el k—ésimo vector de la base canénica de R,
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Métodos de Krylov

Si A es simétrica de acuerdo a la relacién de Arnoldi

QLY AQy = Hy, .

Como A es simétrica
HF = QFATQy, = QT AQy, = Hy, .

Asi H}, es simétrica y Hessenberg superior luego Hy, es tridiagonal.
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Métodos de Krylov

Asi
hi1 ha 0
H, — ha 1
- P le—1
0 hik—1  hig

Con ap, = hyr y Br = hi—11 el método de Arnoldi se simplifica en el
método de Lanczos.

Con el método de Lanczos es posible calcular un nuevo vector base
ortogonal utilizando sélo los dos vectores base previos.
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Métodos de Krylov

El método de Arnoldi y el método de Lanczos se propusieron originalmente
como métodos iterativos para calcular autovalores de la matriz A:

QL AQy, = Hy

es ‘casi’ una transformacién de similaridad. Los autovalores de Hj, se
llaman los valores de Ritz de A.
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Métodos de Krylov

El método de Lanczos nos proporciona un método econémico para calcular

vectores base ortogonales para el subespacio de Krylov K (A;ro).
Nuestra aproximacién se escribe

T = x0 + QrYk
donde y; se determina de forma que:
@ o bien se minimiza
flaw) = llan — =l = (2x — 2)" Alzg — 2)

respecto de la norma inducida por A (simétrica y definida positiva)
@ 0 bien se minimiza la norma del residuo

g(zx) = | A(wr — )13 = k.
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Métodos de Krylov

Se considera la minimizacién del error en la A-norma:

zy, = 1o + Qryr = (1) = (xo + Qryr — )T A(zo + Qryr — ) .

Se calcula la derivada respecto de y, 8’(;;2’“) =0.
Con lo que

QL AQryr = Qf o
y con QT AQy, = Ty, ro = ||rol|q1 se tiene
Tiyk = [Irollex

con e el primer vector de la base candnica.
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Métodos de Krylov

Es facil ver que los residuos son orgonales a los vectores base
T T T
T =10 — AQrYr = Qi = Qo — Q1 AQryr = 0
Esta condicién es equivalente a minimizar f(zy) cuando A es SPD.

En este caso se obtiene el método del gradiente conjugado.
El gradiente conjugado minimiza la A-norma del error.

Métodos iterativos Curso 2022-2023 65 /82



Método del residuo conjugado

Otra forma de construir una aproximacién éptima z; es minimizar el
residuo

g(xx) = | Az — )13 = e

sobre todos los xj € {zo U Kj(A;b)}.

Definiendo
ar [ 0
B2
T, =
0 Br
Br kg
Br+1

El método de Lanczos se escribe

AQk = Qi1 Ly
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Método del residuo conjugado

El problema es encontrar =, = xo + Qryx tal que ||rg|| es minimo.

T =b— Az =10 — AQryk = [r0llg1 — AQrYk

asi hay que minimizar

Ikl = lllrollar — AQryxl|
I7ol|Qr+1€1 — Q1L r k||
= |lllroller = Tryxll
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Método del residuo conjugado

Resolviendo el sistema sobredeterminado T',yx = ||ro||e1 se tienen las

iteraciones
xp = 20 + QrYk

que minimizan el residuo.

El algoritmo resultante se llama MINRES (o residuo conjugado)
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Método del residuo conjugado

MINRES

ro =b— Axg; po=ro initializacion

for k=0,1,---, do
rT Ary,
Qp = —Emr—
k= (Apy)T Apy,
Th+1 = Tk + QDK

Th+l = Tk — O APK actualizacion residuo
B _ T,g+1A7nk+l

- rgArk
Dk+1 = Tk+1 + PPk actualizacion direccion

Apry1 = Argg1 + BrAps
end for
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Método FOM

@ En el caso de A simétrica el método de Lanczos es muy eficiente, los
vectores base nuevos se pueden calcular con una recurrencia de tres
términos.

@ Esto permite construir métodos muy eficientes que combinan
recurrencias cortas y una condicién de optimalidad para el error.

@ Veremos ahora cémo se pueden construir métodos para el caso no
simétrico.

@ Estos métodos usan el método de Arnoldi.
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Método FOM

Recordemos el Método de Arnoldi.

Se elige un vector inicial ¢; con ||q1]j2 = 1.

for k=1,--- do (iteracién)
v = Aqk
fori=1,...,k (ortogonalizacién)
hiy =vlgq
v=v—h;1q
end for

hit1e = [[v]2

if hyt1x =0 stop (subespacio invariante)

Qk+1 = /gt (nuevo vector base)
end for
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Método FOM

En forma compacta

hl,l th
Hk; — hQ,l
@) P -1 ik

y Qr = [q1 ¢2 - - - g entonces

AQy = QrHy + hiy15qk 16}
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Método FOM

Definiendo
h171 R R hl,k
haa ;
H, =
-1 Ik
O Ptk
el método de Arnoldi se escribe
‘AQk = Qr+1H}, ‘
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Método FOM

El método de Anoldi nos da una base ortogonal para el subespacio de
Krylov K (A;ro).
Se tiene la aproximacién

T = x0 + QrYk

Y. es tal que:

@ minimiza el error
Flaw) = lloe — 2|4 = (2 — 2)" A(zy, — o)

respecto de la A-norma,

@ o bien minimiza el residuo,

g(zy) = [|A(zr, — 2)|13 = i
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Método FOM

@ Si A noes SPD, la A-norma no est3 bien definida.

@ Se impone que los residuos sean ortogonales a Y. Se tiene

Q¥ (1o — AQryr) = 0 = ||roller — Hyyr = 0

Resolviendo el sistema pequeno

Y = |lroll Hy, ter, ok = 20 + Qryk

Este método se llama FOM (Full orthogonalization method).
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Método FOM

El FOM es equivalente al GC si A es SPD. Pero tiene inconvenientes:

@ FOM no trata de forma eficiente la memoria: Qi se tiene que guardar
completa. En cada iteraciéon, un nuevo vector base se tiene que
calcular y guardar. La ortogonalizacién va siendo cada vez mas cara

con k.

@ FOM no tiene una propiedad de optimalidad.

@ El método es finito, pero esto sélo tiene interés tedrico ya que se
tendrian que calcular n vectores base y guardarlos.

@ FOM no es robusto ya que H}, podria ser singular.
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Método FOM

@ El método FOM para obtener zj es parte de una familia de técnicas
para extraer una solucién aproximada a partir de un espacio de
busqueda Qi haciendo que el residuo sea ortogonal a un espacio test
Wi.

@ Esto se formula como:

Sea z; = xg + Qryk. Encontrar y; tal que
Wil (ro — AQryk) = 0

@ Estas son las condiciones de Petrov-Galerkin.
Si W, = Q. se llaman condiciones de Galerkin.
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Método GMRES

Veamos un segundo método para obtener un minimo del residuo.

Minimizar

g(zx) = | Az — 2)lI3 = rire

es un problema bien definido incluso si A es no simétrica.

Métodos iterativos Curso 2022-2023



Método GMRES

El problema es encontrar =, = xo + Qryx tal que ||rg|| es minimo.

T =b— Az =10 — AQryk = [r0llg1 — AQrYk

asi
I7ell = IMrollar — AQrykll

7ol|Qr+1€1 — Qrr1H il
= |lllroller — Hyyell
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Método GMRES

Resolviendo el problema sobredeterminado

Hyyi = |Irolles
se tienen las iteraciones

T = 2o + QrYk
que minimizan el residuo.
El algoritmo resultante se llama GMRES.

GMRES, es uno de los métodos mas populares para resolver sistemas no
simétricos
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Método GMRES

El método GMRES es equivalente al MINRES si A es simétrica.
Otras caracteristicas son:

@ GMRES no tiene limitada la memoria: Qi se ha de guardar
completamente. En cada iteracién se ha de calcular y guardar un
nuevo vector de la base. La ortogonalizacién de un nuevo vector se
hace cada vez mas cara al aumentar k.

@ GMRES minimiza la norma del residuo.

o El método es finito, pero esto sélo tiene interés tedrico. Para llegar a
este punto, se han de calcular n vectores de la base y se han de
guardar.

e GMRES es robusto: H .y, = ||ro||e1 tiene siempre una solucién de
minimos cuadrados.
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Método GMR

@ Los métodos de Arnoldi minimzan el residuo, calculando un nuevo
vector ortogonal de la base en cada iteracidn. El coste de hacer esto
se hace prohibitivo si se hacen muchas iteraciones.

@ Se suele fijar un ndmero maximo de m pasos consecutivos. Si el
método no ha convergido se hace 20 = 2™ y se reinicia el método.
(se obtiene GMRES(m), por ejemplo)

@ Hay otro tipo de métodos que se basan en el método de bi-Lanczos.

Usan relaciones de recurrencia cortas, pero las iteraciones no son
6ptimas. ( Bi-Lanczos, Bi-CG, Bi-CGSTAB)
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