Practica 6

Sistemas de ecuaciones no
lineales

En esta practica revisaremos algunos métodos basicos para la resolucion
numérica de sistemas de ecuaciones no lineales.

6.1. Método iterativo del punto fijo

Partimos de un sistema de ecuaciones no lineales de la forma

fl(l'l,...,l'n) = 0,
fQ(ZEl,...,ZEn) = 0,

fn(l'l,...,l'n) = 0,

del que se pretende obtener una solucién. Para utilizar el método del punto
fijo, se reescribe el sistema de la forma

1 = gi(z,...,x,),
ro = go(w1,...,2,),
Ty = gn(x1,...,1,) .
Se parte de una solucién inicial (29, ... ,2%) y se construye la sucesiéon
(xlfH, . ,a:ffl) = (gl(xlf xRy ga(ah ,a:fl)) )
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Si esta sucesion converge, lo hara a una soluciéon del sistema de ecuaciones
proxima a la solucion inicial. La convergencia de la sucesién depende mucho
de hacer una buena eleccién de las funciones gy, ... , g,.

6.2. Método de Newton-Raphson

Este método se basa en utilizar el desarrollo de Taylor para aproximar una
funcion derivable en las proximidades de un punto. Partimos de un sistema
de la forma

fl(.flfl,...,.fﬂn) = 0,
fg(.flfl,...,.fﬂn) = 0,

fn(xla"'7xn) = 07

del que se pretende obtener una solucion. Se supone que la solucién buscada,
(1,...,2,), se escribe de la forma

0

T — $1+A$1,
0

T, = xz,+ Az, ,

y, por tanto, se tiene que
fia + Az, .2+ Ary,) = 0,
filad + Az, 2d + Ax,) = 0.

Utilizando el desarrollo de Taylor alrededor de (2%, ..., 2%) y queddndo-
nos con el primer orden, tenemos
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donde 7% = (29,... ,22). Introduciendo la notacién F=(f,....[a)y

Oh ... Oh
8$1 Ozn
DF=| : |

O ... Ofn

ox1 Ozn
queda .

F(z°)+DF (z2°) (z—2") =0,

entonces

#=1°—DF (2% F (2°)

y el método de Newton consiste en calcular la sucesion

—

=g - DF (2 F (7%).

Dado que calcular explicitamente la matriz inversa de la matriz Jacobiana
no es, en general, un proceso muy eficiente desde el punto de vista numérico,
a la hora de implementar el método se hace en dos pasos:

1. Se resuelve el sistema
DF (z%) A" = —F (z%) .

2. Se calcula
fk-i-l _ fk—}-Afk—i—l ‘

Las siguientes funciones muestran una posible implementacion en Matlab
del método de Newton, para resolver el sistema

x7 — 10z + 25 +8 =0,
x1x§+x1—10x2+8:0

function y=f(x)

% funcion para utilizar con newtonsi.m
y(1)=x(1) "2-10%x (1) +x(2) "2+8;
y(2)=x(1)*x(2) "2+x (1) -10%x (2) +8;

function df=jac(x)

% matriz jacabiana para usar con newtonsi.m
df (1,1)=2*x(1)-10;

df (1,2)=2%x(2);

df (2,1)=x(2) "2+1;

df (2,2)=2*x(1)*x(2)-10;
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function [xr,k]=newtonsi(x,tol,imax)

TooTo oo o oo To o oo To o To Jo oo Fo o Jo fo o to To oo To fo o To fo o Jo fo fo o o o

% Metodo de Newton para sistemas de ecuaciones
% Uso: [xr,k]=newtonsi(x,tol,imax)

b

% Input:

%x = vector x1,x2,...,xn inicial,
%tol=tolerancia

b

% Se ha de disponer de las funciones:

yA f.m funcion y=f(x) donde se define el sistema
yA jac.m funcion df=jac(x) donde se define la matriz
yA derivada del sistema.

h
% Output: xr= raiz, k= numero de iteraciones.
Tototo o o oo 1o 1o o oo o oTo o o o o o o oo ToTo o o o oo ToTo o o o o fo o To T o o o o o
k=1;
epi=1;
x1=x;
while norm(epi)>tol
x=x1;
fxn=Ff (x);
axn=jac(x) ;
epi=axn\fxn’;
xl=x-epi’;
k=k+1;
if k>imax
disp(’no converge’)
break
end
end
xr=x1;

6.3. Meétodo de Broyden

El método de Broyden generaliza el método de la secante de resolucién
de ecuaciones no lineales para el caso de un sistema de ecuaciones.

Para el caso unidimensional se toma una aproximacién de la derivada de
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f(z),
k f(mk) - f($k71)

S =
ok _ ghk—1 7

y se hacen iteraciones de la forma
-1
[L’k 1 .Tk - (Sk> f(.Tn) .

Para el caso de un sistema de ecuaciones, se ha de obtener una aproxi-
macion de la matriz derivada, S, que cumpla

St (zk - @) = F (%) - F (z%7) .

Introducimos la siguiente notacién

k

g — karl—fk
AFY = F(@")—F (@)
S =SP4 CoF.

Con lo que tenemos que
SH(FF — Zh) = F (7" - F () |

o0 sea,
(S5 +CM5" = AF"

y, por tanto,
C*y = AF* - SFp .

—k
De este modo, dado un vetor @*” tal que w*'b" +# 0, podemos elegir

oL (aF" - 5") @
@M ’
ya que
Chp" = AFF - $h5"
Si elegimos W™ = b k, se obtiene el primer método de Broyden, y si

—k
elegimos @* = S¥Tb " se obtiene el segundo método de Broyden.
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Asi pues, el método de Broyden para sistemas parte de una aproxima-
cién inicial para la raiz, ¥y, y una aproximacién para la matriz derivada del
sistema, S°, y se basa en iteraciones de la forma

—k

b= —SFTE (7Y

6.4. Ejercicios

E.1.- Un experimento biolégico relaciona la concentraciéon de una cierta to-
xina C' con el tiempo mediante el modelo

C(t) = sen(t)e " + cos(2t)e " | (6.1)

donde los pardmetros « y 3 son desconocidos.

Del experimento se han recogido los siguientes datos

t 0 0.6 0.9 1.3 1.6
C(t) 1.0 0.3689 | 0.0371 | -0.1620 | -0.1608
13 2 24 2.7 3
C(t) | -0.0718 | 0.0135 | 0.0446 | 0.0482

a) Plantea las ecuaciones normales para los pardmetros a y [ asociadas
a minimizar el error cuadratico medio obtenido al suponer que los
datos experimentales siguen el modelo (6.1).

b) Resuelve el sistema de ecuaciones obtenido usando el método de
Newton tomando como valor inicial (a?,3%) = (0,5, 0,5) y una
tolerancia de 1076,

c) Haz una representacion gréfica del modelo obtenido junto con los
datos experimentales.

d) Compara la convergencia del método de Newton si la matriz Jaco-
biana se actualiza cada iteracion con el método obtenido al actua-
lizar la matriz jacobiana cada 4 iteraciones.
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E.2.- Contruye una funciéon de Matlab que implemente el método del punto
fijo, otra que implemente el primer método de Broyden y otra que
implemente el segundo método de Broyden.

Compara el funcionamiento del método del punto fijo, del método de
Newton y de los métodos de Broyden al resolver el sistema de ecuaciones

1
3xq — cos (Tox3) — 5 = 0
22 — 81 (z3 4 0,1)* +sen (z3) + 1,06 = 0
1
e 4 2015+ 5 (10m —3) = 0

Para ello, haz una grafica en donde se compare la evolucion del error
con el nimero de iteraciones.
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Practica 7

Mas sobre sistemas de
ecuaciones no lineales

Los métodos basicos expuestos en la préactica anterior dan solucion a
problemas sencillos. En general, la bisqueda de raices de un sistema de ecua-
ciones no lineales es un problema numéricamente dificil y va a ser necesario
desarrollar diferentes técnicas dependiendo del problema a tratar. A conti-
nuacion, veremos algunas posibilidades 1tiles cuando no se conoce una buena
aproximacion inicial del problema a resolver, o cuando los métodos bésicos
son muy costosos desde el punto de vista computacional.

7.1. Meétodos de continuacion

Supongamos que se parte de un sistema de ecuaciones no lineales de la
forma

F(©)=0, (7.1)
cuya solucién, #*, es desconocida, y se parte de una aproximacién inicial 2°.

Los métodos para la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales tie-
nen, en general, un radio de convergencia pequeno y es necesario partir de
una solucién inicial adecuada para que converjan. Conseguir esta solucion
inicial es, en ocasiones, complicado y hay que tratar de ampliar el radio de
convergencia del método numérico de algiin modo. Una posibilidad es utilizar
un método de continuacion.

Los métodos de continuacién consisten en plantear una famila de proble-
mas no lineales dependientes de un pardametro, A € [0, 1], de forma que para
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A = 0, se parta de un problema con solucién conocida y para A = 1 se llega
al problema (7.1).

Si partimos de una aproximacién, z°, al problema (7.1), podemos cons-
truir la funcién

— —

GOnT) = \F (@) +(1—N) (F (@) — F (:zO)) . (7.2)

A la funcién G, se le llama una homotopia entre la funcién G (0, 7) = F (Z) —
F (2°) y la funcién G (1, %) = F (Z).

Podemos fijar un entero N y tomar una sucesiéon de parametros de la
forma )
J
N’
con lo que para estos valores de \; obtenemos una familia de problemas no
lineales que se van resolviendo de forma que, para resolver el problema

)\j: jZO,l,...,N,

—

G\, 1) = NF (@) + (- 1) (F@) - F (@)
utilizamos como condicién inicial, la solucién obtenida en el problema
G\, B) = N F (7)) + (1— A1) (ﬁ (@) - F (f°)> .
Por otra parte, supongamos que & (\) es una unica solucién de
G\2) =0, xelo,1].
El conjunto {#(A)/ 0 < A < 1} puede verse como una curva parametrizada

por A que va desde #(0) = 7 hasta #(1) = &*. Si las funciones G (A, 7) y
Z (M) son diferenciables, se tiene que

oG (N, Z(\) +z":8§()\,f()\)) ') =3 (73

Z;

Como

tenemos que,




con lo que se tiene el sistema
DF (Z(\) @ (A) = —F (£(0)) , (7.4)

que es un ecuacién diferencial ordinaria para ' (\), con la condicién inicial

7(0) = 7°. Distintos métodos de continuacién se obtienen aplicando distintos
métodos numéricos a la resolucién del problema (7.4).

Por ejemplo, podemos despejar
¥ = (DF (¥(\))™" F((0)) = H (F())) , (7.5)

y si utilizamos el método de Runge-Kutta de cuatro pasos tendremos que
calcular para cada iteracion, j,

donde AX = 1/N. De este modo, se tiene el esquema
— — A)\ — — — —
X ()\j+1) = ()\J) + ? <K1 + QKQ + 2K3 -+ K4) .

Otra posibilidad consiste en utilizar directamente la funciéon ode23( )
del Matlab para resolver la ecuacién (7.5).

7.2. Meétodos con direccién de bisqueda

Otra posibilidad que puede resultar eficiente es modificar, por ejemplo, el
método de Newton para ampliar el radio de convergencia del método a costa
de reducir la velocidad de convergencia.

Supongamos que se quiere encontrar la raiz z* = 0 de la funcién f(z) =
arctan(x) y se parte de z° = 10. Es f4cil ver que el método de Newton
diverge. La razén de esto es f' = (1 + 2?)~! es pequena cuando z es grande,
mientras que f(x) se mantiene en valor cercano a +7/2. Esto hace que las
iteraciones de Newton diverjan. Para solucionar este problema, se interpreta
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—f(x)/f'(z) com una direccién de busqueda y se introduce un factor que
va reduciendo la magnitud de las iteraciones hasta conseguir que el método
converja, com se muestra en el siguiente algoritmo:

Algoritmo

1. seleccionar: tol, x (inicial).

2. mientras |f(z)| > tol, hacer:

a) si f'(x) = 0 parar con un error.
b) s=—f(z)/f'(z) (direccién de bisqueda)
¢) T,=x+s

)

d) Si|f(zp)] <|f(x)| entonces x = z,, (se acepta el punto).
Si no

s = s/2 e ir al paso 2(c).

Esta estrategia se puede generalizar de distintos modos. En general, se
calcula una direccion de busqueda, como la de Newton

f(ze)

f(we)

y las distintas iteraciones se hacen mediante pasos de la forma s = Ad con
A =277y j >0, hasta que f(z.+ s) satiface

|f (e + Ad)| < (1 = aA) [f (zc)]

d= —

donde o es un ntimero pequeiio que, generalmente, se toma com a = 1074
Este tipo de estrategia de conoce como la Regla de Armijo.

7.3. Meétodos de Newton inexactos

Supongamos que se pretende usar el método de Newton para resolver un
problema no lineal de gran dimensién de la forma
F(©)=0.
Ya hemos visto que cundo se tratan problemas de gran dimension pueden
aparecer problemas de almacenamiento de las matrices y que el coste compu-
tacional crece mucho cuando se utilizan métodos directos para la resolucién
de sistemas de ecuaciones.
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El método de Newton se basa en la solucién de problemas lineales de la
forma

DF (&) AT = —F (%) . (7.6)

Supongamos que para resolver el sistem (7.6) se utiliza un método iterativo,
entonces el método resultante se conoce como un método de Newton inexacto.
Entre los métodos iterativos posibles es ineteresante considerar los métodos
iterativos basados en los subespacios de Krylov. Estos métodos se basan en
productos matriz-vector. Para el problema (7.6), dado un vector ¢/, interesa
ver c6mo se podria calcular el producto DF (#;) U. Si tenemos en cuenta que

F (& +et) ~ F(Z,) +eDF (T,)) T+ o0 (%) .
tenemos que

DF (7;) v ~
()7 :

(7.7)

Con esta aproximacion podemos calcular el producto matriz-vector mediante
una evaluacién de la funcién no lineal F y sin necesidad de almacenar su ma-
triz jacobiana. Utilizando esta estrategia obtenemos un método de Newton-
Krylov sin matriz jacobina.

Para que la aproximacién (7.7) funcione bien, hace falta tomar un valor
adecuado de e. Algunos autores proponen elegir € como un ntmero algo
mayor que la raiz cuadrada del épsilon de la maquina.

7.4. Ejercicios

E.1.- Dado el sistema de ecuaciones

3yt -2 uwr-5=0
23 =202 —10z4+w =0
PP+ —w+20=0
-y +z+uw?—-10=0

obtén una solucion aproximada del mismo utilizando primero como
punto inicial (z,y, z, r,w)" = (4, —4,4, —4), y posteriromente (z,y, z, T, w)
(1,—1,1,—1). Utiliza para el primer caso un método de Newton. Para

el segundo caso comprueba que el método de Newton no converge y
utiliza un método de continuacion.

0:
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E.2.- Se sabe que la solucién del problema de contorno

(32+22° —yy) ; z€[1,3], y(1) =17, y(3) = % , (7.8)

| =

yl/ —

es
y:x2—i——.
T

Discretiza el problema (7.8) utilizando una malla con 20 nodos, y las
aproximaciones

Py o Yirl — Vil wio L Vil — 20+ Y
y (’rZ) ~ QA.T Y y (x’b) ~ A.TZ I

y obtén la solucién numérica del problema utilizando el método de New-
ton directamente y una variaciéon del mismo que haga uso de la Regla de
Armijo. Compara la solucién numérica obtenida con la solucion exacta.

E.3.- Considera el problema de conveccién difusiéon no lineal siguiente

du g 2 L (5000 1 1522
—— R e — —— | x — 15z° |
dx? dr /50 —x 4(50 — z)3

con z € [0,50] y u(0) = u(50) = 0.

Discretiza el problema usando un mallado de 200 nodos y obtén su
soluciéon numérica usando un método de Newton-GMRES sin utilizar
la matriz Jacobiana. Compara el resultado con la solucién exacta

u=xv50—1x.
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