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Capítulo 1Resoluión de sistemas deeuaiones lineales
1.1. Sistemas de euaionesLos sistemas de euaiones lineales apareen en muhos problemas deienia e ingeniería. Veremos algunos ejemplos senillos.1.1.1. Red elétriaSupongamos que se quieren determinar las intensidades que irulan parlas distintas ramas de la red elétria que mostramos en la Figura 1.1Si apliamos las leyes de Kirho� a las 3 mallas obtenemos
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Figura 1.1: Red elétria.2
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Figura 1.2: Viga artiulada.Malla 1:
10I1 − 10I2 + 30I1 − 30I3 = 10 ,Malla 2:

10I2 − 10I1 + 5I2 − 5I3 + 15I2 = 0 ,Malla 3:
30I3 − 30I1 + 5I3 − 5I2 + 30I3 = 10 .Para onoer las intensidades se ha de resolver pues el sistema





40 −10 −30
−10 30 −5
−30 −5 65









I1

I1

I1



 =





10
0
0



 .1.1.2. VigaPor ejemplo, supongamos que se tiene una estrutura artiulada omo lade la Figura 1.2.La primera euaión que se puede plantear es que la arga se ompensapor las reaiones en los apoyos,
RA + RD = 300 ,3
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Figura 1.3: Nodo A.
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Figura 1.4: Nodo B.Planteando que la suma de las fuerzas sobre el nodo A son ero omo semuestra en la Figura 1.3.
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Figura 1.5: Nodo C.Con esto tenemos 7 euaiones on 7 inógnitas, que podemos esribirmediante la siguiente expresión matriial
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En general un sistema de m euaiones lineales on n inógnitas se expresa
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

· · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bmque tiene la forma genéria
Ax = b (1.1)donde A es la matriz de oe�ientes del sistema y b el vetor de términosindependientes.Se llama soluión de un sistema de euaiones on n inógnitas a un vetorde n números que satisfaen el sistema de euaiones.Dado un sistema de m euaiones lineales on n inógnitas, puede ourrirque el sistema no tenga soluión. Se die entones que el sistema es inom-patible. Si el sistema tiene soluión únia se die que el sistema es ompatibley determinado, o bien, si el sistema tiene in�ntas soluiones, se die que elsistema es ompatible e indeterminado.Formalmente la soluión del sistema (1.1) se puede obtener omo

x = A−1b ,5



luego el sistema será ompatible y determinado sí y sólo sí existe A−1. Enla mayoría de oasiones no resulta onveniente alular la matriz inversa,
A−1, para resolver el sistema y se reurre a ténias alternativas. Nosotrosen partiular estudiaremos dos tipos de métodos para resolver los sistemasde euaiones lineales, métodos diretos y métodos iterativos.1.2. Método de GaussDe�niión 1.1 Diremos que dos sistemas de euaiones lineales son equi-valentes si tienen las mismas soluiones.Consideremos, por ejemplo, un sistema de la forma

x1 + x2 + x3 = 6

2x1 − x2 + x3 = 3 (1.2)
x1 + x2 − x3 = 0Hay una serie de transformaiones que podemos haer al sistema de euaio-nes sin que la soluión del mismo ambie. Así, se puede interambiar el ordende las euaiones, multipliar una euaión por un número distinto de ero,y sumar a una euaión otra euaión distinta multipliada por un número.De este modo el sistema de euaiones (1.2), es equivalente a
2x1 − x2 + x3 = 3

x1 + x2 + x3 = 6

x1 + x2 − x3 = 0y a
x1 + x2 + x3 = 6

2x1 − x2 + x3 = 3

2x1 + 2x2 − 2x3 = 0y a
x1 + x2 + x3 = 6

2x1 − x2 + x3 = 3

0 + 3x2 − 3x3 = −3 .6



Dado un sistema de euaiones omo el dado en (1.1) si a la matriz delsistema, A, se le añade una olumna formada por los términos independientes,se obtiene la matriz ampliada del sistema
(

A b
)

.Las transformaiones que se haen sobre un sistema de euaiones li-neales que onduen a sistemas equivalentes se denominan transformaioneselementales. Estas transformaiones se traduen en transformaiones sobrela matriz ampliada del sistema y se resumen en:i) Interambio de �las.ii) Multipliaión de una �la por ualquier onstante no nula.iii) Multipliaión de una �la por ualquier onstante no nula y sumárselaa otra �la.El método de eliminaión de Gauss para la resoluión de un sistema on-siste en realizar transformaiones elementales sobre la matriz ampliada delsistema de forma que el sistema equivalente resultante tenga una matriztriangular superior, que se llama matriz esalonada.Veamos el proedimiento a seguir on un ejemplo. Sea el sistema
x1 + x2 + x3 = 6

2x1 − x2 + x3 = 3

x1 + x2 − x3 = 0La matriz ampliada y el resultado tras realizar una serie de transformaioneselementales sobre ella es




1 1 1 6
2 −1 1 3
1 1 −1 0



 −→





1 1 1 6
0 −3 −1 −9
0 0 −2 −6



De este modo, la matriz del sistema equivalente es triangular superior y seesribe
x1 + x2 + x3 = 6

−3x2 − x3 = −9

−2x3 = −67



uya soluión se obtiene fáilmente
x1 = 1 , x2 = 2 , x3 = 3 .Utilizando el método de Gauss es posible disutir las distintas soluionesde un sistema de euaiones lineales uando éste depende de una serie deparámetros. Por ejemplo, dado el sistema

x1 + bx2 − 2x3 = 2

−x1 − (b − 2)x2 + 2x3 = −2

2x1 + 2x2 + (b − 4)x3 = 0 ,esribimos su matriz ampliada




1 b −2 2
−1 (b − 2) 2 −2

2 2 (b − 4) 3



que es equivalente a




1 b −2 2
0 2b − 2 0 0
0 0 b −1



on lo que queda el sistema
x1 + bx2 − 2x3 = 2

(2b − 2)x2 = 0

bx3 = −1 ,Si b = 0 obtenemos una ontradiión en la última �la, por ello, el sistemaes inompatible.Si 2b − 2 = 0 → b = 1, el sistema queda
x1 + bx2 − 2x3 = 2

x3 = −1 ,que es un sistema ompatible e indeterminado.Si b 6= 0 y b 6= 1, el sistema es ompatible y determinado y su soluión es
x1 = 2 −

2

b
, x2 = 0 x3 = −

1

b
.8



1.3. Desomposiión LU de una matrizVeremos que bajo iertas ondiiones es posible desomponer una matrizuadrada A, omo el produto A = LU , donde L es una matriz triangularinferior y U es una matriz triangular superior. Para realizar esta desompo-siión se sigue un proeso similar al método de Gauss.1.4. Transformaiones y Matries Elementales.Dada una matriz A ∈ R
n×n, onsideralmos la �la i-ésima

Ei =
(

ai1 ai2 · · · ain

)

.Ya hemos visto que las transformaiones elementales que se se pueden de�nirsobre la matriz A son:Tipo I: Interambio de �las Ei on Ej . Denotaremos esta operaión por Ei

↔ Ej .Tipo II: Multipliaión de la �la Ei por ualquier onstante no nula λ.Denotaremos esta operaión por λEi → Ei.Tipo III: Multipliaión de la �la Ej por ualquier onstante no nula λ ysumársela a la �la Ei. Denotaremos esta operaión por Ei +λEj → Ei.Podemos utilizar una notaión matriial para indiar las transformaionesanteriores. En la siguiente de�niión introduimos las matries neesariaspara realizar las operaiones elementales.De�niión 1.2 Se llaman matries elementales a las que se obtienen a partirde la matriz identidad mediante la apliaión de una transformaión elemen-tal.Tipo I: Matriz de permutaión es una matriz uadrada que en ada �la yolumna sólo tiene un únio elemento distinto de ero, este elementovale 1. La matriz de permutaiones que interambia la �la i por la �la
9



j se denota por
Pij =

i

j

i j


























1 0 0 · · · 0 0 0... 0
... ...

0 · · ·
... 0 1 · · · 0... 0

... ...
0 · · · 1 0 0 · · · 0... 0 0

...
0 0 0 · · · 0 0 1



























.

Toda matriz de permutaiones es invertible y satisfae que P−1 = P T .Tipo II: Multipliaión de la �la i−ésima de la matriz I por ualquier ons-tante no nula λ. Se denota por Ei(λ). Esta matriz elemental permiterealizar transformaiones elementales del tipo II.Tipo III: Se obtiene a partir de la matriz I sumando un múltiplo de una�la j a la �la i. Se denota por Eij(λ).Ejemplo 1.1 Consideremos la matriz
A =









1 3 0 1
5 0 1 −1
7 1 2 8
−3 0 1 1









.La matriz de permutaión que ambia la segunda �la por la terera viene dadapor
P23 =









1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1









.Así,
P23A =









1 3 0 1
7 1 2 8
5 0 1 −1
−3 0 1 1









.
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La matriz E3(2) viene dada por
E3(2) =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1









.Así,
E3(2)A =









1 3 0 1
5 0 1 −1
14 2 4 16
−3 0 1 1









.La matriz E13(2) viene dada por
E13(2) =









1 0 2 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









.Así,
E13(2)A =









15 5 4 17
5 0 1 −1
7 1 2 8
−3 0 1 1









.

1.5. Fatorizaión LUReordemos el esquema del método de Gauss para la resoluión de siste-mas, que se basa en pasar de una matriz (la matriz ampliada del sistema) auna matriz equivalente que tiene forma esalonada.Para ada i = 1, . . . , n,Paso 1. Determinar el pivotePaso 2. Reduir a la forma esalonada utilizando. λki = akia
−1
ii , k =

i, . . . , n, y realizando la operaión (Ek − λkiEi) → Ek, para k =
i, . . . , n.Paso 3. Resolver las inógnitas

xi =

bi −

n
∑

j=i+1

aijxj

aii11



Este proeso se puede interpretar de forma matriial utilizando las matri-es elementales. Se observa que obtener la forma esalonada de la matriz Ade oe�ientes del sistema onsiste en premultipliar la matriz A por las ma-tries elementales orrespondientes a ada una de las operaiones elementalesrealizadas.Por ejemplo, si partimos de una matriz
A3×3 = [a

(1)
ij ]i,j=1,2,3y apliamos la eliminaión de Gauss simple para eliminar los elementos de laprimera olumna debemos premultipliar la matriz A por la matriz elementaltriangular inferior

L(1) =





1 0 0
m21 1 0
m31 0 1



 ,siendo
mi1 =

−a
(1)
i1

a
(1)
11

, i = 2, 3.Para eliminar los de la segunda olumna premultipliamos nuevamente poruna matriz triangular inferior dada por
L(2) =





1 0 0
0 1 0
0 m32 1



 ,donde
m32 =

−a
(2)
32

a
(2)
22

.Así,
U = M (2)M (1)Aon U una matriz esalonada.Consideremos el sistema Ax = b, on A ∈ R

n×n. El método onsisteen fatorizar la matriz A de oe�ientes omo un produto de dos matriesde forma que una sea triangular inferior y la otra triangular superior. Unavez fatorizada la matriz on este método se onsigue disminuir a O(n2)el número de operaiones del método de Gauss. Sin embargo, no todas lasmatries admiten una fatorizaión LU .
12



Proposiión 1.1 Si se puede realizar la eliminaión gaussiana a una matrizsin interambio de �las o olumnas entones A admite una desomposiión
A = LU , on L una matriz invertible triangular inferior dada por

L =











1 0 · · · 0
l21 1 0... ... . . . ...
ln1 ln2 · · · 1









y U una matriz triangular superior on los pivotes en la diagonal dada por
U =











u11 u12 · · · u1n

0 u22 · · · u2n... ... . . . ...
0 0 · · · unn









Ejemplo 1.2 Enontrar la desomposiión LU de la siguiente matriz
A =





1 2 1
2 1 −1
−1 2 2



Soluión: La primera matriz elemental será
M (1) =





1 0 0
−2 1 0
1 0 1



 ,por lo que
M (1)A =





1 2 1
0 −3 −3
0 4 3



 .La nueva matriz elemental será
M (2) =





1 0 0
0 1 0
0 4

3
1



 ,por lo que
U = M (2)M (1)A =





1 2 1
0 −3 −3
0 0 −1
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y
L =

(

M (2)M (1)
)−1

=





1 0 0
2 1 0
−1 −4

3
1



 .Es fáil omprobar que
A = LU =





1 0 0
2 1 0
−1 −4

3
1









1 2 1
0 −3 −3
0 0 −1



 .1.6. Métodos diretos para la resoluión de sis-temasGeneralmente, los métodos diretos se basan en transformar el sistemade euaiones iniial en un sistema equivalente (o sea, que tenga las mismassoluiones) que se pueda resolver más fáilmente. Para ello, generalmente seutiliza el método de Gauss. Por ejemplo, dado el sistema




10 −7 0
−3 2 6
5 −1 5









x1

x2

x3



 =





7
4
6



 ,es equivalente al sistema




10 −7 0
0 −0,1 6
0 0 155









x1

x2

x3



 =





7
6,1
155



 .Con lo que hemos llegado a un sistema de euaiones equivalente al iniialuya matriz de oe�ientes es una matriz triangular superior. Este tipo desistemas tiene una soluión senilla. Se empieza despejando la última eua-ión, la soluión obtenida se utiliza para despejar la penúltima euaión y asísuesivamente.Este método se llama el método de sustituión regresiva y se formalizadel modo siguiente. Dado el sistema
Ux = b , U ∈ R

n×n , b ∈ R
n×1 ,donde uij = 0 si i < j (triangular superior), un posible algoritmo que imple-menta el método es el siguiente 14



for i=n:-1:1x(i)=b(i);for j=n:-1:i+1x(i)=x(i)-A(i,j)*x(j);endx(i)=x(i)/A(i,i);end1.6.1. PivotamientoLos elementos de la diagonal de la matriz U que se obtiene tras la fato-rizaión LU de una matriz se llaman pivotes. El algoritmo de la sustituiónregresiva realiza divisiones por los distintos pivotes, de este modo, el algorit-mo no podrá llevarse a abo si alguno de los pivotes es ero. Es lógio pensarque si alguno de los pivotes es muy pequeño se produirán errores grandes alalular la soluión.Veamos un ejemplo. Supongamos que se quiere resolver el sistema




10 −7 0
−3 2,099 6
5 −1 5









x1

x2

x3



 =





7
3,901

6



 ,uya soluión exata es x = (0,−1, 1). Ahora resolvemos el sistema medianteel método de Gauss on una aritmétia de 5 dígitos signi�ativos




10 −7 0 7
−3 2,099 6 3,901
5 −1 5 6



 ≈





10 −7 0 7
0 −0,001 6 6,001
0 2,5 5 2,5



 ≈





10 −7 0 7
0 −0,001 6 6,001
0 0 1,5005 104 1,5004 104



Al haer el álulo para la sustituión regresiva, se tiene
x3 =

1,5004 104

1,5005 104
= 0,99993 ,que omparado on el resultado exato, x3 = 1, nos da un resultado aeptable.Para x2, se tiene

−0,001x2 + (6)(0,99993) = 6,001 ,15



o sea,
x2 = −1,5 ,que ya no es un resultado aeptable, omparado on el valor exato x2 = −1.Este problema se debe prinipalmente a la propagaión del error debida ala división por el pivote 0,001. Esto se resuelve interambiando la segundaeuaión por la terera, ya que al realizar la triangularizaión ya no se obtieneun pivote tan pequeño. Esta estrategia de interambiar �las se onoe omopivotaión.Si se perimte el interambio de �las, el algoritmo de Gauss nos lleva auna desomposiión para la matriz A de la forma
PA = LU ,donde P es una matriz de permutaión.Una estrategia que se suele utilizar para evitar estos problemas del algo-ritmo de Gauss es la estrategia de pivotaión parial, que onsiste en tomaromo pivote en el paso k-ésimo del algoritmo de triangularizaión el elementomás grande en valor absoluto en la parte no reduida de la olumna k-ésima.La �la que ontiene este pivote se interambia on la �la k-ésima para ponerel pivote en la posiión (k, k) de la matriz. Los mismos interambios se hande llevar a abo en el vetor b.A ontinuaión se muestran dos funiones de Matlab, la primera solvelu() implementa el método de Gauss on pivotaión parial para triangularizarla matriz A. La segunda, trisuper( ) alula la sustituión regresiva sobrela matriz traingularizada y el vetor de términos independientes.funtion [An,bn,v℄=solvelu(A,b)% [An,bn,v℄=solvelu(A,b)% Esta funion realiza la trangularizaion% de una matriz A y el termino independiente b% para la resoluion de un sistema Ax=b.%% Entradas:% A matriz del sistema n x n% b termino independiente% Salidas:% An matriz triangularizada% bn termino independiente% v vetor de punteros para la pivotaion% parial 16



[m,n℄=size(A);if (m~=n)error('La matriz A no es uadrada');endAn=A;bn=b;v=1:n; % permutaionesfor k=1:n-1M=k;for i=k+1:nif (abs(An(v(i),k))>abs(An(v(M),k)))M=i;endendif (k~=M)it=v(k);v(k)=v(M);v(M)=it;endif (abs(An(v(k),k))<=1.e-8)error('matriz singular');endfor i=k+1:nalfa=An(v(i),k)/An(v(k),k);for j=k+1:nAn(v(i),j)=An(v(i),j)-alfa*An(v(k),j);endbn(v(i))=bn(v(i))-alfa*bn(v(k));endendfuntion x=trisuper(An,bn,v)% x=trisuper(An,bn,v)% Esta funion resulelve un sistema triangular% por el metodo de sustituionregresiva.% Se usa despues de la funion solvelu% Entradas:% An matriz triangular superior omo sale de solvelu% bn termino independiente omo sale de solvelu% v vetor de puneteros de la pivotaion parial17



% Salida:% x soluion del sistema[m,n℄=size(An);if (m~=n)error('La matriz A no es uadrada');endfor i=n:-1:1x(i)=bn(v(i));for j=n:-1:i+1x(i)=x(i)-An(v(i),j)*x(j);endx(i)=x(i)/An(v(i),i);end1.6.2. Errores y número de ondiiónCuando se obtiene la soluión numéria de un sistema de euaiones, seobtiene un valor aproximado de la soluión, x∗, mientras que la soluiónexata, x, satisfae
x = A−1b .Usualmente se tienen dos magnitudes que nos dan una idea del errorometido, el error, de�nido omo
e = x − x∗ ,y el residuo
r = b − Ax∗ .Estas dos magnitudes no tienen porque ser pequeñas al mismo tiempo si setrabaja on aritmétia �nita.Por otra parte, uando se están resolviendo problemas prátios los oe-�ientes de un sistema de euaiones y los términos independientes estánafetados de un ierto error. Por ello, es interesante preguntarse ómo sepueden medir lo que ambia la soluión, x, de un sistema si se haen ambiosen A y o en b.Para evaluar esta dependenia se introdue el número de ondiión deuna matriz, de�nido omo
κ(A) =

M

m
,18



donde
M = máx

(

‖Ax‖

‖x‖

)

, m = mı́n

(

‖Ax‖

‖x‖
,

)

∀x 6= 0 .Consideramos
Ax = b ,y el sistema

A(x + δx) = b + δb ,se umple
Aδx = δb ,además,

‖b‖ ≤ M ‖x‖ , ‖δb‖ ≥ m ‖δx‖ ,y si m 6= 0, se tiene
‖δx‖

‖x‖
≤ κ(A)

‖δb‖

‖b‖
,así, el número de ondiión nos da un fator de magni�aión del error. Deeste modo, el número de ondiión de la matriz del sistema es alto, abeesperar que la soluión numéria obtenida esté afetada de errores altos.Si se introdue el onepto de norma matriial

‖A‖ ≡ máx

(

‖Ax‖

‖x‖

)

, ∀x 6= 0 ,una de�niión del número de ondiión es
κ(A) = ‖A‖ ‖A‖−1

.El número de ondiión es un número difíil de alular y se utilizan estima-iones para este número. Generlamente el número de ondiión de una matrizes muy alto si la matriz es asi singular.1.6.3. Matries espeialesVeremos ahora ómo es posible simpli�ar los métodos que hemos vistohasta ahora uando la matriz de oe�ientes tiene una estrutura partiular.
19



Matries tridiagonalesUn aso espeial de sistemas de euaiones que apareen freuentementeson aquellos uya matriz de oe�ientes es tridiagonal, o sea, un sistema deeuaiones on la siguiente estrutura












b1 c1 0 · · ·
a1 b2 c2 · · ·

· · ·
an−2 bn−1 cn−1

0 an−1 bn



























x1

x2...
xn−1

xn















=















b1

b2...
bn−1

bn















.

Para estos sistemas, el algoritmo de Gauss adopta una forma simple. Lamatriz se tiene almaenada en los vetores a, b, , y el término independienteen el vetor d.Primero se opia en x el vetor dx = d;luego se triangulariza la matriz y el término independiente mediante el si-guiente bulefor j=1:n-1mu=a(j)/b(j);b(j+1)=b(j+1)-mu*(j);x(j+1)=x(j+1)-mu*x(j);endPosteriromente, se realiza la sustituión regeresivax(n)=x(n)/b(n);for j=n-1:-1:1x(j)=(x(j)-(j)*x(j+1))/b(j);endEste algoritmo se onoe omo el algoritmo de Thomas. No utiliza pivo-taión parial y es muho más rápido que el algoritmo de Gauss.
20



Matries simétrias de�nidas positivasReordemos que una matrix A es simétria si umple que A = AT . Ade-más diremos que una matriz es de�nida positiva si umple
xT Ax > 0 , ∀x 6= 0 .Si A es una matriz simétria y de�nida postiva se puede enontrar unamatriz triangular inferior, L, de forma que

LLT = A .Esta desomposiión se denomina desomposiión de Choleski de la matriz
A. Veamos ómo se puede alular la matriz L. Para ello, onsideremos unaso 3 × 3.





l11 0 0
l21 l22 0
l31 l32 l33









l11 l21 l31
0 l22 l32
0 0 l33



 =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



 ,alulando el produto, se tienen las relaiones
a11 = l211 ,

a22 = l221 + l222 ,

a33 = l231 + l232 + l233 ,

a12 = l11l21 ,

a13 = l11l31 ,

a23 = l21l31 + l22l32o sea,
l11 = (a11)

1

2 ,

l21 =
a12

l11
,

l22 =
(

a22 − l221
)

1

2 ,

l31 =
a13

l11
,

l32 =
a23 − l21l31

l22
,

l33 =
(

a33 − l231 − l232
) 1

2 .21



Para una matriz n × n, los elementos de L se pueden alular mediantelas expresiones
lii =

(

aii −

i−1
∑

k=1

l2ik

)
1

2

,

lji =
1

lii

(

aij −
i−1
∑

k=1

likljk

)

, j = i + 1, i + 2, . . . , n .1.7. Métodos iterativosLos métodos iterativos para la resoluión de sistemas de euaiones linea-les suelen utilizarse para problemas de gran dimensión, ya que usan menosmemoria y suelen ser más rápidos que los métodos diretos. A ontinuaiónveremos alguno de los métodos ietrativos más senillos.Se parte de un sistema de euaiones de la forma
Ax = b ,y realizamos la desomposiión de la matriz de oe�ientes

A = D − E − F ,donde D es la diagonal de A, −E es la parte estritamente triangular inferiorde A y −F es la parte estritamente triangular superior. se supone que loselementos de D son todos no nulos.El método de Jaobi se basa en iteraiones de la forma
Dxk+1 = (E + F )xk + b ,o sea,

xk+1 = D−1(E + F )xk + D−1b .Otro método similar al método de Jaobi es el método de Gauss-Seidel.Este método en omponentes se esribe de la siguiente forma
bi −

i−1
∑

j=1

aijx
k+1
j − aiix

k+1
i −

n
∑

j=i+1

aijx
k
j = 0 ,para i = 1, 2, . . . , n. 22



En forma matriial el método de Gauss-Seidel se esribirá omo
(D − E)xk+1 = Fxk + b .Para implementar este método hay que resolver un sistema triangular inferior.Análogamente, se puede de�nir otro método de Gauss-Seidel de la forma,
(D − F )xk+1 = Exk + b ,donde se tendría que resolver un sistema triangular superior.Por otra parte, podemos de�nir otra desomposiión de la matriz A de laforma

ωA = (D − ωE) − (ωF + (1 − ω)D) ,que da lugar al método ietrativo onoido omo el método SOR (suessiveover relaxation)
(D − ωE)xk+1 = (ωF + (1 − ω)D)xk + ωb ,donde ω es un parámetro que puede tomar distintos valores y que sirve paramejorar la onvergenia del método.Análogamente, se puede de�nir otro método SOR de la forma
(D − ωF )xk+1 = (ωE + (1 − ω)D)xk + ωb .Un método SOR simétrio, SSOR, viene de�nido por las euaiones
(D − ωE)xk+1/2 = (ωF + (1 − ω)D)xk + ωb ,

(D − ωF )xk+1 = (ωE + (1 − ω)D)xk+1/2 + ωb .

1.8. Ejeriios1. Resuelve el sistema




0 2 4
1 2 3
0 0 3









x1

x2

x3



 =





4
3
3



 .
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2. Dada la matriz




3 0 2
0 4 3
0 0 2



 ,obtén su inversa.3. Un distribuidor tiene 3 almaenes donde guarda lavadoras que vende a4 hipermerados. La antidad de lavadoras disponible en ada almaénes de 20, 20 y 10 unidades respetivamente, mientras que la demandade ada hipermerado es de 10, 15, 15 y 10 unidades respetivamente.Plantea un sistema de euaiones lineales que represente el problemade transporte de los almaenes a los hipermerados de manera que sesatisfaga la demanda.4. Estudia el aráter del sistema de euaiones siguiente segúnn los va-lores posibles de α y β

2x1 − x2 − 2x3 = β

x1 + x2 + x3 = 5

4x1 − 5x2 + αx3 = −105. Dada la matriz




α 1 0
β 2 1
0 1 2



 ,obtén todos los valores de α y β para los uales la matriz es singular.6. Resuelve los siguientes sistemas de euaiones fatorizados:a)




1 0 0
2 1 0

−1 0 1









2 3 −1
0 −2 1
0 0 3









x1

x2

x3



 =





2
−1

1



 ,b)




2 0 0
−1 1 0

3 2 −1









1 1 1
0 1 2
0 0 1









x1

x2

x3



 =





−1
3
0



 ,
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7. Obtener la fatorizaión LU de la matriz
A =





2 4 −2 0
1 1 −3 1
2 3 −4 4



8. Obtener la matriz triangular inferior LA que lleva la matriz
A =





2 4 −2 0
1 1 −3 1
2 3 −4 4



a una matriz equivalente triangular superior, UA = LAA.9. Compara la soluión que se obtiene mediante el método de Gauss paralos sistemas de euaiones
x − y = 1

x − 1,01y = 0y
x − y = 1

x − 0,99y = 010. Dado el sistema




0,15 2,11 30,75
0,64 1,21 2,05
3,21 1,53 1,04









x1

x2

x3



 =





−26,38
1,01
5,23



resuélvelo utilizando el método de Gauss sin pivotaión parial y onpivotaión parial.11. Consideremos el sistema de euaiones
Ax = b ,on

A =





3 2 1
2 3 2
1 2 3



 , b =





1
0
0



 ,omprueba que el método de Jaobi diverge mientras que el método deGauss-Seidel onverge. 25



12. Determina las dos primeras iteraiones del método de Jaobi para lossiguientes sistemas de euaiones, si tomamos x0 = (0, 0, 0)T .a)
10x1 − x2 = 9

−x1 + 10x2 − 2x3 = 7

−2x2 + 10x3 = 6b)
4x1 + x2 − x3 + x4 = −2

x1 + 4x2 − x3 − x4 = −1

−x1 − x2 + 5x3 + x4 = 0

x1 − x2 + x3 + 3x4 = 113. Dado el sistema
3x1 + 2x2 = 1

4x1 + 3x2 = 5alula dos iteraiones del método SSOR partiendo del vetor iniial
(x0

1, x
0
2) = (0, 0) y tomando ω = 1,25.14. Dado el sistema

4x1 + 3x2 = 24

3x1 + 4x2 − x3 = 30

−x2 + 4x3 = −24ompara 3 iteraiones del método de SOR y el método SSOR tomando
x0 = (0, 0, 0)T , y ω = 1,25.
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