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Capitulo 1

Resolucion de ecuaciones no
lineales

Generalmente, no es posible encontrar expresiones explicitas para las so-
luciones de una ecuacion de la forma f(x) = 0. Por ello, sera interesante
disponer de métodos que nos proporcionen aproximaciones de estas raices.
Pasaremos a discutir algunos métodos numéricos sencillos para el tratamiento
de este problema.

1.1. Ecuaciones no lineales

1.1.1. Meétodo de la bisecciéon

Supongamos, por ejemplo, que se quiere calcular una solucién de la ecua-
cion
=2,
sabiendo que la solucién esta en un intervalo [a, b = [1,2]. Probamos con un
punto ¢ que sea el punto medio del intervalo

a+b
2 b

CcC =

calculamos ¢® = (1,5)% = 2,25. Como ¢? > 2, entonces tendremos que la raiz
estard en un nuevo intervalo [d/, b'] = [a, c]. Repitiendo esta estrategia se van
obteniendo intervalos cada vez més pequenos que contienen la raiz buscada.

El siguiente codigo de Matlab resuelve el problema



tol=1.0e-5;
while (b-a) >tol
x=(a+b)/2;
if x"2>M
b=x;
else
a=x;
end
k=k+1;
end
sol=(a+b)/2

Este es un método lento pero seguro para obtener una raiz de una ecuaciéon
del tipo

flx)=0.
Si f(x) es una funcién continua, sélo hace falta conocer un intervalo [a, b] de
forma que se satisfaga f(a)f(b) < 0.

1.1.2. Meétodo del punto fijo

Definicién 1.1 Diremos que un punto p es un punto fijo de una funcion
o(x) si se satisface p(p) = p.

Supongamos que se busca una raiz de una ecuacién

el método del punto fijo consiste en reescribir esta ecuacion de la forma

= (),

y construir una sucesion de la forma

v = (o)
vy = (1) (1.1)
Tny1 = @(xn)



Si existe un m tal que x,,41 ~ x,,, se cumplird que x,,

~ ¢(zm) y, por

tanto, se podra tomar como valor aproximado de la raiz x,,.

Ejemplo 1.1 Suponemos que se quiere buscar una raiz de la funcion

f(z) =2°+42* — 10

n [1,2]. Se pueden hacer diferentes elecciones de la funcion ¢(x), por ejem-

plo,
a) pi(z) =2 — 23 — 42 + 10; b) a(x) = (%—495)1/2;
¢) palx) = § (10 — )" d) eaa) = (10/ (4 +2))""*;
e) ps(x) =z — (23 + 42* — 10) / (8 + 3x2?)

st tomamos como valor inicial xo = 1,5 y construimos las sucesiones corres-
pondientes a las distintas elecciones, se obtienen los valores de la tabla 3.1.

Tabla 3.1.- Resultado para la iteracion del punto fijo x = p(x).

SO 0N G W DS

1.360094193
1.367846968
1.363887004
1.365916734
1.364878217
1.365410062

1.865225594
1.365230576
1.8365229942
1.365230022
1.865230012
1.8365230014

@) b) c) d) e)

1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
-0.875 0.8165 | 1.286953768 | 1.348399725 | 1.37333333
6.732 2.9969 | 1.402540804 | 1.367376372 | 1.365262015
-469.7 - 1.345458374 | 1.864957015 | 1.5365250014

1.08 x108 1.375170253 | 1.8365264748 | 1.5365230013

Para obtener una solucién por este método, es necesario que la sucesion
{x,}22, construida como en (1.1) sea convergente, y el limite de esta suce-
sion coincida con la raiz. Las condiciones necesarias para que esto ocurra se
resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.1 (Teorema del punto fijo) Sea ¢ : [a,b] — [a,b] una fun-
cion continua en [a,b] y derivable en ]a,b[, y ademds que cumple que |
o' (z) |[< k <1, Vx €|a,b]. Entonces existe un inico ¢ €)a,b[ tal que p(c) =
c. Ademds para todo xy €|a,b], la sucesion {x,}>2, obtenida de la forma
xo, Tn = @(Tn_1) converge a c.



Este teorema ayuda a elegir una funcion ¢(x) adecuada, por ejemplo para
la opcion d) del ejemplo anterior se tiene que

pa(z) = (10/(4+2))"%;
py(x) = V10(=1/2) (44 2)"%%
goil(x)‘ = VI0/2|(4+2) 2| < V10/(2-5%%) = 0,141 < 1 |

Luego la sucesion converge en [1,2].

1.1.3. Meétodo de Newton-Raphson

Este método se basa en utilizar el desarrollo de Taylor para aproximar
una funcion derivable en las proximidades de un punto.

Escribimos x; = z¢y + Az, y usando el desarrollo de Taylor

f (@1) = f (wo) + f' (o) Az + 0 (Aa®)
y suponiendo que f (z1) = 0, queda

o [ (x0)
f'(xo)

El método de Newton-Raphson se basa en esta ecuacién y consiste en calcular
los valores de una sucesion de la forma

1 = X

n

Otro modo de obtener este método consiste en suponer que f : [a,b] — R
es continua en [a, b] y tal que f”(z) no cambia de signo en [a, b] con f(a)f(b) <
0. El proceso para encontrar un x tal que f(x) = 0 consiste en lo siguiente:

1) Fijamos ¢ = a 6 b, tal que f(c)f"(x) > 0, Vz € (a,b).

2) xg=c.

3) Hallamos la ecuacion de la tangente que pasa por (zo, f(xg)) y el punto
de corte de dicha tangente con el eje X. El proceso se repite hasta
conseguir una sucesion de aproximaciones que converge a la raiz de

f(z) =0.



La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en (x,_1, f(zn_1))
viene dada por

y = flzn) + f(@n)(@ —zp1)

La abscisa del punto de interseccion de la recta tangente con el eje X,
viene dada por
f(@n-1)

?
f/(@n-1)
y mediante esta relacion obtenemos una sucesion, {z, }°°; de aproximaciones
al valor de la raiz buscada.

Tp = Tpn—1 —

El error que se comete en la iteracién n-ésima sera

donde 0 <m <| f(z) |y | f"(x) |< M, Yz € (a,b).

Ejemplo 1.2 Se busca la solucion de y = cos (z). Se construye la funcion

f(x) =2 —cos(x) ,
utilizando la sucesion

T, — o8 (Ty,)

Tl = T T en (z,)

y el punto tnicial xo = 0,7, se obtiene la siguiente tabla de valores

Tabla 3.2.- Resultado de la iteracion de Newton.

n|x,

0.7593981635
0.75895361337
0.75390851781
0.7590851332
0.7390851332

™ WO~

1.1.4. Meétodo de la secante

Una de las desventajas del método de Newton para obtener las raices de
una ecuacion de la forma



es que es necesario conocer la derivada f'(x). En ocasiones esta derivada es
dificil de calcular o no se dispone de la misma, y se utiliza una aproximacion

de la forma
_ f(l’n) — f(xnfl)

n )
Tp — Tp-1

obteniendo el método de la secante, que se basa en iteraciones de la forma

Sn

Tn+1 = Tp —

El método de la secante hace uso de dos aproximaciones iniciales para la raiz.

1.2. Sistemas de ecuaciones no lineales

Los métodos anteriores se pueden generalizar para el caso de sistemas de
ecuaciones. Consideraremos so6lo sistemas de dos ecuaciones con dos incogni-
tas, la generalizaciéon para un nimero mayor de ecuaciones es sencilla.

1.2.1. Meétodo iterativo del punto fijo

Partimos de un sistema de la forma

fl(xvy) = 0,
fQ(xay) = Oa

del que se pretende obtener la solucion. Para utilizar el método del punto
fijo, se reescribe el sistema de la forma

= gl(x>y) 9

Se construye la sucesion

(xn-i—l? yn-l-l) - (gl (ZEn, yn)u gQ(xnu yn))

que como ocurre en el caso escalar la eficiencia del método dependera de la
eleccion de las funciones g; y go.

Ejemplo 1.3 Suponemos que se quiere buscar una solucion del sistema

2 —10z+y°+8 = 0,
vy  +x—10y+8 = 0,
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se eligen
(z®+y*+38) ,

1
10
o
Y= 10

(xy2+x+8) .

Se parte de (z,y) = (0,0) y, utilizando el método del punto fijo, se obtiene
la sucesion mostrada en la tabla 3.5.

Tabla 3.3.- Resultado de la iteracion del punto fijo para el sistema.

Tn Yn
0 0

0.8000 | 0.8000
0.9414 | 0.9670
0.9821 | 0.9901
0.9945 | 0.9969
0.9983 | 0.9990
0.9995 | 0.9997
0.9998 | 0.9999
0.9999 | 1

1.2.2. Meétodo de Newton-Raphson

Este método se basa en utilizar el desarrollo de Taylor para aproximar una
funciéon derivable en las proximidades de un punto en este caso de funciones
de dos variables. Partimos de un sistema de la forma

fl(xvy) = 0,
fQ(xay) = Oa

del que se pretende obtener la solucidén. Se supone que
r=x9+Ax ey=1yo+ Ay
luego

filzo + Az, yo+Ay) = 0,
folzg + Az, yo + Ay) =



Utilizando el desarrollo de Taylor alrededor de (g, yo) y quedandonos con
el primer orden, tenemos

af1(x0,yo)A$ + 3f1($0>yo)Ay

fl(‘r()ay()) + ax ay 0 ;
0 0
fQ(xO,yO) + f2($07y0)Ax+ f2($07y0)Ay ~ O7
ox dy

si introducimos la notacion Z = (z,v), F = (f1, f2) ¥
oh  on
T=1 0 oL
ox dy

queda
F(#0) + J () (T — 7) = 0
entonces .
F=axy—J ' (20) F (47)
y el método de Newton consiste en calcular la sucesion

—

Fosr = T — J 7 (Z) F (7).

Dado que calcular explicitamente la matriz inversa del Jacobiano no es un

proceso muy eficiente desde el punto de vista numérico, a la hora de imple-
mentar el método se hace en dos pasos:

1. se resuelve el sistema

—

J(Z,) AZy = —F (Z,)

2. se calcula

Tn+l = Tn + Aanrl .

Ejemplo 1.4 Suponemos que se quiere buscar una solucion del sistema

fi = 22—=10c+4y>+8=0
fo = 2 +2—10y+8=0

S Gh Oh |\ Top—10 2y
- % %_};2 Tl P4+l 22y —10
y se parte de (x,y) = (0,0) se obtiene la sucesion:

9



Tabla 3.4.- Resultado de la iteracion del método. de Newton para el

sistema
1| x Y
110 0
2108 0.88
3109918 | 0.9917
4|1 1
511 1

como se observa la convergencia con este método es, en general, mds rapida
que con el método del punto fijo.

Ejemplo 1.5 Se tiene el equilibrio quimico

94+ B <L

A+ D

C
C

ko
—

con
ki = Cco/(Ca’Cp) =5-107",
ks = Cc/(CaCp)=4-10"2
y las concentraciones iniciales:
Cap=40, Cpo =15, Cocp=0, Cpo = 10.

Si llamamos x a la concentracion de B que ha reaccionado e y a la proporcion
de D que ha reaccionado, se tiene

Ca = Cuo—2Cpox—Cpoy=40—-30z —y
Cp = (1—2)Cpoy=15— 15z

Coe = Cco+ Cpox+ Cpoy = 15z + 10y

Cp = (1—y)Cpo=10—10y.

Ast, el sistema que se tiene que resolver serd

152 + 10

vy ~5-10% = 0,
(40 — 30z — 10y)” (15 — 15x)

152 + 1

bz + 10y ~4-107% = 0.

(40 — 30z — 10y) (10 — 10x)

Este sistema se puede resolver numéricamente utilizano el método de
Newton-Raphson.
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Las siguientes funciones muestran una posible implementacion en Matlab
de este método.

function y=f(x)

% funcion para utilizar con newtonsi.m
y(1)=x(1)"2-10%x (1) +x(2) ~2+8;
y(2)=x(1) *x(2) ~2+x (1) -10%x(2) +8;

function df=jac(x)

% matriz jacobiana para usar con newtonsi.m
df (1,1)=2%x(1)-10;

df (1,2)=2%x(2) ;

df (2,1)=x(2)"2+1;

df (2,2)=2*x(1)*x(2)-10;

function [xr,k]=newtonsi(x,tol,imax)

Tolo ot to oo Voo Too Too To o To FoTo To o To oo fo o Yoo To o o Fo o o o To o To Fo o

% Metodo de Newton para sistemas de ecuaciones
% Uso: [xr,k]l=newtonsi(x,tol,imax)

h

% Input:

%x = vector x1,x2,...,xn inicial,
%tol=tolerancia

h

% Se ha de disponer de las funciones:

pA f.m funcion y=f(x) donde se define el sistema
pA jac.m funcion df=jac(x) donde se define la matriz
A derivada del sistema.

h
% Output: xr= raiz, k= numero de iteraciones.
Toto o Too To To o To o Too To o To o oo o o o To o Jo o To o Fo o Fo 1o Yoo Fo o Fo o Yoo Fo o Fo o o
k=1;
epi=1;
x1=x;
while norm(epi)>tol
x=x1;
fxn=f (x);
axn=jac(x);
epi=axn\fxn’;
xl=x-epi’;

11



k=k+1;
if k>imax
disp(’no converge’)
break
end
end
xr=x1;

1.2.3. Meétodo de Broyden

El método de Broyden generaliza el método de la secante para resolver
ecuaciones no lineales par el caso de un sistema de ecuaciones.

Para el caso unidimensional de tomaba una aproximacion de la derivada

de f(z)
_ f(xn) - f(xnfl)

n 9
Tp — Tp—1

y se hacian iteraciones de la forma

Tpi1 = T — 8, f(20)

Para el caso de un sistema, se ha de obtener una aproximaciéon de la
matriz derivada, .S,,, que cumpla

Sn (0 = xn1) = f (2n) = f (Tn1) -

Introducimos la siguiente notacién

bn = Tp41 — Tp,

Afy = [(%n41) = f(20)
Spi1 = Sp+Cy.

Con lo que tenemos que
SnJrl (-TnJrl - xn) = f (anrl) - f (-Tn) 5

0 sea,

y, por tanto,
Cnby, = Af, — Spby .

12



De este modo, dado un vetor w! tal que w!b, # 0, podemos elegir
_ T

ya que

Si elegimos w! = b, se obtiene el primer método de Broyden, y si elegimos
w, = STb, se obtiene el segundo método de Broyden.

Asi pues, el método de Broyden para sistemas parte de una aproxima-
cion inicial para la raiz, zy, y una aproximacion para la matriz derivada del
sistema, Sy, y se basa en iteraciones de la forma

bn = —S;lf(l‘n) s
Tp4+1 = Tn + bn s

Afn - f (anrl) - f (xn) s
(Af, — Spbp)wl .

n

SnJrl - Sn + wgbn

1.3. Ejercicios

1. Supongamos que se tiene un objeto cayendo verticalmente a través
del aire sujeto a una resistencia viscosa y a la fuerza de gravedad. Si
suponemos que la altura inicial a la que se encuentra es Sy, la altura
del objeto al cabo de ¢ segundos es

mg, m°g okt
S(t)—SO‘i‘Tt—?(l—@ m) s

donde ¢ = —9,81m/s* y la constante k representa el coeficiente de

resistencia del aire. Si tomamos Sy = 300m, m = 0,25kg, y k =

0,1kgsm™!. Estima el tiempo que tardara el objeto en caer al suelo.
2. Una particula parte del reposo y se desliza a lo largo de un plano incli-

nado cuyo angulo de inclinacion, ¢, cambia con velociadad constante

do
—=w<0.
I w <

Después de t segundos la posicion de la particula viene dada por

o(t) = =L (em_; —sen(wt)) |




Supongamos que la particula ha recorrido 1.7m en un segundo. Obtén
una estimacion de la velocidad w a la que 6 cambia. Emplea el valor
g = —9,8m/s’.

. Una catenaria es la curva que forma un cable colgante. Supongamos
que el punto mas bajo coincide con el origen de coordenadas. Para este
caso, la funcion que define la catenaria es de la forma

yZCCOSh<%) —-C.

Para determinar la catenaria que pasa por los puntos (ta,b), se debe
obtener C' de la ecuaciéon

szcosh(%) - C.

Obtened la catenaria que pasa por (+10,6).

. Verifica que la ecuacion
422 —2-3=0,

se puede escribir como

[N

@) r=@+r—2%" o= (55),

242
_ [ z+3—2* 2
b) o = (z==t)®
_ 3x%422243
d) T = 4x3+4x—1

Calcula 5 iteraciones del método del punto fijo para cada uno de los
casos, tomando xg = 1 + a, donde a es un nimero aleatorio entre 0 y
1. ; Qué ocurre si para el caso b) se toma zo = 2 4+ a?. ; Qué ocurre si
para el caso c) se toma g = —3 — a. j, Qué ocurre si para el caso d) se
toma xy = 0,23677.

. Dado el sistema de ecuaciones

xy = sin(z + x9)

xe = cos(xy —x3) ,

tomando (2%, 29) = (1, 1). Calcula dos iteraciones del método del punto
fijo, y dos iteraciones del método de Newton.
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6. Dado el sistema de ecuaciones
2 2
v = (27+73)
To = (ZEl — ZEQ) s

tomando (z9,z9) = (1,1). Calcula dos iteraciones del primer método

de Broyden.
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