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Capítulo 1Resoluión de euaiones nolinealesGeneralmente, no es posible enontrar expresiones explíitas para las so-luiones de una euaión de la forma f(x) = 0. Por ello, será interesantedisponer de métodos que nos proporionen aproximaiones de estas raíes.Pasaremos a disutir algunos métodos numérios senillos para el tratamientode este problema.1.1. Euaiones no lineales1.1.1. Método de la biseiónSupongamos, por ejemplo, que se quiere alular una soluión de la eua-ión
x2 = 2 ,sabiendo que la soluión está en un intervalo [a, b] = [1, 2]. Probamos on unpunto c que sea el punto medio del intervalo

c =
a + b

2
,alulamos c2 = (1,5)2 = 2,25. Como c2 > 2, entones tendremos que la raízestará en un nuevo intervalo [a′, b′] = [a, c]. Repitiendo esta estrategia se vanobteniendo intervalos ada vez más pequeños que ontienen la raíz busada.El siguiente ódigo de Matlab resuelve el problema2



M=2;a=1;b=2;k=0;tol=1.0e-5;while (b-a) >tolx=(a+b)/2;if x^2>Mb=x;elsea=x;endk=k+1;endsol=(a+b)/2Éste es un método lento pero seguro para obtener una raíz de una euaióndel tipo
f(x) = 0 .Si f(x) es una funión ontinua, sólo hae falta onoer un intervalo [a, b] deforma que se satisfaga f(a)f(b) < 0.1.1.2. Método del punto �joDe�niión 1.1 Diremos que un punto p es un punto �jo de una funión

ϕ(x) si se satisfae ϕ(p) = p.Supongamos que se busa una raíz de una euaión
f(x) = 0 ,el método del punto �jo onsiste en reesribir esta euaión de la forma
x = ϕ(x) ,y onstruir una suesión de la forma
x1 = ϕ(x0)
x2 = ϕ(x1)...

xn+1 = ϕ(xn)

(1.1)3



Si existe un m tal que xm+1 ≈ xm, se umplirá que xm ≈ ϕ(xm) y, portanto, se podrá tomar omo valor aproximado de la raíz xm.Ejemplo 1.1 Suponemos que se quiere busar una raíz de la funión
f (x) = x3 + 4x2 − 10en [1, 2]. Se pueden haer diferentes eleiones de la funión ϕ(x), por ejem-plo,

a) ϕ1(x) = x− x3 − 4x2 + 10; b) ϕ2(x) =
(

10

x
− 4x

)1/2
;

c) ϕ3(x) = 1

2
(10− x3)

1/2
; d) ϕ4(x) = (10/(4 + x))1/2 ;

e) ϕ5(x) = x− (x3 + 4x2 − 10) / (8x + 3x2)si tomamos omo valor iniial x0 = 1,5 y onstruimos las suesiones orres-pondientes a las distintas eleiones, se obtienen los valores de la tabla 3.1.Tabla 3.1.- Resultado para la iteraión del punto �jo x = ϕ(x).
n a) b) c) d) e)0 1.5 1.5 1.5 1.5 1.51 -0.875 0.8165 1.286953768 1.348399725 1.373333332 6.732 2.9969 1.402540804 1.367376372 1.3652620153 -469.7 � 1.345458374 1.364957015 1.3652300144 1.03 ×108 1.375170253 1.365264748 1.3652300135 1.360094193 1.3652255946 1.367846968 1.3652305767 1.363887004 1.3652299428 1.365916734 1.3652300229 1.364878217 1.36523001210 1.365410062 1.365230014Para obtener una soluión por este método, es neesario que la suesión

{xn}∞n=1 onstruida omo en (1.1) sea onvergente, y el límite de esta sue-sión oinida on la raíz. Las ondiiones neesarias para que esto ourra seresumen en el siguiente teorema.Teorema 1.1 (Teorema del punto �jo) Sea ϕ : [a, b] → [a, b] una fun-ión ontinua en [a, b] y derivable en ]a, b[, y además que umple que |
ϕ′(x) |≤ k < 1, ∀x ∈]a, b[. Entones existe un únio c ∈]a, b[ tal que ϕ(c) =
c. Además para todo x0 ∈]a, b[, la suesión {xn}∞n=0 obtenida de la forma
x0, xn = ϕ(xn−1) onverge a c. 4



Este teorema ayuda a elegir una funión ϕ(x) adeuada, por ejemplo parala opión d) del ejemplo anterior se tiene que
ϕ4(x) = (10/(4 + x))1/2 ;

ϕ
′

4(x) =
√

10 (−1/2) (4 + x)−3/2;
∣

∣

∣
ϕ

′

4(x)
∣

∣

∣
=
√

10/2
∣

∣(4 + x)−3/2
∣

∣ <
√

10/(2 · 53/2) = 0,141 < 1 .Luego la suesión onverge en [1, 2].1.1.3. Método de Newton-RaphsonEste método se basa en utilizar el desarrollo de Taylor para aproximaruna funión derivable en las proximidades de un punto.Esribimos x1 = x0 + ∆x, y usando el desarrollo de Taylor
f (x1) = f (x0) + f ′ (x0) ∆x + o

(

∆x2
)

,y suponiendo que f (x1) = 0, queda
x1 = x0 −

f (x0)

f ′ (x0)
.El método de Newton-Raphson se basa en esta euaión y onsiste en alularlos valores de una suesión de la forma

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′ (xn)
.Otro modo de obtener este método onsiste en suponer que f : [a, b]→ Res ontinua en [a, b] y tal que f ′′(x) no ambia de signo en [a, b] on f(a)f(b) <

0. El proeso para enontrar un x tal que f(x) = 0 onsiste en lo siguiente:1) Fijamos c = a ó b, tal que f(c)f ′′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b).2) x0 = c.3) Hallamos la euaión de la tangente que pasa por (x0, f(x0)) y el puntode orte de diha tangente on el eje X. El proeso se repite hastaonseguir una suesión de aproximaiones que onverge a la raíz de
f(x) = 0. 5



La euaión de la reta tangente a la urva y = f(x) en (xn−1, f(xn−1))viene dada por
y = f(xn−1) + f ′(xn−1)(x− xn−1) .La absisa del punto de interseión de la reta tangente on el eje X,viene dada por

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(xn−1)
,y mediante esta relaión obtenemos una suesión, {xn}∞n=1 de aproximaionesal valor de la raíz busada.El error que se omete en la iteraión n-ésima será

| r − xn |<
M

2m
| xn − xn−1 | ,donde 0 < m ≤| f(x) | y | f ′′(x) |≤M , ∀x ∈ (a, b).Ejemplo 1.2 Se busa la soluión de y = cos (x). Se onstruye la funión

f (x) = x− cos (x) ,utilizando la suesión
xn+1 = xn −

xn − cos (xn)

1 + sen (xn)
,y el punto iniial x0 = 0,7, se obtiene la siguiente tabla de valoresTabla 3.2.- Resultado de la iteraión de Newton.

n xn1 0.73939816352 0.73953613373 0.73908517814 0.73908513325 0.73908513321.1.4. Método de la seanteUna de las desventajas del método de Newton para obtener las raíes deuna euaión de la forma
f(x) = 0 ,6



es que es neesario onoer la derivada f ′(x). En oasiones esta derivada esdifíil de alular o no se dispone de la misma, y se utiliza una aproximaiónde la forma
sn =

f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

,obteniendo el método de la seante, que se basa en iteraiones de la forma
xn+1 = xn −

f(xn)

sn
.El método de la seante hae uso de dos aproximaiones iniiales para la raíz.1.2. Sistemas de euaiones no linealesLos métodos anteriores se pueden generalizar para el aso de sistemas deeuaiones. Consideraremos sólo sistemas de dos euaiones on dos inógni-tas, la generalizaión para un número mayor de euaiones es senilla.1.2.1. Método iterativo del punto �joPartimos de un sistema de la forma

f1(x, y) = 0 ,

f2(x, y) = 0 ,del que se pretende obtener la soluión. Para utilizar el método del punto�jo, se reesribe el sistema de la forma
x = g1(x, y) ,

y = g2(x, y) .Se onstruye la suesión
(xn+1, yn+1) = (g1(xn, yn), g2(xn, yn))que omo ourre en el aso esalar la e�ienia del método dependerá de laeleión de las funiones g1 y g2.Ejemplo 1.3 Suponemos que se quiere busar una soluión del sistema

x2 − 10x + y2 + 8 = 0 ,

xy2 + x− 10y + 8 = 0 ,7



se eligen
x =

1

10

(

x2 + y2 + 8
)

,

y =
1

10

(

xy2 + x + 8
)

.Se parte de (x, y) = (0, 0) y, utilizando el método del punto �jo, se obtienela suesión mostrada en la tabla 3.3.Tabla 3.3.- Resultado de la iteraión del punto �jo para el sistema.
xn yn0 00.8000 0.80000.9414 0.96700.9821 0.99010.9945 0.99690.9983 0.99900.9995 0.99970.9998 0.99990.9999 11.2.2. Método de Newton-RaphsonEste método se basa en utilizar el desarrollo de Taylor para aproximar unafunión derivable en las proximidades de un punto en este aso de funionesde dos variables. Partimos de un sistema de la forma
f1(x, y) = 0 ,

f2(x, y) = 0,del que se pretende obtener la soluión. Se supone que
x = x0 + ∆x e y = y0 + ∆yluego

f1(x0 + ∆x, y0 + ∆y) = 0 ,

f2(x0 + ∆x, y0 + ∆y) = 0 .
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Utilizando el desarrollo de Taylor alrededor de (x0, y0) y quedandonos onel primer orden, tenemos
f1(x0, y0) +

∂f1(x0, y0)

∂x
∆x +

∂f1(x0, y0)

∂y
∆y ≈ 0 ,

f2(x0, y0) +
∂f2(x0, y0)

∂x
∆x +

∂f2(x0, y0)

∂y
∆y ≈ 0 ,si introduimos la notaión ~x = (x, y) , ~F = (f1, f2) y

J =

[

∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f2

∂x
∂f2

∂y

]queda
~F ( ~x0) + J ( ~x0) (~x− ~x0) ≈ 0entones
~x = ~x0 − J−1 ( ~x0) ~F ( ~x0)y el método de Newton onsiste en alular la suesión

~xn+1 = ~xn − J−1 (~xn) ~F (~xn) .Dado que alular explíitamente la matriz inversa del Jaobiano no es unproeso muy e�iente desde el punto de vista numério, a la hora de imple-mentar el método se hae en dos pasos:1. se resuelve el sistema
J (~xn)∆~xn+1 = −~F (~xn) ,2. se alula

~xn+1 = ~xn + ∆~xn+1 .Ejemplo 1.4 Suponemos que se quiere busar una soluión del sistema
f1 = x2 − 10x + y2 + 8 = 0

f2 = xy2 + x− 10y + 8 = 0

J =

[

∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f2

∂x
∂f2

∂y

]

=

[

2x− 10 2y
y2 + 1 2xy − 10

]y se parte de (x, y) = (0, 0) se obtiene la suesión:9



Tabla 3.4.- Resultado de la iteraión del método. de Newton para elsistema
i x y1 0 02 0.8 0.883 0.9918 0.99174 1 15 1 1omo se observa la onvergenia on este método es, en general, más rápidaque on el método del punto �jo.Ejemplo 1.5 Se tiene el equilibrio químio
2A + B

k1←→ C

A + D
k2←→ Con

k1 = CC/
(

CA
2CB

)

= 5 · 10−4,

k2 = CC/ (CACD) = 4 · 10−2y las onentraiones iniiales:
CA,0 = 40, CB,0 = 15, CC,0 = 0, CD,0 = 10.Si llamamos x a la onentraión de B que ha reaionado e y a la proporiónde D que ha reaionado, se tiene

CA = CA,0 − 2CB,0x− CD,0y = 40− 30x− y

CB = (1− x) CB,0 = 15− 15x

CC = CC,0 + CB,0x + CD,0y = 15x + 10y

CD = (1− y)CD,0 = 10− 10y.Así, el sistema que se tiene que resolver será
15x + 10y

(40− 30x− 10y)2 (15− 15x)
− 5 · 10−4 = 0 ,

15x + 10y

(40− 30x− 10y) (10− 10x)
− 4 · 10−2 = 0 .Este sistema se puede resolver numériamente utilizano el método deNewton-Raphson. 10



Las siguientes funiones muestran una posible implementaión en Matlabde este método.funtion y=f(x)% funion para utilizar on newtonsi.my(1)=x(1)^2-10*x(1)+x(2)^2+8;y(2)=x(1)*x(2)^2+x(1)-10*x(2)+8;funtion df=ja(x)% matriz jaobiana para usar on newtonsi.mdf(1,1)=2*x(1)-10;df(1,2)=2*x(2);df(2,1)=x(2)^2+1;df(2,2)=2*x(1)*x(2)-10;funtion [xr,k℄=newtonsi(x,tol,imax)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Metodo de Newton para sistemas de euaiones% Uso: [xr,k℄=newtonsi(x,tol,imax)%% Input:%x = vetor x1,x2,...,xn iniial,%tol=tolerania%% Se ha de disponer de las funiones:% f.m funion y=f(x) donde se define el sistema% ja.m funion df=ja(x) donde se define la matriz% derivada del sistema.%% Output: xr= raiz, k= numero de iteraiones.%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%k=1;epi=1;x1=x;while norm(epi)>tolx=x1;fxn=f(x);axn=ja(x);epi=axn\fxn';x1=x-epi'; 11



k=k+1;if k>imaxdisp('no onverge')breakendendxr=x1;1.2.3. Método de BroydenEl método de Broyden generaliza el método de la seante para resolvereuaiones no lineales par el aso de un sistema de euaiones.Para el aso unidimensional de tomaba una aproximaión de la derivadade f(x)

sn =
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

,y se haían iteraiones de la forma
xn+1 = xn − s−1

n f(xn) .Para el aso de un sistema, se ha de obtener una aproximaión de lamatriz derivada, Sn, que umpla
Sn (xn − xn−1) = f (xn)− f (xn−1) .Introduimos la siguiente notaión

bn = xn+1 − xn ,

∆fn = f (xn+1)− f (xn) ,

Sn+1 = Sn + Cn .Con lo que tenemos que
Sn+1 (xn+1 − xn) = f (xn+1)− f (xn) ,o sea,

(Sn + Cn) bn = ∆fn ,y, por tanto,
Cnbn = ∆fn − Snbn .12



De este modo, dado un vetor wT
n tal que wT

n bn 6= 0, podemos elegir
Cn =

1

wT
n bn

(∆fn − Snbn) wT
n ,ya que

Cnbn = ∆fn − Snbn .Si elegimoswT
n = bn, se obtiene el primer método de Broyden, y si elegimos

wn = ST
n bn se obtiene el segundo método de Broyden.Así pues, el método de Broyden para sistemas parte de una aproxima-ión iniial para la raíz, x0, y una aproximaión para la matriz derivada delsistema, S0, y se basa en iteraiones de la forma

bn = −S−1

n f (xn) ,

xn+1 = xn + bn ,

∆fn = f (xn+1)− f (xn) ,

Sn+1 = Sn +
1

wT
n bn

(∆fn − Snbn) wT
n .1.3. Ejeriios1. Supongamos que se tiene un objeto ayendo vertialmente a travésdel aire sujeto a una resistenia visosa y a la fuerza de gravedad. Sisuponemos que la altura iniial a la que se enuentra es S0, la alturadel objeto al abo de t segundos es

S(t) = S0 +
mg

k
t− m2g

k2

(

1− e−
kt

m

)

,donde g = −9,81m/s2 y la onstante k representa el oe�iente deresistenia del aire. Si tomamos S0 = 300 m, m = 0,25 kg, y k =
0,1 kg s m−1. Estima el tiempo que tardará el objeto en aer al suelo.2. Una partíula parte del reposo y se desliza a lo largo de un plano inli-nado uyo ángulo de inlinaión, θ, ambia on veloiadad onstante

dθ

dt
= ω < 0 .Después de t segundos la posiión de la partíula viene dada por

x(t) =
g

2ω2

(

eωt − e−ωt

2
− sen (ωt)

)

.13



Supongamos que la partíula ha reorrido 1.7m en un segundo. Obténuna estimaión de la veloidad ω a la que θ ambia. Emplea el valor
g = −9,8m/s2.3. Una atenaria es la urva que forma un able olgante. Supongamosque el punto más bajo oinide on el origen de oordenadas. Para esteaso, la funión que de�ne la atenaria es de la forma

y = C cosh
( x

C

)

− C .Para determinar la atenaria que pasa por los puntos (±a, b), se debeobtener C de la euaión
b = C cosh

( a

C

)

− C .Obtened la atenaria que pasa por (±10, 6).4. Veri�a que la euaión
x4 + 2x2 − x− 3 = 0 ,se puede esribir omoa) x = (3 + x− 2x2)

1

4 ) x =
(

x+3

x2+2

)
1

2 ,b) x =
(

x+3−x4

2

)
1

2 ,d) x = 3x4+2x2+3

4x3+4x−1
.Calula 5 iteraiones del método del punto �jo para ada uno de losasos, tomando x0 = 1 + a, donde a es un número aleatorio entre 0 y1. ¾ Qué ourre si para el aso b) se toma x0 = 2 + a?. ¾ Qué ourre sipara el aso ) se toma x0 = −3− a. ¾ Qué ourre si para el aso d) setoma x0 = 0,2367?.5. Dado el sistema de euaiones

x1 = sin (x1 + x2) ,

x2 = cos (x1 − x2) ,tomando (x0
1, x

0
2) = (1, 1). Calula dos iteraiones del método del punto�jo, y dos iteraiones del método de Newton.14



6. Dado el sistema de euaiones
x1 =

(

x2

1 + x2

2

)

,

x2 = (x1 − x2) ,tomando (x0
1, x

0
2) = (1, 1). Calula dos iteraiones del primer métodode Broyden.
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