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Cap��tulo 1Introducci�onEn la f��sica de los n�ucleos de los reactores nucleares se pueden distinguir dosobjetos de estudio principales [1]. De forma simpli�cada �estos se pueden resumiren, por una parte, saber d�onde se encuentran los neutrones y qu�e est�an haciendo,y, por otra, determinar si el reactor en estudio es o no cr��tico, o sea, si es posibleque se mantenga la reacci�on en cadena en su interior. Entre los diversos m�eto-dos probabilistas y deterministas existentes para el tratamiento de estas cuestiones,los m�as usuales son los basados en la teor��a de la difusi�on neutr�onica, que es unaaproximaci�on a la teor��a del transporte neutr�onico.El tratamiento riguroso de este problema es completamente an�alogo al que seutiliza en estudios cl�asicos de difusi�on gaseosa [2]. El m�etodo de estudio consisteen tomar un elemento de volumen de control en cierto punto del reactor, y deducirexpresiones que den cuenta de los diversos modos de entrada y salida al volumen decontrol de los neutrones que posean un vector velocidad determinado, introduciendosecciones e�caces efectivas para no tener que considerar las interacciones espec���casa las que est�an sometidos los neutrones dentro de este volumen de control. El balanceentre la proporci�on de neutrones que entran y la proporci�on de los que salen, da lugara lo que se conoce como la ecuaci�on del transporte de Boltzmann. Con el �n desimpli�car esta ecuaci�on, se introducen hip�otesis tales como que todos los neutronesse pueden agrupar en rangos de energ��a (grupos) y que la distribuci�on de los vectoresde velocidad neutr�onica es independiente de la direcci�on. Con estas condiciones, sepuede obtener la ecuaci�on de la difusi�on neutr�onica como una aproximaci�on de la4



ecuaci�on del transporte.Principalmente, se realizan dos tipos de c�alculos asociados con la ecuaci�on dela difusi�on neutr�onica. Un primer tipo de c�alculos est�aticos consistentes en la de-terminaci�on de los Modos Lambda asociados a la con�guraci�on del reactor en uninstante de tiempo. �Este es un problema de autovalores generalizado asociado a unoperador diferencial, con unas condiciones de contorno dadas. La determinaci�on delmodo fundamental nos permite conocer el comportamiento del reactor en r�egimenestacionario. Otro tipo de c�alculos, son los que se realizan para la determinaci�on deun transitorio a partir de una perturbaci�on efectuada sobre una con�guraci�on esta-cionaria del reactor, haciendo uso para ello de la ecuaci�on de la difusi�on neutr�onicadependiente del tiempo o de alguna de sus aproximaciones.La presente memoria est�a dedicada al desarrollo de m�etodos para el tratamientode estos dos problemas para reactores con geometr��as unidimensionales, bidimen-sionales y tridimensionales. Los m�etodos desarrollados est�an orientados, principal-mente, a poder utilizar un mallado o discretizaci�on espacial del reactor en nodosde gran tama~no. Se muestran, a su vez, los resultados num�ericos obtenidos, tantoen problemas `benchmark' que se encuentran en la literatura, como en problemasm�as realistas como el reactor de la Central Nuclear de Cofrentes, o el reactor deRinghals-I.La memoria se ha estructurado del modo siguiente: Lo que resta del primercap��tulo se ha dedicado a mostrar los pasos a seguir para deducir la ecuaci�on de ladifusi�on neutr�onica como una aproximaci�on de la ecuaci�on del transporte. A partirde la ecuaci�on de la difusi�on, se obtiene, a su vez, la ecuaci�on de los Modos Lambdaen la aproximaci�on de dos grupos de energ��a y, �nalmente, se analiza el problemaadjunto de los Modos Lambda.En el segundo cap��tulo se desarrolla una aproximaci�on anal��tica para la obtenci�onde los Modos Lambda de un reactor unidimensional y la generalizaci�on de estametodolog��a para el tratamiento de problemas bidimensionales.Debido a la imposibilidad de obtener una generalizaci�on e�ciente de este m�etodopara la resoluci�on de problemas con geometr��a tridimensional, en el cap��tulo tercerose aborda el c�alculo de los Modos Lambda mediante un m�etodo de colocaci�on nodal.Utilizando este m�etodo, es posible reducir el problema de los Modos Lambda a un5



problema de autovalores algebraico. Por ello, en este cap��tulo se desarrolla, a su vez,un m�etodo iterativo que permite obtener los autovalores dominantes de una matrizreal no sim�etrica, basado en el m�etodo de Iteraci�on del Subespacio combinado conuna estrategia de aceleraci�on variacional. Por �ultimo se presentan los distintosresultados num�ericos obtenidos.En el cap��tulo cuarto, se desarrolla un m�etodo nodal modal para la integraci�on dela ecuaci�on de la difusi�on neutr�onica dependiente del tiempo, basado en la obtenci�onprevia de los Modos Lambda del reactor, y se aplica el m�etodo para la resoluci�onde tres problemas `benchmark' unidimensionales.Para el estudio de transitorios en reactores con geometr��a bidimensional y tridi-mensional, en el cap��tulo quinto, se desarrollan m�etodos basados en una discretiza-ci�on temporal de las ecuaciones. En particular se estudian los m�etodos Backwarden diferencias y una aproximaci�on Cuasi-Est�atica, comparando su funcionamientoen la resoluci�on de varios problemas.1.1 Ecuaci�on de la Difusi�onEl comportamiento de un reactor nuclear viene descrito mediante la distribuci�onde neutrones en el reactor como una funci�on de la posici�on, la energ��a y el tiempo.As�� pues, uno de los principales problemas de la teor��a de reactores consiste enpredecir esta distribuci�on. En principio, como ya se ha comentado, esto podr��ahacerse resolviendo la ecuaci�on del transporte de neutrones en el reactor. Debidoa la complejidad de esta ecuaci�on, se utiliza como aproximaci�on a la misma, laecuaci�on de la difusi�on [3]. Procederemos seguidamente, a mostrar el proceso quese sigue para deducir la ecuaci�on de la difusi�on de neutrones a partir de la ecuaci�ondel transporte.En la teor��a del transporte se considera el neutr�on como una part��cula puntual,en el sentido de que puede ser descrito completamente conociendo su posici�on y suvelocidad. La interacci�on entre los neutrones y los n�ucleos at�omicos se trata desdeun punto de vista macrosc�opico, ignorando los detalles del proceso de interacci�ondentro del n�ucleo. Adem�as, se de�nen secciones e�caces asociadas a la probabilidadde que tenga lugar un determinado tipo de reacci�on (como la captura de neutrones,6



la dispersi�on el�astica de los mismos, etc.) y se supone que la interacci�on tiene lugarinstant�aneamente.La ecuaci�on de balance en un volumen de control se obtiene teniendo en cuentaque la variaci�on con el tiempo de la densidad de neutrones dentro de un volumendV dEd
 del espacio de fases, es igual a la proporci�on de neutrones que entranmenos la proporci�on de neutrones que salen del volumen. Para describir la poblaci�onde neutrones se utiliza la magnitud denominada densidad angular de neutrones,N(~r;
; E; t), de�nida como el n�umero esperado de neutrones en la posici�on ~r, condirecci�on 
, y energ��a E en el tiempo t, por unidad de volumen, unidad de �angulos�olido y unidad de energ��a. Adem�as, si de�nimos el 
ujo neutr�onico angular como�(~r;E;
; t) � vN(~r;E;
; t)donde v es el m�odulo de la velocidad, la ecuaci�on de balance en el volumen de controlque da lugar a la ecuaci�on del transporte de neutrones se expresa de la forma [3]1v @�@t (~r;E;
; t) = �~u
 � ~r�(~r;E;
; t)� �T (~r;E; t)�(~r;E;
; t) +Q(~r;
; E; t) ++ (1� �)�p(E)4� Z 10 dE0 ��f (~r;E 0; t) Z
0 d
0 �(~r;E 0;
0; t) ++ Z 10 dE 0 Z
0 d
0 �s(~r;E 0;
0 ! E;
; t)�(~r;E 0;
0; t) ++ KXk=1�k�k(E)4� Ck(~r; t) : (1.1)El primer t�ermino de la parte derecha de la ecuaci�on da cuenta de la advecci�onneta de neutrones fuera del volumen de control, siendo ~u
 el vector unitario en ladirecci�on especi�cada por 
. El segundo t�ermino nos describe la proporci�on a la quesalen los neutrones del volumen de control por procesos de absorci�on o de dispersi�on.Q denota una posible fuente externa de neutrones. El cuarto t�ermino nos indica latasa de neutrones de �si�on que se producen en el volumen, supuesta la distribuci�onde neutrones de �si�on is�otropa en todas las direcciones. El quinto t�ermino da cuentade la tasa de neutrones que se introducen en el volumen por procesos de dispersi�on.Los neutrones diferidos que aparecen en el volumen al decaer los precursores setienen en cuenta mediante el �ultimo t�ermino.�T y �f denotan la secci�on e�caz total y de �si�on, respectivamente. �p nos indicael espectro de los neutrones producidos en la �si�on y �k es el espectro de neutrones7



producidos al decaer los precursores. La probabilidad de que un neutr�on se dispersede un volumen dV dE 0d
0 a otro dV dEd
, se representa por �s(~r;E 0;
0 ! E;
; t).La proporci�on de neutrones de �si�on diferidos debidos a la transformaci�on de unprecursor de tipo k, es �k con � = KXk=1 �k, siendo K el n�umero de precursores que seconsideran. La tasa con la que un precursor de tipo k decae es �kCk.La concentraci�on de precursores de neutrones diferidos satisface la ecuaci�on debalance@Ck@t (~r; t) = �k Z 10 dE Z
 d
 ��f (~r;E;
; t)�(~r;E;
; t)� �kCk(~r; t) ; (1.2)donde � es el n�umero promedio de neutrones que se producen en una �si�on, yk = 1; : : : ;K.Se supone que la dependencia angular de la dispersi�on de los neutrones es debidas�olo al �angulo formado entre la direcci�on del neutr�on incidente (~u
0) y la direcci�ondel neutr�on emergente (~u
). De�niendo�� = ~u
0 � ~u
 = cos ��; � = cos �; �0 = cos �0 ;donde � y �0 son los �angulos que forman (~u
) y (~u
0) con el eje z del sistema dereferencia elegido, podemos desarrollar la secci�on e�caz de dispersi�on de la forma�s(~r;E 0;
0 ! E;
; t) = 1Xl=0 2l + 14� �sl(~r;E 0! E; t)Pl(��) ;donde Pl son los polinomios de Legendre.Con la idea de eliminar la dependencia angular, se realiza un desarrollo en arm�o-nicos esf�ericos [5] y, en primera aproximaci�on (aproximaci�on P1), se puede expresar�(~r;E;
; t) de la forma�(~r;E;
; t) = 14� [�(~r;E; t) + 3~u
 � ~J(~r;E; t)] ;donde �(~r;E; t) es el 
ujo neutr�onico escalar, de�nido como�(~r;E; t) = Z
 d
�(~r;E;
; t) ;8



y ~J(~r;E; t) es la corriente neutr�onica de�nida como~J(~r;E; t) = Z
 d
 ~u
�(~r;E;
; t) :Utilizando estas aproximaciones, obtenemos la ecuaci�on del transporte en la apro-ximaci�on P11v @@t( 14� [�+ 3~u
 � ~J ]) = �(~u
 � ~r) 14� [�+ 3~u
 � ~J ]� �T 14� [�+ 3~u
 � ~J ] ++Q+ (1 � �)�p4� Z 10 dE 0 ��f Z
0 d
0 14� [�+ 3~u
0 � ~J ] ++ Z 10 dE 0 Z
0 d
0( 1Xl=0 2l + 14� �sl(~r;E 0 ! E; t)Pl(��)) 14� [�+ 3~u
0 � ~J ] ++ KXk=1 �k�k4�Ck : (1.3)Obtendremos una ecuaci�on para el 
ujo neutr�onico escalar, �, integrando estaecuaci�on para todas las posibles direcciones 
. Para realizar esta integraci�on es �utiltener en cuenta las identidades [4] Z
 d
 = 4� ;Z
 ~u
d
 = 0 ;Z
 ~u
(~u
 � ~A) d
 = 4�3 ~A ;Z
(~u
 � ~A)(~u
 � ~B) d
 = 4�3 ~A � ~B ; (1.4)que permiten obtenerZ
 d
(~u
 � ~r) 14� [�+ 3~u
 � ~J ] = ~r � ~J :Se introduce una fuente de neutrones promedioZ
 d
Q(~r;E;
; t) = ~Q(~r;E; t) :Para eliminar la dependencia angular se utiliza la f�ormula de adici�on de lospolinomios de LegendrePl(��) = Pl(�)Pl(�0) + 2 lXm=1 (l �m)!(l +m)!Pml (�)Pml (�0) cos(m('� '0)) ;9



donde ' es el �angulo azimutal y Pml los polinomios asociados de Legendre. Utilizandolas relaciones (1.4), y las relaciones de ortogonalidad de los polinomios de Legendrey de los polinomios asociados de Legendre, se llega a que [3]Z
 d
 Z
0 d
0 1Xl=0 2l + 14� �sl(~r;E 0 ! E; t)(Pl(�)Pl(�0) ++ lXm=1 (l �m)!(l +m)!Pml (�)Pml (�0) cos(m('� '0)) 14� [�+ 3~u
0 � ~J]) == �s0(~r;E 0! E; t)�(~r;E 0; t) :Teniendo en cuenta los resultados anteriores, la ecuaci�on para � queda de laforma 1v @�@t (~r;E; t) = �~r � ~J(~r;E; t)� �T (~r;E; t)�(~r;E; t) + ~Q(~r;E; t) ++ (1� �)�p(E) Z 10 dE 0��f (~r;E 0; t)�(~r;E 0; t) ++ Z 10 dE0�s0(~r;E 0! E; t)�(~r;E 0; t) ++ KXk=1�k�k(E)Ck(~r; t) : (1.5)Es posible obtener una ecuaci�on para ~J , multiplicando la ecuaci�on (1.3) por ~u
e integrando para todas las direcciones posibles, 
. Teniendo en cuenta que [3]Z
 d
 ~u
(~u
 � ~r) 14� [�+ 3~u
 � ~J ] = 13 ~r� ;y que Z
 d
~u
 Z
0 d
0 1Xl=l 2l + 14� �sl(~r;E 0! E; t)(Pl(�)Pl(�0) ++ lXm=1 (l �m)!(l +m)!Pml (�)Pml (�0) cos(m('� '0)) 14� [�+ 3~u
0 � ~J]) == �s1(~r;E 0! E; t) ~J(~r;E 0; t) ;se obtiene la ecuaci�on para la ~J1v @ ~J@t (~r;E; t) = �13 ~r�(~r;E; t)� �T (~r;E; t) ~J(~r;E; t) ++ Z 10 dE0 �s1(~r;E 0 ! E; t) ~J(~r;E 0; t) : (1.6)10



Para reducir las ecuaciones (1.5) y (1.6) a la ecuaci�on de la difusi�on usual, sehace la aproximaci�on @ ~J@t (~r;E; t) = ~0 :Adem�as, se supone que la dispersi�on inel�astica de los neutrones es is�otropa, lo queimplica que �s1 describe s�olo la dispersi�on el�astica. Se considera que la dispersi�onel�astica anis�otropa tiene lugar sin cambio en la energ��a de los neutrones y, por tantose puede escribirZ 10 dE 0 �s1(~r;E 0 ! E; t) ~J(~r;E 0; t) = ��s1(~r;E; t) ~J(~r;E; t) :Se de�ne la secci�on e�caz de transporte�tr(~r;E; t) = �T (~r;E; t)� ��s1(~r;E; t) ;y el coe�ciente de difusi�on D(~r;E; t) = 13�tr(~r;E; t) :Haciendo uso de estas relaciones, podemos combinar las ecuaciones (1.5) y (1.6)para llegar a la ecuaci�on de la difusi�on1v @�@t (~r;E; t) = ~r � (D(~r;E; t)~r�(~r;E; t))� �T (~r;E; t)�(~r;E; t) ++ ~Q(~r;E; t)� (1 � �)�p(E) Z 10 dE0 ��f (~r;E 0; t)�(~r;E 0; t) ++ Z 10 dE0�s0(~r;E 0 ! E; t)�(~r;E 0; t) + KXk=1 �k�k(E)Ck(~r; t) :(1.7)Las secciones e�caces, en general, son funciones de la energ��a de los neutrones y,para simpli�car la ecuaci�on de la difusi�on, se utiliza una aproximaci�on multigrupo.Esta aproximaci�on consiste en obtener una ecuaci�on para los neutrones cuya energ��aest�e comprendida en cada intervalo [Eg; Eg+1], g = 1; : : : ; G�1, siendo G el n�umerode grupos de energ��a considerados. 11



Se de�nen las magnitudes asociadas al grupo g�g(~r; t) = Z Eg+1Eg dE �(~r;E; t) ;1vg = Z Eg+1Eg dE 1v �(~r;E; t)�g(~r; t) ;�Tg(~r; t) = Z Eg+1Eg dE �T (~r;E; t)�(~r;E; t)�g(~r; t) ;��fg(~r; t) = Z Eg+1Eg dE ��f (~r;E; t)�(~r;E; t)�g(~r; t) ;~Qg(~r; t) = Z Eg+1Eg dE ~Q(~r;E; t) ;�pg = Z Eg+1Eg dE �p(E) ;�kg = Z Eg+1Eg dE �k(E) ;�g0g(~r; t) = Z Eg0+1Eg0 dE0 Z Eg+1Eg dE �s0(~r;E ! E 0; t)�(~r;E 0; t)�g0(~r; t) ; (1.8)y para cada direcci�on espacial, j, se de�ne el coe�ciente de difusi�on del grupo gcomo Dg(~r; t) = Z Eg+1Eg dE D(~r;E; t)@j�(~r;E; t)@j�g(~r; t) :La secci�on e�caz total se escribe como suma de un t�ermino de absorci�on y t�er-minos de dispersi�on de la forma�Tg(~r; t) = �ag(~r; t) + GXg0=1�g0g(~r; t) ;y se introduce la secci�on e�caz de dispersi�on del grupo g�sg(~r; t) = GXg0 6=g�g0g(~r; t) :Integrando la ecuaci�on (1.7) entre Eg y Eg+1 y haciendo uso de las de�nicionesanteriores llegamos a la ecuaci�on de la difusi�on para el grupo g~r � (Dg(~r; t)~r�g(~r; t))� (�ag(~r; t) + �sg(~r; t))�g(~r; t) +12



+ GXg0 6=g�g0g(~r; t)�g0(~r; t) + (1� �)�pg GXg0=1 ��fg0(~r; t)�g0(~r; t) ++ KXk=1�k�kgCk(~r; t) + ~Q(~r; t) = 1vg @�g(~r; t)@t : (1.9)Con estas aproximaciones, la ecuaci�on (1.2) para la concentraci�on de precursoresse escribe de la forma@Ck(~r; t)@t = �k GXg=1 ��fg(~r; t)�g(~r; t)� �kCk(~r; t) : (1.10)Hay que hacer notar que al aproximar las ecuaciones (1.1) y (1.2) mediantelas ecuaciones (1.9) y (1.10), se ha reducido el espacio soporte de los campos, delespacio caracterizado por las variables (~r;E;
; t) al espacio de coordenadas (~r; t),con la consecuente simpli�caci�on del problema que ello supone.En adelante, consideraremos la aproximaci�on de dos grupos de energ��a, o sea, sedividir�a el espectro de energ��a en un grupo r�apido, correspondiente a los neutronescuya energ��a es superior a unas unidades de electr�onvoltios y que denotaremos conun 1, y un grupo t�ermico, correspondiente a los neutrones cuya energ��a es menorque esta cantidad y que denotaremos con un 2. Adem�as, se supondr�a que no hayprocesos de dispersi�on del grupo t�ermico al r�apido, o sea, que �21(~r; t) = 0 y queno se producen neutrones en el grupo t�ermico, con lo que �p2 = 0 y �k2 = 0.Por �ultimo, supondremos que no hay fuente externa de neutrones, y que �p1 = 1 y�k1 = 1. Haciendo uso de estas consideraciones, obtenemos un sistema de ecuacionesen derivadas parciales para los grupos r�apido y t�ermico que, en forma matricial, seexpresa [v�1] _�+ L� = (1� �)M�+ KXk=1 �kCk� ; (1.11)dondeL = 264 �~r � (D1~r) + �a1 + �12 0��12 �~r � (D2~r) + �a2 375 ; [v�1] = 264 1v1 00 1v2 375 ;y M = 264 ��f1 ��f20 0 375 ; � = 264 �1�2 375 ; � = 264 10 375 :13



La ecuaci�on (1.10) queda como la ecuaci�on diferencial ordinaria_Ck = �k[��f1 ��f2]�� �kCk : (1.12)1.2 Ecuaci�on de los Modos LambdaSe dice que un reactor es cr��tico cuando la disposici�on de materiales en su interiores tal que la proporci�on a la que se producen los neutrones es igual a la proporci�onde p�erdida de los mismos. En estas condiciones el reactor se encuentra en estadoestacionario. Para estudiar el estado estacionario de un reactor dado, se puede forzarla criticidad del mismo de un modo arti�cial [6], multiplicando las secciones e�cacesque dan cuenta de la producci�on de neutrones por procesos de �si�on, por un n�umero�. De este modo, esperamos que exista un n�umero � que satisfaga las ecuacionesL� = �(1 � �)M�+ KXk=1�kCk� ; (1.13)0 = ��k[��f1 ��f2]�� �kCk : (1.14)Sustituyendo la ecuaci�on (1.14) en (1.13) y teniendo en cuenta que KXk=1�k = �,obtenemos la ecuaci�on L� = �M� ; (1.15)que se conoce como la ecuaci�on de los Modos Lambda del reactor y constituye unproblema de valores propios generalizado asociado al operador diferencial L.Como los autovalores �n asociados a la ecuaci�on (1.15) se interpretan como fac-tores multiplicativos de las secciones e�caces de �si�on, van a ser necesariamenten�umeros reales y por tanto, las autofunciones �n tambi�en ser�an funciones reales.No se conoce mucho sobre la naturaleza de los Modos Lambda, en particular,no se sabe [6] si las autofunciones forman un conjunto completo (en el sentido deque cualquier funci�on que satisfaga unas ciertas condiciones de continuidad y decontorno, se pueda expresar como combinaci�on lineal de ellas). A pesar de queno hay evidencia de ello, se suele suponer que estas funciones forman un conjuntocompleto y, por ejemplo, como veremos m�as adelante, en los m�etodos modales para14



la integraci�on de las ecuaciones din�amicas (1.11) y (1.12) se utiliza un desarrollo dela soluci�on para el 
ujo neutr�onico en t�erminos de los Modos Lambda del reactor.As�� pues en este sentido, el problema de la determinaci�on de los Modos Lambda deun reactor dado, se puede considerar como un problema previo para el estudio delas caracter��sticas de la ecuaci�on din�amica de la difusi�on.1.3 El Problema AdjuntoDado que el operador matricial L y la matriz M no son sim�etricas, es posiblede�nir el problema adjunto del problema (1.15), que est�a de�nido por la ecuaci�onLy�yn = �ynMy�yn ; (1.16)donde Ly = 264 �~r � (D1~r) + �a1 + �12 ��120 �~r � (D2~r) + �a2 375y My = 264 ��f1 0��f2 0 375 :Los modos correspondientes a este problema satisfacen unas relaciones de biorto-gonalidad con los Modos Lambda. Para deducirlas, se introduce el producto escalar< '; >= ZR('(~x))T (~x) dV ;donde la integraci�on se extiende a todo el recinto R que de�ne el reactor.Suponiendo que el 
ujo neutr�onico se anula en la frontera del reactor y utilizandoel Teorema de la Divergencia [6], se puede obtener la relaci�on< �yn;L�m >=< Ly�yn; �m > : (1.17)Multiplicando escalarmente la ecuaci�on (1.15) por �yn se llega a< �yn;L�m >= �m < �yn;M�m > ;15



y usando (1.17), obtenemos(�yn � �m) < �yn;M�m >= 0 :Si �yn 6= �m, se cumple que < �yn;M�m >= 0 ; n 6= my adem�as, por razonamientos de tipo f��sico [6], se puede justi�car que necesaria-mente < �yn;M�n >6= 0 y por tanto, �yn = �n, con lo que se tiene que los auto-valores correspondientes al problema de los Modos Lambda son los mismos que loscorrespondientes al problema adjunto, y las autofunciones satisfacen la relaci�on debiortogonalidad < �yn;M�m >= Nn�n;m ; (1.18)donde Nn es la constante de normalizaci�on y �n;m la delta de Kronecker.
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Cap��tulo 2C�alculo de los Modos Lambda.Aproximaci�on Anal��ticaEn este cap��tulo nos ocuparemos de la la determinaci�on de los Modos Lambdapara un reactor nuclear. Estos modos vienen determinados por la ecuaci�onL�n = �nM�n ; (2.1)y las condiciones de contorno264 �1�1 + �1D1~n � ~r�1�2�2 + �2D2~n � ~r�2 375�������S = 264 00 375 ; (2.2)donde �i y �i son coe�cientes que dependen de las condiciones de contorno delproblema en particular a tratar, S es la frontera del recinto que de�ne el reactor y~n un vector unitario normal a la frontera del mismo en cada punto.Se ha desarrollado un m�etodo para la resoluci�on de este problema utilizandouna aproximaci�on anal��tica para el caso de geometr��as unidimensionales, y se hageneralizado el mismo para el tratamiento de problemas bidimensionales.Para comprobar la validez del m�etodo desarrollado, se han comparado los resul-tados obtenidos con este m�etodo y los proporcionados por otros programas, como elSIMULATE-3 y el VENTURE. Adem�as, se han resuelto los problemas `benchmark'bidimensionales correspondientes al reactor de la IAEA y al reactor BIBLIS.17



2.1 Problemas UnidimensionalesLas secciones e�caces Di, �12, �a1, etc., que intervienen en la ecuaci�on (2.1)dependen de los distintos materiales de los que est�a formado el reactor a estudiary, por tanto, van a ser funciones de la posici�on. Para simpli�car el problema, laaproximaci�on que se utiliza en los m�etodos nodales consiste en discretizar el reactoren una serie de celdas o nodos donde estas secciones e�caces se suponen constantes.As��, para un reactor unidimensional se realiza una discretizaci�on del mismo en Nnodos o celdas, de la forma1 2 3 dz(i)izi�1 zi NFig. 2.1.- Nodalizaci�on de un reactor unidimensional.y se resuelve en cada nodo un problema del tipoLi �(i)n (z) = �nMi �(i)n (z) ; zi�1 < z < zi ; i = 1; 2; : : : ; N ; (2.3)donde Li es el operador nodal de p�erdidas netas de dos grupos en la celda i, dadopor Li = 264 �D(i)1 d2dz2 + �(i)a1 + �(i)12 0��(i)12 �D(i)2 d2dz2 + �(i)a2 375 ;y Mi es la matriz nodal de producci�on de dos grupos en la celda iMi = 264 ��(i)f1 ��(i)f20 0 375 :Para construir la soluci�on global sobre todo el reactor se imponen condiciones decontinuidad del 
ujo y de la corriente neutr�onica en las caras de las celdas internasdel reactor, as�� como las condiciones de contorno en los extremos que, en este caso,se expresan de la forma"�g1�(1)g (z)� �g1D(1)g ddz�(1)g (z)#z=z0 = 0 ;18



"�gN�(N)g (z)� �gND(N)g ddz�(N)g (z)#z=zN = 0 ; g = 1; 2 : (2.4)Es conocido [6] que es posible encontrar soluciones de la ecuaci�on (2.3) paracada regi�on i del reactor y para un autovalor � arbitrario, probando como solucionesfunciones �(i)g (z; �), que satisfacen la condici�on264 d2dz2 00 d2dz2 375264 �(i)1 (z; �)�(i)2 (z; �) 375 = 264 �(B(i))2(�) 00 �(B(i))2(�) 375264 �(i)1 (z; �)�(i)2 (z; �) 375 ; (2.5)donde (B(i))2(�) es una constante a determinar.Haciendo uso de las condiciones (2.5) en la ecuaci�on (2.3), se llega al sistema deecuaciones homog�eneo264 D(i)1 (B(i))2(�) + �(i)a1 + �(i)12 � ���(i)f1 ����(i)f2��(i)12 D(i)2 (B(i))2(�) + �(i)a2 375264 �(i)1 (z; �)�(i)2 (z; �) 375 = 0 :(2.6)Este sistema tendr�a soluci�on no trivial cuando el determinante de la matriz se anule.Los valores de (B(i))2(�) que satisfacen esta condici�on son(�(i))2(�) = �a(i)(�)� ((d(i))2(�) + r(i)(�))1=2 ;(�(i))2(�) = �a(i)(�) + ((d(i))2(�) + r(i)(�))1=2 ;donde a(i)(�) = p(i) + q(i)(�)2 ;d(i)(�) = p(i) � q(i)(�)2 ;r(i)(�) = ���(i)f2�(i)12D(i)1 D(i)2 ;con p(i) = �(i)a2D(i)2 ;q(i)(�) = �(i)a1 + �(i)12 � ���(i)f1D(i)1 :19



As�� pues, el 
ujo t�ermico ha de satisfacer una de las siguientes relacionesd2dz2�(i)2 = (�(i))2(�)�(i)2 ;d2dz2�(i)2 = (�(i))2(�)�(i)2 ;y por tanto su soluci�on general puede expresarse en el seno de cada celda de la forma�(i)2 (z; �) = 'i(zi�1)sen(�(i)(zi � z))sen(�(i)dz(i)) + 'i(zi)sen(�(i)(z � zi�1))sen(�(i)dz(i)) ++  i(zi�1)sen(�(i)(zi � z))sen(�(i)dz(i)) +  i(zi)sen(�(i)(z � zi�1))sen(�(i)dz(i)) ;donde `sen' es la funci�on seno en variable compleja y 'i(zi�1), 'i(zi),  i(zi�1), y i(zi) son par�ametros que dependen de la zona y el autovalor considerado.De la ecuaci�on (2.6) se obtiene la relaci�on�(i)12�(i)1 = (D(i)2 (B(i))2(�) + �(i)a2)�(i)2 ;y, si de�nimos si = D(i)2 (�(i))2(�) + �(i)a2�(i)12 ;ti = D(i)2 (�(i))2(�) + �(i)a2�(i)12 ;podemos escribir la soluci�on general para el 
ujo r�apido en el seno de cada celda dela forma�(i)1 (z; �) = si'i(zi�1)sen(�(i)(zi � z))sen(�(i)dz(i)) + si'i(zi)sen(�(i)(z � zi�1))sen(�(i)dz(i)) ++ ti i(zi�1)sen(�(i)(zi � z))sen(�(i)dz(i)) + ti i(zi)sen(�(i)(z � zi�1))sen(�(i)dz(i)) :As��, la soluci�on general de la ecuaci�on (2.3) se puede expresar matricialmente delmodo siguiente264 �(i)1 (z; �)�(i)2 (z; �) 375 = 264 si ti1 1 375264 'i(zi�1) sen(�(i)(zi�z))sen(�(i)dz(i)) + 'i(zi) sen(�(i)(z�zi�1))sen(�(i)dz(i)) i(zi�1) sen(�(i)(zi�z))sen(�(i)dz(i)) +  i(zi) sen(�(i)(z�zi�1))sen(�(i)dz(i)) 375 : (2.7)20



De este modo, para reconstruir los 
ujos t�ermico y r�apido en el seno de cada celdai hay que calcular los coe�cientes 'i(zi),  i(zi), 'i(zi�1),  i(zi�1).Las corrientes J (i)g (z; �) = �D(i)g ddz�(i)g , g = 1; 2 en la regi�on i, se obtienen apartir de la ecuaci�on (2.7)264 J (i)1 (z; �)J (i)2 (z; �) 375 = 264 �D(i)1 si �D(i)1 ti�D(i)2 �D(i)2 375264 'i(zi�1)��i cos(�i(zi�z))sen(�idz(i)) + 'i(zi)�i cos(�i(z�zi�1))sen(�idz(i)) i(zi�1)��i cos(�i(zi�z))sen(�idz(i)) +  i(zi)�i cos(�i(z�zi�1))sen(�idz(i)) 375 :(2.8)Si de�nimos los vectores�i(z; �) = col (�(i)1 (z; �); �(i)2 (z; �); J (i)1 (z; �); J (i)2 (z; �))y Ei = col ('i(zi�1); 'i(zi);  i(zi�1);  i(zi)) ;y las matrices Mi = 266666664 si ti 0 01 1 0 00 0 �D(i)1 si �D(i)1 ti0 0 �D(i)2 �D(i)2 377777775yUi(z) = 2666666664 sen(�(i)(zi�z))sen(�(i)dz(i)) sen(�(i)(z�zi�1))sen(�(i)dz(i)) 0 00 0 sen(�(i)(zi�z))sen(�(i)dz(i)) sen(�(i)(z�zi�1))sen(�(i)dz(i))��(i) cos(�(i)(zi�z))sen(�(i)dz(i)) �(i) cos(�(i)(z�zi�1))sen(�(i)dz(i)) 0 00 0 ��(i) cos(�(i)(zi�z))sen(�(i)dz(i)) �(i) cos(�(i)(z�zi�1))sen(�(i)dz(i)) 3777777775 ;podemos escribir las ecuaciones (2.7) y (2.8) en la forma�i(z; �) =MiUi(z)Ei : (2.9)Construiremos ahora, la soluci�on global de la ecuaci�on (2.1) sobre todo el reactorimponiendo las condiciones de continuidad en las N � 1 caras de las celdas inter-nas del mismo y las condiciones de contorno en los dos extremos. Mediante esta21



formulaci�on, las condiciones de continuidad se pueden expresar comoMiUi(zi)Ei =Mi+1Ui+1(zi)Ei+1 i = 1; : : : N � 1 ; (2.10)y las condiciones de contorno B0M1U1(z0)E1 = 0 ;BNMNUN (zN)EN = 0 ; (2.11)donde B0 = 264 �11 0 �11 00 �21 0 �21 375 ;BN = 264 �1N 0 ��1N 00 �2N 0 ��2N 375 :Las condiciones (2.10) y (2.11) se pueden agrupar en la ecuaci�on matricialK(�)E = 0 ; (2.12)donde E es el vector E = col (E1; E2; : : : ; EN) ;y K(�) es una matriz banda real, con la siguiente estructura a bloquesK(�) = 266666666666664 B0M1U1(z0) 0 0 � � � 0 0M1U1(z1) �M2U2(z1) 0 � � � 0 00 M2U2(z2) �M3U3(z2) � � � 0 0... . . . ...0 0 0 � � � MN�1UN�1(zN�1) �MNUN (zN�1)0 0 0 � � � 0 BNUN (zN) 377777777777775 :El sistema homog�eneo (2.12) tendr�a soluci�on distinta de la trivial si y s�olo sidet (K(�)) = 0 ; (2.13)22



que constituye una ecuaci�on no lineal, a partir de la cual, se pueden obtener losdistintos autovalores �n de la ecuaci�on (2.1).Dado un valor �n que anule el determinante, se garantiza la existencia de in�nitassoluciones para el sistema (2.12). Para obtener un representante del subespacio desoluciones damos, por ejemplo, el valor 1 a la componente p-�esima del vector E yeliminamos una de las ecuaciones; de este modo, se llega al sistema de q = 4N � 1ecuaciones siguientes, K1(�n)E1 = S1 ; (2.14)donde S1 = col (�K1p;�K2p; : : : ;�Kqp) ;E1 = col (e1; e2; : : : ; ep�1; ep+1; : : : ; e4N) ;con e1 = '1(z0), e2 = '1(z1), e3 =  1(z0), e4 =  1(z1), e5 =  2(z1), etc. Finalmente,la matriz K1(�m) tiene la estructuraK1(�n) = 26666666666666664 K11 K12 � � � K1p�1 K1p+1 � � � K14NK21 K22 � � � K2p�1 K2p+1 � � � K24N... ... ... ... ...Kp1 Kp2 � � � Kpp�1 Kpp+1 � � � Kp4N... ... ... ... ...Kq1 Kq2 � � � Kqp�1 Kqp+1 � � � Kq4N
37777777777777775 :El m�etodo descrito se ha implementado en un programa escrito en lenguaje FOR-TRAN denominado MOD2G [10], [11]. El primer paso del algoritmo desarrollado,consiste en el c�alculo de los autovalores �n a partir de la ecuaci�on (2.13), medianteel m�etodo de la Secante, obteniendo el determinante de K(�) mediante una descom-posici�on LU de la matriz. Una vez se ha calculado un autovalor �n, para calcularun autovector asociado, se resuelve el sistema (2.12), obteniendo de este modo lascomponentes del vector E(�n). Mediante la ecuaci�on (2.7) se reconstruyen el 
ujor�apido, �(i)1 , y el 
ujo t�ermico, �(i)2 , en cada una de las celdas en que se ha discretizadoel reactor.Como la mayor��a de los programas existentes calculan el 
ujo promedio en cadacelda, se ha incluido en el programa el c�alculo de estos 
ujos medios. Integrando23



el 
ujo sobre cada regi�on y dividiendo por la longitud de la misma, obtenemos lasexpresiones de los 
ujos promedio r�apido y t�ermico asociados al autovalor �n en lacelda i-�esima��(i)1 = si'i(zi�1) 1� cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) + si'i(zi) 1 � cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) ++ ti i(zi�1) 1 � cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) + ti i(zi) 1 � cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) ;��(i)2 = 'i(zi�1) 1� cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) + 'i(zi) 1� cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) ++  i(zi�1) 1� cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) +  i(zi) 1� cos(�(i)dz(i))�(i)dz(i) sen(�(i)dz(i)) :Asimismo, se ha incluido el c�alculo del per�l axial de potencia relativa en cada celda,a partir de los 
ujos r�apido y t�ermico mediante la expresi�onP (i) = (�(i)f1�(i)1 + �(i)f2�(i)2 )LNXi=1(�(i)f1�(i)1 + �(i)f2�(i)2 )dz(i) ;donde L es la longitud total del reactor. El per�l de potencia se de�ne de igual formapara problemas bidimensionales y tridimensionales cambiando la longitud por el �areao el volumen, seg�un el caso.Mediante el m�etodo desarrollado, es inmediato resolver el problema adjunto(1.16). Para ello, una vez se ha obtenido el autovalor �n a partir de la ecuaci�on(2.13), se reconstruye la matriz K1(�n), sustituyendo los bloques264 si ti1 1 375 ; 264 �D(i)1 si �D(i)1 ti�D(i)2 �D(i)2 375 ;en las ecuaciones (2.7) y (2.8), por los bloques264 1 1sai tai 375 ; 264 �D(i)1 �D(i)1�D(i)2 sai �D(i)2 tai 375 ;dondesai = D(i)1 (�(i))2(�) + �(i)a1 + �(i)12 � ���(i)f1�(i)12 ; tai = D(i)1 (�(i))2(�) + �(i)a1 +�(i)12 � ���(i)f1�(i)12 :24



Una vez construida la nueva matriz K1(�n), se resuelve el sistema equivalente al(2:14), que nos proporciona los coe�cientes que nos permiten reconstruir los 
ujosr�apido y t�ermico adjuntos en cada celda.2.1.1 Resultados Num�ericosPara comprobar el funcionamiento del m�etodo, se han comparado los resultadosdel 
ujo r�apido, el 
ujo t�ermico y del per�l axial de potencia proporcionados por elprograma MOD2G con los proporcionados por el programa SIMULATE-3, para elcaso correspondiente al Ciclo 5 EOFPL de la Central Nuclear de Cofrentes.Para estudiar este caso, se ha construido un modelo de reactor unidimensionalequivalente al Reactor de Cofrentes, que se ha discretizado en 27 nodos del modosiguiente ������- -� �1 2 3 4 25 26 27: : : : : :30.48 cm 15.24 cmFig. 2.2.- Nodalizaci�on del Reactor de Cofrentes 1D.donde se han distinguido dos tipos de nodos, los nodos correspondientes al re
ectorde 30.48 cm de longitud y los nodos correspondientes al combustible, de 15.24 cm..Las secciones e�caces 1D del modelo unidimensional, se han generado de formaconsistente, a partir de las secciones e�caces 3D suministradas por el programaSIMULATE-3, de forma que se reproduzca la constante efectiva de multiplicaci�on yel per�l de potencia [7], [8], [9]. Los resultados obtenidos para las secciones e�cacesdel modelo unidimensional se presentan en la tabla siguiente25



Tabla 2.1.- Secciones e�caces del Reactor de Cofrentes 1D. Ciclo 5Nodo D1 D2 �a1 �a2 �12 ��f1 ��f21 1.045600 0.315390 0.006759 0.042792 0.026483 0.000000 0.0000002 1.400000 0.344100 0.006123 0.034803 0.020791 0.002735 0.0349553 1.424300 0.343700 0.008097 0.055085 0.018634 0.004232 0.0733384 1.440100 0.349150 0.008074 0.053924 0.018297 0.003974 0.0689925 1.463400 0.357540 0.008164 0.053309 0.017755 0.003855 0.0672216 1.498000 0.369890 0.008157 0.053255 0.016920 0.003816 0.0672547 1.540300 0.385070 0.008126 0.053497 0.015890 0.003814 0.0683108 1.585000 0.401320 0.008084 0.053781 0.014817 0.003822 0.0696489 1.620800 0.414780 0.008032 0.054029 0.014014 0.003826 0.07069610 1.654100 0.427590 0.007985 0.054287 0.013313 0.003832 0.07175511 1.692600 0.442740 0.007928 0.054566 0.012557 0.003839 0.07299112 1.728100 0.457050 0.007867 0.054783 0.011887 0.003842 0.07404913 1.744200 0.464010 0.007843 0.054977 0.011580 0.003846 0.07469614 1.767600 0.473770 0.007796 0.055161 0.011145 0.003852 0.07550315 1.816300 0.493390 0.007717 0.055270 0.010296 0.003854 0.07685216 1.811800 0.492410 0.007721 0.055381 0.010358 0.003855 0.07687317 1.823900 0.497810 0.007709 0.055496 0.010151 0.003858 0.07738718 1.867100 0.515640 0.007630 0.055528 0.009468 0.003853 0.07850319 1.870800 0.518060 0.007624 0.055557 0.009409 0.003850 0.07863420 1.864900 0.516380 0.007651 0.055622 0.009500 0.003860 0.07878321 1.890200 0.527490 0.007582 0.055656 0.009126 0.003876 0.07969222 1.928500 0.544280 0.007458 0.055537 0.008572 0.003897 0.08080423 1.896500 0.532430 0.007522 0.055653 0.009036 0.003972 0.08095424 1.900800 0.535970 0.007310 0.055492 0.008983 0.004066 0.08171025 1.961700 0.564160 0.007563 0.055242 0.008123 0.004142 0.08183926 1.886100 0.577310 0.004319 0.030169 0.009894 0.002442 0.03904027 2.214700 0.549020 0.012728 0.008695 0.011400 0.000000 0.000000Con el programa MOD2G se han calculado el autovalor fundamental y los cua-tro autovalores subcr��ticos axiales. En la siguente tabla, se recogen los resultados26



correspondientes a estos autovalores as�� como el resultado para el primer autovalorque proporciona SIMULATETabla 2.2.- Autovalores de los cuatro primeros modos subcr��ticos.k0(SIMUL.) k0 (MOD2G) k1 k2 k3 k41.00523996 1.00523998 0.99434963 0.9711910948 0.9350388003 0.89051947donde ki = 1=�i.Seguidamente, presentamos los resultados del 
ujo r�apido, del 
ujo t�ermico y delper�l axial de potencia asociados al modo fundamental obtenidos con los programasSIMULATE y MOD2G.

27



Tabla 2.3.- Comparaci�on de los resultados obtenidos con los programas MOD2Gy SIMULATE-3 para el modo fundamental.Nodo �(i)1 (SIM.) �(i)1 (MOD.) �(i)2 (SIM.) �(i)2 (MOD.) P (i) (SIM.) P (i) (MOD.)1 0.032884 0.015977 0.02362 0.01152 0.0000 0.00002 0.18881 0.18881 0.10501 0.10501 0.2773 0.27053 0.43361 0.43361 0.15029 0.15029 0.8557 0.85014 0.57773 0.57773 0.19498 0.19498 1.0413 1.02895 0.64306 0.64306 0.21345 0.21345 1.1053 1.09276 0.68553 0.68553 0.21741 0.21741 1.1277 1.11607 0.72775 0.72775 0.21601 0.21601 1.1435 1.13398 0.77258 0.77258 0.21310 0.21310 1.1577 1.15059 0.81709 0.81709 0.21198 0.21198 1.1768 1.170810 0.86035 0.86035 0.21080 0.21080 1.1954 1.190711 0.90095 0.90095 0.20737 0.20737 1.2044 1.201812 0.93571 0.93571 0.20352 0.20352 1.2069 1.206313 0.96260 0.96260 0.20248 0.20248 1.2170 1.216814 0.98328 0.98328 0.19791 0.19791 1.2102 1.210815 0.99761 0.99761 0.18731 0.18731 1.1744 1.179516 1.00000 1.00000 0.18652 0.18652 1.1729 1.176317 0.99643 0.99643 0.18142 0.18142 1.1520 1.156218 0.98827 0.98827 0.16955 0.16955 1.0989 1.106919 0.97120 0.97120 0.16469 0.16469 1.0716 1.079220 0.94751 0.94751 0.16102 0.16102 1.0499 1.057121 0.91725 0.91725 0.15008 0.15008 0.9963 1.005022 0.87198 0.87198 0.13593 0.13593 0.9231 0.933923 0.79558 0.79558 0.12817 0.12817 0.8741 0.881924 0.67564 0.67564 0.10818 0.10818 0.7527 0.759425 0.50064 0.50064 0.07954 0.07954 0.5580 0.567226 0.27291 0.27291 0.08585 0.08585 0.2569 0.257727 0.09853 0.04285 0.10658 0.04504 0.0000 0.0000La representaci�on gr�a�ca de estos resultados es la siguiente28
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Fig. 2.3.- Comparaci�on del 
ujo r�apido entre SIMULATE y MOD2G.Cofrentes ciclo 5.
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Fig. 2.4.- Comparaci�on del 
ujo t�ermico entre SIMULATE y MOD2G.Cofrentes ciclo 5.29
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Fig. 2.5.- Comparaci�on del per�l de potencia. SIMULATE-MOD2G.Cofrentes ciclo 5.En la �gura siguiente se representa la comparaci�on del per�l de potencia, entreel modo fundamental y el primer modo subcr��tico.
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Fig. 2.6.- Comparaci�on del per�l de potencia entre el primer y segundo modo.30



Se observa que el acuerdo de los resultados es excelente y tan s�olo hay que desta-car una peque~na diferencia en la zona del re
ector. Estos errores no son achacablesal m�etodo desarrollado para el c�alculo de los Modos Lambda, si no que son debi-dos al proceso de s��ntesis que se ha utilizado para calcular las secciones e�caces delmodelo unidimensional.Con la metodolog��a desarrollada, se ha estudiado el suceso de inestabilidad deCofrentes. Se han distinguido dos casos: en el primer caso se tienen las barras decontrol parcialmente insertadas y corresponde a la situaci�on real de Cofrentes del29 de Enero de 1991, y un segundo caso, (caso hipot�etico), que corresponde a tenerlas barras de control totalmente fuera del reactor.En la tablas siguientes se representan las constantes ki correspondientes al modofundamental y a los modos subcr��ticos axiales en los dos casos estudiadosTabla 2.4.- Autovalores del modo fundamental. Cofrentes ciclo 6.caso k0 (SIMULATE) k0 (MOD2G) k0 (VENTURE)real 1.00100 1.001 1.00101hipot�etico 1.04968 1.049680 1.04968Tabla 2.5.- Autovalores de los modos axiales Cofrentes ciclo 6.caso k1z (MOD2G) k1z (VENTURE) k2z (MOD2G) k3z (MOD2G)real 0.9923321 0.9923538 0.968586 0.934804hipot�etico 1.036858 1.036855876 1.01126259 0.975563A efectos de comparaci�on, se han incluido tambi�en los resultados de la k-efectivaobtenidos con el programa VENTURE.Tambi�en se han estudiado los modos azimutales correspondientes a estos ca-sos. Para obtener estos modos azimutales, se han colapsado consistentemente lassecciones e�caces 3D mediante los 
ujos 3D suministrados por SIMULATE-3, obte-niendo de este modo, un reactor unidimensional equivalente en las direcciones x e31



y, [10], [12]. Ahora bien, debido a la geometr��a cruciforme del reactor, los autova-lores asociados a dicha representaci�on unidimensional ser�an s�olo aproximaciones alos verdaderos autovalores en geometr��a 3D, aunque, como veremos m�as adelante,la precisi�on obtenida es muy buena.En las �guras siguientes se representa la comparaci�on entre los resultados obte-nidos con MOD2G y los suministrados por SIMULATE-3 para el modo fundamental
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Fig. 2.7.- Per�l de potencia del primer modo para el ciclo 6 sin barras insertadasComparaci�on SIMULATE- MOD2G.32
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Fig. 2.8.- Per�l de potencia del primer modo para el ciclo 6 caso real.Comparaci�on SIMULATE-MOD2G.
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Fig. 2.9.- Comparaci�on del per�l de potencia entre el caso real y el casohipot�etico.33



En la siguiente �gura, se representan el primer y el segundo modo obtenidos conMOD2G, al tomar como eje principal el eje x.
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 5 10 15 20 25

Pe
rf

il 
de

 P
ot

en
ci

a

Primer modo
Segundo modo

Fig. 2.10.- Per�l de potencia en el eje x. Primer y segundo modo.En la tabla siguiente se representa la separaci�on entre los autovalores correspon-dientes a los modos subcr��ticos axiales y azimutales en los dos casos estudiados.Tabla 2.6.- Separaci�on entre los autovalores (MOD2G).caso k0 � k1x k0 � k1z k0 � k2x k0 � k2zreal 0.006726 0.008668 0.025312 0.032414hipot�etico 0.008970 0.012824 0.029039 0.038417Dado que la �ef para el caso real vale 0:0057172, tendremos que (k1x�k0)=�ef =�1:175$ . En el caso hipot�etico la �ef es igual a 0:0057026, con lo que tenemos(k1x � k0)=�ef = �1:573$.En ambos casos, los modos axiales son m�as subcr��ticos que los modos azimutales,lo que implica que se exciten primero los de tipo azimutal, que son los causantes delas oscilaciones fuera de fase. 34



Como se puede ver, la separaci�on de autovalores es m�as peque~na en el caso realque en el hipot�etico; esto nos indica que la inserci�on parcial de barras de control(per�l m�as picado) acorta la separaci�on entre los autovalores, posibilitando as�� quela realimentaci�on termohidr�aulica pueda excitar el modo subcr��tico.2.2 Problemas BidimensionalesEn esta secci�on, generalizaremos el m�etodo expuesto en la secci�on precedentepara el tratamiento de problemas bidimensionales [13], [14].El primer paso consiste en discretizar el reactor en N celdas rectangulares, (i; j),de la forma
(xi; yj)(xi; yj+1) (xi+1; yj)(xi+1; yj+1)dy(j) dx(i)Fig. 2.11.- Celda gen�erica de un problema bidimensional.donde se suponen constantes las distintas secciones e�caces que aparecen en la ecua-ci�on (2.1).El problema (2.3) a resolver en cada celda para un autovalor � gen�erico, en estecaso se expresa�D(i;j)1 r2�(i;j)1 (x; y) + (�(i;j)a1 + �(i;j)12 � ���(i;j)f1 )�(i;j)1 (x; y)� ���(i;j)f2 �(i;j)2 (x; y) = 0 ;�D(i;j)2 r2�(i;j)2 (x; y) + �(i;j)a2 �(i;j)2 (x; y)� �(i;j)12 �(i;j)1 (x; y) = 0 : (2.15)35



Para construir la soluci�on global sobre todo el reactor, habr�a que imponer con-diciones de continuidad del 
ujo y de la corriente neutr�onicas en las caras de lasceldas internas del reactor, as�� como las condiciones de contorno en la frontera delmismo.De forma an�aloga al caso unidimensional, para cada grupo se buscan solucionesde la forma r2�(i;j)1 = �(B(i;j))2�(i;j)1 ;r2�(i;j)2 = �(B(i;j))2�(i;j)2 :Sustituyendo en (2.15) e imponiendo que el sistema homog�eneo obtenido tengasoluci�on no trivial, obtenemos la ecuaci�on������� D(i;j)1 (B(i;j))2 + �(i;j)a1 + �(i;j)12 � ���(i;j)f1 ����(i;j)f2��(i;j)12 D(i;j)2 (B(i;j))2 ��(i;j)a2 ������� = 0 ;que tiene como posibles soluciones para (B(i;j))2(�(i;j))2 = �12(p(i;j) + q(i;j))� 12((p(i;j) � q(i;j))2 + 4r(i;j)) 12 ;(�(i;j))2 = �12(p(i;j) + q(i;j)) + 12((p(i;j) � q(i;j))2 + 4r(i;j)) 12 ; (2.16)donde p(i;j) = �(i;j)a2 =D(i;j)2 ;q(i;j) = (�(i;j)s12 + �(i;j)a1 � ���(i;j)f1 )=D(i;j)1 ;r(i;j) = ���(i;j)f2 �(i;j)12 =(D(i;j)1 D(i;j)2 ) :Basta obtener las soluci�on de las ecuacionesr2�(i;j)2 = (�(i;j))2�(i;j)2 ;r2�(i;j)2 = (�(i;j))2�(i;j)2 ; (2.17)para el 
ujo t�ermico y, a partir de �este, obtener el 
ujo r�apido mediante la relaci�on�(i;j)12 �(i;j)1 = (D(i;j)2 (B(i;j))2 + �(i;j)a2 )�(i;j)2donde B(i;j) puede tomar el valor �(i;j) o �(i;j) .36



Para mostrar el procedimiento seguido para obtener la soluci�on de las ecuaciones(2.17), consideramos, en cada celda, una ecuaci�on gen�erica de la formar2� = (B(i;j))2� ; (2.18)donde se han abandonadao los super��ndices (i; j) del campo � para simpli�car lanotaci�on.Se utiliza el m�etodo de separaci�on de variables y por tanto, se buscan solucionesdel tipo �(x; y) = X (x)Y(y) ;con lo que la ecuaci�on (2.18) se expresa comoY(y)@2X@x2 + X (x)@2Y@y2 = (B(i;j))2X (x)Y(y) : (2.19)Para eliminar la dependencia en la variable y de esta ecuaci�on, la integramosentre yj y yj+1 para cada �la de celdas j. Si introducimos el `
ujo integrado asociadoa la �la j' X(x) = X (x) Z yj+1yj Y(y) dy ;la ecuaci�on (2.19) se expresa@2X@x2 = ((B(i;j))2 � Z yj+1yj @2Y@y2 dyZ yj+1yj Y(y) dy )X : (2.20)An�alogamente, para eliminar la dependencia en la variable x de la ecuaci�on(2.19), la integramos entre xi y xi+1 para cada columna de celdas i, e introduciendoel `
ujo integrado asociado a la columna i'Y (x) = Y(y) Z xi+1xi X (x) dx ;obtenemos la ecuaci�on@2Y@y2 = ((B(i;j))2 � Z xi+1xi @2X@x2 dxZ xi+1xi X (x) dx)Y : (2.21)37



Una vez se han obtenido los `
ujos integrados' en cada celda, el 
ujo real vienedado por �(x; y) = X(x)Y (y)R yj+1yj Y(y) dy R xi+1xi X (x) dx = X(x)Y (y)dx(i) dy(j) �(x; y) ; (2.22)donde � es el 
ujo medio en cada celda.Las ecuaciones (2.20) y (2.21) han de ser compatibles con la separaci�on de va-riables dada por (2.19). Si de�nimos(B(i;j)x )2 = Z xi+1xi @2X@x2 (x) dxZ xi+1xi X (x) dx ;(B(i;j)y )2 = Z yj+1yj @2Y@y2 (y) dyZ yj+1yj Y(y) dy ;las ecuaciones (2.20) y (2.21) se expresan@2X@x2 = (B(i;j)x )2X ;@2Y@y2 = (B(i;j)y )2Y ;junto con la relaci�on (B(i;j)x )2 + (B(i;j)y )2 = (B(i;j))2 :De forma totalmente an�aloga al caso unidimensional, hay dos soluciones posiblespara cada uno de los B(i;j)x , B(i;j)y , que denotaremos por �(i;j)x , �(i;j)x , �(i;j)y , �(i;j)y y,por tanto, podemos tomar las soluciones para los `
ujos integrados t�ermicos' en elseno de cada celda comoX(i;j)2 (x) = a(i;j)1 sen(�(i;j)x (x� xi))sen(�(i;j)x dx(i)) + a(i;j)2 sen(�(i;j)x (xi+1 � x))sen(�(i;j)x dx(i)) +a(i;j)3 sen(�(i;j)x (x� xi))sen(�(i;j)x dx(i)) + a(i;j)4 sen(�(i;j)x (xi+1 � x))sen(�(i;j)x dx(i)) ; (2.23)38



Y (i;j)2 (y) = b(i;j)1 sen(�(i;j)y (y � yj))sen(�(i;j)y dy(j)) + b(i;j)2 sen(�(i;j)y (yj+1 � y))sen(�(i;j)y dy(j)) +b(i;j)3 sen(�(i;j)y (y � yj))sen(�(i;j)y dy(j)) + b(i;j)4 sen(�(i;j)y (yj+1 � y))sen(�(i;j)y dy(j)) ; (2.24)y para los `
ujos integrados r�apidos', tendremosX(i;j)1 (x) = s(i;j) a(i;j)1 sen(�(i;j)x (x� xi))sen(�(i;j)x dx(i)) + s(i;j) a(i;j)2 sen(�(i;j)x (xi+1 � x))sen(�(i;j)x dx(i)) +t(i;j) a(i;j)3 sen(�(i;j)x (x� xi))sen(�(i;j)x dx(i)) + t(i;j) a(i;j)4 sen(�(i;j)x (xi+1 � x))sen(�(i;j)x dx(i)) ;(2.25)Y (i;j)1 (y) = s(i;j) b(i;j)1 sen(�(i;j)y (y � yj))sen(�(i;j)y dy(j)) + s(i;j) b(i;j)2 sen(�(i;j)y (yj+1 � y))sen(�(i;j)y dy(j)) +t(i;j) b(i;j)3 sen(�(i;j)y (y � yj))sen(�(i;j)y dy(j)) + t(i;j) b(i;j)4 sen(�(i;j)y (yj+1 � y))sen(�(i;j)y dy(j)) ;(2.26)donde s(i;j) = D(i;j)2 (�(i;j))2 + �(i;j)a2�(i;j)12 ; t(i;j) = D(i;j)2 (�(i;j))2 + �(i;j)a2�(i;j)12 :La separaci�on de variables es incompatible con la imposici�on de condiciones decontinuidad para el 
ujo real en las caras de las celdas internas del reactor, por tanto,estas condiciones se impondr�an sobre los `
ujos integrados' que hemos introducidoanteriormente. As��, imponiendo las condiciones de continuidad en las caras internasdel reactor, las condiciones de contorno en la frontera del mismo, y adoptando unanotaci�on similar a la del caso unidimensional, obtenemos, para cada �la y columnade celdas en que se ha discretizado el reactor, las ecuacionesdet(K(j)(�(i;j)x ; �(i;j)x ; �)) = 0; j = 1; : : : ; nf ;det(K(i)(�(i;j)x ; �(i;j)x ; �)) = 0; i = 1; : : : ; nc ; (2.27)donde K(j) es la matriz del problema (2.12) asociado a cada �la o columna de celdasj, nf es el n�umero de �las de celdas y nc el n�umero de columnas de celdas. Adem�as,39



hay que tener en cuenta que, en cada celda, se satisfacen las relaciones(�(i;j)y )2 = (�(i;j))2 � (�(i;j)x )2 ;(�(i;j)y )2 = (�(i;j))2 � (�(i;j)x )2 ;y que �(i;j) y �(i;j) dependen del autovalor, �, seg�un las ecuaciones (2.16).El hecho de utilizar `
ujos integrados' implica que, en cada celda, se satisfaga larelaci�on Z xi+1xi X(x) dx = Z yj+1yj Y (y) dy = dx(i) dy(j) � : (2.28)Integrando las ecuaciones (2.23) y (2.24), podemos escribirZ xi+1xi X2(x) dx = f (j) "(a(i;j)1 + a(i;j)2 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 )+(a(i;j)3 + a(i;j)4 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 )# ; (2.29)Z yj+1yj Y2(y) dy = c(i) "(b(i;j)1 + b(i;j)2 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 )+(b(i;j)3 + b(i;j)4 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 )# ; (2.30)y an�alogamente para los `
ujos r�apidos'Z xi+1xi X1(x) dx = f (j) "s(i;j) (a(i;j)1 + a(i;j)2 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 )+t(i;j) (a(i;j)3 + a(i;j)4 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 )# ; (2.31)Z yj+1yj Y1(y) dy = c(i) "s(i;j) (b(i;j)1 + b(i;j)2 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 )+t(i;j) (b(i;j)3 + b(i;j)4 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 )# ; (2.32)40



donde se han introducido las constantes globales indeterminadas f (j) y c(i), asociadasa cada �la j y a cada columna i, que provienen de las condiciones (2.27), y queaseguran que los sistemas que permiten determinar los coe�cientes a(i;j)l y b(i;j)l (l =1; : : : ; 4) no tengan rango m�aximo.Igualando el cociente entre las igualdades (2.29) y (2.31) al cociente entre lasigualdades (2.30) y (2.32), obtenemos, para cada celda, la restricci�on(a(i;j)1 + a(i;j)2 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 ) + (a(i;j)3 + a(i;j)4 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 )s(i;j) (a(i;j)1 + a(i;j)2 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 ) + t(i;j) (a(i;j)3 + a(i;j)4 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 ) =(b(i;j)1 + b(i;j)2 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 ) + (b(i;j)3 + b(i;j)4 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 )s(i;j) (b(i;j)1 + b(i;j)2 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 ) + t(i;j) (b(i;j)3 + b(i;j)4 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 )(2.33)Las restricciones extra, necesarias para determinar el problema, se obtienen igua-lando la integraci�on (2.28) de los `
ujos integrados t�ermicos' X e Y para las cuatroceldas determinadas por los v�ertices (xi; yj), (xi+1; yj), (xi; yj+1) y (xi+1; yj+1) y eli-minando entre estas igualdades las constantes indeterminadas f y c. De este modo,se obtienen las relacionesR(i;j) R(i+1;j+1) = R(i+1;j) R(i;j+1) (2.34)dondeR(i;j) = (a(i;j)1 + a(i;j)2 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 ) + (a(i;j)3 + a(i;j)4 ) 1�(i;j)x tan(�(i;j)x dx(i)2 )(b(i;j)1 + b(i;j)2 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 ) + (b(i;j)3 + b(i;j)4 ) 1�(i;j)y tan(�(i;j)y dy(j)2 ) :Hemos de destacar que, tanto las relaciones (2.33) como las relaciones (2.34) sonindependientes de las constantes indeterminadas f (j) y c(i) y, por tanto, no dependende las soluciones elegidas para los coe�cientes a(i;j)l , b(i;j)l (l = 1; : : : ; 4). As�� pues,las ecuaciones (2.27), (2.33) y (2.34) constituyen un sistema de 2N + 1 ecuacionesno lineales, siendo N el n�umero de celdas en que se ha discretizado el reactor. Apartir de este sistema, podemos obtener los valores de �(i;j)x , �(i;j)x y �; y con estosvalores, los 
ujos integrados en cada celda.41



En la resoluci�on del sistema de ecuaciones no lineales anterior para un reactor enconcreto, nos encontramos con dos problemas. El primero de ellos, es la elecci�on deun m�etodo iterativo e�ciente para la b�usqueda de ra��ces de un sistema de ecuacionesno lineales y el segundo, consiste en encontrar una soluci�on inicial su�cientementecercana a la soluci�on del problema para que el m�etodo iterativo converja. Hay quedestacar que, debido a que se han de satisfacer las relaciones (2.33) y (2.34), esnecesario, en cada iteraci�on, resolver los sistemas lineales que nos permiten obtenerlos distintos valores de a(i;j)l y b(i;j)l (l = 1; : : : ; 4).En los procesos de b�usqueda de ra��ces que se han considerado, hay que calcularla matriz jacobiana asociada a la funci�on que de�ne el sistema de ecuaciones. Ennuestro problema esta matriz tiene un tama~no considerable y su c�alculo presenta unalto coste computacional. Es por esto que, como proceso b�asico para la b�usquedade ra��ces, se ha elegido un m�etodo Cuasi-Newton de la familia de los Broyden [15],[16],[17]. Estos m�etodos se basan en la iteraci�on del m�etodo de Newton y utilizanuna aproximaci�on para la matriz inversa de la matriz jacobiana del sistema.A continuaci�on, describiremos brevemente el m�etodo de Newton, y tomando �estecomo partida, expondremos el m�etodo de Broyden utilizado.Se parte de un sistema de ecuaciones no lineales de la forma~F (~x) = ~0 :Utilizando el desarrollo de Taylor podemos escribir para cada una de las componentesde la funci�on ~FFi(~x1) = Fi(~x0 +4~x) = Fi(~x0) + nXj=1 @Fi@xj4xj +O(x2) : (2.35)Introduciendo la matriz jacobiana del sistema de ecuacionesJij(~x0) = @Fi@xj �����~x0 ;despreciando los t�erminos O(x2), y haciendo ~F (~x1) = ~0 en la relaci�on (2.35), obten-dremos la iteraci�on b�asica del m�etodo de Newton~x1 = ~x0 � J�1(~x0)~F (~x0) :42



Este m�etodo, siempre que el punto inicial, ~x0, sea lo su�cientemente cercano a lasoluci�on y la matriz J�1 exista en cada punto, tiene una convergencia cuadr�atica, osea, si ~x es la soluci�on del sistema de ecuaciones no lineales y f~xkg1k=0 es la sucesi�onde aproximaciones obtenidas mediante el m�etodo de Newton, se puede a�rmar quel��mk!1 jj ~x� ~xk+1 jjjj ~x� ~xk jj2 = � ; (2.36)donde � es una constante positiva.Para aplicar el m�etodo tal como se ha expuesto, hace falta invertir la matriz Jen cada iteraci�on. En la pr�actica el m�etodo se suele aplicar en dos pasos. Primero,en cada iteraci�on k se encuentra un vector ~yk, que satisfagaJ(~xk)~yk = ~F (~xk) ;y, posteriormente, la nueva aproximaci�on a la ra��z se obtiene de la forma~xk+1 = ~xk + ~yk :Como ya se ha comentado, el hecho de que para aplicar el m�etodo de Newtonsea necesario calcular, en cada iteraci�on, la matriz jacobiana y resolver el sistemade ecuaciones asociado, hace que el coste computacional del m�etodo al aplicarlo aun problema de las caracter��sticas del que nos ocupa, sea muy elevado. Por ello, seha optado por utilizar el m�etodo de Broyden [18], [15], que es una generalizaci�ondel m�etodo de la Secante y permite resolver sistemas de ecuaciones no lineales.En este m�etodo se reemplaza la matriz jacobiana del m�etodo de Newton por unaaproximaci�on de la misma y, por ello, se pasa de la convergencia cuadr�atica delm�etodo de Newton a una convergencia superlineal [15], [16], o sea, ya no exite ell��mite (2.36), pero se cumple quel��mk!1 jj ~x� ~xk+1 jjjj ~x� ~xk jj = 0 :Para aplicar el m�etodo de Broyden se parte de una soluci�on inicial del problema,~x0, y mediante el m�etodo de Newton, se calcula una primera aproximaci�on ~x1.Posteriormente, se reemplaza la matriz jacobiana, J(~x1), por una matriz A1, quesatisface A1(~x1 � ~x0) = ~F (~x1)� ~F (~x0) :43



Con esta condici�on no se de�ne de forma un��voca la matriz A1, por lo que se exigela condici�on extra A1~z = J(~x0)~z si (~x1 � ~x0)~z = 0 :Estas dos condiciones de�nen un��vocamente la matriz A1, como [19]A1 = J(~x0) + [~F (~x1)� ~F (~x0)� J(~x0)(~x1 � ~x0)](~x1 � ~x0)Tk ~x1 � ~x0 k2 :�Esta es la nueva matriz que se utiliza para calcular ~x2 en vez de J(~x1), mediante laexpresi�on ~x2 = ~x1 �A�11 ~F (~x1) :El m�etodo se puede repetir para encontrar ~x3 usando A1 en vez de A0 = J(~x0) y~x2 y ~x1 en vez de ~x1 y ~x0. En general, una vez se ha calculado ~xi, se calcula ~xi+1mediante las relacionesAi = Ai�1 + [~F (~xi)� ~F (~xi�1)�Ai�1(~xi � ~xi�1)](~xi � ~xi�1)Tk ~xi � ~xi�1 k2 ; (2.37)~xi+1 = ~xi �A�1i ~F (~xi) : (2.38)Con este esquema el m�etodo de Broyden no es muy e�ciente, ya que lo que segana al sustituir la matriz jacobiana por la Ai, se pierde al pasar de tener unaconvergencia cuadr�atica a una convergencia superlineal. Por esto, para evitar tenerque resolver el sistema de ecuaciones asociado a cada Ai, se utiliza una f�ormula deinversi�on de Sherman y Morrison [19]. Este resultado dice que si A es una matrizno singular y ~x y ~y son dos vectores, entonces la matrix A + ~x(~y)T es no singularsiempre que (~y)TA�1~x 6= �1. Adem�as,(A+ ~x(~y)T )�1 = A�1 � A�1~x(~y)TA�11 + (~y)TA�1~x : (2.39)TomandoA = Ai�1 ; ~x = [~F (~xi)� ~F (~xi�1)�Ai�1(~xi � ~xi�1)]k ~xi � ~xi�1 k2 ; ~y = ~xi � ~xi�1y utilizando (2.39), podemos expresarA�1i = 0@Ai�1 + [~F (~xi)� ~F (~xi�1)�Ai�1(~xi � ~xi�1)](~xi � ~xi�1)Tk ~xi � ~xi�1 k2 1A�144



como [15]A�1i = A�1i�1 + (~xi � ~xi�1 �A�1i�1(~F (~xi)� ~F (~xi�1)))(~xi � ~xi�1)TA�1i�1(~xi � ~xi�1)A�1i�1(~F (~xi)� ~F (~xi�1)) : (2.40)Esta expresi�on nos evita construir la matriz Ai y resolver el sistema de ecuacionesasociado, en cada iteraci�on. De este modo, el esquema utilizado en el m�etodo deBroyden viene dado por las ecuaciones (2.38) y (2.40).Hay que tener en cuenta que la matriz Ai no es m�as que una aproximaci�onde la matriz jacobiana y, por tanto, para mejorar la convergencia del m�etodo esconveniente alternar un cierto n�umero de iteraciones del m�etodo de Broyden con unaiteraci�on del m�etodo de Newton, en donde se vuelve a calcular la matriz jacobiana.En el programa que se ha realizado para la resoluci�on del sistema de ecuaciones nolineales se han alternado 10 iteraciones del m�etodo de Broyden con una iteraci�ondel m�etodo de Newton.Es conocido que, en general, el radio de convergencia de los m�etodos de resoluci�onde sistemas de ecuaciones no lineales es muy peque~no [15], [20]. Por ello, es conve-niente utilizar estos m�etodos tomando como punto de partida un punto cercano a lasoluci�on real del problema. As�� pues, en el programa realizado (MOD2G2D) se haimplementado el m�etodo de continuaci�on [16], [20] que detallamos a continuaci�on.Se parte de un sistema de ecuaciones de la forma~F (~x) = ~0 (2.41)y de un punto inicial ~x0. Se construye la sucesi�on de problemas no lineales~G(~x; k) = ~0; k = N; : : : ; 0 ; (2.42)siendo ~G(~x; k) = ~F (~x)� kN ~F (~xi�1) :El proceso de resoluci�on de los sistemas (2.42) se esquematiza, por etapas, delmodo siguienteEtapa primera.- Se toma k = N , con lo que ~x = ~x0 es una soluci�on trivial delsistema. 45



Etapa Segunda.- Se toma k = N � 1 y se utiliza la soluci�on de la etapa anterior,~x0, como punto inicial en la resoluci�on del problema~G(~x;N � 1) = ~F (~x)� N � 1N ~F (~x0) = ~0 ;para lo que se utiliza el m�etodo de Broyden. La soluci�on obtenida para esteproblema la denotamos por ~x1.Etapa i-�esima.- Se toma k = N � i y se utiliza la soluci�on de la etapa anterior,~xi�1, como punto inicial en la resoluci�on del problema~G(~x;N � i) = ~F (~x)� N � iN ~F (~xi�1) = ~0 :La soluci�on obtenida para este problema la denotamos por ~xi.Se sigue el proceso de este modo hasta llegar al valor k = 0 (i = N), donde elproblema no lineal a resolver coincide con el problema de partida (2.41).Inicialmente, N es un n�umero entero indeterminado que nos indica el n�umerode problemas no lineales a resolver en el m�etodo de continuaci�on y se elegir�a mayoro menor en cada problema concreto dependiendo de lo alejada que est�e la soluci�oninicial, ~x0, de la soluci�on del problema (2.41). En los problemas que se han resuelto,se han utilizado valores de N comprendidos entre 5 y 10. (Hemos de destacar que alaumentar N aumenta el radio de convergencia del m�etodo, pero, a su vez, aumentael n�umero de problemas no lineales a resolver con el consecuente aumento del costecomputacional).Como ya se ha ido exponiendo, gran parte de la e�ciencia de los m�etodos presen-tados depende de lo pr�oxima que se encuentre la soluci�on elegida, ~x0, a la soluci�onreal del problema. Seguidamente presentamos el proceso que se ha seguido para lab�usqueda de esta soluci�on inicial. Se ha construido un proceso iterativo que s�olotiene en cuenta las ecuaciones (2.27), y se puede esquematizar en las siguientesetapasEtapa primera.- Dado un valor del autovalor �, tenemos determinado el valor de�(i;j), �(i;j) en cada celda, por las relaciones (2.16).46



Se resuelve, para cada �la de celdas, un problema unidimensional de b�usquedadel autovalor �, suponiendo que, como valor inicial, podemos tomar(�(i;j)x )2 = (�(i;j))2=2 ; (�(i;j)x )2 = (�(i;j))2=2 :Etapa segunda.- En esta etapa se resuelve un problema de b�usqueda del autovalor� para cada una de las columnas de celdas del reactor, teniendo en cuenta que(�(i;j)y )2 = (�(i;j))2 � (�(i;j)x )2; (�(i;j)y )2 = (�(i;j))2 � (�(i;j)x )2 ;donde �(i;j)x y �(i;j)x se obtienen de la etapa anterior.Etapa tercera.- Se vuelve a resolver un problema de b�usqueda del autovalor �para cada �la de celdas del reactor, pero a diferencia de la primera etapa,ahora se utilizan las relaciones(�(i;j)x )2 = (�(i;j))2 � (�(i;j)y )2; (�(i;j)x )2 = (�(i;j))2 � (�(i;j)y )2 ;donde �(i;j)y y �(i;j)y se obtienen de la etapa anterior.Tras un n�umero peque~no de iteraciones de este tipo, se consigue un valor de� similar para cada �la y columna de celdas del reactor. Al �nalizar este procesohabremos obtenido los valores iniciales de �, �x y �x que satisfacen las relaciones(2.27) y que se utilizan como punto inicial, ~x0, para el proceso de continuaci�on que seutiliza para resolver el sistema de ecuaciones no lineales formado por (2.27), (2.33)y (2.34).2.2.1 Resultados Num�ericosPara comprobar la validez del m�etodo desarrollado en el caso bidimensional, sehan resuelto dos problemas `benchmark', el correspondiente al reactor de la IAEA yel reactor BIBLIS [21], [22], [23]. Posteriormente, como caso pr�actico de aplicaci�on,se ha calculado el autovalor y la distribuci�on de potencia normalizada correspon-dientes al primer modo y segundo modo de un plano axial del reactor de la CentralNuclear de Cofrentes. 47



Reactor IAEAEl problema `benchmark' bidimensional de la IAEA corresponde a un reactorde agua ligera muy simpli�cado, donde se consideran dos grupos de energ��a. Elreactor est�a formado por 177 nodos de 20 cm.�20 cm., correspondientes al n�ucleodel reactor y un re
ector de 20 cm. de ancho.Este problema presenta una perturbaci�on fuerte debida a la presencia de barrasde material absorbente y se dan fuertes variaciones del 
ujo t�ermico en las intercarascorrespondientes al re
ector.El problema tiene simetr��a 1/8 y la distribuci�on espacial de los materiales, es dela forma ?6 - �20 cm 20 cm
4122322
23

4 122222
22

4 112222
22

44 12222
22 4 113222

3
44 11222
2 44 11122 444 111 444 4

Fig. 2.12.- Reactor IAEA.Las secciones e�caces asociadas a los distintos materiales vienen dadas en la tabla48



Tabla 2.7.- Secciones e�caces del reactor IAEA.Material D1 D2 �a1 �a2 �12 ��f1 ��f2N�umero (cm) (cm) (cm�1) (cm�1) (cm�1) (cm�1) (cm�1)1 1.5 0.4 0.01012 0.080032 0.02 0.0 0.1352 1.5 0.4 0.01012 0.085032 0.02 0.0 0.1353 1.5 0.4 0.01012 0.130032 0.02 0.0 0.1354 2.0 0.3 0.00016 0.010024 0.04 0.0 0.0La constante efectiva, keff = 1� , obtenida para el primer modo, es keff = 1:0286,a comparar con el valor de referencia keff = 1:029585. La distribuci�on de potencianormalizada obtenida, viene dada en la tablaTabla 2.8.- Potencia normalizada del reactor IAEA.�l 1 0.9690 0.8925 0.6679 0.0000�l 2 1.1180 1.1950 1.2850 1.0430 0.6669 0.0000�l 3 0.9943 1.0260 0.9992 0.8734 0.7016 0.5004 0.0000�l 4 0.5916 1.0920 1.2740 0.9890 0.4346 0.6238 0.5731 0.0000�l 5 1.2090 1.2440 1.2000 1.0260 0.7918 0.6151 0.4733 0.0000�l 6 1.5080 1.5740 1.5880 1.4790 1.3330 1.3270 1.2770 0.9419 0.0000�l 7 1.2740 1.3180 1.2950 1.1470 0.9478 0.8270 0.6708 0.5015 0.0000�l 8 0.6866 1.2740 1.5080 1.2090 0.5916 0.9941 1.1170 0.9687 0.0000y su representaci�on gr�a�ca es de la forma
49
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Fig. 2.13.- Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada para el reactorIAEA. MOD2G-2D.A continuaci�on, se presenta la representaci�on gr�a�ca de la soluci�on de referenciapara la distribuci�on de potencia [21], [24], [23],
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Fig. 2.14.- Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada para el reactorIAEA.Soluci�on de referencia.Observamos pues, que la soluci�on alcanzada para el sistema de ecuaciones no50



lineales, nos proporciona un valor bastante bueno para la keff , pero la soluci�onobtenida para la distribuci�on de potencia normalizada presenta cierto error (hastade un 10% cerca del re
ector). Como ya se ha comentado, podr��amos aumentarla precisi�on de la soluci�on a costa de aumentar el n�umero de problemas no linealesa resolver, pero con ello, se aumenta de forma prohibitiva el coste computacional.Otro modo de poder aumentar la efectividad del m�etodo ser��a buscar otro m�etodopara inicializar el problema.Reactor BIBLISEl problema bidimensional BIBLIS [22], [23] est�a modelizado mediante dosgrupos de energ��a, y representa un reactor de agua a presi�on (PWR) realista. Se hadiscretizado el n�ucleo en nodos de 23.1226 cm.�23.1226 cm. y tiene 7 materialesdiferentes. El n�ucleo del reactor est�a rodeado por un re
ector de 23.1226 cm. deancho. El reactor presenta simetr��a 1/8 y la distribuci�on de los materiales en suinterior es de la forma?6 - �@@@@@@@@@@@@@@@@@@
23.1226 cm23.1226 cm
3 3 3 3 34 4 4 4 3 3 31 1 1 8 4 4 3 3 37 1 7 1 5 4 4 4 31 8 2 8 2 2 5 4 3 36 2 8 2 2 8 1 8 4 32 8 1 1 8 2 7 1 4 38 1 1 8 2 8 1 1 4 311 8 2 6 1 7 1 4 3
Fig. 2.15.- Reactor BIBLIS.51



Las secciones e�caces asociadas a los distintos materiales vienen dadas en la tablasiguiente Tabla 2.9.- Secciones e�caces del reactor BIBLIS.Material D1 D2 �a1 �a2 �12 ��f1 ��f2N�umero (cm) (cm) (cm�1) (cm�1) (cm�1) (cm�1) (cm�1)1 1.4360 0.3635 0.0095042 0.075058 0.017754 0.0058708 0.0960672 1.4366 0.3636 0.0096785 0.078436 0.017621 0.0061908 0.1035803 1.3200 0.2772 0.0026562 0.071596 0.023106 0.0 0.04 1.4389 0.3638 0.0103630 0.091408 0.017101 0.0074527 0.1323605 1.4381 0.3665 0.0100030 0.084828 0.017290 0.0061908 0.1035806 1.4385 0.3665 0.0101320 0.087314 0.017192 0.0064285 0.1091107 1.4389 0.3679 0.0101650 0.088024 0.017125 0.0061908 0.1035808 1.4393 0.3680 0.0102940 0.090510 0.017027 0.0064285 0.109110La constante efectiva obtenida para el primer modo es keff = 1:02478, a compa-rar con el valor de referencia keff = 1:02511. La distribuci�on de potencia normali-zada obtenida ha sidoTabla 2.10.- Potencia normalizada del reactor BIBLIS�l 1 1.0430 0.9907 0.8347 0.5092 0.0000�l 2 1.0960 1.0670 0.9157 0.7264 0.8309 0.6263 0.0000�l 3 0.9890 1.0470 0.9130 0.9335 0.9507 1.1330 0.6267 0.0000�l 4 1.1170 1.0790 1.1430 1.0320 1.1060 0.9511 0.8258 0.0000�l 5 1.2520 1.2670 1.1210 1.1850 1.0310 0.9347 0.7262 0.5090 0.0000�l 6 1.2990 1.1660 1.1600 1.1200 1.1430 0.9138 0.9185 0.8271 0.0000�l 7 1.1330 1.1660 1.1660 1.2670 1.0790 1.0450 1.0700 0.9817 0.0000�l 8 1.1370 1.1340 1.2990 1.2510 1.1160 0.9889 1.1020 1.0340 0.0000y su representaci�on gr�a�ca es de la forma52



0 1
0

1

 

 

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

0

1

Fig. 2.16.- Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizadapara el reactor BIBLIS. MOD2G-2D.De igual forma, representamos los valores de referencia [24], [23]
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Fig. 2.17.- Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizadapara el reactor BIBLIS. Soluci�on de referencia.Observamos que, en este caso, el acuerdo en la keff y en la ditribuci�on de potenciaes mayor que en caso del reactor IAEA. Ello es debido a que la composici�on de53



materiales del reactor BIBLIS es m�as homog�enea por corresponder el caso estudiadoa una situaci�on donde las barras de control est�an totalmente extra��das.Reactor de COFRENTESComo caso de aplicaci�on m�as realista del m�etodo desarrollado, se han calculadoel primer y segundo modos correspondientes a un plano axial cercano al centro delreactor de la Central Nuclear de Cofrentes, en la situaci�on del caso `hipot�etico' quehemos estudiado en el caso unidimensional, y donde no hay barras insertadas.El reactor presenta simetr��a 1/4 y se ha discretizado por planos en nodos de15.24 cm�15.24cm., seg�un la �gura?6- �15.24 cm15.24 cm
Fig. 2.18.- Reactor de COFRENTESLa constante k obtenida a partir del autovalor del primer modo es k0 = 1:0112 yla distribuci�on de potencia normalizada obtenida viene dada en la siguiente gr�a�ca54
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Fig. 2.19.- Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizadapara el reactor de COFRENTES. Primer modo.La constante k obtenida para el segundo modo es k1 = 1:0030 y la distribuci�onde potencia neutr�onica normalizada viene dada por
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Fig. 2.20.- Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizadapara el reactor de COFRENTES. Segundo modo (azimutal).Tenemos pues, que la separaci�on entre las constantes correspondientes al modo55



fundamental y al primer modo subcr��tico es de �k = 0:0082 para el plano elegido.Para comprobar los resultados obtenidos se ha calculado el autovalor corres-pondiente al primer modo con el programa VENTURE, basado en un m�etodo dediferencias �nitas. En la siguiente tabla, presentamos la comparaci�on de los valoresobtenidos con el programa VENTURE y nuestro programa MOD2G.Tabla 2.11.- Comparaci�on de las k-s obtenidas con MOD2G y VENTURE.Problema VENTURE MOD2GCOFRENTES 1 1.0114 1.0112COFRENTES 2 - 1.0030Observamos pues, que el valor obtenido para la primera constante k0 es bastantebueno, lo que viene a con�rmar la hip�otesis de que el m�etodo desarrollado propor-ciona buenos resultados cuando la composici�on de materiales del reactor es bastantehomog�enea.Vistos los resultados num�ericos obtenidos y el elevado tiempo de c�alculo que esnecesario para resolver un problema bidimensional de estas caracter��sticas, se puedeconcluir que una generalizaci�on de este proceso para abordar la resoluci�on de unproblema con geometr��a tridimensional es inviable. Por lo tanto, habr�a que cambiarde �losof��a a la hora de resolver la ecuaci�on de la difusi�on si queremos obtener losModos Lambda de este tipo de problemas.
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Cap��tulo 3C�alculo de los Modos Lambda.M�etodo de Colocaci�on NodalEn vista de que el procedimiento empleado en el cap��tulo precedente no nosproporciona un m�etodo efectivo para el c�alculo de los Modos Lambda de un reactortridimensional, optaremos por cambiar de �losof��a a la hora de abordar la resoluci�onde la ecuaci�on de los Modos Lambda para un reactor discretizado en una serie denodos de gran tama~no.Para este �n, se han desarrollado m�etodos [1] en diferencias �nitas, m�etodos des��ntesis, m�etodos nodales, m�etodos basados en elementos �nitos y m�etodos basadosen la teor��a de las perturbaciones. Nosotros vamos a centrarnos en los m�etodosnodales [25]. Estos m�etodos se adaptan biena la utilizaci�on de un mallado o dis-cretizaci�on espacial en nodos grandes, lo que permite utilizar las `discretizacionesnaturales' dadas por los elementos de combustible o grupos de combustible o gruposhomog�eneos de estos elementos. En la literatura aparecen, entre otros, los m�etodosnodales anal��ticos (ANMs) [26], [27], los m�etodos nodales basados en el desarrolloen serie de la soluci�on (NEMs) [28] y los m�etodos basados en una funci�on de GreenNodal (NGGNs) [29], [30].En la mayor��a de estos m�etodos nodales avanzados, se utiliza un procedimientode integraci�on transversal que permite reducir la ecuaci�on de la difusi�on multidimen-sional a un conjunto equivalente de ecuaciones de difusi�on unidimensionales. Ahora57



bien, esta aproximaci�on da lugar a ciertas limitaciones en la precisi�on del m�etodo, yaque el t�ermino de escape transversal que aparece debe aproximarse de forma apro-piada. Este tipo de aproximaci�on se puede mejorar [31], [32], [24] a costa de unacomplicaci�on adicional del m�etodo. Otras aproximaciones que no hacen uso de laintegraci�on transversal [45], [34] se basan en el desarrollo del 
ujo neutr�onico comocombinaci�on lineal de funciones anal��ticas cuyos coe�cientes se calculan medianteuna t�ecnica de pesado de residuos.Actualmente, a medida que van mejorando las prestaciones de los ordenadores,hay un renovado inter�es en desarrollar programas m�as r�apidos y seguros para larealizaci�on de estos c�alculos [35]. El trabajo desarrollado en esta memoria se podr��aencuadrar dentro de esta l��nea.As�� pues, para abordar la resoluci�on de la ecuaci�on de los Modos Lambda, se haoptado por utilizar un m�etodo de colocaci�on nodal [36] basado en un desarrollo enpolinomios de Legendre de los 
ujos neutr�onicos en cada celda. Tras imponer lascondiciones de continuidad y de contorno de los 
ujos y las corrientes de forma ade-cuada, este m�etodo permite transformar el problema de autovalores inicial asociadoa un operador diferencial L�n = 1knM�n ;en un problema algebraico de autovalores generalizadoL n = 1knM n ;donde L y M son matrices 2N -dimensionales, con la estructura a bloques N -dimensionales [37] siguiente264 L11 0�L21 L22 375264  1n 2n 375 = 1kn 264 M11 M120 0 375264  1n 2n 375 :El gran n�umero de nodos, N , en que se discretiza el reactor y el hecho de quelas ecuaciones de la difusi�on en la aproximaci�on de dos grupos de energ��a no seanautoadjuntas, implica que la matriz del problema algebraico resultante, L, sea unamatriz real, de gran tama~no, no sim�etrica y con una estructura dispersa.Existen gran variedad de m�etodos de b�usqueda de valores propios, pero debidoal car�acter no sim�etrico de la matriz obtenida, la mayor��a de ellos no pueden ser58



utilizados e�cientemente. Adem�as, como esta matriz es de gran tama~no, las t�ecnicasdirectas no son aconsejables, debido, principalmente, a la gran cantidad de memorianecesaria para su almacenamiento y a la poca precisi�on de la soluci�on num�erica quese obtiene.El algoritmo que se ha desarrollado [38], [39], utiliza la t�ecnica de Iteraci�ondel Subespacio basada en una proyecci�on de Ritz combinada con un proceso deaceleraci�on obtenido a partir de un principio variacional. Para obtener la soluci�onde los sistemas de ecuaciones, que es necesario resolver en cada iteraci�on del proceso,se ha utilizado el m�etodo del gradiente conjugado.3.1 M�etodo de Colocaci�on NodalPasaremos seguidamente, a presentar las principales caracter��sticas del m�etodode colocaci�on nodal con la aproximaci�on de `Serendipita' que se ha utilizado [36].En el caso tridimensional, para un autovalor � dado y un nodo paralelep��pedo, e,las ecuaciones (2.15) se pueden escribir de la forma�~r � (D1;e~r)�1e + (�a1;e + �12;e)�1e = �(��f1;e�1e + ��f2;e�2e)�~r � (D2;e~r)�2e + �a2;e�2e = �12;e�1e : (3.1)Para desarrollar el m�etodo de colocaci�on nodal, consideraremos una sola ecuaci�ongen�erica �Dx;e @2�e@x2 �Dy;e @2�e@y2 �Dz;e @2�e@z2 + �r;e�e = Se(�e) : (3.2)La generalizaci�on para las ecuaciones (3.1) es sencilla.Realizando el cambio de variables (v�ease Fig. 3.1)u = 1dxe [x� 12(xm�1=2 + xm+1=2)] ;v = 1dye [y � 12(yn�1=2 + yn+1=2)] ;w = 1dze [z � 12(zp�1=2 + zp+1=2)] ; (3.3)59



la ecuaci�on (3.2) se puede expresar en la forma� dyedzedxe Dx;e@2�e@u2 � dxedzedye Dy;e @2�e@v2 � dxedyedze Dz;e @2�e@w2 + �r;eVe�e = VeSe (3.4)donde Ve = dxedyedze, es el volumen del nodo e consideredo.Como funci�on de prueba para la soluci�on en cada elemento e, se utiliza el de-sarrollo truncado�e(u; v; w) = KXk1=0 KXk2=0 KXk3=0�k1;k2;k3e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w) ; (3.5)y para la fuente Se, se tomaSe(u; v; w) = KXk1=0 KXk2=0 KXk3=0 Sk1;k2 ;k3e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w) ; (3.6)donde K es el orden del desarrollo elegido y Pk(u) son los polinomios de Legendreortonormales en el intervalo [�1=2; 1=2], o sea, polinomios de Legendre que satisfacenla relaci�on Z 1=2�1=2 Pn(u)Pm(u) du = �n;m : (3.7)Estos polinomios son diferentes de los que se utilizan normalmente (polinomios orto-gonales en el intervalo [�1; 1]), ya que son ortonormales y su dominio de de�nici�ones [�1=2; 1=2]. Ello es debido al cambio de variables (3.3) realizado para disponerde elementos cuyo volumen sea la unidad.As�� pues, utilizaremos los polinomios de Legendre, Pl(u), de�nidos por [36]P0(u) = 1 ; P1(u) = 2p3u ; (3.8)y la relaci�on de recurrenciaPk+1(u) = 2s2k + 32k + 1 2k + 1k + 1 uPk(u)�s2k + 32k � 1 kk + 1Pk�1(u) ; k � 1 : (3.9)Para estos polinomios se satisfacen las igualdadesPn(1=2) = p2n+ 1 ; Pn(�1=2) = (�1)np2n + 1 ; (3.10)60



y P 0n(1=2) = n(n+ 1)p2n + 1 ; P 0n(�1=2) = (�1)n+1n(n+ 1)p2n + 1 : (3.11)Utilizando la integraci�on por partes, las igualdades (3.10) y (3.11), y realizandoun desarrollo de f(u) en polinomios de Legendre, f(u) = 1Xl=0 FlPl(u), se obtiene elresultadoZ 1=2�1=2 duPk(u) d2du2f(u) = p2k + 1((�1)k+1 "k(k + 1)f(�1=2) + dduf(�1=2)#� "k(k + 1)f(1=2) � dduf(1=2)#+ K�2Xl=0 [1 + (�1)k+l]p2l + 1[k(k + 1) � l(l+ 1)]Fl) :(3.12)Introduciendo las expresiones (3.5) y (3.6) en la ecuaci�on (3.4), multiplicandoesta ecuaci�on por la funci�on de ponderaci�onWk1;k2;k3(u; v; w) = Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w) ;integrando sobre todo el volumen del elemento e y utilizando la relaci�on de ortonor-malidad (3.7), obtenemos la ecuaci�on� dyedzeF k1;k2;k3e;x � dxedzeF k1;k2;k3e;y � dxedyeF k1;k2;k3e;z + Ve�re�k1;k2 ;k3e = VeSk1;k2;k3e ;(3.13)donde F k1;k2;k3e;x = Dx;edxe Lk1f�k2;k3e;x (u)g ;F k1;k2;k3e;y = Dy;edye Lk2f�k1;k3e;y (v)g ;F k1;k2;k3e;z = Dz;edze Lk3f�k1;k2e;z (w)g ;las funciones �k2;k3e;x (u); �k1;k3e;y (v); �k1 ;k2e;z (w), son, respectivamente,�k2 ;k3e;x (u) = KXk=0 �k;k2 ;k3e Pk(u) ;61



�k1 ;k3e;y (v) = KXk=0 �k1;k;k3e Pk(v) ;�k1 ;k2e;z (w) = KXk=0�k1;k2 ;ke Pk(w) ;y Lk(f(u)) = Z 1=2�1=2 duPk(u) d2du2f(u) :Impondremos ahora, las condiciones de continuidad en las seis celdas vecinas ala celda e. Para ello, numeramos estos nodos de e1 a e6, de la forma
-6 xm�1=2 xm+1=2yn�1=2yn+1=2 ee1 e2e3e4y x -6 xm�1=2 xm+1=2zp�1=2zp+1=2 ee1 e2e5e6z xFig. 3.1.- Posici�on de los nodos adyacentes al nodo e.Si, por ejemplo, consideramos la frontera com�un entre los nodos e y e1, lascondiciones de continuidad para el 
ujo y la corriente sobre la cara com�un de estasceldas, son, respectivamente,�e1(12 ; v; w) = �e(�12 ; v; w) ;Dx;e1dxe1 @@u�e1(12 ; v; w) = Dx;edxe @@u�e(�12 ; v; w) :Multiplicando estas igualdades por la funci�on de ponderaci�on Wk2;k3 = Pk2(v)Pk3(w)e integrando sobre la super�cie com�un, obtenemos�k2;k3e1;x (12) = �k2;k3e;x (�12) ;Dx;e1dxe1 ddu�k2;k3e1;x (12) = Dx;edxe ddu�k2;k3e;x (�12) : (3.14)62



Condiciones similares pueden obtenerse para las otras caras del elemento e.Utilizando el resultado (3.12) y las igualdades (3.10) y (3.11), se pueden obtenerlos resultados�k2;k3e;x (�12) + 1K(K + 1) ddu�k2;k3e;x (�12) = K�1Xl=0 (�1)lp2l+ 1�1� l(l+ 1)K(K + 1)��l;k2;k3e ;(3.15)�k2;k3e;x (12)� 1K(K + 1) ddu�k2;k3e;x (12) = K�1Xl=0 p2l+ 1�1� l(l+ 1)K(K + 1)��l;k2;k3e ; (3.16)�k1;k3e;y (�12) + 1K(K + 1) ddv�k1 ;k3e;y (�12) = K�1Xl=0 (�1)lp2l+ 1�1� l(l+ 1)K(K + 1)��k1;l;k3e ;(3.17)�k1;k3e;y (12)� 1K(K + 1) ddv�k1;k3e;y (12) = K�1Xl=0 p2l+ 1�1� l(l+ 1)K(K + 1)��k1;l;k3e ; (3.18)�k1;k2e;z (�12) + 1K(K + 1) ddw�k1 ;k2e;z (�12) = K�1Xl=0 (�1)lp2l+ 1�1� l(l+ 1)K(K + 1)��k1;k2;le ;(3.19)�k1;k2e;z (12)� 1K(K + 1) ddw�k1;k2e;z (12) = K�1Xl=0 p2l + 1�1� l(l+ 1)K(K + 1)��k1;k2;le : (3.20)Utilizando (3.15) y las condiciones (3.14), podemos expresarddu�k2;k3e;x (�12) = dxeDx;e1dxe1Dx;e + dxeDx;e1 K�1Xl=0 p2l� 1[K(K+1)�l(l+1)]((�1)l�l;k2;k3e ��l;k2;k3e1 )(3.21)y combinando la ecuaci�on (3.21) y la ecuaci�on (3.15), obtenemosDx;edxe [k(k + 1)�k2;k3e;x (�12) + ddu�k2;k3e;x (�12)] =Dx;ek(k + 1)dxe K�1Xl=0 (�1)lp2l + 1 1 � l(l+ 1)K(K + 1)!�l;k2;k3e +63



dxeDx;e1dxe1Dx;e + dxeDx;e1  1� k(k + 1)K(K + 1)!��K�1Xl=0 p2l + 1[K(K + 1)� l(l+ 1)]((�1)l�l;k2;k3e � �l;k2;k3e1 ) : (3.22)De forma totalmete an�aloga, se obtiene queDx;edxe [k(k+ 1)�k2;k3e;x (12)� ddu�k2;k3e;x (12)] =Dx;ek(k + 1)dxe K�1Xl=0 p2l+ 1�1� l(l+ 1)K(K + 1)��l;k2;k3e �� dxeDx;e1dxe1Dx;e + dxeDx;e1 �1� k(k + 1)K(K + 1)���K�1Xl=0 p2l + 1[K(K + 1)� l(l+ 1)]((�1)l�l;k2;k3e2 � �l;k2;k3e ) : (3.23)Utilizando los resultados (3.22) y (3.23) se obtiene queF k;k2;k3e;x = � p2k + 1K(K + 1) �Dx;edxe [K(K + 1)� k(k + 1)]�� k�2Xl=0(1 + (�1)k+l)p2l+ 1 l(l+ 1)�l;k2;k3e ++Dx;edxe k(k + 1)K�1Xl=k (1 + (�1)k+l)p2l + 1[K(K + 1)� l(l+ 1)]�l;k2;k3e ++[K(K + 1)� k(k + 1)]K�1Xl=0 p2l + 1[K(K + 1)� l(l+ 1)]�� "(�1)k Dx;eDx;e1dxeDx;e1 + dxe1Dx;e [(�1)l�l;k2;k3e � �l;k2;k3e1 ]�� Dx;eDx;e2dxeDx;e2 + dxe2Dx;e [(�1)l�l;k2 ;k3e2 � �l;k2;k3e ]#) : (3.24)Esta expresi�on es invariante si se permutan los ��ndices k y l, lo que asegura quelas matrices generadas mediante este m�etodo para una sola ecuaci�on sean sim�etricas.Del mismo modo que se ha obtenido la relaci�on (3.24) para F k;k2;k3e;x , se obtienenexpresiones similares para F k1;k;k3e;y y F k1;k2;ke;z , que se pueden reescribir de la forma64



F k;k2;k3e;x = K�1Xl=0 (Ak;l;Ke;x �l;k2;k3e1 �Bk;l;Ke;x �l;k2;k3e + Ck;l;Ke;x �l;k2;k3e2 ) ;F k1 ;k;k3e;y = K�1Xl=0 (Ak;l;Ke;y �k1;l;k3e3 �Bk;l;Ke;y �k1;l;k3e + Ck;l;Ke;y �k1;l;k3e4 ) ;F k1 ;k2;ke;z = K�1Xl=0 (Ak;l;Ke;z �k1;k2;le5 �Bk;l;Ke;z �k1;k2;le + Ck;l;Ke;z �k1;k2;le6 ) ; (3.25)con los coe�cientesAk;l;Ke;� = (�1)k2K(K + 1)p2k + 1p2l+ 1[K(K + 1)� k(k + 1)][K(K + 1)� l(l+ 1)]W�e;� ;Ck;l;Ke;� = (�1)l2K(K + 1)p2k + 1p2l+ 1[K(K + 1)� k(k + 1)][K(K + 1)� l(l+ 1)]W+e;� ;Bk;l;Ke;� = p2k + 1p2l+ 1K(K + 1) �D�;ed�e [1 + (�1)k+l][K(K + 1)� k(k + 1)]l(l+ 1)++ 12[K(K + 1)� k(k + 1)][K(K + 1)� l(l+ 1)][(�1)k+lW�e;� +W+e;�]� ;si l < k ;y Bk;l;Ke;� = p2k + 1p2l+ 1K(K + 1) �D�;ed�e k(k + 1)[1 + (�1)k+l][K(K + 1)� l(l+ 1)]++ 12[K(K + 1)� k(k+ 1)][K(K + 1)� l(l+ 1)][(�1)k+lW�e;� +W+e;�]� ;si l � k ;donde � = x, y, z y se han introducido los factores de acoplamiento de diferencias�nitas centradas, que se de�nen comoW�e;x = W+e1 ;x = 2Dx;eDx;e1(dxeDx;e1 + dxe1Dx;e)�1 ;W+e;x = W�e2 ;x = 2Dx;eDx;e2(dxeDx;e2 + dxe2Dx;e)�1 ;W�e;y = W+e3;y = 2Dy;eDy;e3 (dyeDy;e3 + dye3Dy;e)�1 ;W+e;y = W�e4;y = 2Dy;eDy;e4 (dyeDy;e4 + dye4Dy;e)�1 ;W�e;z = W+e5;z = 2Dz;eDz;e5 (dzeDz;e5 + dze5Dz;e)�1 ;W+e;z = W�e6;z = 2Dz;eDz;e6 (dzeDz;e6 + dze6Dz;e)�1 :65



Estos coe�cientes para los elementos que forman el contorno del reactor tienenla forma W�e;� = 2D�;ed�e , si la super�cie de la izquierda de e es un contorno donde seanula el 
ujo, y W+e;� = 2D�;ed�e , si la super�cie de la derecha de e es un contorno de
ujo cero. De forma an�aloga, W�e;� = 0 si la super�cie de la izquierda de e, es unasuper�cie de contorno donde se anula la corriente, y W+e;� = 0, si la super�cie de laderecha de e es de contorno y tiene corriente nula.Sustituyendo las expresiones (3.25) en la ecuaci�on de conservaci�on (3.13) obte-nemos una nueva ecuaci�on que involucra tan s�olo a los coe�cientes de Legendre del
ujo neutr�onico, �i;j;ke . Hay que hacer notar que el n�umero de inc�ognitas por ele-mento es K3, a pesar de usar (K + 1)3 polinomios de Legendre en la aproximaci�onrealizada.En el m�etodo de colocaci�on nodal, es posible introducir consistentemente la apro-ximaci�on de `Serendipita' [36]. Esta aproximaci�on se aplica directamente al m�etodoreemplazando las ecuaciones (3.25) porF k;k2;k3e;x = K�1�k2�k3Xl=0 (Ak;l;K�k2�k3e;x �l;k2;k3e1 �Bk;l;K�k2�k3e;x �l;k2;k3e + Ck;l;K�k2�k3e;x �l;k2;k3e2 ) ;F k1;k;k3e;y = K�1�k1�k3Xl=0 (Ak;l;K�k1�k3e;y �k1;l;k3e3 �Bk;l;K�k1�k3e;y �k1 ;l;k3e + Ck;l;K�k1�k3e;y �k1;l;k3e4 ) ;F k1;k2;ke;z = K�1�k1�k2Xl=0 (Ak;l;K�k1�k2e;z �k1;k2;le5 �Bk;l;K�k1�k2e;z �k1 ;k2;le + Ck;l;K�k1�k2e;z �k1;k2;le6 ) ;(3.26)con k1 = 0; : : : ;K � 1; k2 = 0; : : : K � 1 � k1; k3 = 0; : : : K � 1� k1 � k2.As�� pues, generalizando la ecuaci�on (3.13) para dos grupos de energ��a, utilizandolas relaciones (3.26) y eligiendo una ordenaci�on adecuada de los ��ndices, a partirdel sistema de ecuaciones diferenciales (3.1) se llega a un sistema algebraico de deecuaciones lineales con la siguiente estructura a bloques264 L11 0�L21 L22 375264  1n 2n 375 = 1kn 264 M11 M120 0 375264  1n 2n 375 ; (3.27)donde  1n y  2n son vectores cuyas componentes son los coe�cientes de Legendre del
ujo neutr�onico r�apido y t�ermico, respectivamente con la ordenaci�on derivada de la66



elecci�on de los ��ndices escogida. Si se utiliza el m�etodo de colocaci�on nodal con laaproximaci�on de `serendipita', la dimensi�on de estos vectores es 12K(K + 1)N paraproblemas con geometr��a bidimensional, y 16K(K +1)(K +2)N para problemas conuna geometr��a tridimensional.El sistema (3.27) es equivalente aL11 1n = 1kn (M11 1n +M12 2n) ;�L21 1n + L22 2n = 0 ; (3.28)y eliminando  2, obtenemos el problema algebraico de valores propios [37]A 1n = kn 1n ; (3.29)donde la matriz A viene dada porA = L�111 (M11 +M12L�122 L21) : (3.30)3.2 C�alculo de los Modos Lambda en geometr��as1DEl m�etodo de colocaci�on nodal que se ha expuesto en la secci�on precedenteen general, para problemas con geometr��a tridimensional, es f�acilmente adaptable aproblemas con geometr��a unidimensional o bidimensional. Para comprobar la validezdel m�etodo, se han calculado los autovalores del reactor de Cofrentes unidimensionalpresentado en el Cap��tulo 2.En primer lugar, hay que tener en cuenta que en este problema la dimensi�on de lamatrizA que se obtiene no es muy grande;1 por lo tanto, es posible utilizar un m�etododirecto para el c�alculo de los autovalores. El m�etodo expuesto se ha implementadoen un programa denominado MOD1D, y para el c�alculo de los autovalores se hautilizado la rutina RG de la librer��a EISPACK, que permite el c�alculo de autovaloresde una matriz real no sim�etrica.1por ejemplo, para un reactor 1D con 30 nodos y qued�andonos a orden 3 en el desarrollo deLegendre la dimensi�on de A es de 90 67



Por otra parte, hay que destacar que el n�umero de autovalores asociado al pro-blema de los Modos Lambda es in�nito, pero el hecho de discretizar el problemamediante el m�etodo de colocaci�on nodal nos impone un l��mite en el n�umero de au-tovalores que es posible calcular, que, en principio, viene dado por la dimensi�on dela matriz A obtenida.En la tabla siguiente, comparamos los primeros cuatro autovalores obtenidos conlos programas MOD2G y MOD1D para el reactor de Cofrentes 1D, utilizando undesarrollo en polinomios de Legendre de orden 4 en este �ultimo programa.Tabla 3.1.- Comparaci�on de los autovalores obtenidos con MOD2G y MOD1DMOD2G MOD1DCiclo 5 1.005249 0.99436 0.9712 0.93504 1.005248 0.99436 0.9712 0.9350Ciclo 6 1.04968 1.036858 1.0112626 0.975563 1.04968 1.03686 1.01127 0.9755Ciclo 6 1.001 0.9923329 0.968586 0.9348 1.001 0.99232 0.96859 0.934829 eneroEn las �guras siguientes se compara el per�l de potencia que se obtiene conMOD1D y MOD2G para los casos correspondientes al Ciclo 6 y al Ciclo 6 29 deenero.
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Fig. 3.2.- Per�l de potencia. Comparaci�on MOD1D-MOD2G. Ciclo 6.68
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Fig. 3.3.- Per�l de potencia. Comparaci�on MOD1D-MOD2G. Caso real.Como se puede observar, los resultados obtenidos son pr�acticamente coincidentes.Hay que resaltar que el programa MOD1D es bastante m�as r�apido que MOD2G yobtiene a la vez un n�umero elevado de autovalores. Con MOD2G se obtiene unasoluci�on anal��tica para el 
ujo neutr�onico, mientras que MOD1D nos proporcionauna aproximaci�on al 
ujo, debido al truncamiento en los desarrollos en polinomiosde Legendre que se utilizan en el m�etodo de colocaci�on nodal, pero a medida queaumenta el orden en el desarrollo de Legendre utilizado, los resultados obtenidos conMOD1D convergen a los que se obtienen con MOD2G, a costa de un mayor tiempode c�alculo.Al generalizar el m�etodo de colocaci�on para tratar problemas con geometr��as m�ascomplejas, se produce un gran aumento de la dimensi�on de la matriz A. As��, porejemplo, para un problema bidimensional discretizado en 10�10 nodos y escogiendoun orden 3 en el desarrollo de Legendre, se obtiene una matrizA, 600�600. Esto haceque sea necesaria la utilizaci�on de un m�etodo iterativo para el c�alculo de autovaloresy sea conveniente aprovechar la estructura dispersa de las matrices L11 y L22 parasu almacenamiento. 69



3.3 M�etodo de Iteraci�on del SubespacioComa ya hemos comentado, cuando se abordan problemas con geometr��as bi-dimensionales o tridimensionales la dimensi�on de la matriz A del problema de au-tovalores es muy grande y no es posible utilizar un m�etodo directo para el c�alculode los mismos. A efectos pr�acticos, para resolver el problema de los Modos Lambdabasta con obtener los autovalores dominantes de la matriz A, o sea, los autovaloersde A con mayor m�odulo, y sus correspondientes autovectores. Para ello, se ha op-tado por utilizar un m�etodo de Iteraci�on del Subespacio que hace uso de un procesode proyecci�on de Rayleigh-Ritz para mejorar su convergencia [37], [40], [41]. Laidea b�asica de este m�etodo consiste en repetir reiteradamente multiplicaciones dela matriz A por p vectores independientes, generando de este modo una sucesi�onde subespacios p-dimensionales que convergen al subespacio p-dimensional generadopor los p-vectores propios  1; : : : ;  p, asociados a los p valores propios dominantesde la matriz A.Dada la matriz A, sus p valores propios dominantes y sus correspondientes au-tovectores, el problema (3.29) puede reescribirse de la formaA	 = 	� ; (3.31)donde � = diag (�1; : : : ; �p) es una matriz diagonal cuyos elementos son los p au-tovalores dominantes de A y 	 = ( 1; : : : ;  p) otra matriz cuyas columnas son loscorrespondientes autovectores.Los pasos a seguir para resolver (3.31) mediante el m�etodo de Iteraci�on delSubespacio que se ha utilizado son los siguientes:1. X1. Se eligen p vectores linealmente independientes para construir una base delsubespacio inicial que constituyen las columnas de la matrizX1, de dimensi�onN � p, donde N es la dimensi�on de la matriz A. En la implementaci�on delalgoritmo que hemos realizado, la elecci�on de los p vectores se puede realizar,bien por conocimiento de casos previos de p vectores linealmente indepen-dientes que aproximen el subespacio generado por los vectores propios de A,o bien se generan utilizando n�umeros aleatorios del intervalo [�1; 1].Una vezgenerados los p vectores, �estos se ortonormalizan utilizando el algoritmo deGram-Schmidt modi�cado [42]. 70



2. Z2 = AX1 .3. Âk+1 = (Zk+1)TZk+1 = XkTATAXk, (k = 1; 2; : : : ). Este paso constituye laproyecci�on de Rayleigh-Ritz, y se ha de destacar que la matriz Âk+1 obtenidaes sim�etrica y de peque~na dimensi�on, p.4. Resoluci�on del problema de valores propios sim�etrico p-dimensionalÂk+1Qk+1 = Qk+1(4k+1)2 ;con (4k+1)2 = diag (�21; : : : ; �2p)k+1, donde (�2i )k+1 son los valores propiosde Âk+1. La matriz de vectores propios obtenida, Qk+1, ha de ser unitaria((Qk+1)TQk+1 = Ip).Se construye la matriz T k+1 = Qk+1(4k+1)�1 :5. Xk+1 = Zk+1T k+1.Los vectores que constituyenXk+1 forman un conjunto ortonormal de vectores,ya queXk+1TXk+1 = �Zk+1Qk+1(4k+1)�1�T �Zk+1Qk+1(4k+1)�1� == �(4k+1)�1�T Qk+1TZk+1TZk+1Qk+1(4k+1)�1 == �(4k+1)�1�T Qk+1T Âk+1Qk+1(4k+1)�1 = Ip :6. Se calcula Zk+1 = AXk ;y se comprueba el criterio de parada, que consiste en ver si se satisface larelaci�on jj Zk+1 �Xk4k+1 jj1jj Zk+1 jj1 < Eps1 ;donde la norma matricial jj � jj1 se de�ne, para una matriz M de dimensi�onn�m, cuyas componentes son mij, comojjM jj1= m�axj=1;::: ;m nXi=1 j mij j ;71



y la tolerancia Eps1 se elige normalmente como 10�4.Hay que hacer notar que para construir 4k+1 se toma la parte positiva de lara��z cuadrada de los autovalores de (4k+1)2, debido a que, por razones de tipof��sico, se puede asegurar que los autovalores de la matriz A son positivos.En caso de no satisfacerse este criterio de parada, se hace k = k+1 y se vuelveal paso 3 del algoritmo.Debido a la estructura y dimensi�on de nuestro problema, el c�alculo expl��citode la matriz A invirtiendo los bloques L11 y L22 es prohibitivo por el gran costecomputacional y de almacenamiento que supone. Por tanto, el c�alculo del paso 6del algoritmo se realiza mediante el siguiente procesoI. Se halla Y k = L21Xk.II. Se resuelven simult�aneamente los p sistemas de ecuaciones linealesL22W k = Y k :III. Se forma Sk =M11Xk +M12W kIV. Se obtiene Zk+1 resolviendo simult�aneamente los p sistemas linealesL11Zk+1 = Sk :Este proceso evita construir expl��citamente la matriz A y hace uso de resoluci�onde sistemas, multiplicaci�on matriz-vector y suma de vectores. Las matrices L11 yL22 tienen una estructura dispersa, y ello posibilita que estas operaciones se realicenaprovechando esta propiedad. La resoluci�on de los sistemas se lleva a cabo utili-zando un m�etodo iterativo, ya que la utilizaci�on de un m�etodo directo producir��aun relleno de la matriz que har��a imposible su almacenamiento en la memoria delordenador. En concreto se ha utilizado el m�etodo del gradiente conjugado que seencuentra implementado en la librer��a ITPACK2. Con esta rutina es posible explotarla estructura dispersa y la simetr��a de las matrices L11 y L22.2Tanto la librer��a EISPACK como la librer��a ITPACK forman parte de una colecci�on de librer��asde subrutinas escritas en FORTRAN, denominada NETLIB.72



La soluci�on del algoritmo expuesto es una matriz X formada por p vectoresque generan un subespacio que constituye una aproximaci�on al subespacio que ge-neran los p vectores propios dominantes de la matriz A [37]. Aunque existe estarelaci�on entre los subespacios, las columnas de X no son directamente los autovec-tores asociados a los autovalores dominantes de A, 	 = ( 1; : : : ;  p). Sin embargo,si X = (x1; : : : ; xp) se puede establecer una relaci�on entre 	 y X de la siguientemanera 	 = XU ;donde la matriz U contiene los coe�cientes de las p combinaciones lineales que liganlos  i con los xj. Esta matriz se puede calcular haciendo uso de la ecuaci�on (3.31)A	 = AXU = XU� : (3.32)Multiplicando por la izquierda la ecuaci�on (3.32) por la matriz XT , obtenemosXTAXU = U� ;ya que los vectores que forman la matriz X son una base ortonormal.Si de�nimos B̂ = XTAX, se obtiene el problema de autovalores p dimensionalB̂U = U� : (3.33)La matriz B̂ es no sim�etrica y el problema de autovalores se ha de resolvercompletamente para obtener la matriz de transformaci�on U . Como el n�umero de pde autovalores dominantes a calcular generalmente es peque~no, la resoluci�on tantode este problema como del problema de autovalores del paso 4 del algoritmo sepueden realizar de la forma usual. En la implementaci�on realizada del algoritmo,para resolver estos problemas se ha utilizado la rutina RG de la librer��a EISPACK.De este modo, para la determinaci�on de los vectores propios asociados a losvalores propios dominantes se realizan los siguientes pasos del algoritmo7. Se calcula Z = AX.8. Posteriormente, se obtiene B̂ = XTZ.73



9. Se resuelve el problema de autovalores no-sim�etrico p-dimensionalB̂U = U� ;con lo que se obtiene la matriz U .10. Con esta matriz, se obtienen los vectores propios mediante el c�alculo de	 = XU :11. Una vez obtenidos estos autovectores, se tiene que los autovectores asociadosal 
ujo r�apido satisfacen 	1 = 	, y los autovectores asociados al 
ujo t�ermicose obtienen resolviendo simult�aneamente los p sistemas de ecuacionesL22	2 = L21	1 :Utilizando el m�etodo de colocaci�on nodal es posible discretizar el problema ad-junto al problema de los Modos Lambda y llegar al problema de autovalores adjuntosiguiente 264 LT11 �LT210 LT22 375264  �1 �2 375 = 1k 264 MT11 0MT12 0 375264  �1 �2 375 ; (3.34)donde  �1 y  �2 son vectores cuyas componentes son los coe�cientes de Legendre delos 
ujos adjuntos r�apido y t�ermico, respectivamente.De la segunda �la de la ecuaci�on (3.34) se obtiene la relaci�on �2 = 1kLT22�1MT12 �1 ;y sustituyendo esta expresi�on en la primera �la, se llega a0 = LT11 �1 � 1kLT21LT22�1MT12 �1 � 1kMT11 �1 ;y por tanto LT11�1(MT11 + LT21LT22�1MT12) �1 = k �1 : (3.35)74



Si se traspone la matriz A de la ecuaci�on (3.29) se obtiene que los autovalores  0de AT satisfacen una relaci�on de la forma(MT11 + LT21L�122 TMT12)L�111 T 0 = k 0 :Comparando con la ecuaci�on (3.35), obtenemos que la relaci�on entre los autovectores 0 de AT y los autovectores  �1 del problema adjunto es �1 = LT11�1 0 :Por otra parte, como los autovectores de A,  i, y los autovectores de AT ,  0i,forman un sistema biortogonal completo [37], se tiene que cada uno de los autovec-tores dominantes de AT es ortogonal a los autovectores  j, (j = p+ 1; : : : ;N ). Porlo tanto,  0i, (i = 1; : : : ; p) han de estar necesariamente contenidos en el subespaciogenerado por los vectores ( 1; : : : ;  p). Por ello, se puede suponer que	0 = XU 0 ;y de forma similar a como se ha hecho anteriormente, obtener U 0 resolviendo elproblema de autovalores B̂TU 0 = U 0� :As�� pues, para resolver el problema adjunto, el algoritmo sigue realizando lospasos siguientes:12. Se resuelve el problema de valores propios no sim�etrico p-dimensionalB̂TU 0 = U 0� :13. Se calculan los vectores propios de AT	0 = XU 0 :14. Se resuelven los p sistemas LT11	�1 = L11	�1 = 	0 ;15. y los sistemasLT22 �2i = L22 �2i = 1kiMT12 �1i ; con i = 1; : : : ; p :Tanto en este paso como en el anterior, se hace uso de que L11 y L22 sonmatrices sim�etricas. 75



3.4 T�ecnica de Aceleraci�on VariacionalEl m�etodo de Iteraci�on del Subespacio desarrollado anteriormente, necesita rea-lizar muchas iteraciones para obtener una soluci�on precisa. Por ello, se ha utilizadouna estrategia de aceleraci�on que permite reducir el coste computacional del m�etodo.La t�ecnica de aceleraci�on que usualmente se utiliza para el c�alculo del modo fun-damental se basa en el uso de polinomios de Chebyshev. En [43], [41], se presentauna generalizaci�on de estas t�ecnicas para el m�etodo de Iteraci�on del Subespacio. Porotra parte, en [44], se expone una t�ecnica alternativa, denominada t�ecnica de Acele-raci�on Variacional, que se aplica al m�etodo de la potencia inversa. A continuaci�on,desarrollaremos una variaci�on de esta t�ecnica para adaptarla al m�etodo de Iteraci�ondel Subespacio, de forma que se pueda utilizar para acelerar el proceso de c�alculode un problema de autovalores de la formaAX = XK ;donde A es una matriz no sim�etrica de dimensi�on N , K es una matriz diagonal dedimensi�on p cuyos elementos son los autovalores dominantes de A y X es la matrizque tiene por columnas los autovectores asociados a los autovalores de A.La t�ecnica de aceleraci�on se basa en iteraciones de la formaXk+1 = Xk + nGk +Hk�ko�k ; (3.36)donde Hk = Xk �Xk�1, Xk+1, Xk son dos aproximaciones sucesivas de la matrizX. �k y 
k son matrices cuadradas diagonales de dimensi�on p, y Gk es una matrizN � p, cuyas columnas vienen dadas porgki = Axkixki TAxki � xki ; i = 1; : : : ; p :La ecuaci�on (3.36) puede ser expresada en forma vectorial, identi�cando vectorescolumna, como xk+1i = xki + �kiigki + 
kiihki ; i = 1; : : : ; p : (3.37)La ecuaci�on asociada al autovalor i-�esimo se puede expresar de la formaAxi � kixi = 0 : (3.38)76



Simetrizamos esta ecuaci�on multiplic�andola por su traspuesta y obtenemos la ecua-ci�on para el autovalor ki siguientek2i xTi xi � 2kixTi Axi + xTi ATAxi = 0 :Resolviendo esta ecuaci�on de segundo grado llegamos a queki = xTi AxixTi xi � i0@xTi ATAxixTi xi � "xTi ATxixTi xi #21A : (3.39)Como se sabe que los autovalores ki han de ser reales, se calcular�an los factores deextrapolaci�on �kii y 
kii imponiendo que �estos sean tales que minimicen las expresiones< Axk+1i ; Axk+1i >< xk+1i ; xk+1i > � "< Axk+1i ; xk+1i >< xk+1i ; xk+1i > #2 ; i = 1; : : : ; p; (3.40)donde el producto escalar de dos vectores x1 y x2 se denota como < x1; x2 >= xT1 x2.Por tanto, estos factores deben satisfacer las relacionesdd�kii n< Axk+1i ; Axk+1i >< xk+1i ; xk+1i > � < Axk+1i ; xk+1i >2o = 0 ;dd
kii n< Axk+1i ; Axk+1i >< xk+1i ; xk+1i > � < Axk+1i ; xk+1i >2o = 0 : i = 1; : : : ; pSe tiene pues, un sistema de 2p ecuaciones no lineales de la formaX k+1i dYk+1id�kii + dX k+1id�kii Yk+1i = 2dZk+1id�kii ;X k+1i dYk+1id
kii + dX k+1id
kii Yk+1i = 2dZk+1id
kii ; i = 1; : : : ; p (3.41)donde X k+1i =< Axk+1i ; Axk+1i > ;Yk+1i =< xk+1i ; xk+1i > ;Zk+1i =< Axk+1i ; xk+1i > ;y las inc�ognitas son �kii y 
kii, i = 1; : : : ; p.Este sistema puede resolverse e�cientemente, utilizando el m�etodo de Newton-Raphson. Con vistas a optimizar el proceso, el c�alculo de la matriz inversa de77



la matriz jacobiana del sistema se ha realizado anal��ticamente. De esta forma, ytomando como soluciones iniciales estimadas �kii = 1 y 
kii = 0, generalmente, dos otres iteraciones son su�cientes para obtener una soluci�on para estos par�ametros deextrapolaci�on.De este modo, el algoritmo utilizado para acelerar la convergencia del m�etodode Iteraci�on del subespacio se estructura en los siguientes pasos1. DadasXk yXk�1, soluciones consecutivas del m�etodo de Iteraci�on del subespacio,se calculan Hk = Xk �Xk�1 ;y las columnas de Gk, mediante las operacionesi) yk = Axki ,i = 1; : : : ; p.ii) zk = xki Tyk,iii) gki = ykzk � xki .2. Se determinan las matrices de extrapolaci�on �k y 
k, resolviendo, mediante elm�etodo de Newton-Raphson, las ecuaciones (3.41).3. Conocidas �k y 
k, se construyeXk+1 = Xk +Gk�k +Hk
k :4. Se comprueba si k es mayor que un n�umero m�aximo de iteraciones de aceleraci�onque se ha pre�jado anteriormente. Si �este no es el caso, se vuelve al paso 1.Estas iteraciones de aceleraci�on se alternan con un n�umero dado de iteracionesdel m�etodo del Subespacio. El n�umero �optimo de iteraciones de un tipo y del otroque se han de alternar para resolver el problema, depende del caso concreto que seest�e tratando de resolver; no obstante, en los casos estudiados ha funcionado bienuna alternancia de cinco iteraciones del m�etodo del subespacio con una iteraci�onde aceleraci�on. De este modo, cada iteraci�on `variacional' modo�ca el subespaciooriginal, introduciendo nuevos vectores que reconducen la soluci�on del problema.78



Por �ultimo, hay que se~nalar que cada vez que se terminan las iteraciones delm�etodo de aceleraci�on, es necesario ortonormalizar los vectores de la matrix Xk+1resultante, para que no se pierda la independencia lineal de sus columnas y, de estemodo, pueda utilizarse la matrizX resultante como una soluci�on inicial del M�etodode Iteraci�on del Subespacio.3.5 Resultados Num�ericosEl algoritmo desarrollado ha sido implementado en un programa escrito enFORTRAN, y se le ha denominado MOD2D o MOD3D, seg�un la geometr��a delproblema.Para comprobar el funcionamiento del m�etodo, en primer lugar se estudiar�a elmodo fundamental de los modelos bidimensionales de reactores IAEA y BIBLIS,que ya se han estudiado en el Cap��tulo 2. Posteriormente, se calcular�an los modosfundamentales del reactor de Cofrentes y del reactor propuesto por Langenbuch, queson reactores en geometr��a 3D. A continuaci�on, se estudiar�an los modos subcr��ticosde estos reactores, �nalizando con la exposici�on de los resultados obtenidos al aplicarel m�etodo al reactor de Ringhals.3.5.1 Resultados num�ericos en geometr��a 2D. Modo fun-damentalEn las Tablas 3.2 y 3.3 se exponen los resultados num�ericos obtenidos con elm�etodo de colocaci�on nodal para el c�alculo del modo fundamental en los problemas`benchmark' IAEA y BIBLIS.
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Tabla 3.2.- Resultados para el reactor IAEA con MOD2D.Orden del N�umero de N�umero de ka)eff "max �" Tiempo Iteracionespolinomio inc�ognitas elem. no nulos CPU ext./acel.2 207 945 1.02862 13.8 3.5 0.3 s 53 414 2646 1.02928 4.21 1 0.7 s 54 690 5670 1.02947 1.1 0.3 1.6 s 55 1035 10395 1.0295 0.9 0.2 6.7 s 5a) La soluci�on de referencia se ha obtenido mediante c�alculos anal��ticos nodales, con 1485 inc�ognitaspor grupo de energ��a. El correspondiente factor de multiplicaci�on efectivo es keff = 1:029585.Tabla 3.3.- Resultados para el reactor BIBLIS con MOD2D.Orden del N�umero de N�umero de ka)eff "max �" Tiempo Iteracionespolinomio inc�ognitas elem. no nulos CPU ext./acel.2 219 1005 1.02507 3 0.7 0.4 s 53 438 2814 1.02505 2.4 0.5 0.8 s 54 730 6030 1.02505 0.76 0.2 1.6 s 55 1095 11155 1.0251 0.4 0.1 5 s 5a) La soluci�on de referencia ha sido obtenida mediante c�alculos anal��ticos modales con 1581 inc�og-nitas por grupo de energ��a. El factor correspondiente de multiplicaci�on efectivo es keff = 1:025105.Los distintos c�alculos se han realizado variando el n�umero de polinomios deLegendre utilizado en los desarrollos del m�etodo de colocaci�on nodal. En las tablasse han recogido, para cada caso, la dimensi�on y el n�umero de elementos no nulos dela matriz del problema, as�� como el autovalor obtenido para el modo fundamental,keff . Tambi�en queda re
ejado el error m�aximo y medio para la distribuci�on depotencia, que han sido calculados mediante las expresiones"max = m�axi ( j Pi � P �i jP �i ) y �" = 1Vn�ucleo Xi ( j Pi � P �i jP �i )Vi ;donde Pi y P �i son la potencia de referencia y la potencia obtenida con el m�etodoen cada nodo respectivamente, y Vi es el volumen del nodo.80



En todos los casos se han alternado cinco iteraciones del m�etodo de Iteraci�on delSubespacio con una iteraci�on de aceleraci�on. Tambi�en se re
eja el tiempo de CPUnecesario para resolver el problema en un ordenador HP9000/735.Como se observa, a medida que aumentamos el orden del desarrollo en polinomiosde la soluci�on, el m�etodo proporciona una soluci�on con mayor precisi�on, a costa deun coste computacional mayor. Por otra parte, como ocurr��a con el m�etodo basadoen la aproximaci�on anal��tica presentado en el Cap��tulo anterior, los resultados delproblema IAEA tienen un error mayor que los del problema BIBLIS, y ello es debido,como ya se ha comentado, a que el primer problema presenta un mayor grado deheterogeneidad en los materiales.Estos resultados revelan que el m�etodo de colocaci�on nodal es bastante �able yseguro, con�rmando adem�as la r�apida convergencia de los m�etodos utilizados y laestabilidad del algoritmo implementado.3.5.2 Resultados num�ericos en geometr��a 3D. Modo fun-damentalEn geometr��a 3D, se han estudiado el reactor de la Central Nuclear de Cofrentesen una situaci�on correspondiente al comienzo del ciclo 6 del quemado de combustible,y el reactor de Langenbuch [45]. El primer caso nos servir�a para comprobar la validezdel m�etodo para problemas tridimensionales, y el segundo, por ser un problemacl�asico y sencillo, para estudiar el comportamiento del programa MOD3D.En la tabla 3.4 se exponen los resultados obtenidos en el c�alculo del modo fun-damental del reactor nuclear de Cofrentes al comienzo del ciclo 6, sin las barras decontrol insertadas.
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Tabla 3.4.- C�alculos de COFRENTESOrden del N�umero de N�umero de N�umero de ka)eff Tiempopolinomio elementos inc�ognitas elementos no nulos CPUnodales2 4995 19980 118905 1.0498 119 s3 4995 41950 404675 1.05 240 sa) El valor de referencia del factor de multiplicaci�on efectivo, keff = 1:04968, ha sido obtenidomediante el SIMULATE 3.En la �gura siguiente, comparamos los per�les axiales de potencia obtenidos conMOD2G y SIMULATE utilizando 2 y 3 polinomios de Legendre en el m�etodo decolocaci�on
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2222222222Fig. 3.4.- Comparaci�on del per�l de potencia entre SIMULATE y MOD3D.A continuaci�on, se estudia el modo fundamental del reactor de Langenbuch [45],[46]. Este problema corresponde a un peque~no reactor de agua ligera (LWR) condos tipos de materiales. Se han estudiado dos discretizaciones del mismo, una dis-cretizaci�on �na con nodos de 10 cm.�10cm.�10cm., y una discretizaci�on gruesa endonde se han considerado nodos de 20 cm.�20cm.�20cm..82



El reactor tiene simetr��a 1/4 y la disposici�on de los materiales en su interior semuestra en las �guras siguientes6?��@@ Fuel 1Fuel 2Re
ector123456110 cmAbsorbente, grupo barras 2Absorbente, grupo barras 1xyFig. 3.5.a.- Secci�on transversal del reactor de Langenbuch6
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Fig. 3.5.b.- Secci�on axial del Reactor de LangenbuchLas secciones e�caces correspondientes a los distintos materiales del reactor vie-nen dadas en la tabla 3.5 83



Tabla 3.5.- Secciones e�caces para el Reactor de LangenbuchRegi�on Grupo Dg(cm) �ag(cm�1 ��fg �12Combustible 1 1 1.423913 0.01040206 0.006477691 0.017555502 0.3563060 0.08766217 0.1127328Combustible 2 1 1.425611 0.01099263 0.007503284 0.017177682 0.3505740 0.09925634 0.1378004Absorbente 1 1.423913 0.01095206 0.006477691 0.017555502 0.3563060 0.09146217 0.11273228Re
ector 1 1.634227 0.002660573 0.0 0.027596932 0.2640020 0.04936351 0.0En la tabla 3.6 se expresan los resultados para la keff obtenidos para el modofundamentalTabla 3.6.- Resultados de la keff del reactor de Langenbuch.Discret. Orden No elementos No inc�ognitas No elementos keff Tiempopolinomio nodales no nulos CPU (seg)2 2340 9360 55158 0.99917 22.24FINA 3 2340 23400 187760 0.9994 944 2340 46800 475250 0.99948 2402 350 1400 7820 0.99916 1.95GRUESA 3 350 3500 26650 0.99915 84 350 7000 67500 0.9994 26.55En las tablas siguientes recogemos la distribuci�on de potencia en el plano axialmedio para las dos discretizaciones consideradas y un orden 3 en el desarrollo depolinomios de Legendre. 84



Tabla 3.7.- Mapa de potencia. Plano axial medio. Malla �na.col 1 col 2 col 3 col 4 col 5 col 6 col 7 col 8 col 9 col 10 col 11�l 1 1.705 1.670 1.600 1.495 1.352 1.168 .983 .876 .557 .000 .000�l 2 1.670 1.637 1.570 1.469 1.336 1.175 .991 .869 .549 .000 .000�l 3 1.600 1.570 1.509 1.417 1.295 1.146 .968 .844 .531 .000 .000�l 4 1.495 1.469 1.417 1.336 1.227 1.091 .921 .799 .499 .000 .000�l 5 1.352 1.336 1.295 1.227 1.135 1.011 .849 .728 .449 .000 .000�l 6 1.167 1.175 1.146 1.091 1.011 1.027 .848 .617 .369 .000 .000�l 7 .982 .990 .968 .921 .849 .848 .669 .465 .261 .000 .000�l 8 .875 .868 .844 .798 .728 .616 .465 .000 .000 .000 .000�l 9 0.557 0.549 0.531 0.499 0.448 0.369 0.261 0.000 0.000 0.000 0.000�l 10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000�l 11 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000Tabla 3.8.- Mapa de potencia. Plano axial medio. Malla gruesa.col 1 col 2 col 3 col 4 col 5 col 6�l 1 1.718 1.647 1.431 1.078 0.709 0.000�l 2 1.647 1.582 1.386 1.073 0.691 0.000�l 3 1.431 1.386 1.235 0.969 0.611 0.000�l 4 1.078 1.072 0.969 0.843 0.420 0.000�l 5 0.709 0.690 0.611 0.420 0.000 0.000�l 6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000La representaci�on gr�a�ca del modo fundamental para este reactor es de la forma85
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Fig. 3.6.- Modo fundamental del reactor de Langenbuch.Estos mismos c�alculos se han repetido considerando dos situaciones: una en laque se supone que las barras de control est�an insertadas, y la otra, en la que seconsidera que est�an fuera. Los resultados para el autovalor, keff , en ambos casoshan sido 0.99773 y 1.000545, respectivamente. En las tablas 3.9 y 3.10 se muestra ladistribuci�on de potencia obtenida para el plano radial medio del reactor utilizandola discretizaci�on gruesa.Tabla 3.9.- Distribuci�on de potencia. Caso barras insertadascol 1 col 2 col 3 col 4 col 5 col 6�l 1 1.745 1.668 1.428 1.030 0.690 0.000�l 2 1.668 1.600 1.391 1.062 0.683 0.000�l 3 1.428 1.391 1.245 .976 0.614 0.000�l 4 1.029 1.062 .975 .853 0.425 0.000�l 5 0.690 0.683 0.614 0.425 0.000 0.000�l 6 .000 .000 .000 .000 .000 .00086



Tabla 3.10.- Distribuci�on de potencia. Caso sin barras insertadascol 1 col 2 col 3 col 4 col 5 col 6�l 1 1.691 1.626 1.434 1.124 0.727 0.000�l 2 1.626 1.564 1.381 1.083 0.698 0.000�l 3 1.434 1.381 1.226 0.963 0.608 0.000�l 4 1.123 1.082 0.963 0.833 0.415 0.000�l 5 0.726 0.698 0.608 0.415 0.000 0.000�l 6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000Se puede concluir que, como ya se hab��a apuntado anteriormente, la precisi�onde los resultados aumenta a medida que se incrementa el orden del desarrollo enpolinomios de Legendre de la soluci�on. Adem�as, en estos casos bastante homog�eneos,una discretizaci�on gruesa y orden 2 en el desarrollo en polinomios de Legendre essu�ciente para obtener una buena precisi�on en los resultados.3.5.3 Modos Subcr��ticosObtendremos ahora, los modos subcr��ticos de los reactores anteriores. Para simpli-�car, se ha adoptado la siguiente notaci�on esquem�atica, donde se tienen en cuentalos signos de la distribuci�on de potencia en las distintas zonas del reactor.
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Modos 2D arm�onicosModo Representaci�on esquem�atica Tipo2D.1 + +++ fundamental2D.2 - -+ + azimutal2D.3 -- ++ azimutal2D.4 ����@@@@ -++ - "rotaci�on" azimutal2D.5 - -+ + "rotaci�on" azimutal2D.6 -- --+ ++ + radial2D.7 ����@@@@ -+ ++- - azimutal
88



Modos 3D arm�onicos.Modo Representaci�on esquem�atica Tipoen el Plano XY en el eje Z3D.1 ++++ ��+ fundamental3D.2 - -++ ��+ azimutal3D.3 -- ++ ��+ azimutal3D.4 ++++ �	�
-+ axial3D.5 ++- - ��+ azimutal3D.6 ���@@@-++- ��+ azimutal3D.7 - -++ �	�
-+ azimutal-axialEn la tabla 3.11 se presentan los autovalores de los modos subcr��ticos de losreactores IAEA y BIBLIS, 2D.Tabla 3.11.- Autovalores 2D. Casos IAEA y BIBLIS.Mode IAEA-2D BIBLIS-13002D.1 1.0295 1.02512D.2 1.017 1.0182D.3 1.017 1.0182D.4 1.0022 1.00612D.5 0.997 1.00722D.6 0.9913 0.99762D.7 0.9803 0.99389



En las �guras siguientes, mostramos la distribuci�on de potencia relativa del cua-drante inferior derecho del reactor IAEA, para los modos 2D.2, 2D.5, 2D.6, y 2D.7.
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Fig. 3.7.- Modo IAEA 2D.2
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Fig. 3.8.- Modo IAEA 2D.590
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Fig. 3.9.- Modo IAEA 2D.6
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Fig. 3.10.- Modo IAEA 2D.7En las tablas siguientes recogemos los modos subcr��ticos m�as importantes paralos casos del reactor de Langenbuch (3D) vistos anteriormente91



Tabla 3.12.- Autovalores 3D del problema Langenbuch.Modo Langenbuch Langenbuch/barras Lanbenbuch/sin barras3D.1 0.99915 0.99773 1.0005453D.2 0.966682 0.96510 0.9682243D.3 0.966682 0.96510 0.9682243D.4 0.95083 0.949 0.9523D.5 0.936 0.9359 0.936143D.6 0.912 0.9106 0.911En las siguientes �guras, se muestra la distribuci�on de potencia para el planoradial medio asociada a los modos 3D.2, 3D.3, 3D.4, 3D.5 y 3D.6.
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Fig. 3.11.- Distribuci�on de potencia relativa para el modo 3D.2 del problemaLangenbuch.92
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Fig. 3.12.- Distribuci�on de potencia relativa para el modo 3D.3 del problemaLangenbuch.
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Fig. 3.13.- Distribuci�on de potencia relativa para el modo 3D.4 del problemaLangenbuch.93
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Fig. 3.14.- Distribuci�on de potencia relativa para el modo 3D.5 del problemaLangenbuch.
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Fig. 3.15.- Distribuci�on de potencia relativa para el modo 3D.6 del problemaLangenbuch.94



3.5.4 Modos Subcr��ticos del reactor de CofrentesEl programa MOD3D se ha utilizado para obtener los Modos Lambda 3D del reactorde Cofrentes al comienzo del ciclo 6. En la �gura 3.16 mostramos el per�l axial dela potencia relativa correspondiente al primer modo axial
-1.5-1-0.500.511.52 0 5 10 15 20 25PotenciaAxialRelativa Nodo axial

Primer Modo Axial 333333333333333333333
3333333Fig. 3.16.- Per�l de potencia del primer modo axial. Cofrentes.A continuaci�on, se muestra la distribuci�on de potencia correspondiente al cua-drante superior derecho del plano radial medio del reactor de Cofrentes para losmodos 3D.1, 3D.4 y 3D.6.
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Fig. 3.17.- Modo 3D.1 del reactor nuclear de Cofrentes. Ciclo 6.
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Fig. 3.19.- Modo 3D.6 del reactor nuclear de Cofrentes. Ciclo 6.Por �ultimo, en la tabla 3.13 se comparan los valores propios 1D obtenidos conlos programas VENTURE y MOD2G usando secciones e�caces consistentes, con losvalores propios 3D obtenidos con el programa MOD3DTabla 3.13.- Modos � del Reactor Nuclear de Cofrentes al comienzo del ciclo C6.PROG. 3D.1 3D.2 3D.3 3D.4 3D.5 3D.6 3D.7 3D.8SIMULATE-3 1.04968VENTURE-1D 1.049685 1.0408 1.0409 1.03685MOD2G-1D 1.04967 1.04071 1.0408 1.03671MOD3D 1.0497 1.0412 1.04145 1.036 1.028649 1.02765 1.0253 1.02498Si observamos los resultados, vemos que los autovalores son muy similares paralos modos coincidentes. No obstante, hay que indicar que el programa MOD2G nopuede obtener modos compuestos de segundo orden, como los 3D.5, 3D.6, 2D.4,2D.5, 2D.6, etc. debido a que el proceso de resoluci�on del sistema de ecuaciones97



no lineales no se obtiene las ra��ces correspondientes a estos modos de una formasencilla.Todos estos resultados nos con�rman que los autovalores de los modos azimuta-les en las situaciones estudiadas est�an muy cerca del autovalor fundamental, con elconsiguiente riesgo de que se pueda superar esa separaci�on por mecanismos termo-hidr�aulicos, dando lugar a oscilaciones de la potencia en el reactor.3.5.5 Reactor de RinghalsEl �ultimo problema que se ha estudiado, corresponde al reactor de agua en ebulli-ci�on Ringhals-I, que posee 648 elementos combustibles cuyo quemado correspondea los ciclos 14-16.El reactor se ha discretizado en 27 planos axiales de 14.72 cm, 25 correspon-dientes al combustible, y un plano en la parte inferior y otro en la parte superiorcorrespondientes al re
ector. Cada plano axial, a su vez, se ha discretizado en celdasde 15.275 cm.�15.275cm. de la forma indicada en la �gura 3.20.
Reflector

Fuel

Fig. 3.20.- Plano del reactor de Ringhals.En el arranque efectuado en 1990 de reactor de Ringhals, se efectuaron medidas98



de la potencia neutr�onica para varios instantes, correspondientes a distintos valoresde la relaci�on potencia-caudal [47]. Se han calculado para este reactor el primer ysegundo modo correspondientes a la con�guraci�on del reactor en el instante D, sinhacer uso de ning�un tipo de simetr��a. Los valores obtenidos para los dos primerosautovalores son �1 = 1:00891958 ; �2 = 1:00072305 :En las �guras 3.21 y 3.22 se muestran los per�les axiales de potencia correspon-dientes al primer y segundo modo modo excitado obtenidos.
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Fig. 3.21.- Per�l axial de potencia del primer modo del reactor de Ringhals.99
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Fig. 3.22.- Per�l axial de potencia del segundo modo del reactor de Ringhals.En las �guras 3.23 y 3.24 se muestra la distribuci�on de potencia correspondienteal plano medio del reactor para los dos modos calculados.
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Cap��tulo 4Integraci�on de la ecuaci�on de laDifusi�on dependiente del tiempo.M�etodo Nodal ModalPasaremos ahora a estudiar la integraci�on de la ecuaci�on de la difusi�on dependientedel tiempo en la aproximaci�on de dos grupos de energ��a. Esto nos permitir�a poderconocer la evoluci�on en el tiempo de la distribuci�on de 
ujo neutr�onico en el reactora partir de una distribuci�on inicial dada. Para la integraci�on de esta ecuaci�on, de-sarrollaremos un m�etodo nodal modal. Este m�etodo est�a basado en la utilizaci�on deun m�etodo de colocaci�on nodal para discretizar la parte espacial de las ecuacionesy en la suposici�on de que es posible desarrollar los vectores de los coe�cientes deLegendre del 
ujo neutr�onico en cada instante de tiempo, como una combinaci�onlineal de los Modos Lambda dominantes de una con�guraci�on determinada del reac-tor. De este modo, conseguimos un sistema semidiscreto de ecuaciones diferencialesordinarias que, una vez integradas, nos permiten conocer la evoluci�on del sistema.Pasamos pues a desarrollar el m�etodo nodal modal, para ello, se parte de laecuaci�on de la difusi�on dependiente del tiempo y la ecuaci�on de la concentraci�on deprecursores de neutrones[v�1] _�+ L� = (1� �)M�+ KXk=1 �kCk� ; (4.1)102



_Ck = �k[��f1 ��f2]�� �kCk ; k = 1; : : : ;K ; (4.2)donde, recordemos que K es el n�umero de grupos de neutrones de diferidos,L = 264 �~r � (D1~r) + �a1 + �12 0��12 �~r � (D2~r) + �a2 375 ; [v�1] = 264 1v1 00 1v2 375 ;y M = 264 ��f1 ��f20 0 375 ; � = 264 �1�2 375 ; � = 264 10 375 :En primer lugar, se utiliza el m�etodo de colocaci�on nodal expuesto en el cap��tuloanterior, para discretizar la parte espacial de las ecuaciones (4.1) y (4.2) y reducirlasa un sistema de la forma[v�1] _ + L = (1� �)M + KXk=1 �kXCk ; (4.3)X _Ck = �kM � �kXCk ; (4.4)donde  y Ck son vectores cuyas componentes corresponden a los coe�cientes deldesarrollo en polinomios de Legendre de � y Ck en cada nodo, en cada instante detiempo. Las matrices L y M son las que se han obtenido en el cap��tulo anterior, ytienen la estructura a bloques siguienteL = 264 L11 0�L21 L22 375 ; M = 264 M11 M120 0 375 ;y se ha introducido una matrix X de la formaX = 264 I0 375 :Para integrar las ecuaciones (4.3) y (4.4) supondremos que  admite un desarrollo = MdXl=1 nl(t) l ; (4.5)103



donde  l (l = 1; : : : ;Md) son los autovectores asociados a los Md autovalores domi-nantes de un problema est�atico dado de Modos LambdaL0 l = 1klM0 l : (4.6)Se introduce el problema adjuntoLy0 yl = 1klMy0 yl ; (4.7)con el �n de poder hacer uso de las propiedades de biortogonalidad existente entrelos modos de los dos problemas. As��, lon modos  n y  ym satisfacen la relaci�on<  ym;M0 n >=<  yn;M0 n > �n;m ; (4.8)donde el producto escalar considerado es el producto escalar eucl��deo de dos vectores.Multiplicando escalarmente las ecuaciones (4.3) y (4.4) por  ym, escribiendoL = L0 + �L ; M =M0 + �M ;y haciendo uso del desarrollo (4.5), se llega al sistema de ecuacionesMdXl=1 <  ym; [v�1] l > ddtnl + MdXl=1 1kl <  ym;M0 l > nl + MdXl=1 <  ym; �L l > nl =(1� �) MdXl=1 <  ym;M0 l > nl + (1� �) MdXl=1 <  ym; �M l > nl + KXk=1�k <  ym; XCk > ;ddt <  ym; XCk >= �k MdXl=1 <  ym;M0 l > nl + �k MdXl=1 <  ym; �M l > nl � �k <  ym; XCk > :(4.9)Haciendo uso de la relaci�on de biortogonalidad (4.8) e introduciendo la notaci�on�ml = 1<  ym;M0 m > <  ym; [v�1] l > ;ALml = 1<  ym;M0 m > <  ym; �L l > ;AMml = 1<  ym;M0 m > <  ym; �M l > ;Cmk = 1<  ym;M0 m > <  ym;XCk > ;104



y la reactividad del modo m, de�nida como�m = km � 1km ;las ecuaciones (4.9) se expresanMdXl=1�ml ddtnl = (�m � �)nm + (1 � �) MdXl=1AMmlnl � MdXl=1ALmlnl + KXk=1 �kCmk ;ddtCmk = �knm + �k MdXl=0AMmlnl � �kCmk ; k = 1; : : : ;K : (4.10)Haciendo variar el ��ndice m de 1 a Md, podemos expresar estas ecuaciones en laforma matricial siguiented[n]dt = [�]�1[�� �I][n] + (1� �)[�]�1[AM][n]� [�]�1[AL][n] + KXk=1 �k[�]�1[Ck] ;d[Ck]dt = �k[n] + �k[AM][n]� �k[Ck] ; k = 1; : : : ;K : (4.11)Considerando expl��citamente las K ecuaciones para los diferidos, agrupamos lasecuaciones (4.11) como el sistema de ecuacionesddt 266666664 nC1...CK 377777775 = 2666666666666664 [�]�1 �[�� �I ] + (1� �) hAMi� hALi� [�]�1 �1 � � � [�]�1 �K�1 hI + hAMii ��1I � � � 0... ... . . . ...�K hI + hAMii 0 � � � ��KI 3777777777777775266666664 nC1...CK 377777775 :(4.12)Este sistema de ecuaciones diferenciales es de dimensi�on (K + 1)Md, as��, paraun problema t��pico en el que se utilicen desarrollos en 5 modos dominantes y seconsideren 6 grupos de precursores, tendr��amos un sistema de dimensi�on 35. Esto105



permite que para la resoluci�on del sistema se pueda usar el m�etodo de Runge-Kutta o bien un m�etodo impl��cito como el implementado en la rutina LSODE 1.Como condici�on inicial para n se toman los valores que se derivan de suponer queel  inicial es el modo fundamental correspondiente a la con�guraci�on inicial delreactor. Una vez se han determinado los n iniciales, se calculan los Ck utilizadoscomo condici�on inicial mediante la ecuaci�onCk = �k�k hI + [AM]i [n] :4.1 Resultados num�ericosEl m�etodo nodal modal que se ha expuesto, se ha implementado en un programaescrito en FORTRAN llamado MOD1D.CIN, para la resoluci�on de problemas uni-dimensionales, tomando como base el programa MOD1D, que nos permite calcularlos Modos Lambda de un reactor dado utilizando el m�etodo de colocaci�on nodal.Para comprobar el funcionamiento del m�etodo, se han resuelto tres problemasunidimensionales propuestos por Nigg [27], y denominados Benchmark B, Bench-mark C y Benchmark E.4.1.1 Benchmark BEl problema denominado Benchmark B, corresponde a un reactor unidimensionalcon simetr��a 1/2 que se ha discretizado en seis nodos de 30.48 cm de la formasiguiente1La rutina LSODE es una rutina de la librer��a ODEPACK que tambi�en se encuentra en lacolecci�on de librer��as NETLIB
106



- �30.48 cm1 2 3 4 5 6Fig. 4.1.- Nodalizaci�on del reactor Benchmark B.Estos nodos corresponden a un solo material, cuyas secciones e�caces vienen dadasen la tabla 4.1Tabla 4.1.- Secciones e�caces del reactor Benchmark B.Grupo Dg (cm) �ag (cm�1) ��fg �12 1=vg1 1.28205 0.01 0.01 0.075 1. 10�72 0.666667 0.1 0.1 - 1. 10�5Se consideran adem�as, seis grupos de precursores de neutrones, cuyos par�ametrosvienen dados en la tabla 4.2Tabla 4.2.- Par�ametros de los precursores del Benchmark B.Grupo �i �i (seg�1)1 0.000215 0.01242 0.001424 0.03053 0.001274 0.11104 0.002568 0.030105 0.000748 1.14006 0.000273 3.0100Para el estudio de un transitorio con este reactor, se perturban las seccionese�caces ��f1 y ��f2 correspondientes al tercer nodo empezando por la izquierda ,107



aument�andolas en un 4 %, dejando los otros nodos inalterados. Se ha realizado elc�alculo utilizando los Modos Lambda correspondientes al reactor inicial y utilizandolos Modos Lambda del reactor perturbado, y se han comparado los resultados ob-tenidos utilizando 5 y 10 modos en el desarrollo del m�etodo nodal modal, con losresultados que proporciona un m�etodo anal��tico nodal [27].En las �guras 4.2 y 4.3 se comparan los resultados obtenidos para la evoluci�onde la potencia, utilizando un desarrollo en 5 y 10 modos correspondientes al reac-tor inicial (MRI), y al reactor perturbado (MRP). Como referencia, se utilizan losresultados proporcionados por el m�etodo anal��tico nodal (AN).
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Fig. 4.2.- Evoluci�on de la potencia con 5 modos.108
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Fig. 4.3.- Evoluci�on de la potencia con 10 modos.Observamos que los resultados obtenidos para la evoluci�on de la potencia sonmejores si se utilizan en los desarrollos del m�etodo nodal modal los modos asociadosa la con�guraci�on perturbada del reactor. Adem�as, si se utilizan este tipo de modosser�a su�ciente utilizar 5 modos en los desarrollos para obtener un resultado conprecisi�on su�ciente.En las �guras de la 4.4 a la 4.7 comparamos, para las posibilidades anteriores, elper�l de potencia en el reactor en los instantes de tiempo correspondientes a 0.0005seg., 0.001 seg., 0.003 seg., 0.01 seg., utilizando desarrollos en 5 modos.
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Fig. 4.6.- Per�l de potencia a los 0.003 seg.
1 2 3 4 5 6

1

0.143

1.93

 Tiempo

P
ot

en
ci

a

MRI

MRP

AN

1

0.143

1.93

Fig. 4.7.- Per�l de potencia a los 0.01 seg.Hay que hacer notar, que la evoluci�on del per�l de potencia, que se muestra en las�guras anteriores, depende tanto de la evoluci�on de las funciones de ponderaci�on111



asociadas a los 
ujos neutr�onicos r�apido y t�ermico como del tipo de perturbaci�onrealizada sobre el reactor.Con el objeto de poder hacer un estudio cualitativo de la variaci�on de la evoluci�onde la potencia, de los 
ujos neutr�onicos y de per�l de potencia, se tiene en cuentaque, en la aproximaci�on de la cin�etica puntual [51], el comportamiento asint�otico enel tiempo de estas magnitudes se puede suponer exponencial. Bas�andonos en estadependencia, de�niremos una serie de par�ametros que cuanti�can la variaci�on deestas funciones. As��, para la potencia se de�newnP = ln� P nP n�1� ;donde P n es la potencia del reactor en el instante tn y ln es el logaritmo neperiano.Para el 
ujo r�apido y el 
ujo t�ermico se de�nen los par�ametroswn�1 = m�axk=1:::N (ln �n1;k�n�11;k !) ;wn�2 = m�axk=1:::N (ln �n2;k�n�12;k !) ; (4.13)donde �n1;k y �n2;k son el 
ujo r�apido y el 
ujo t�ermico en el nodo k del reactor en elinstante tn, respectivamente. Y para el per�l de potenciawnpe = m�axk=1:::N (ln penkpen�1k !) ;donde penk es el per�l de potencia en el nodo k en el instante tn y N es el n�umerode nodos en los que se ha discretizado el reactor.En las �guras 4.8 y 4.9 se muestra la evoluci�on con el tiempo de los par�ametroswnP , wn�1, wn�2, wnpe para el Benchmark B
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Fig. 4.8.- Evoluci�on de wP para el Benchmark B.
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Observamos que se produce un cambio r�apido del par�ametro wP , alcanz�andose�nalmente un valor asint�otico para el mismo, esto nos indica que llegados a estepunto el comportamiento de la potencia es claramente exponencial. En cuanto alos 
ujos r�apido y t�ermico, el comportamiento es id�entico entre ellos y claramentediferente del que tiene el per�l de potencia. Para estas funciones el comportamientoasint�otico exponencial se alcanza mucho m�as r�apidamente que para la potencia.4.1.2 Benchmark CEl siguiente problema que vamos a estudiar lo denominaremos Benchmark C[27] y consiste en un reactor unidimensional discretizado en 14 nodos de la forma- � - �30.48 cm20 cm1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14Fig. 4.10.- Nodalizaci�on del reactor del Benchmark C.donde se tienen 12 nodos correspondientes al combustible (nodos del 2 al 13) de30.48 cm y dos nodos en los extremos (nodos 1 y 14) de 20 cm, correspondientes alre
ector.La disposici�on inicial de los materiales en el reactor es de la siguiente formamaterialesnodos 3 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 41 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14Fig. 4.11.- Disposici�on inicial de los materiales en el Benchmark C.donde las secciones e�caces de cada material vienen dadas en la tabla 4.3.114



Tabla 4.3.- Secciones e�caces del reactor Benchmark C.Material Grupo Dg (cm) �ag (cm�1) ��fg �12 1=vg1 1 1.28205 0.0100000128205 0.01 0.075 1. 10�72 0.666667 0.10000000666667 0.1 - 1. 10�52 1 1.28205 0.01 0.01 0.075 1. 10�72 0.666667 0.1 0.1 - 1. 10�53 1 1.28205 0.0010000128205 0 0.1 1. 10�72 0.666667 0.01000000666667 0 - 1. 10�54 1 1.28205 0.001 0 0.1 1. 10�72 0.666667 0.01 0 - 1. 10�5Para estudiar el transitorio asociado a este problema, se perturba el reactorcambiando la disposici�on de los materiales de la forma siguientematerialesnodos 4 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 31 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14Fig. 4.12.- Disposici�on �nal de los materiales en el Benchmark C.y se deja evolucionar el sistema. Se han estudiado dos posibilidades, una donde no setienen en cuenta los precursores de neutrones, y otra en donde se han considerado 6grupos de precursores de neutrones, cuyos par�ametros vienen dados en la tabla 4.2.En ambos casos, se ha determinado el estado inicial del reactor mediante el m�etodode colocaci�on nodal utilizando tres polinomios de Legendre en los desarrollos. Laevoluci�on del reactor se ha calculado mediante el m�etodo nodal modal, considerando5 modos en los desarrollos del m�etodo nodal modal y utilizando los modos asociadosal reactor perturbado para realizar estos desarrollos.En las �guras de la 4.13 a la 4.15 observamos la evoluci�on de la potencia y delos par�ametros wnP , wn�1, wn�2 , wnpe para el Benchmark C, sin considerar los neutronesdiferidos 115
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Fig. 4.15.- Evoluci�on de w�1, w�2 y de wpe para el Benchmark Csin neutrones diferidos.
Se observa que la potencia del reactor baja, al contrario de lo que ocurr��a enel Benchmark B. Las variaciones de los par�ametros w-s no es tan brusca en elBenchmark C como en el B y el comportamiento del per�l de potencia es m�asparecido al de los 
ujos r�apido y t�ermico que en el problema anterior.En las �guras de la 4.16 a la 4.18, se muestra las mismas gr�a�cas anteriores si seconsideran los neutrones diferidos 117



0.1 0.2 0.3 0.40.001

0.9

1

0.85

Tiempo

P
ot

en
ci

a

0.9

1

0.85Fig. 4.16.- Evoluci�on de la potencia en el Benchmark C con neutrones diferidos.
0.1 0.20.001

−0.08

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

−0.0866

Tiempo

V
ar

ia
ci

ón

 

−0.08

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

−0.0866Fig. 4.17.- Evoluci�on de wP del Benchmark C con neutrones diferidos.118



0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

0.1

0.2

0.3

0.00017

0.38

Tiempo

V
ar

ia
ci

ón

Flujo Rápido

Flujo Térmico

Perfil de Potencia

0.1

0.2

0.3

0.00017

0.38
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- �30 cm1 2 3 4 5 6 7 8Fig. 4.19.- Nodalizaci�on del reactor Benchmark E.con la siguiente disposici�on de materialesnodos 1 2 3 4 5 6 7 8materiales 1 2 3 4 5 6 7 8Fig. 4.20.- Disposici�on de los materiales en el Benchmark E.Las secciones e�caces asociadas a cada tipo de material vienen dadas en la tabla4.4 Tabla 4.4.- Secciones e�caces del reactor Benchmark E.Material Grupo Dg (cm) �ag (cm�1) ��fg �12 1=vg1 1 1.69531 0.013953 0.0195002 0.0164444 02 0.409718 0.2614097 0.497954 - 4.5455 10�62 1 1.69531 0.0139954 0.019502 0.0164444 02 0.409718 0.26142 0.497954 - 4.5455 10�63 1 1.69531 0.0139523 0.019502 0.0164444 02 0.409718 0.2614095 0.497954 - 4.5455 10�6Como perturbaci�on del reactor, se sustituyen las secciones e�caces de �si�oncorrespondientes al material n�umero 1 por las siguientes funciones rampa [27]��f1(t) = 0:0213586�1 + 0:01220:8 t�120



��f2(t) = 0:0213586�1 + 0:01220:8 t� (4.14)durante un tiempo de 0.8 segundos, donde se estudia el comportamiento del reactor.Al iniciar el estudio del transitorio se modi�can las secciones e�caces de �si�onde los materiales de forma que el reactor sea cr��tico, o sea, la keff = 1.A diferencia de los casos estudiados anteriormente, en este problema la pertur-baci�on no es instant�anea, ya que depende del tiempo seg�un las ecuaciones (4.14).Esto hace que cada cierto paso de tiempo sea necesario actualizar los modos utili-zados para hacer los desarrollos en el m�etodo nodal modal, ya que al ir cambiandola con�guraci�on de los materiales en el reactor ir�a cambiando la forma de los modosasociados al reactor en los distintos instantes.Supongamos que se quiere conocer la evoluci�on del reactor en el intervalo [ti�1; ti]y que para ello se utilizan los modos asociados al rector perturbado,  im, que satis-facen la ecuaci�on Li im = 1kimMi im ;donde Li yM i son las matrices asociadas a la con�guraci�on del reactor en el instanteti. Las ecuaciones diferenciales a integrar son de la formaMdXl=1 <  imy; [v�1] il > ddtnil + MdXl=1 1kil <  imy;Mi il > nil + MdXl=1 <  imy; �Li il > nil =(1� �) MdXl=1 <  imy;Mi il > nil + (1� �) MdXl=1 <  imy; �M i il > nil + KXk=1�k <  imy; XCk > ;ddt <  imy; XCk >= �k MdXl=1 <  imy;Mi il > nil +�k MdXl=1 <  imy; �M i il > nil � �k <  imy; XCk > : (4.15)Se plantea ahora la cuesti�on de obtener las condiciones iniciales en el instanteti�1 para poder realizar la integraci�on. Una vez se ha reconstruido el vector  (ti�1),podemos obtener la condici�on inicial para nim(ti�1) comonim(ti�1) = 1<  imy;Mi im > <  imy;Mi (ti�1) > : (4.16)121



Nos falta por obtener <  imy;XCk > (ti�1) en t�erminos de<  i�1m y;XCk > (ti�1),que son factores conocidos de la integraci�on de las ecuaciones en el intervalo temporalanterior. Para ello, se supone que podemos escribir imy = MdXl=1 aml i�1l y ;donde aml = <  imy;Mi�1 i�1l ><  i�1l ;Mi�1 i�1l > ;y, por tanto <  imy;XCk > (ti�1) = MdXl=1 aml <  i�1l y;XCk > (ti�1) : (4.17)Tomando como condiciones iniciales (4.16) y (4.17) ya se pueden integrar lasecuaciones (4.15) en el intervalo [ti�1; ti]. Para extender la integraci�on al intervalo[ti; ti+1] hay que actualizar de nuevo los Modos Lambda y seguir el mismo procesoque se ha expuesto para calcular las nuevas condiciones iniciales.En la �gura 4.21 se presenta la evoluci�on de la potencia obtenida con el m�e-todo nodal modal (NM) actualizando los Modos Lambda cada 0.05 segundos, y secompara con los resultados obtenidos con un m�etodo anal��tico nodal (AN) [27]
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Fig. 4.21.- Evoluci�on de la potencia para el Benchmark E.122



En las �guras de la 4.22 a la 4.24 se compara el per�l de potencia en el reactorobtenidos con el m�etodo nodal modal y el m�etodo anal��tico nodal
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Fig. 4.22.- Per�l de potencia a los 0.2 segundos del Benchmark E.
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Cap��tulo 5Integraci�on de la ecuaci�on de ladifusi�on dependiente del tiempo.Discretizaci�on temporalComo se ha visto en el cap��tulo anterior, para utilizar el m�etodo nodal modalpara la integraci�on de la ecuaci�on de la difusi�on, es necesario ir calculando los ModosLambda asociados a distintas con�guraciones del reactor a lo largo del tiempo. �Estees un proceso que tiene asociado un gran coste computacional, especialmente, si seconsideran problemas con geometr��as bidimensionales y tridimensionales y pertur-baciones del reactor dependientes del tiempo. Por lo tanto, para abordar este tipode problemas se han desarrollado otro tipo de m�etodos basados en la discretizaci�ontemporal de las ecuaciones de la difusi�on.Como en el caso del m�etodo nodal modal, el primer paso para el desarrollo deestos m�etodos consiste en utilizar el m�etodo de colocaci�on nodal para discretizarla parte espacial de las ecuaciones y reducir el sistema de ecuaciones en derivadasparciales inicial, a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de gran dimen-si�on. Estas ecuaciones diferenciales, presentan problemas de rigidez [48], por lo que,para la discretizaci�on temporal de estas ecuaciones, es necesario recurrir a m�etodosBackward en diferencias, que son m�etodos impl��citos.En este cap��tulo, primero se estudiar�a un m�etodo en diferencias hacia atr�as126



(Backward) de primer orden con paso variable, a continuaci�on, se revisar�an los m�e-todos en diferencias hacia atr�as de orden superior, desarrollando un algoritmo combi-nado que permite ir aumentando el paso de tiempo para la integraci�on. Por �ultimo,se desarrollar�a una modi�caci�on de la aproximaci�on Cuasi-Est�atica [49] adapt�an-dola a la discretizaci�on espacial realizada mediante el m�etodo de colocaci�on nodal[50], y se estudiar�a el funcionamiento de estos m�etodos resolviendo los problemasunidimensionales Benchmark B y Benchmark E que se han tratado en el cap��tuloanterior, el problema bidimensional correspondiente al reactor de Seed-Blanket y elreactor tridimensional de Langenbuch.5.1 M�etodos en Diferencias Hacia Atr�asSe parte de las ecuaciones obtenidas tras aplicar el m�etodo de colocaci�on nodal alas ecuaciones de la difusi�on neutr�onica en la aproximaci�on de dos grupos de energ��a.Estas ecuaciones son de la forma[v�1] _ + L = (1� �)M + KXk=1 �kCkX ; (5.1)_Ck = �k[M11M12] � �kCk ; (5.2)donde  y Ck son vectores cuyas componentes son los coe�cientes de Legendre delos desarrollos de � y Ck en cada nodo, y recordemos adem�as que L, M , y [v�1] sonmatrices con la siguiente estructura a bloquesL = 264 L11 0�L21 L22 375 ; M = 264 M11 M120 0 375 ; [v�1] = 264 v�11 00 v�12 375 :El m�etodo de colocaci�on nodal utilizado da lugar a bloques L11 y L22 sim�etricos ydiagonal dominantes.Para integrar la ecuaci�on (5.2) desde un instante de tiempo tn al instante tn+1,suponemos que [M11M12] var��a linealmente entre estos instantes y la ecuaci�on (5.2)se aproxima mediante la ecuaci�on_Ck = ��kCk+�k[M11M12]n n+ �k4tn (t� tn)f[M11M12]n+1 n+1� [M11M12]n ng ;(5.3)127



siendo 4tn = tn+1 � tn.Integrando la ecuaci�on (5.3), tenemos que la soluci�on Ck en tn+1 se puede expresarcomo Cn+1k = Cnk e��k4tn + �k(ak[M11M12]n n + bk[M11M12]n+1 n+1) ; (5.4)donde Cnk es el valor de Ck en tn y los coe�cientes ak y bk vienen dados porak = (1 + �k4tn)(1 � e��k4tn)�2k4tn � 1�k ; bk = �k4tn � 1 + e��k4tn�2k4tn :Para integrar la ecuaci�on (5.1), en primer lugar, realizamos una transformaci�onde frecuencias en cada intervalo temporal, de la forma [45] (t) = ewn(t�tn)'(t) ;donde se supone que wn permanece constante en el intervalo [tn; tn+1]. De este modo,la ecuaci�on (5.1) pasa a ser[v�1](wnewn(t�tn)'+ewn(t�tn)d'dt )+Lewn(t�tn)' = (1��)Mewn(t�tn)'+ KXk=1 �kCkX ;(5.5)para t 2 [tn; tn+1].Como ya se ha comentado, esta ecuaci�on presenta problemas de rigidez debidoprincipalmente a que los elementos de la matriz diagonal [v�1] son muy peque~nos,esto hace que para su integraci�on sea necesario recurrir a los m�etodos Backward endiferencias. Pasaremos seguidamente a describir brevemente en qu�e consisten estosm�etodos.Dada una ecuaci�on diferencial ordinaria de primer orden, de la forma_U(t) = f(t; U(t)) ;un m�etodo en diferencias hacia atr�as (Backward) general de m pasos para la reso-luci�on de esta ecuaci�on, consiste en una ecuaci�on en diferencias de la forma [48]U(tn+1)+�1U(tn)+�2U(tn�1)+� � �+�mU(tn+1�m) = h�0f(tn+1; U(tn+1)) ; (5.6)128



donde h = tn+1 � tn es el paso de integraci�on, �0 > 0, y �1; : : : ; �m se eligende forma que se minimice el error de truncamiento. En la tabla 5.1 se muestranposibles elecciones de los par�ametros del m�etodo en diferencias hacia atr�as paradistintos valores de m.Tabla 5.1.- Coe�cientes del los m�etodos Backward.m �0 �1 �2 �3 �41 1 - 12 23 �43 133 611 �1811 911 � 2114 1225 �4825 3625 �1625 325Con esta elecci�on de los par�ametros, los m�etodos Backward obtenidos son esta-bles [48]. Los m�etodos Backward son m�etodos impl��citos, y su utilizaci�on para laintegraci�on de un sistema de ecuaciones diferenciales implica la necesidad de resol-ver un sistema de ecuaciones lineales en cada paso de integraci�on, pero es imposibleconstruir un m�etodo expl��cito que funcione bien para el tratamiento de problemascon rigidez [48].Pasaremos a desarrollar un m�etodo en diferencias hacia atr�as de primer ordenpara la integraci�on de la ecuaci�on (5.5).5.1.1 M�etodo en diferencias hacia atr�as de primer ordenSe parte de la ecuaci�on (5.5) y se discretiza utilizando un m�etodo en diferenciashacia atr�as de un paso, llegando a[v�1]fwn n+1+ 14tn ( n+1�ewn4tn n)g+Ln+1 n+1 = (1��)Mn+1 n+1+ KXk=1�kCn+1k X :(5.7)Considerando la ecuaci�on (5.4) y la estructura de las matrices L y M , podemos129



expresar (5.7) como el siguiente sistema de ecuaciones264 T11 T12T21 T22 375 n+1 = 264 R11 R120 R22 375 n + KXk=1�ke��k4tn 264 Cnk0 375 ; (5.8)donde T11 = v�11 (wn + 14tn ) + Ln+111 � (1� �)Mn+111 � KXk=1 �k�kbkMn+111 ;T12 = �(1 � �)Mn+112 � KXk=1 �k�kbkMn+112 ;T21 = �Ln+121 ;T22 = v�12 (wn + 14tn ) + Ln+122 ;R11 = v�11 ewn4tn4tn + KXk=1 �k�kakMn11 ;R12 = KXk=1 �k�kakMn12 ;R22 = v�12 ewn4tn4tn :El sistema de ecuaciones lineales obtenido, (5.8), es un sistema cuya dimensi�ones muy grande y, por tanto, para su resoluci�on ser�a recomendable utilizar un m�e-todo iterativo. Tan s�olo en problemas cuya geometr��a es unidimensional es posibleabordar e�cientemente su resoluci�on mediante un m�etodo directo como la descom-posici�on LU de la matriz del sistema. Adem�as, hemos de destacar que, debido a lautilizaci�on del m�etodo de colocaci�on nodal para la discretizaci�on de la parte espacialde las ecuaciones, los bloques T11, T12, T21, T22, R11, R12 y R22, son sim�etricos, enparticular, T11 y T22 son diagonal dominantes y de�nidos positivos, mientras que lamatriz total del sistema, T , no posee ninguna de estas propiedades. De este modo, sise utilizan los m�etodos iterativos usuales con la matriz T , �estos presentan problemasde convergencia, por ello, para la resoluci�on del sistema (5.8), se ha desarrollado elalgoritmo iterativo a bloques que pasamos a describir seguidamente.130



En primer lugar reescribimos el sistema en la forma264 T11 T12T21 T22 375264  1 2 375 = 264 E1E2 375 ;donde E1 = R11 n1 +R12 n2 + KXk=1�ke��k4tnCnk ;E2 = R22 n2 ;y 264  1 2 375 = 264  n+11 n+12 375es el vector inc�ognita.Una vez hecho esto, el algoritmo utilizado para resolver el sistema tiene en cuentala estructura a bloques del sistema y consta de los siguientes pasos1.- Resolver el sistema T11 11 = E1 � T12 02 :En este primer paso, tomamos  02 =  n2 .2.- Resolver el sistema T22 12 = E2 � T21 11 :Una vez se ha terminado esta iteraci�on, se utiliza un proceso de extrapolaci�on,pasando a3.- Resolver el sistemaT11 l+11 = E1 � T12(1:5 l2 � 0:5 l�12 ) ; l = 1; 2; : : : :4.- Resolver el sistemaT22 l+12 = E2 � T21(1:5 l+11 � 0:5 l1) ; l = 1; 2; : : : :131



5.- Se comprueba el criterio de paradajj  l+11 �  l1 jj< tol y jj  l+12 �  l2 jj< tolSi no se satisfacen estas condiciones, se hace l = l + 1 y se repite el procesodesde el paso 3.Si se satisfacen estas condiciones se hace  n+11 =  l+11 y  n+12 =  l+12 .Con este m�etodo s�olo es necesario resolver sistemas lineales asociados a las ma-trices T11 y T22, que son sim�etricas, de�nidas positivas, diagonal dominantes y dis-persas, por tanto, para la resoluci�on de estos sistemas se puede utilizar de formaefectiva un m�etodo como el del gradiente conjugado que aproveche la estructuradispersa de las matrices.Por otra parte, podr��a pensarse que se mejorar��a el proceso si en los pasos 2 y 3del algoritmo se introdujesen factores de extrapolaci�on generales ! y �, pasando aresolver los sistemasT11 l+11 = E1 � T12(! l2 + (1� !) l�12 ) ;T22 l+12 = E2 � T21(� l+11 + (1 � �) l1) ;previo c�alculo de los factores ! y � imponiendo que se minimice la norma al cuadradode los correspondientes residuos. Pero de acuerdo con la pruebas realizadas, setiene que el coste adicional que supone el c�alculo de estos factores no justi�ca lapeque~na mejor��a que se consigue en el n�umero de iteraciones necesarias para obtenerla soluci�on de los sistemas.Por �ultimo, al �nal de cada paso de tiempo, 4tn, se reconstruyen los 
ujosneutr�onicos y se actualiza el par�ametro wn utilizando la expresi�onwn+1 = 14tn ln P (tn+1)P (tn) ! ;donde P (t) es la potencia en el instante t.El m�etodo en diferencias hacia atr�as de un paso que se ha desarrollado permiterealizar cambios en el paso de integraci�on para cada paso de tiempo. Para actualizarel paso de tiempo se utiliza la expresi�on4tn+1 = m��n( f12wphi ;4tus:) ;132



donde f1 es una constante elegida normalmente como 0.1, 4tus: es el paso de tiempom�aximo permitido por el usuario y wphi viene dado porwphi = m�ax(abs ln ��g;k(tn+1)��g;k(tn) !!) g = 1; 2 ; k = 1; : : : ; N ;donde ��g;k(tn) es el 
ujo neutr�onico medio del grupo g en el nodo k en el instantetn. Esta elecci�on implica que, si se supone un comportamiento exponencial del 
ujo,la componente del 
ujo que cambie m�as r�apidamente durante un paso de tiempo, lohaga en una proporci�on aproximadamente de f1=2. Al mismo tiempo, el nuevo pasode tiempo viene restringido por el paso de tiempo m�aximo permitido por el usuariopara garantizar la estabilidad del esquema. Hay que tener en cuenta que, aunque elm�etodo impl��cito utilizado sea te�oricamente estable, para hacer uso del mismo hayque resolver el sistema (5.8) mediante un m�etodo iterativo, y la soluci�on alcanzadacon el m�etodo iterativo depende del punto inicial de partida y este punto depende, asu vez, del paso de integraci�on utilizado, As��, la utilizaci�on de un paso de integraci�ongrande puede dar lugar a que la soluci�on del sistema de ecuaciones lineales alcanzadavenga afectada de un error que, al propagarse, hace que se desestabilice el esquema.Una vez resuelto el sistema (5.8), para seguir la integraci�on se actualiza el valorde Ck mediante la ecuaci�on (5.4) y se repite todo el proceso para el siguiente pasode tiempo.5.1.2 M�etodos en diferencias hacia atr�as de orden superiorEl m�etodo en diferencias de orden uno tiene asociado un error de truncamientoproporcional al paso de integraci�on, y esto implica que es necesario utilizar pasosde integraci�on muy peque~nos para no cometer un error muy grande en la resoluci�ondel problema. Ser�a m�as adecuado pues, utilizar m�etodos en diferencias hacia atr�asde orden superior para la integraci�on de la ecuaci�on (5.5), ya que permiten el usode pasos de integraci�on mayores, por ser el error de truncamiento de estos m�etodosproporcional a potencias de del paso de integraci�on [48], que denominaremos h paradiferenciarlo del m�etodo de un paso donde le hemos llamado �tn, ya que mientrasen el m�etodo de un paso es posible ir variando el paso de integraci�on en cada paso detiempo, en los m�etodos de orden superior el paso de integraci�on ha de permanecerconstante. 133



En adelante, nos centraremos en el m�etodo en diferencias hacia atr�as de un paso ylos m�etodos de 2 y 4 pasos para construir un algoritmo combinado que nos permitir�autilizar pasos de integraci�on m�as grandes.M�etodo en diferencias hacia atr�as de 2 pasosSe parte de la ecuaci�on (5.5) y se discretiza mediante un m�etodo en diferenciashacia atr�as de dos pasos, obteniendo la ecuaci�on[v�1]� n+1 � 43ewn(tn+1�tn) n + 13ewn(tn+1�tn�1) n�1� =23h �wn[v�1] n+1 � Ln+1 n+1 + (1� �)Mn+1 n+1 + KXk=1�kCn+1k X! ;que, teniendo en cuenta la ecuaci�on (5.4), podemos agrupar en el sistema de ecua-ciones lineales264 T11 T12T21 T22 375 n+1 = 264 R111 R1120 R122 375 n + 264 R211 00 R222 375 n�1 ++ 23 KXk=1 �ke��kh 264 Cnk0 375 ; (5.9)dondeT11 = v�11 (23wn + 1h) + 23Ln+111 � 23(1 � �)Mn+111 � 23 KXk=1 �k�kbkMn+111 ;T12 = �23(1 � �)Mn+112 � 23 KXk=1 �k�kbkMn+112 ;T21 = �23Ln+121 ;T22 = v�12 ( 1h + 23wn) + 23Ln+122 ;R111 = 43 1hv�11 ewnh + 23 KXk=1 �kak�kMn11 ;R112 = 23 KXk=1�kak�kMn12 ; 134



R122 = 43 1hv�12 ewnh ;R211 = �13 1hv�11 ewn2h ;R222 = �13 1hv�12 ewn2h :Para utilizar el m�etodo de orden 2 hay que resolver el sistema (5.9) para cadapaso de integraci�on, y es necesario partir del valor de la soluci�on en dos puntos,  0y  1.M�etodo en diferencias hacia atr�as de 4 pasosRealizamos ahora una discretizaci�on, mediante un m�etodo en diferencias haciaatr�as de orden 4 de la ecuaci�on (5.5) y obtenemos la ecuaci�on[v�1]h � n+1 � 4825ewnh n + 3625ewnhe�wn(tn�1�tn) n�1��1625ewnhewn(tn�2�tn) n�2 + 325ewnhe�wn(tn�3�tn) n�3� == 1225  �[v�1]wn n+1 � Ln+1 n+1 + (1� �)Mn+1 n+1 + KXk=1 �kCn+1k X! ;que, utilizando la ecuaci�on (5.4), se puede reagrupar en un sistema de la forma264 T11 T12T21 T22 375 n+1 = 264 R111 R1120 R122 375 n + 264 R211 00 R222 375 n�1 + 264 R311 00 R322 375 n�2 ++ 264 R411 00 R422 375 n�3 + 1225 KXk=1�ke��kh 264 Cnk0 375 ; (5.10)dondeT11 = v�11 (1225wn + 1h) + 1225Ln+111 � 1225(1� �)Mn+111 � 1225 KXk=1 �k�kbkMn+111 ;T12 = �1225(1� �)Mn+112 � 1225 KXk=1 �k�kbkMn+112 ;135



T21 = �1225Ln+121 ;T22 = v�12 ( 1h + 1225wn) + 1225Ln+122 ;R111 = 4825 1hv�11 ewnh + 1225 KXk=1 �kak�kMn11 ;R112 = 1225 KXk=1 �kak�kMn12 ;R122 = 4825 1hv�12 ewnh ;R211 = �3625 1hv�11 ewn2h ;R222 = �3625 1hv�12 ewn2h :R311 = 1625 1hv�11 ewn3h ;R322 = 1625 1hv�12 ewn3h :R411 = � 325 1hv�11 ewn4h ;R422 = � 325 1hv�12 ewn4h :Para utilizar el m�etodo Backward de orden 4, se ha de resolver el sistema (5.10)para cada paso de integraci�on y es necesario partir del valor de la soluci�on en cuatropuntos,  0,  1,  2 y  3. Para resolver los sistemas (5.9) y (5.10) es conveniente utili-zar el algoritmo iterativo a bloques que se ha desarrollado para el m�etodo Backwardde un paso.Algoritmo CombinadoA continuaci�on, expondremos un algoritmo combinado que hace uso de losm�etodos Backward de orden 1, de orden 2 y orden 4 y que permite ir aumentando elpaso de integraci�on hasta un m�aximo impuesto por el usuario, (hmax), que depender�adel comportamiento de cada problema en particular.Para exponer el funcionamiento del algoritmo, nos basaremos en el siguiente136



esquema
Orden 4 t0 t8 t16 t28 t32: : :(1)Orden 4 t0 t4 t8 t12 t16 t20 t24(1) (2) (3)Orden 2 t0 t2 t4 t6 t8 t10 t12(1) (2) (3) (4) (5)Orden 1 t0 t1 t2h

Fig. 5.1.- Esquema del Algoritmo Combinado.En primer lugar, se parte del valor de la soluci�on en el instante inicial,  0, y,mediante el m�etodo Backward de orden 1, se calcula la soluci�on en los instantes t1y t2 utilizando un paso de integraci�on h. A continuaci�on, tomando como puntos departida los valores de la soluci�on en los instantes t0 y t2, se realizan 5 iteraciones conel m�etodo Backward de orden 2 usando un paso de integraci�on 2h. Posteriormente,tomando como puntos de partida los valores de la soluci�on en los instantes t0, t4, t8 yt12 se realizan 3 iteraciones mediante el m�etodo Backward de orden 4 usando un pasode integraci�on 4h. Una vez se ha hecho esto, es posible utilizar el m�etodo Backwardde orden 4 tomando como puntos de partida los valores de la soluci�on en los instantest0, t8, t16 y t24 con lo que se consigue duplicar el paso de integraci�on (8h). A partir deaqu��, se siguen repitiendo bloques de tres iteraciones utilizando el m�etodo Backwardde orden 4, lo cual, permite ir duplicando el paso de integraci�on hasta un m�aximohmax, que depender�a de cada problema en concreto. Una vez se alcanza este paso deintegraci�on, se utiliza el m�etodo Backward de orden 4, bas�andose en los valores dela soluci�on en los cuatro instantes anteriores consecutivos, hasta alcanzar el tiempo�nal.5.2 M�etodo Cuasi-Est�atico MejoradoPara reducir el coste computacional a la hora de integrar la ecuaci�on de la Di-fusi�on dependiente del tiempo, se ha desarrollado tambi�en una aproximaci�on Cuasi-137



Est�atica [49], [52].Para el desarrollo de esta aproximaci�on, se parte de las ecuaciones[v�1] _ + L = (1� �)M + KXk=1 �kCkX ; (5.11)Cn+1k = Cnk e��k4tn + �k(ak[M11M12]n n + bk[M11M12]n+1 n+1) ; (5.12)con los coe�cientesak = (1 + �k4tn)(1 � e��k4tn)�2k4tn � 1�k ; bk = �k4tn � 1 + e��k4tn�2k4tn ;y se hace una factorizaci�on de la forma (~r; t) = S(~r; t)a(t) ; (5.13)donde a(t) es una funci�on dependiente s�olo del tiempo, que denominaremos funci�onde amplitud y que var��a muy r�apidamente con el tiempo durante el transitorio, yla funci�on de forma, S(~r; t), cuya variaci�on con el tiempo en el transitorio es menorque la de la funci�on de amplitud.Utilizando la factorizaci�on (5.13) en la ecuaci�on (5.11) evaluada en el instantetn+1, haciendo uso de la ecuaci�on (5.12) y realizando la aproximaci�on_S(tn+1) � S(tn+1) � S(tn)4tn ; (5.14)obtenemos el sistema de ecuaciones lineales264 T11 T12T21 T22 375Sn+1 = 264 R11 R120 R22 375Sn + 1an+1 KXk=1 �ke��k4tn 264 Cnk0 375 ; (5.15)dondeT11 = v�11 ( 1an+1 dadt �����tn+1 + 14tn ) + Ln+111 � (1 � �)Mn+111 � KXk=1�k�kbkMn+111 ;T12 = �(1� �)Mn+112 � KXk=1�k�kbkMn+112 ;T21 = �Ln+121 ; 138



T22 = v�12 ( 1an+1 dadt �����tn+1 + 14tn ) + Ln+122 ;R11 = v�11 14tn + anan+1 KXk=1 �k�kakMn11 ;R12 = anan+1 KXk=1 �k�kakMn12 ;R22 = v�12 14tn :Para obtener el valor de la funci�on de forma en cada paso de integraci�on, seresuelve el sistema (5.15) utilizando el mismo m�etodo iterativo a bloques que se hautilizado en los m�etodos en diferencias hacia atr�as. El sistema depende de los valoresde la funci�on de amplitud y de su derivada en los distintos instantes de tiempo, porello, es necesario obtener una ecuaci�on que nos proporcione la evoluci�on de la funci�ona(t). Para ello, partimos de la ecuaci�on (5.11) y la multiplicamos por la transpuestade un vector de peso S�, obteniendoS�T [v�1](S _a+ _Sa) + S�TLSa = (1� �)(S�TMS)a+ KXk=1 �k(S�TCkX) : (5.16)Normalmente, como vector de peso se elige la funci�on de forma asociada al 
ujoadjunto, que se reconstruye a partir de la funci�on de forma como [25], [53]S� = 264 S�1S�2 375 ;donde S�1 = S1 y las componentes de S�2 vienen dadas porS�2 i = ��f2S1iS2iS1i�12 � S2i�a2 ;si �f1;2 6= 0 y S� = 264 S�1S�2 375 = 264 S1S2 (�a1+�12)D2=�a2�12(D2=�a2+D1=(�a1+�12)) 375 ;si �f1;2 = 0. 139



Se supone que la funci�on S permanece constante en el intervalo [tn; tn+1], to-mando el valor S(tn), aunque L y M pueden variar en este intervalo de tiempo.Si de�nimos b1 = S�T [v�1]S(tn) ;b2 = S�TLS(tn) ;b3 = S�TMS(tn) ;b1ant = S�T (tn)[v�1]S(tn�1) ;�k = S�TCkXb1 ;y aproximamos _S mediante la relaci�on (5.14), la ecuaci�on (5.16) en el intervalo[tn; tn+1] se expresa como_a+  b1 � b1antb14tn�1 + b2b1 � (1� �)b3b1! a = KXk=1 �k�k (5.17)donde los coe�cientes b2 y b3 dependen de tiempo al hacerlo L y M .La ecuaci�on para la amplitud de precursores, �k, se obtiene a partir de la ecuaci�on(5.2) y tiene la forma _�k = �k b3b1a� �k�k : (5.18)Las ecuaciones (5.17) y (5.18) se resuelven para cada intervalo de tiempo [tn; tn+1]utilizando la subrutina LSODE, teniendo en cuenta que los coe�cientes b2 y b3 sedeben actualizar cada cierto intervalo de tiempo, que hemos denominado `tiempode actualizaci�on feedback', y debe ser mayor o igual que el paso de integraci�onutilizado por esta subrutina. Una vez se ha obtenido la soluci�on de estas ecuaciones,se resuelve el sistema (5.15) y se repite el proceso para el pr�oximo intervalo detiempo.Al igual que el m�etodo Backward de un paso, el m�etodo Cuasi-Est�atico permitecambios en el paso de tiempo de integraci�on, que hemos denominado `paso de tiempode forma'. Para actualizar este paso de tiempo se utiliza la expresi�on4tn+1 = m��n ( f12wforma ;4tforma�us:) ;140



donde f1 es una constante que normalmente se elige como 0.1, �tforma�us: es el `pasode tiempo de forma' m�aximo permitido por el usuario, y wforma viene dada porwforma = m�ax(abs  ln �Sg;k(tn+1)�Sg;k(tn) !!) g = 1; 2; k = 1; : : : ; N ;siendo �Sg;k la funci�on de forma promediada espacialmente en el nodo k.5.3 Resultados Num�ericos5.3.1 Problemas unidimensionalesPara comprobar el funcionamiento de este tipo de m�etodos, utilizaremos el m�etodoBackward de un paso para resolver los problemas Benchmark B y Benchmark E,que hemos expuesto en el cap��tulo anterior.Benchmark BEn las �guras de la 5.2 a la 5.6 se muestran los resultados obtenidos, medianteel m�etodo Backward de un paso (Back. 1), para la evoluci�on de la potencia en elreactor, as�� como el per�l de potencia en los instantes 0.0005 seg., 0.001 seg., 0.003seg., y 0.1 seg., compar�andolos con los resultados obtenidos mediante un m�etodoAnal��tico Nodal (AN) [27]. Los c�alculos se han realizado utilizando tres polinomiosen los desarrollos del m�etodo de colocaci�on nodal, e imponiendo un paso m�aximo�tus: = 0:0001 seg.
141
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Fig. 5.2.- Evoluci�on de la potencia para el Benchmark B.
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Fig. 5.3.- Per�l de potencia a los 0.0005 segundos para el Benchmark B.142
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Fig. 5.4.- Per�l de potencia a los 0.001 segundos para el Benchmark B.
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Fig. 5.5.- Per�l de potencia a los 0.003 segundos para el Benchmark B.143
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Fig. 5.6.- Per�l de potencia a los 0.1 segundos para el Benchmark B.Benchmark EEn las �guras de la 5.7 a la 5.11 se muestran los resultados obtenidos parael Benchmark E, de la evoluci�on de la potencia y los per�les de potencia en losinstantes 0.2 seg., 0.4 seg., 0.6 seg., y 0.8 seg., utilizando el m�etodo Backward deun paso (Back. 1) y se comparan con los resultados obtenidos mediante el m�etodoAnal��tico Nodal (AN) [27]. Al igual que en el problema anterior, los c�alculos sehan realizado utilizando tres polinomios en los desarrollos del m�etodo de colocaci�onnodal, e imponiendo un paso m�aximo �tus: = 0:01 seg.
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Fig. 5.7.- Evoluci�on de la potencia para el Benchmark E.
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Fig. 5.9.- Per�l de potencia a los 0.4 segundos para el Benchmark E.
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Fig. 5.10.- Per�l de potencia a los 0.6 segundos para el Benchmark E.146
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Fig. 5.11.- Per�l de potencia a los 0.8 segundos para el Benchmark E.Observamos pues, que se obtienen buenos resultados de forma r�apida utilizandoel m�etodo Backward de un paso, tanto en el problema Benchmark B, donde serealiza una perturbaci�on instant�anea del reactor, como en el Benchmark E, dondela perturbaci�on realizada depende del tiempo.5.3.2 Problemas BidimensionalesComo problema con geometr��a bidimensional, se abordar�a el estudio de dos tran-sitorios asociados a un reactor simpli�cado, que hemos denominado reactor Seed-Blanket, y tiene simetr��a 1/4. En este reactor se distinguen tres tipos de materialescuya distribuci�on en su interior viene dada por la �gura 5.12
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? -0245680y 0 24 56 80x32 21 3Fig. 5.12.- Cuadrante del reactor Seed-Blanket.y cuyas secciones e�caces se recogen en la tabla 5.2.Tabla 5.2.- Secciones e�caces para el problema Seed-BlanketRegi�on Grupo Dg(cm) �ag(cm�1) ��fg �121 1 1.4 0.01 0.007 0.012 0.4 0.15 0.22 1 1.4 0.01 0.007 0.012 0.4 0.15 0.23 1 1.3 0.008 0.003 0.012 0.5 0.05 0.061v1 1v210�5 10�7Se ha supuesto adem�as, que hay un grupo de precursores de neutrones cuyospar�ametros son �1 = 0:0064 ; �1 = 0:08 :Este problema es similar al reactor TWIGL [54], [45], pero se han cambiado lospar�ametros lambda y beta de los precursores.Para su estudio, se ha dividido el reactor en 8�8 nodos de 10 cm.�10 cm.y se han escogido dos transitorios particulares. El primero es una mezcla de las148



perturbaciones de salto y de rampa y el segundo es una perturbaci�on en rampa, sinneutrones diferidos. Ambas perturbaciones se han realizado sobre la secci�on e�cazde absorci�on del grupo t�ermico asociada al material 1.Para el transitorio 1 hemos elegido �a2 como la siguiente funci�on del tiempo�a2(t) = 8>>>><>>>>: 0:15 � 0:00350:2 t t � 0:20:15 + 0:00352 t 0:2 < t � 0:40:15 t > 0:4donde el tiempo se mide en segundos.Para el transitorio 2 hemos supuesto que �1 = 0, �1 = 0 y que�a2(t) = 0:15 � 0:00352 t :Para calcular el valor inicial de las distintas magnitudes asociadas al reactor seha utilizado el modo fundamental asociado a la distribuci�on inicial de los materialescalculado mediante el programa MOD2D. Se ha obtenido para el autovalor un valorde 0.91318, a comparar con el valor de referencia de 0.91321, [54].En la �gura 5.13 se muestra el resultado obtenido para la evoluci�on de la potenciaen el transitorio 1 utilizando el m�etodo Backward de un paso, restringiendo el �tus:a los valores �tus: = 5 10�3 (DIRECT-1), �tus: = 1 10�3 (DIRECT-2), �tus: = 510�4 (DIRECT-3), �tus: = 1 10�4 (DIRECT-4)
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Fig. 5.14.- Evoluci�on de la potencia para el Transitorio 2 utilizando el m�etodoBackward de un paso.150



En ambos casos, se observa que los resultados dependen mucho del �tus: que seimponga. Este efecto se observa mejor en un transitorio de potencia r�apido como esel transitorio 2.En la �gura 5.15 se muestran los resultados obtenidos para la evoluci�on dela potencia en el transitorio 1 utilizando el m�etodo Cuasi-Est�atico, restringiendoel �tforma�us: a �tforma�us:= 1 10�1 (CUASI-ESTATIC 1) y �tforma�us:= 1 10�2(CUASI-ESTATIC 2)
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Fig. 5.15.- Evoluci�on de la potencia para el Transitorio 1 utilizando el m�etodoCuasi-Est�atico.En la �gura 5.16 se muestra la evoluci�on de la potencia obtenida mediante el m�e-todo Cuasi-Est�atico para el transitorio 2, restringiendo el �tforma�us: a �tforma�us:= 110�2 (CUASI-ESTATIC 1), �tforma�us:= 1 10�3 (CUASI-ESTATIC 2) y �tforma�us:=5 10�4 (CUASI-ESTATIC 3) 151
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Tabla 5.3.- Distribuci�on de potencia para el transitorio 1.Comparaci�on entre el m�etodo Backward y el m�etodo Cuasi-Est�atico.tiempo Distrib. de potencia nodal0 a) 1.260 1.322 1.201 2.187 1.870 1.380 0.946 0.260 0.092 0.01b)1.260 1.322 1.201 2.187 1.870 1.380 0.946 0.260 0.092 0.010.1 1.243 1.307 1.191 2.201 1.900 1.410 0.966 0.263 0.093 0.011.245 1.309 1.192 2.201 1.898 1.407 0.964 0.262 0.093 0.010.2 1.259 1.322 1.199 2.183 1.871 1.384 0.953 0.264 0.094 0.011.273 1.333 1.203 2.180 1.865 1.379 0.949 0.263 0.094 0.010.3 1.275 1.336 1.209 2.174 1.842 1.353 0.926 0.257 0.091 0.011.272 1.333 1.207 2.175 1.847 1.358 0.930 0.257 0.091 0.010.4 1.269 1.330 1.206 2.187 1.860 1.366 0.931 0.255 0.090 0.011.247 1.312 1.198 2.194 1.876 1.382 0.942 0.257 0.091 0.010.5 1.259 1.322 1.201 2.187 1.871 1.381 0.946 0.260 0.092 0.011.259 1.322 1.200 2.187 1.871 1.381 0.946 0.260 0.092 0.01a) m�etodo Backward; b) m�etodo Cuasi-Est�atico.Observamos que los resultados son similares y s�olo es destacable un peque~noerror en los instantes correspondientes a un cambio brusco en las secciones e�caces,donde el m�etodo Backward proporciona mejores resultados, ya que con este m�etodose utiliza un paso de actualizaci�on menor. Esto se puede con�rmar observando las�guras 5.17 y 5.18
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En la �gura 5.19 mostramos la evoluci�on de la potencia para el transitorio 1calculada con el Algoritmo Combinado en los casos en los que se restringe el pasom�aximo de integraci�on (hmax:) a 1 10�3 (Comb-1), a 5 10�3 (Comb-2), y a 1 10�2(Comb-3), y se comparan con los resultados obtenidos con el m�etodo Cuasi-Est�aticorestringiendo el paso �tforma�us: a 1 10�2.
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Fig. 5.19.- Comparaci�on de la evoluci�on de la potencia obtenida con el m�etodoCombinado y el m�etodo Cuasi-Est�atico.Los resultados obtenidos son muy similares en todos los casos salvo los obteni-dos con el Algoritmo Combinado restringiendo hmax a 1 10�2 (Comb-3), donde seaprecian errores mayores.En la tabla 5.4 se comparan las diferentes proporciones de tiempo de CPU utili-zadas para resolver el transitorio 1 y el transitorio 2, con los m�etodos Backward deun paso y el m�etodo Cuasi-Est�atico. 155



Tabla 5.4.- Proporciones de tiempo de CPU para el m�etodo Backward de un pasoy el m�etodo Cuasi-Est�atico.Backw. 1, transitorio 1caso 4tus: Proporc. tiempo CPU1 5 10�3 22 1 10�3 53 5 10�4 104 1 10�4 40 Cuasi-Est�atico, transitorio 1caso 4tforma�us: Proporc. tiempo CPU1 1 10�1 1 (t referencia)2 1 10�2 2Backw. 1, transitorio 2caso 4tus: Proporc. t. CPU1 1 10�3 32 5 10�4 53 1 10�4 194 5 10�5 335 1 10�5 200 cuasi-est�atico, transitorio 2caso 4tforma�us: Proporc. t. CPU1 1 10�2 1 (t referencia)2 1 10�3 63 5 10�4 10Observamos que el m�etodo Cuasi-Est�atico es aproximadamente diez veces m�asr�apido que el m�etodo Backward de un paso, consiguiendo casi la misma precisi�on enlos resultados.En cuanto al m�etodo Combinado, se ha comparado este m�etodo con el m�etodoCuasi-Est�atico para la resoluci�on del transitorio 1. Los resultados se recogen en latabla 5.5Tabla 5.5.- Proporciones de tiempo de CPU para el m�etodo Combinado y elm�etodo Cuasi-Est�atico.M�etodo Paso integr. tiempo CPUCuasi-Esta. �tforma�us:= 1 10�2 1 (ref.)Combin. hmax= 1 10�3 4.3Combin. hmax= 5 10�3 2.5Combin. hmax= 1 10�2 2.32156



A diferencia de lo que podr��a pensarse, al ir aumentando el hmax en el algoritmocombinado no se reduce proporcionalmente el tiempo utilizado en la resoluci�on delproblema. Ello es debido a que al aumentar el paso de integraci�on, h el m�etodoiterativo utilizado en la resoluci�on de los sistemas de ecuaciones lineales que aparecenen el m�etodo convergen m�as lentamente por ser la soluci�on en el paso de tiempoanterior una aproximaci�on peor a la soluci�on del sistema a resolver en cada iteraci�on,y adem�as, esto hace que aumenten los posibles errores en la soluci�on obtenida, comose pone de mani�esto en la �gura 5.19.5.3.3 Problemas TridimensionalesPara comprobar los m�etodos desarrollados en geometr��as 3D, se ha resuelto eltransitorio tridimensional de Langenbuch. En la �gura 5.20 se muestra la geometr��adel reactor modelizado
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Tabla. 5.6.- Secciones e�caces de los materiales en el reactor Langenbuch.Regi�on Grupo Dg(cm) �ag(cm�1) ��fg �12Fuel 1 1 1.423913 0.01040206 0.006477691 0.017555502 0.3563060 0.08766217 0.1127328Fuel 2 1 1.425611 0.01099263 0.007503284 0.017177682 0.3505740 0.09925634 0.1378004Absorbente 1 1.423913 0.01095206 0.006477691 0.017555502 0.3563060 0.09146217 0.11273228Re
ector 1 1.634227 0.002660573 0.0 0.027596932 0.2640020 0.04936351 0.0Tabla. 5.7.- Par�ametros de los precursores de neutrones en el reactor Langenbuch.Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5 Grupo 6�i 0.000247 0.0013845 0.001222 0.0026455 0.000832 0.000169�i (s�1) 0.0127 0.0317 0.115 0.311 1.4 3.87Todos los c�alculos se han llevado a cabo haciendo uso de la simetr��a 1/4 delreactor y se han utilizado 350 nodos. Los c�alculos del estado estacionario se hanrealizado con el progrma MOD3D, obteniendo para el autovalor un valor de 0.9992.En la �gura 5.21 se muestran los resultados obtenidos para la evoluci�on de po-tencia con el m�etodo Backward de un paso y con el m�etodo Cuasi-Est�atico, compa-r�andolos con los valores de referencia obtenidos con el programa CUBBOX usandoun paso de integraci�on de 12.5 mseg. [45].
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Cap��tulo 6ConclusionesEl presente trabajo se ha dedicado al desarrollo de m�etodos de integraci�on parala ecuaci�on de la difusi�on neutr�onica en un reactor nuclear. Estudiando m�etodosv�alidos al realizar una discretizaci�on del reactor en nodos de gran tama~no.En primer lugar, se ha abordado el estudio de la ecuaci�on de los Modos Lambdaen la aproximaci�on de dos grupos de energ��a. Como primer m�etodo para su resolu-ci�on se ha desarrollado una aproximaci�on anal��tica que permite, de forma r�apida yprecisa, resolver los problemas unidimensionales.Posteriormente, se ha generalizado esta metodolog��a para el tratamiento de pro-blemas bidimensionales. Para la resoluci�on de este tipo de problemas es necesarioencontrar las ra��ces de un sistema de ecuaciones no lineales de gran dimensi�on. Portanto, ha sido necesario implementar un m�etodo de continuaci�on basado en los m�e-todos de Newton y Broyden para la resoluci�on de estas ecuaciones. Este m�etodoconsigue una buena precisi�on en la obtenci�on de los autovalores de un reactor bidi-mensional, pero el error cometido es mayor en la determinaci�on del 
ujo r�apido yel 
ujo t�ermico de los distintos modos. Hay que destacar adem�as, que una genera-lizaci�on de la metodolog��a para tratar problemas tridimensionales es inviable por elalto coste computacional que supondr��a la resoluci�on de este tipo de problemas.Por lo apuntado anteriormente, se ha cambiado de orientaci�on para el trata-miento del problema, y se ha hecho uso de un m�etodo de colocaci�on nodal, basado162



en el desarrollo en polinomios de Legendre del 
ujo neutr�onico en cada nodo. Estem�etodo permite aproximar el problema de autovalores asociado a un operador di-ferencial inicial, por un problema de autovalores algebraico. La dimensi�on de esteproblema es muy grande y la estructura de la matriz asociada es dispersa, especial-mente si se consideran problemas con geometr��a bidimensional o tridimensional, as��,para el c�alculo de los autovalores dominantes de la matriz, se ha utilizado el m�etodode Iteraci�on del Subespacio combinado con una t�ecnica variacional de aceleraci�on.Con el algoritmo desarrollado se han resuelto problemas benchmark bidimensiona-les como los reactores IAEA y BIBLIS y el reactor tridimensional de Langenbuch.Tambi�en se han obtenido los Modos Lambda dominantes de reactores comercialescomo el de la Central Nuclear de Cofrentes y el reactor de Ringhals.Posteriormente, se han desarrollado m�etodos para la integraci�on de la ecuaci�onde la difusi�on neutr�onica dependiente del tiempo. El primer m�etodo estudiado hasido un m�etodo nodal modal. Para el desarrollo de este m�etodo se ha discretizado laparte espacial de las ecuaciones mediante el m�etodo de colocaci�on nodal, y una vezhecho esto, se ha desarrollado la soluci�on en funci�on de los Modos Lambda dominan-tes asociados a distintas con�guraciones del reactor a lo largo del tiempo, obteniendode este modo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que es posible inte-grar mediante un m�etodo de Runge-Kutta o un m�etodo impl��cito. Con el m�etododesarrollado se han resuelto de forma efectiva distintos problemas unidimensionales.Para la utilizaci�on del m�etodo nodal modal es necesario disponer de los Mo-dos Lambda dominantes asociados a distintas con�guraciones del reactor a lo largodel tiempo. El c�alculo de estos modos es un proceso costoso, especialmente, paraproblemas con una geometr��a bidimensional o tridimensional, por lo tanto, para in-tegrar la ecuaci�on de la difusi�on dependiente del tiempo en este tipo de reactores,se han considerado m�etodos basados en la discretizaci�on de la parte temporal delas ecuaciones. En particular, se han desarrollado los m�etodos en diferencias haciaatr�as de un paso, de dos pasos y de cuatro pasos, contruyendo con los mismos unalgoritmo combinado que permite ir variando el paso de integraci�on. Adem�as, se hadesarrollado una modi�caci�on de la aproximaci�on Cuasi-Est�atica para adaptarla a lautilizaci�on del m�etodo de colocaci�on nodal. Se ha comparado el funcionamiento deestos m�etodos resolviendo los problemas benchmark unidimensionales estudiados conel m�etodo nodal modal, dos transitorios del reactor bidimensional de Seed-Blankety un transitorio asociado al reactor de Langenbuch, obteniendo como conclusi�on que163



para obtener soluciones muy precisas es necesario utilizar los m�etodos en diferenciashacia atr�as con un paso de integraci�on muy peque~no. No obstante, la aproximaci�onCuasi-Est�atica proporciona resultados �ables con un coste computacional muchomenor.En cuanto al desarrollo futuro de los temas estudiados en la presente memoria,hay que comentar que se est�a tratando de optimizar el m�etodo de Iteraci�on delSubespacio para el c�alculo de los autovalores dominantes de una matriz dispersa y nosim�etrica, as�� como estudiar las posibilidades del m�etodo para su implementaci�on enun ordenador con una arquitectura paralela. Tambi�en ser��a interesante profundizaren el estudio de las t�ecnicas de aceleraci�on para este tipo de m�etodos de forma quepuedan ser combinadas con el m�etodo de Iteraci�on del subespacio de forma �optima.Por otra parte, al poder disponer del los Modos Lambda dominantes asociadosa una con�guraci�on dada de un reactor, va a ser posible realizar estudios de lafenomenolog��a asociada a estos modos y analizar su relaci�on con las inestabilidadesen fase y fuera de fase de los reactores.Con los Modos Lambda dominantes se puede obtener una descomposici�on modalde la se~nal de la potencia neutr�onica procedente de los LPRM-s de un reactor nucleary estudiar las se~nales temporales asociadas a los distintos modos.Por �ultimo, ser��a interesante acoplar uno de los m�etodos para la integraci�onde la ecuaci�on de la difusi�on dependiente del tiempo que se han desarrollado, aun programa que resuelva las ecuaciones del modelo termohidr�aulico del reactor,como el programa TRAC-BF1, posibilitando de este modo el estudio de transitoriosrealistas.
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