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TEMA 1. ANALISIS
VECTORIAL

Sistemas Coordenados
Operador Nabla
Teoremas

Funcion Delta de Dirac
Ecuaciones de Maxwell



Objetivo del tema

* Presentar las herramientas analiticas
basicas para resolver problemas de
campos eléctricos y magnéticos estaticos
—> analisis integral y vectorial de funciones
escalares y vectoriales en I3

e Enunciar las ecuaciones de Maxwell



1. Sistemas coordenados

Permiten localizar cualquier punto del espacio

mportantes porque facilitan la resolucion de
oroblemas: segun la simetria del problema se
debe seleccionar el sistema coordenado mas
adecuado para facilitar (i) la resolucion y (i) la
Interpretacion de la solucion

En un sistema coordenado ortogonal, cualquier
punto es la interseccion de tres superficies
perpendiculares entre si - distintos sistemas
coordenados segun la definicion de las
superficies: cartesiano (rectangular), cilindrico y
esférico.




Sistema Rectangular o Cartesiano

Coordenadas
Interseccion
fcxj;:2 planos x,yy z
- g
Y
Y
Coordenadas: x;, Y, Z
Vectores unitarios: x, j;, Z
Vector de posicién: 7 = xx + yp + zZ



Sistema Rectangular o Cartesiano

Diferenciales z

Elementos diferenciales de linea:

dL. =dx
dL, =dy v
1] cly
dL. =dz - T
~ )
dL = dxx +dyy +dzz /dx 4 y
Elementos diferenciales de superficie: 2
dS, =dL dL. =dydz .
dS =dL dL = dxdz Elemento diferencial de volumen:
y X z
dS. = dL dL = dxdy dV =dL dL dL = dxdydz

Tanto los diferenciales de linea como los de superficie pueden ser escalares o vectoriales
(anadiendo un vector unitario de forma adecuada).
El de volumen siempre es escalar.




Sistema Cilindrico

Coordenadas

z

pxP=z . } Interseccién de

2 cilindro de radio

N P, semiplano
gue contiene el
eje z y forma un
angulo ¢ con el
eje x, y plano z

Coordenadas: 0, @, z

N

Vectores unitarios: 0, @, Z

Vector de posicion: ¥ = pp + zZ



Sistema Cilindrico

Diferenciales

Elementos diferenciales de linea:
dL,=dp
dL; = pd¢ "
¢ ,
dL. =dz o
dL=dL,p+dL,p+dL % = ol
=dpp+ pdgP +dzz

p+dy

Elementos diferenciales de superficie:

dS, =dL,dL = pd¢dz
dS, =dL,dL = dpdz
dS. =dL,dL,= pdpd¢ dV =dL,dL,dL .= pdpodpdz

Elemento diferencial de volumen:



Sistema Esférico

Coordenadas

Interseccion de esfera
de radio r, semiplano
que contiene el eje zy
forma un angulo ¢ con
el eje x, y superficie
conica con vértice en el
origen y con angulo &
conelejez

Coordenadas: 7, &, @
Vectores unitarios: 7 @, @

Vector de posicion: 7 = 4.5



Sistema Esférico

Diferenciales

Elementos diferenciales de linea:
dL =dr
dL, =rd@
dL, =rsen@l@
dL =dL 7 +dL,0+dL,p =
= dri +rd 00+ rsen AP

Elementos diferenciales de superficie: »

dS, =dLydL, = r’senGiQig
dSy =dL.dL,=rsendrdg Elemento diferencial de volumen:
dSy =dL,dL,= rdrd@ dV =dL,dL,dL, =r’sen@ird Gl



Transformacion de Coordenadas
Rectangulares-Cilindricas

Coordenadas
1
X = pcos¢ p:(x2+y2%

Y= pseng ¢ = arCtaﬂX D{[O,ﬂ] siy>0
X (n2m) s1y <0

zZ=z zZ=z
Vectores unitarios
cos@Pp — sen PP 0 =cos@x + sen@y
ﬁ=sen¢p+cos¢¢ @ = —sen@x + cos @y

z zZ=zZ

N>



Transformacion de Coordenadas
Rectangulares-Esféricas

Coordenadas

1
x =rsen@cos@ r= (x2 + 9’ +22)/2

1
2 2V2
X+ )/
H:arctan( Y
Z

y =rsentsen@

z=rcosf ¢:arctanl Jom siy=0
{(7‘[,2”) sty <0
Vectores unitarios

= sen@cos @ + cos Gcos PO — sendd r =sen@cos @x + senbkengy +cos &
= senGendi +cos Gendl+ cos PP 0 = cos Bcos @t + cos Gengp — sen &
cos & — sen 66 @ = —sen@x +cos ¢y

<> =D

z



Transformacion de Coordenadas
Cilindricas-Esféricas

Coordenadas
1
0 =rsen@ r:(p2+22)/2
Q=0 6= arctanB

Z

z =rcos@ Q=90
Vectores unitarios

0 =se en +cos 60 7 =sen@0 +costk
¢

& 6
2 =cos & — sen 60 1)

=cos@p —sentk
¢



2. El operador Nabla

Es un operador vectorial y diferencial

Expresion en cartesianas:

0, 0 . 0.
J=—x+—y+—zZ
Ox 0Oy 0z

Reglas de aplicacion del operador nabla:
D0(01A+028)201D0A+02DOB

!

To(40B)= 0o (40B)+ 0o (40B)

| indica la funcion a la que hay que aplicar la derivacién, manteniendo las demas constantes



2. El operador Nabla

Propiedades

1

f

. O(f+g)=0f+0g

2. Od4+B)=00i+03
3.  Ox(d+B)=0x4+0xB
4. O(fg)=gbr+ /D¢

S. olims)
6

7

8

9.

(EDD)Z+Z§X(D><2)+(ZID]])E+ZI><(D><E)

i)= Amy + oo

Ol
O{dxB)= BIOxA- A B
4)=-Ax0f + x4

x|
Ox(ixB)=(8m)4-B(ooi)+ 40 3B)-(1m)s



Aplicaciones del operador Nabla
(derivadas de primer orden)

1. Gradiente: U/
2. Divergencia: 04
3. Rotacional: Ox 4



Gradiente Llf

-Siempre se aplica sobre una funcion escalar f

-El resultado es una magnitud vectorial

-Indica la rapidez de variacidon de un campo escalar en
diferentes direcciones del espacio

-El vector resultante apunta en la direccidon de maxima
variacion positiva del campo escalar, siendo normal a
las superficies equiescalares de f

st

Ejemplo:
gradiente del
campo escalar
“oscuridad”




—_

Divergencia L[4

-Siempre se aplica sobre una funcién vectorial 4
-El resultado es una magnitud escalar

-Indica la tendencia que presenta un campo vectorial
en un punto determinado a dirigirse hacia el punto
(divergencia negativa) o a alejarse de él (divergencia
positiva). Es decir, mide la tendencia de dicho campo
vectorial a originarse en o0 a converger hacia dicho
punto.



Rotacional [x 4

-Siempre se aplica sobre una funcién vectorial 4
-El resultado es una magnitud vectorial

-Indica la tendencia que presenta un campo vectorial
en un punto determinado a girar alrededor de ese
punto.



Aplicaciones del operador Nabla
(derivadas de segundo orden)

. Laplaciano de Funcion Escalar: oor)=(om)s =0*f

. Ox(07)=(0x0)f =0

1
2
3. oloc4)
4. nrox4)=(0x0)oi=0
5

N—

-0[0m)-(0m)4 =000 -0%4

o

. DX(DXZ

Laplaciano de Funcidn Vectorial: 0*4=0004-0x0x 4



Operadores Diferenciales en
Rectangulares

Gradiente

Divergencia

Rotacional

Laplaciano

Jo A= fca + 3 0 +2i

Ox ~dy Oz
Df:Aai+)}al+Zal
Ox ~0dy Oz
DDZ:aAuaAy 04
Ox 0dy Oz

}A

0% f =

2 2 2
0 0 S
x> 0y° 0z’




Operadores Diferenciales en Cilindricas

- _A0f 10 O
Of = p— — 2+
Gradiente if o0 ¢,00¢ 5
- 10 104, 04
' ' OMH=——->\p4, |+— + =
Divergencia PYr (p p) 590 o
. - [ 104, 04, 04. 04 0 04
[I1x 4 = S zZ - + P _ z “ o4 _p
Rotacional p( > az] ¢( ~ 6,0] % (04,) ¥
Laplaciano |0 _lof o) 10/ 0Ff
pop\  dp) p’op® 0z




Operadores Diferenciales en Esfericas

Gradiente

Divergencia

Rotacional

L =

O L pLOf

1

of

or r 06

rsenf 0¢

9 |

A, sen @)+

1

04,

rsenf 0¢

Oxd=p_1

rsend

9 04, 1] 1 9 1
{GB(ANCHQ)_—]FQ Lené’ 09 Gr(A¢)}+¢;{_

0¢

r

0A,

P 94
A —
ar (r4,) Y

—@

Laplaciano

1 0
sz_—z—

r

74

» Of

1

or

)7

r*senf 06

’ [sene

0
06

o)’

1 0*f

rsen’ @ d¢°




Campo irrotacional

Se dice que un campo vectorial A es irrotacional en un
volumen V si en todos los puntos del volumen se

cumple: —
XA4A=0

Ejemplo: campo electrostatico.

Ademas, se cumple:

1. §;1 [ =0 para cualquier L dentro de V

L
2. | ATIL 1o depende del recorrido L sino de los extremos

B~

3. 4=-0f



Campo solenoidal

Se dice que un campo vectorial A es solenoidal en un
volumen V si en todos los puntos del volumen se
cumple: —

A=0

Ejemplo: campo magnetostatico.

Ademas, se cumple:

1ﬁ;}j Biﬁ = ( para cualquier S dentro de V
S

2. ”21 S no depende de S, sino de la linea L que la delimita
S

3.2:[|x]§



3. Teoremas

@ Teorema Gauss:

Udv

faws = ||

Teorema Stokes:
| pArar=||
L S




Teorema de Gauss

fAts = [[[DChay

Flujo de una funcién vectorial
a través de una superficie cerrada

—

Demostracion:

ﬁSZWE:;ﬁSiZWQ :;D 0y, = ||| D Diay

Generalizacion: #Sdﬁo — ” AV

Corolarios: ﬁsfdg :_H, Ofav

- ﬁsz x dS = _'HVD x AdV

-Permite relacionar integrales de volumen y superficie

-Valido para superficies cerradas y disjuntas




Aplicaciones del Teorema de Gauss

1. Integracion por Partes: 4 ., 74, C [ﬁfZl)zZlD]]f+fD A

”LZD]]de+”LfDDZdV:ﬁSfZBZ§

2. Primera Identidad de Green:

—

A - gOf, Oelf)=0gmf+g0’f
[[[ (g0 r +0g D]]f)dV:ﬁSg%dS

3. Segunda Identidad de Green:

[ — ey =ff [ 2~ 1 % s



Teorema Stokes

S pAwL =[x S

L -
ol

Y

Demostracion:

-

oS

] L . B}
Generalizacion: ﬁLdL o= .”S(dS x D) o
Y

L
Corolarios: ﬁ il = _HSDgax dS

SBL/] x dl = —”S(ﬁ x ) X AdS

@mizgiﬂmii :;Dx}iﬁi = [[oxArus

N

S

=

ol




4. Funcion Delta de Dirac

) Funcion Discontinua
s j X

/\j\/\ f(x)zff(x)"'A?-f(X—xo)
A

t Au(x - x,)

A
—
-
—
(\ o QH _

(SN

i

|

|

|

|

|

|

|

|




Derivada de la Funcion Escalon

™

1 Ain( .x - .)‘:O - Z-);Iz

lim

7T—0

+ A4 {x —x, —7/2

Xg Xy +7T

'y
A‘u(x — X, )




Funcion Delta de Dirac (Impulso unidad)

5(,1?) =0, x#0

jb Sx)dx=1, a<0<b

Propiedad de Muestreo:
{f(xo ), x, €(a,b)

b
x)olx—x, )dx =
Lf(l)( ("" jL0)"" 1 0. XO%(G',Z))

Caso Tridimensional:

Sl =x, )8y =3y )0z =2, ) = 6(F -7 )
] seyte - =70 70



5. Ecuaciones de Maxwell: forma

diferencial
[ % E = —a_ E —> campo eléctrico
_ at ]_j - desplazamiento eléctrico
ULD = P L - densidad de carga
|:| j — O E —> induccidén magnética
N R 65 H > campo magnético
D XH =J+ E j —> densidad de corriente




Ecuaciones de Maxwell: forma
integral

$El = || - —mis

DS = mpdV

ﬁémﬁ—o

§H Ll = || TS + HS—RZS




Relaciones constitutivas

P > polarizacion

D=¢

+ P
B = ,u() +M) M - magnetizacion

T Oh*u

Medios conductores Medios lineales
7= ok P=gxX,E=>D=¢E
O > conductividad M=x H=B=uH

XesXm > susceptibilidades eléctrica y magnética
&, U > permitividad eléctrica y permeabilidad

magnética



Ecuaciones de Maxwell en estatica

Forma diferencial Forma integral
B xE’ = () §CE BZIZ =()
el b=l
HB=0 ffBs =0
(IxH =J >
§CPI [l = j jSJ @S




Anexo |: Integrales

Distinguimos:
-por el dominio espacial
( linea

{ superficie

| volumen
-segun el integrando

{ escalares

vectoriales



L inea

1. Simple: Lf(x)a’x

2. Curvilinea (1° tipo): [ far
Ll

3 ' AdL Uso: obtencion de la carga
JL total de una distribucion
4 o = lineal de carga
| AL
JL

5. Circulacion (Curvilinea 2 ° tipo):

| AL

\ Uso: trabajo realizado por
una fuerza sobre una
trayectoria L

6. LZI x dL



Superficie

1. Doble: || f(x.y)dxdy

2. Superficie (1¢" tipo): ” 1dS
" 3 QS S
3. ..SAdS l

Uso: obtencion de la carga

total de una distribucién

4. [ fd§ superficial de carga
[[.Ads = ]lviygogA(Pi )AS, 5. Flujo (S}}pffficiie 2 ©tipo):
ATUS
v S
[[4cas ]IVZ?ZO%A(B)OASZ. . HS/] .

dS =ndS, AS, =i(P)AS,



Volumen

Uso: obtencién de la carga

1 . J‘ de — total de una distribucién
JJJ

volumétrica de carga

2. jVZdV

)Av,

[[[Aav :mjfl(

lae



Anexo IlI: Derivadas

9 Volumen o

) Gl

X
N

lim ﬁsdg o4 _ dydzx o [A(x +dx, y,2) - A(x, y,2)]

+

v-o dxdydz ﬁdg oA ﬁdg o
dxdzp o[ A(x,y +dy,z) - A(x, y,2)] lim == =doAd = [Oo=Ilim==
+ + V-0 |4 v-o
dxdydz
dxdyz o [A(x,y, z+ dz) - A(x, v, Z)] .
N drdvd- 1. Gradientedf

. 04 . 04 , 04 : . .
ax 2 e 2. Divergenclag i

:(ﬁa_w_ﬁa_]o/l 3. Rotacional:0x 4



X

lim §Ld[j oA _dzZo [A(x,y + dy,z) - A(x,y,z)] _
s-0 S dydz
_dyyo [A(x, v,z + dz) - A(x, ¥, Z)]

dydz

Z Superficie /L

3. (ix0O)x4=ax(0x4)+(am)i-a(0oi)



Linea /L

P:{pl"”',Pﬁ”}, 4], :A(pﬁn)_A(pmi) 1. Derivada Direccional de Funcién
Escalar: (f )f =¢ 0f
(4], _ A(x+dx,y,z)-4(x,y,z) _04 2. Derivada Direccional de Funcion

lim )
oo [ dx Ox Vectorial:

1im[A]P:(chD)A = (fD]]):lim[]P 4 );1:%[D(EE)J“D"(;le)‘fx(mxfl)‘

-0 [ -0 [,

—I?Ix(D xf)+f(D DZI)—IZI(D ﬁ)]



Anexo lll: Aplicaciones de la Delta de Dirac

Electrostatica
Densidades de Carga
7 7,0 = 55(2)
/ p= O'c?(}-‘) p=0o 5(6’ — ;T_I,r"'IZ) 0= (75(?' — a)
. . o
- O

//

P = /A*'(;(x — X )5(:"! o J'PO) — ()8 ol - — <7
. . P = qb (,\. ){)(}-“)c)(_ ) =0 (I‘ )
R = A —alo
oo 0lp-allp-g) p=48(p=a)slz) |
2 = 5(?‘ — CT)(S(Q — F!_/Iz)
r
A 1
a - q
Xo 10)
/ (a.¢,)




Magnetostatica

Densidades de Corriente

J=1I5(x- X, ]5(); -V, )z

AN
B

5_,0lp-a)dlp-9,)

":;/;\
2
S <
—
R

!

g

s
N

S

—

J = Jscb‘(p—a)

J/ﬂ

N

J = [c?(ﬂ - a)ﬁ(z)@

77 olr—a)o(@— 7?,:"2)40

¥

-\



