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Objetivo del tema

• Presentar las herramientas analíticas 
básicas para resolver problemas de 
campos eléctricos y magnéticos estáticos 
� análisis integral y vectorial de funciones � análisis integral y vectorial de funciones 
escalares y vectoriales en ℜ3

• Enunciar las ecuaciones de Maxwell



1. Sistemas coordenados

• Permiten localizar cualquier punto del espacio
• Importantes porque facilitan la resolución de 

problemas: según la simetría del problema se 
debe seleccionar el sistema coordenado más 
adecuado para facilitar (i) la resolución y (ii) la 
interpretación de la solución
adecuado para facilitar (i) la resolución y (ii) la 
interpretación de la solución

• En un sistema coordenado ortogonal, cualquier 
punto es la intersección de tres superficies 
perpendiculares entre sí � distintos sistemas 
coordenados según la definición de las 
superficies: cartesiano (rectangular), cilíndrico y 
esférico. 



Sistema Rectangular o Cartesiano

Coordenadas

zyx ˆˆˆ =×
Intersección 
planos x, y y z

zzyyxxr

zyx

zyx

ˆˆˆ

ˆ,ˆ,ˆ

,,

++=r

Coordenadas:

Vectores unitarios:

Vector de posición:



Sistema Rectangular o Cartesiano

Elementos diferenciales de línea:

zdzydyxdxLd

dzdL

dydL

dxdL

z

y

x

ˆˆˆ ++=

=

=
=

r

Diferenciales

zdzydyxdxLd ˆˆˆ ++=
r

Elementos diferenciales de superficie:

dxdydLdLdS

dxdzdLdLdS

dydzdLdLdS

yxz

zxy

zyx

==

==

==

dxdydzdLdLdLdV zyx ==

Elemento diferencial de volumen:

Tanto los diferenciales de línea como los de superficie pueden ser escalares o vectoriales 
(añadiendo un vector unitario de forma adecuada).
El de volumen siempre es escalar. 



Sistema Cilíndrico

Coordenadas

ẑˆˆ =×ϕρ
Intersección de 
cilindro de radio 
ρ, semiplano 
que contiene el 
eje z y forma un 

zzr

z

z

ˆˆ

ˆ,ˆ,ˆ

,,

+= ρρ
ϕρ
ϕρ

r

eje z y forma un 
ángulo ϕ con el 
eje x, y plano z

Coordenadas:

Vectores unitarios:

Vector de posición:



Sistema Cilíndrico
Diferenciales

Elementos diferenciales de línea:

zdLdLdLLd

dzdL

ddL

ddL

z

ˆˆˆ =++=

=

=

=

ϕρ

ϕρ
ρ

ϕ

ρ

r

dzdddLdLdLdV z ϕρρϕρ ==

zdzdd

zdLdLdLLd z

ˆˆˆ

ˆˆˆ

++=

=++=

ϕϕρρρ
ϕρ ϕρ

Elementos diferenciales de superficie:

ϕρρ
ρ

ϕρ

ϕρ

ρϕ

ϕρ

dddLdLdS

dzddLdLdS

dzddLdLdS

z

z

z

==

==

== Elemento diferencial de volumen:



Sistema Esférico
Coordenadas

ϕθρ ˆˆˆ =× Intersección de esfera 
de radio r, semiplano 
que contiene el eje z y 
forma un ángulo ϕ con 
el eje x, y superficie 
cónica con vértice en el 
origen y con ángulo θ

rrr

r

r

ˆ

ˆ,ˆ,ˆ

,,

=r
ϕθ
ϕθ

origen y con ángulo θ
con el eje z

Coordenadas:

Vectores unitarios:

Vector de posición:



Sistema Esférico
Diferenciales

Elementos diferenciales de línea:

ϕθ

ϕθ
θ

ϕθ

ϕ

θ

ˆˆˆ dLdLrdLLd

drsendL

rddL

drdLr

=++=

=
=
=

r

ϕθθϕθ ddrdsenrdLdLdLdV r

2==

ϕϕθθθ

ϕθ ϕθ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

drsenrdrdr

dLdLrdLLd r

++=

=++=

Elementos diferenciales de superficie:

θ
ϕθ

ϕθθ

θϕ

ϕθ

ϕθ

rdrddLdLdS

drdrsendLdLdS

ddsenrdLdLdS

r

r

r

==

==

== 2

Elemento diferencial de volumen:



Transformación de Coordenadas
Rectangulares-Cilíndricas

Coordenadas

( )

x

y
seny

yxx

==

+==

arctan

cos 2
1

22

ϕϕρ

ρϕρ





∈
)2,(

],0[

ππ
π si y ≥ 0

si y < 0 

Vectores unitarios

zzzz

x

==

zzzz

yxsenseny

ysenxsenx

ˆˆˆˆ

ˆcosˆˆˆcosˆˆ

ˆˆcosˆˆˆcosˆ

==
+−=+=

+=−=
ϕϕϕϕϕρϕ

ϕϕρϕϕρϕ


∈

)2,( ππ si y < 0 



Transformación de Coordenadas
Rectangulares-Esféricas

Coordenadas

( )
( )

y

z

yx
senrseny

zyxrrsenx

arctan

cos

2
1

22

2
1

222

+==

++==

θϕθ

ϕθ

Vectores unitarios

x

y
rz arctancos == ϕθ

yxsensenrz

zsenysenxsenrsenseny

zysensenxsenrsenrsenx

ˆcosˆˆˆˆcosˆ

ˆˆcosˆcoscosˆˆcosˆcosˆˆ

ˆcosˆˆcosˆˆˆcoscosˆcosˆ

ϕϕϕθθθ
θϕθϕθθϕϕθϕθϕθ
θϕθϕθϕϕθϕθϕθ

+−=−=

−+=++=

++=−+=





∈
)2,(

],0[

ππ
π si y ≥ 0

si y < 0 



Transformación de Coordenadas
Cilíndricas-Esféricas

Coordenadas

( )
ρθϕϕ

ρθρ

==

+==

arctan

2
1

22

z

zrrsen

Vectores unitarios

ϕϕθ == cosrz

z

ϕϕθθθ

θρθθϕϕ

θρθθθθρ

ˆˆˆˆcosˆ

ˆˆcosˆˆˆ

ˆcosˆˆˆcosˆˆ

=−=

−==

+=+=

senrz

zsen

zsenrrsen



2. El operador Nabla
Es un operador vectorial y diferencial

Expresión en cartesianas:

zyx ˆˆˆ
∂+∂+∂=∇

Reglas de aplicación del operador nabla:

z
z

y
y

x
x

ˆˆˆ
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇

( ) BcAcBcAc ooo ∇+∇=+∇ 2121

( ) ( ) ( )
↓↓

∗∇+∗∇=∗∇ BABABA ooo

↓ indica la función a la que hay que aplicar la derivación, manteniendo las demás constantes



2. El operador Nabla
1.

2.

3.

4.

( ) gfgf ∇+∇=+∇

( ) BABA
rrrr

⋅∇+⋅∇=+⋅∇

( ) BABA
rrrr

×∇+×∇=+×∇

( ) gffgfg ∇+∇=∇4.

5.

6.

7.

8.

9.

( ) gffgfg ∇+∇=∇

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BABAABABBA
rrrrrrrrrr

×∇×+∇⋅+×∇×+∇⋅=⋅∇

( ) AffAAf
rrr

⋅∇+∇⋅=⋅∇

( ) BAABBA
rrrrrr

×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇

( ) AffAAf
rrr

×∇+∇×−=×∇

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BABAABABBA
rrrrrrrrrr

∇⋅−⋅∇+⋅∇−∇⋅=××∇

Propiedades



Aplicaciones del operador Nabla
(derivadas de primer orden)

1. Gradiente:
2. Divergencia:
3. Rotacional:

f∇

∇ ⋅
r
A

∇ ×
r
A3. Rotacional: ∇ × A



Gradiente f∇
-Siempre se aplica sobre una función escalar f

-El resultado es una magnitud vectorial

-Indica la rapidez de variación de un campo escalar en 
diferentes direcciones del espaciodiferentes direcciones del espacio

-El vector resultante apunta en la dirección de máxima 
variación positiva del campo escalar, siendo normal a 
las superficies equiescalares de f

Ejemplo: 
gradiente del 

campo escalar 
“oscuridad”



Divergencia
-Siempre se aplica sobre una función vectorial

-El resultado es una magnitud escalar

-Indica la tendencia que presenta un campo vectorial 
en un punto determinado a dirigirse hacia el punto 

∇ ⋅
r
A

A
r

en un punto determinado a dirigirse hacia el punto 
(divergencia negativa) o a alejarse de él (divergencia 
positiva). Es decir, mide la tendencia de dicho campo 
vectorial a originarse en o a converger hacia dicho 
punto.



Rotacional
-Siempre se aplica sobre una función vectorial

-El resultado es una magnitud vectorial

-Indica la tendencia que presenta un campo vectorial 
en un punto determinado a girar alrededor de ese 

A
r

×∇
A
r

en un punto determinado a girar alrededor de ese 
punto.



Aplicaciones del operador Nabla
(derivadas de segundo orden)

1. Laplaciano de Función Escalar:

2.

3.

( ) ( ) fff 2∇=∇⋅∇=∇⋅∇

( ) ( ) 0=∇×∇=∇×∇ ff

( )Ar⋅∇∇3.

4.

5.

Laplaciano de Función Vectorial:

( )A⋅∇∇

( ) ( ) 0=⋅∇×∇=×∇⋅∇ AA
rr

( ) ( ) ( ) AAAAA
rrrrr

2∇−⋅∇∇=∇⋅∇−⋅∇∇=×∇×∇

∇ = ∇∇ ⋅ − ∇ × ∇ ×2
r r r
A A A



Operadores Diferenciales en 
Rectangulares

A
z

z
y

y
x

xA oo 








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ˆˆˆ

z

f
z

y

f
y

x

f
xf

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ˆˆˆGradiente

z

A

y

A

x

A
A zyx

∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂=⋅∇
r










∂
∂−

∂
∂

+








∂
∂−

∂
∂+









∂
∂

−
∂
∂=×∇

y

A

x

A
z

x

A

z

A
y

z

A

y

A
xA xyzxyz ˆˆˆ

r

2

2

2

2

2

2
2

z

f

y

f

x

f
f

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇

Divergencia

Rotacional

Laplaciano



Operadores Diferenciales en Cilíndricas

z

f
z

ff
f

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ˆ

1
ˆˆ

ϕρ
ϕ

ρ
ρ

( )
z

AA
AA z

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂=⋅∇

ϕρ
ρ

ρρ
ϕ

ρ
11r

Gradiente

Divergencia ( )
z∂∂∂ ϕρρρ ρ

( ) 








∂
∂

−
∂
∂+









∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂
∂

=×∇
ϕ

ρ
ρρρ

ϕ
ϕρ

ρ ρ
ϕ

ρϕ A
Az

A

z

A

z

AA
A zz 1

ˆˆ
1

ˆ
r

2

2

2

2

2

2 11

z

fff
f

∂
∂+

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=∇

ϕρρ
ρ

ρρ

Divergencia

Rotacional

Laplaciano



Operadores Diferenciales en Esféricas

ϕθ
ϕ

θ
θ

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ f

r

f

rr

f
rf

sen

1
ˆ

1ˆˆ

( ) ( )
ϕθ

θ
θθ

ϕ
θ ∂

∂
+

∂
∂+

∂
∂=⋅∇

A

r
A

r
Ar

rr
A r

sen

1
sen

sen

11 2

2

r

Gradiente

Divergencia

( ) ( ) ( ) 








∂
∂

−
∂
∂+









∂
∂−

∂
∂

+








∂
∂

−
∂
∂=×∇

θ
ϕ

ϕθ
θ

ϕ
θ

θθ θϕ
θ

ϕ
rr A

rA
rr

rA
r

A

r

A
A

r
rA

1
ˆ

sen

11ˆsen
sen

1
ˆ
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2

2
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2

2

2

sen

1
sen

sen
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ϕθθ
θ

θθ ∂
∂+









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=∇ f

r

f

rr

f
r

rr
f

Rotacional

Laplaciano



Campo irrotacional

Se dice que un campo vectorial     es irrotacional en un 
volumen V si en todos los puntos del volumen se 
cumple:

0=×∇ A
r

A
r

Ejemplo: campo electrostático.

Además, se cumple:

∫ =⋅
L

LdA 0
rr

para cualquier L dentro de V

∫ ⋅
L

LdA
rr

no depende del recorrido L sino de los extremos

fA −∇=
r

1.

2.

3.



Campo solenoidal

Se dice que un campo vectorial     es solenoidal en un 
volumen V si en todos los puntos del volumen se 
cumple:

0=⋅∇ A
r

A
r

Ejemplo: campo magnetostático.

Además, se cumple:

0=⋅∫∫
S

SdA
rr

para cualquier S dentro de V

no depende de S, sino de la línea L que la delimita

BA
rr

×∇=

1.

2.

3.

∫∫ ⋅
S

SdA
rr



3. Teoremas

Teorema Gauss:

∫∫∫∫∫ ⋅∇=⋅
VS

dVASdA
rrr

∫∫∫∫∫ VS

Teorema Stokes:

r r r r
A dL A dS
L S

⋅ = ∇ × ⋅∫ ∫∫



Teorema de Gauss

Demostración:

∫∫∫∫∫ ⋅∇=⋅
VS

dVASdA
rrr

∫∫∫∑∑∫∫∫∫ ⋅∇=⋅∇=⋅=⋅
∞

=

∞

=
V

i

i

i
S

i
S

dVAVASdASdA
i

rrrrrr

11

Flujo de una función vectorial 
a través de una superficie cerrada

Generalización:

Corolarios:

== ii 11

dS dV
S V

r
o o∫∫ ∫∫∫= ∇

∫∫∫∫∫ ∇=
VS
fdVSfd

r

− × = ∇ ×∫∫ ∫∫∫
r r r
A dS AdV
S V

-Permite relacionar integrales de volumen y superficie

-Válido para superficies cerradas y disjuntas



Aplicaciones del Teorema de Gauss

1. Integración por Partes:

2. Primera Identidad de Green:

( ) AffAAfAfA
rrrrr

⋅∇+∇⋅=⋅∇→ ,

∫∫∫∫∫∫∫∫ ⋅=⋅∇+∇⋅
SVV

SdAfdVAffdVA
rrrr

2. Primera Identidad de Green:

3. Segunda Identidad de Green:

( ) fgfgfgfgA 2, ∇+∇⋅∇=∇⋅∇∇→
r

( ) ∫∫∫∫∫ =∇⋅∇+∇
SV

dS
n

f
gdVfgfg

∂
∂2

( ) ∫∫∫∫∫ 






 −=∇−∇
SV

dS
n

g
f

n

f
gdVgffg

∂
∂

∂
∂22



Teorema Stokes

Demostración:

r r r r
A dL A dS
L S

⋅ = ∇ × ⋅∫ ∫∫

∫∫∑∑∫∫ ⋅×∇=⋅×∇=⋅=⋅
∞

=

∞

=
S

i

i

i
L

i
L

SdASALdALdA
i

rrrrrrrr

11

Generalización:

Corolarios:

( )dL dS
L S

r
o

r
o∫ ∫∫= × ∇

φ φdL dS
L S

r r

∫ ∫∫= − ∇ ×

( )
r r r
A dL n AdS
L S

× = − × ∇ ×∫ ∫∫ $



4. Función Delta de Dirac







5. Ecuaciones de Maxwell: forma 
diferencial

D

t

B
E

=⋅∇
∂
∂−=×∇

r

r

r
r

ρ
D

E
r

r

ρ

� campo eléctrico

� desplazamiento eléctrico

� densidad de carga

t

D
JH

B

D

∂
∂+=×∇

=⋅∇

=⋅∇

r
rr

r
0

ρ

J

H

B

r

r

r
ρ � densidad de carga

� inducción magnética

� campo magnético

� densidad de corriente



Ecuaciones de Maxwell: forma 
integral

∫∫∫∫∫

∫∫∫

=⋅

⋅
∂
∂−=⋅

VS

SC

dVSdD

Sd
t

B
ldE

rr

r
r

rr

ρ

∫∫∫∫∫

∫∫

∫∫∫∫∫

⋅
∂
∂+⋅=⋅

=⋅

SSC

S

VS

Sd
t

D
SdJldH

SdB

r
r

rrrr

rr
0



Relaciones constitutivas

( )MHB

PED
rrr

rrr

+=

+=

0

0

µ
ε

M

P
r

r
� polarización

� magnetización

Medios conductores Medios lineales

EJ
rr

σ=
σ � conductividad HBHM

EDEP

m

e
rrrr

rrrr

µχ
εχε

=⇒=

=⇒= 0

µε
χχ

,

, me � susceptibilidades eléctrica y magnética

� permitividad eléctrica y permeabilidad 

magnética



Ecuaciones de Maxwell en estática

D

E
r

r

=⋅∇

=×∇ 0

ρ

Forma diferencial                                       Forma integral

∫∫∫∫∫

∫
=⋅

=⋅
C

dVSdD

ldE

rr

rr
0

ρ

JH

B

D

rr

r

=×∇

=⋅∇

=⋅∇

0

ρ

∫∫∫

∫∫

∫∫∫∫∫

⋅=⋅

=⋅

=⋅

SC

S

VS

SdJldH

SdB

dVSdD

rrrr

rr
0

ρ



Anexo I: Integrales

Distinguimos:

-por el dominio espacial

línea

superficie

volumen

-según el integrando

escalares

vectoriales



Línea

1. Simple:

2. Curvilínea (1er tipo):

3.

( )f x dx
L∫

fdL
L∫

∫L dLA
r

Uso: obtención de la carga 

4.

5. Circulación (Curvilínea 2 o tipo):

6.

( )∑∫
=∞→

∆=
�

i

ii
�L

LPAlimAdL
1

( )∑∫
=∞→

∆=
�

i

ii
�L

LPAlimLdA
1

r
o

r
o

( ) iii LPtLdLtLd ∆=∆= ˆ,ˆ
rr

∫L dLA

fdL
L

r

∫

r r
A dL
L

⋅∫

r r
A dL
L

×∫

Uso: obtención de la carga 
total de una distribución 

lineal de carga

Uso: trabajo realizado por 
una fuerza sobre una 

trayectoria L



Superficie

1. Doble:

2. Superficie (1er tipo):

3.

f x y dxdy
S

( , )∫∫

fdS
S∫∫

∫∫S dSA
r

3.

4.

5. Flujo (Superficie 2 o tipo):

6.

( )∑∫∫
=∞→

∆=
�

i

ii
�S

SPAlimAdS
1

( )∑∫∫
=∞→

∆=
�

i

ii
�S

SPAlimSdA
1

r
o

r
o

( ) iii SPnSdSnSd ∆=∆= ˆ,ˆ
rr

∫∫S dSA

fdS
S

r

∫∫

r r
A dS
S

⋅∫∫

r r
A dS
S

×∫∫

Uso: obtención de la carga 
total de una distribución 

superficial de carga



Volumen

1.

2.

fdV
V∫∫∫

∫∫∫ dVA
r

Uso: obtención de la carga 
total de una distribución 

volumétrica de carga

2.

( )∑∫∫∫
=∞→

∆=
�

i

ii
�V

VPAlimAdV
1

∫∫∫V dVA



Volumen

Anexo II: Derivadas

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

A
z

z
y

y
x

x

z

A
z

y

A
y

x

A
x

dxdydz

zyxAdzzyxAzdxdy

dxdydz

zyxAzdyyxAydxdz

dxdydz

zyxAzydxxAxdydz

V

ASd
S

V

o

ooo

o

o

oo
r










∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

−++

+−++

+−+=∫∫
→

ˆˆˆ

ˆˆˆ

,,,,ˆ

,,,,ˆ

,,,,ˆ
lim

0

V

Sd
A

V

ASd
S

V

S

V

∫∫∫∫
→→

=∇⇒∇=
o

r

oo

o
r

00
limlim

1. Gradiente:
2. Divergencia:
3. Rotacional:

f∇

∇ ⋅
r
A

∇ ×
r
A



Superficie

1. 
2. 
3. 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

A
z

y
y

z

z

A
y

y

A
z

dydz

zyxAdzzyxAydy

dydz

zyxAzdyyxAzdz

S

ALd
L

S

o

oo

o

oo
r










∂
∂−

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂=

−+−

−−+=∫
→

ˆˆ

ˆˆ

,,,,ˆ

,,,,ˆ
lim

0
( ) ( )

S

Ld
nAx

S

ALd
L

S

L
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Línea

1. Derivada Direccional de Función
Escalar:

2. Derivada Direccional de Función
Vectorial:
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Anexo III: Aplicaciones de la Delta de Dirac

Electrostática



Magnetostática


