Teorema del Valor Final en Transformada de Laplace

© 2023, Antonio Sala Piqueras, Universitat Politecnica de Valencia. Todos los derechos reservados.
Este codigo funciono sin errores en Matlab R2022b (Linux)

Obijetivo: enunciar y demostrar el teorema del valor final en el dominio de Laplace. Relacionarlo con
el concepto de "ganancia estatica" y de "punto de equilibrio constante”. Discutir ejemplos del mismo.

Presentaciones en video:

http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvfl.html (enunciado y ejemplo sencillo)
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvf2.html (demostracion opcional)
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvi3.html (ganancia y equilibrio)

http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvid.html (ejemplos y generalizacion a entrada polinomial)
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Teorema del Valor Final: enunciado

Teorema Valor Final: y(co) := lim y(r) = limsY(s), siendo Y(s) = Z(y(¢)).

t—00 5s—0

Aplica si Y(s) no tiene polos inestables y como mucho uno de ellos esta en el origen.


http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvf1.html
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvf2.html
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvf3.html
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tvf4.html

O sea, el valor final es el "residuo en cero”, si Y(s) tuviera un polo simple en s = 0.

Teorema del Valor Final: ¢ para qué se usa?

Se usa para poder obtener el valor final constante M al que tienda Y(s) sin necesidad de hacer

. . M e . o
fracciones simples para obtener Y(s) = n + ..., en problemas de analisis de sistemas o en disefio

de sistemas de control.

Al usarlo, todo es muy sencillo... se trata de hacer la variable de Laplace igual a cero en ciertas
expresiones.

Justificacion intuitiva: el "valor final" esta relacionado con el "equilibrio” al que un sistema estable
deberia tender... las ecuaciones en equilibrio de un sistema se obtenian con "derivadas a cero"... y
la letra "S' salia en la "transformada de Laplace de la derivada sY (s) — y(0)", "derivar en el tiempo"
es "multiplicar por Sen Laplace"... con lo cual, hacer "derivadas a cero" es primo hermano de "hacer
s=0".

El detalle de la relacién del teorema del valor final con las "ecuaciones en equilibrio” se vera mas
abajo en este material.

Demostracion del Teorema (esbozo)

Prueba TVF por "fracciones simples"

N(s) _ M P(s)
500) s +Q(s) con Q(0) # 0 (o sea,

como maximo un polo en cero), entonces y(t) = M +suma exponenciales de los polos originados por

Supongamos que tengo una variable Y(s) tal que Y(s) =



Q(s) = 0... ninguna exponencial de los polos de Qes ¢”. Si son estables, el valor final es M. Pero

SP(S), conloque M = limsY(s).

SY(S) =M+ Q(S) s—0

Prueba TVF a partir de las propiedades de la Transformada de Laplace

dy
dt’
V(s) = sY(s) = ¥(0) .

Definamos v .= Entonces, por la propiedad de Transf. de Laplace de la derivada,

Escribiendo literalmente V(s) a la izquierda tenemos:

T
lim ev(t) dt = sY(s) — y(0)
T—o0 0
Hacemos s — 0
T
lim v(t) dt = limsY(s) — y(0)
T—-0 Jg 5s—0

Si el limite de la izquierda existe (si la abscisa de convergencia de V(s) es > 0, si todos los polos de

V(s) estan a la izquierda de cero ), entonces

lim y(T) — y(0) = lims¥(s) — y(0)
T—o0 s—0

y(o0) = limsY (s)

s—0

Caso particular: ganancia estatica de una FdT



Si Y(s) = G(s)u(s), siendo G(s) estable, sin polos en el origen (G(0) es finito) , y siendo u(s) escalén

A P(s)
Q( )’

valor final (o la discusion de arriba), y el valor final de yes:

+ exponenciales estables, u(s) = entonces el valor final de u(r) es A, por el propio tma.

— 1 — 1 Y (G(s)A | G(s)P(s)
y(00) = lims¥(5) = lim s(G(s)u(s)) = lim 5 ( 04, GuR )

G(s)P(s)

= lim (G(s) A+ 00s)

s—0

)=G(O)-A

El nimero G(0) es la "ganancia estatica" de la Funcién de Transferencia G(s), es la "constante de

proporcionalidad" que multiplica a la amplitud A del valor final de la entrada.

Caso particular del caso particular: entrada constante a sistema realizable,
EQUILIBRIO

Arriba, la entrada u(¢) no tiene por qué ser constante, la formula es mas general... Pero la "intuicién

fisica" y los conceptos de equilibrio que se suelen revisar en los temas de linealizacion también nos
permite llegar a algo parecido...

Representacion interna
Un sistema x = Ax + Bu, y = Cx + Du tiene una solucién particular constante ante entrada

constante (punto de equilibrio constante) dada por la solucion con derivadas cero: 0 = Ax,, + Bu,g,

eq = Cxeq+ Dugy, €sto es,

Yeg = C(—A)'Butoy + Doy = G(0)ute,

*en la segunda igualdad hemos gastado el hecho de que la FAT de un sistema en representacion

interna es G(s) = C(sI — A)"'B+ D, con lo gue sustituyendo s — 0 obtenemos las ecuaciones en
equilibrio, coincidiendo con todas las férmulas anteriores del TVF.



Esto no garantiza que el valor final de la salida ante u # u., 0 condiciones iniciales fuera de equilibrio

sea realmente y,.,, €so solo ocurrira si ese equilibrio es estable y /tiende a u,, cuando r — oo, tal y

como se ha explicitado arriba.

EDO lineal
Sin usar la representacion interna, si un sistema lineal tiene una FdT realizable

b+ by 18" 4+ by_rs" 2+ ... bis + by

G(S) = n n—1 n—2
S+ au-15 + a,->s +...a15+ ap

Entonces la EDO lineal asociada a G(s) es:

d" dy dy . d"u d"'u d"*u du
77" + an—1 d[n_l +...a1 dr + aoy(t) = b, " + b1 dtn_l + b, a’tn_2 +...b; i + b()u(l‘)

y su u(t) = u., es constante, tiene una solucion particular y(¢) = y., constante que verifica:

aop * Yeq = by - Ueq
bo
0s€ea, Y, = a—oueq = G(0)ueq

Discusion: Tma. Valor Final versus "ganancia estéatica" versus "equilibrio

El concepto de "ganancia estéatica" parece un caso particular del teorema del valor final cuando las
entradas tienen valor final, y en particular cuando las entradas son ellas mismas constantes.

Pero el concepto de ganancia también aplica a un sistema inestable: el punto de equilibrio constante
existe "fisicamente”, aunque sea inestable. Para mantenerlo se necesitara "estabilizar" con algun tipo
de "sistema de control realimentado”, pero ese punto de equilibrio si existe aunque la salida no tienda
aél

También el concepto de "ecuaciones en equilibrio" puede aplicar a un sistema no lineal, de modo
que x = f(x,u), y = h(x,u) puede tener un punto de equilibrio constante solucién de 0 = f(x,g, Ueq),
Yeq = h(xeqa ueq)-

Por contra, el teorema del valor final puede obtener un valor final de una salida incluso cuando la
entrada no sea constante ni esté acotada: un sistema que tenga un "derivador" en sus ecuaciones
respondera con una "constante" ante una entrada "rampa no acotada", como veremos en el Ejemplo 3
abajo.

Ejemplos de aplicacion



Ejemplo 1: Entrada acotada

syms s t

G(s)=5/(s+2)"2; %FdAT de cierto sistema
u(t)=4+sin(t) *exp (-2*t);
U(s)=laplace(u(t))

U(s) =
4 1

T
s o (s+2)+1
Y (s)=simplifyFraction (G(s)*U(s))

Y(s) =

5@s*+17s+20)
s(s+2)?% (s*+4s5+5)

e Teorema Valor Final:
limit (s*Y (s),0)
ans = 5

e Comprobamos calculando la respuesta temporal completa:

partfrac (Y (s),FactorMode="real")

ans =

50 50 50 5.0
S (54207 s+20 £ +405+50

y(t)=ilaplace (Y (s))

y(t) = 5=5re 2" —=5e 2 sin(t) — 5e72!

limit (y(t),inf)

ans = 5

e Comprobamos el concepto de ganancia:

gan=G (0)

gan =

5

4

ValorFinEntrada=limit (u(t), inf)

ValorFinEntrada = 4



gan*ValorFinEntrada
ans = 5

Ejemplo 2: sistema inestable (no aplica, resultado incorrecto si se hiciese)

G(s)=0.5/(s-1);
u(t)=0.1;
U(s)=laplace(u(t))

Y(s) =

20s (s—1)
limit (s*Y(s),0) %Tma valor final MAL APLICADO

ans =

1

20
y(t)=ilaplace (Y (s))

y(t) =
d_1
20 20

limit(y(t),inf) %el valor final no es "-1/2"
ans = &

Pero el concepto de "ganancia" si que aplica de cierta forma: el sistema si tiene una solucion
particular constante...

gan=G (0)

gan =

1

2
0.5 ] : dy : —_

La FdT =] podria asociarse a una EDO 7 (1) = 0.5u(t), que tiene un punto de equilibrio
(inestable) y., = —%ueq. Con los adecuados "sistemas de control" podriamos "estabilizar" dicho punto
de equilibrio.



Ejemplo 3: entrada no acotada, pero salida si, con valor final

G(s)=s/(s+0.5)"2; %tiene un "derivador" en el numerador
pendiente u=2;

u(t)=pendiente u*t; %rampa

U(s)=laplace(u(t))

e Tma Valor Final:

limit (s*G(s)*U(s),0) %como derivada de la rampa es una constante, existe el
valor final

ans = 8
e Comprobamos calculando la respuesta temporal completa:

y(t)=ilaplace (G (s)*U(s))

y(t) =

1

8—4dre 2—8e

N~

limit (y(t),inf)
ans = 8

e Aqui el concepto de ganancia no aplica, al no tener la entrada "valor final" propiamente dicho...
gan=G (0) %nonsense in ramp response

gan = 0

Un "truco™: La respuesta ante "rampa de pendiente A" de G(s) es G(s) - éz = (G(s) . %) % esto
s

es, la respuesta ante escalén "ficticio" de amplitud "A" de la Funcién de Transferencia "ficticia"

5(5) = @ Por lo tanto la "ganancia" a utilizar es la de 5(s), 0 sea 5(0), si lim &(s) existe,
s—0

aunque no "exista" fisicamente la FAT G(s)/s.

tildeG(s)=simplify (G (s)/s)



tildeG(s) =
1

(s%—%)z

fictitious gain=tildeG(0)

fictitious gain = 4

fictitious gain*pendiente u %si que nos da el valor final.
ans:8

Este "truco" es un mero "artificio” para hablar de ganancia, pero no es realmente necesario si
aplicamos "a pies juntillas" el teorema del valor final.

m!
Sm+1’

Generalizacion: para que un sistema ante una entrada ", con transformada de Laplace tenga

una salida con valor final constante, debera tener al menos /77 "derivadores puros” en su FdT, o sea

que dicha FdT debe ser s - G(s). En efecto, TVF dira lim - (smG(s) . Zf+1> =m!-G0).
s

s—0

En la practica, s6lo suele ser de interés m = 0 (escalén), o m = 1 (rampa).

Si mi sistema tiene "m" derivadores en su FdT:

* los polinomios en la entrada de grado MENOR a "m" dan valor final CERO
* los polinomios de grado IGUAL a "m" dan valor final CONSTANTE FINITO
* los polinomios de grado MAYOR a "m" en la entrada dan valor final INFINITO



