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Capitulo I

Presentacion

Este documento presenta enlaces a multiples materiales on-line elaborados por mfi (y por terceros) que
permitirdn al lector interesado profundizar en la temética de modelado y control multivariable (fun-
damentalmente enfocado al control lineal y control robusto de procesos lineales inciertos) y el andlisis
multivariante de conjuntos de datos para identificar modelos estaticos o dindmicos que los relacionan.
De todas formas, algunos materiales también abarcan conceptos de modelado, linealizacién, respuesta
en frecuencia, etc. propios de asignaturas iniciales del drea de Automatica en estudios de ingenieria.

Existen abundantes materiales y videos sobre los temas aqui discutidos en lengua inglesa, pero
no tantos en lengua castellana, y menos en algunos de los conceptos mas avanzados que aqui se
tratan. Ademds, se ha tratado de ordenar, relacionar y presentar un enfoque unificado que facilite
su seguimiento. Por ello, considero que la informaciéon aqui recopilada es relevante para ayudar en
estudios de Grado, Méster y Doctorado en Ingenieria de Sistemas y Automédtica, en el contexto
universitario espatiol y latinoamericano.

Es importante recalcar, no obstante, que (a) un alumno de Grado necesitard bastante material
introductorio adicional, (b) un alumno de especialidades no relacionadas con el drea de Automdtica
posiblemente busque exposiciones mas concisas, pocas férmulas, y recetas practicas sin necesidad
de comprender en profundidad el porqué de casi todo, y (c) un estudiante de Doctorado deberia
consultar referencias bibliograficas recientes para comprender el estado del arte actual, que supera y
refina muchisimos de los conceptos aqui discutidos, que en su mayoria datan del periodo 1950—-2000.

Tambien se debe hacer notar que el énfasis estd puesto en los conceptos e ideas de aplicacion
en Ingenieria y, por tanto, contienen simplificaciones, generalizaciones y omisiones que adolecen de
defectos en formalidad, abstraccién o modernidad del tratamiento; por ello, posiblemente estos ma-
teriales no sean los mas indicados para alguien que aborde el andlisis de datos y control desde una
perspectiva de, por ejemplo, un estudiante de grado/méster en ramas de las Ciencias Matemadticas.

Aunque para un estudiante avanzado (etapa final de Mdster, Doctorado) podrian ser materiales
adecuados para un estudio autodidacta, tienen el inconveniente que, por una parte, abordan muchos
temas diferentes y, por otra, existen “discontinuidades” en la exposicién (faltan materiales tedricos
que deberfan estar entre algunos de los contenidos) y no contienen todos los ejemplos, ejercicios,
préacticas, problemas a resolver, trabajos, etc. que serian aconsejables en una asignatura universitaria
completa. Probablemente, estarfa més indicado que los contenidos aqui enlazados (un subconjunto
de los mismos, seguramente) fueran utilizados como material de apoyo y que el estudiante tuviera un
profesor (o tutor/director de tesis) que le recomendara qué presentaciones revisar (y en qué orden),
qué materiales adicionales revisar para completar conceptos esenciales que aqui no estan desarrollados,
y al que preguntar dudas o con el que discutir ejercicios y problemas que éste propusiera, por ejemplo,
en un entorno de tipo clase inversa (flipped classroom).

Como reflexién final, espero que, a los que estéis leyendo esto, os sea 1til y os motive a profundizar
en vuestro conocimiento de esta interesante disciplina.

Antonio Sala

Departamento de Ingenieria de Sistemas y Automatica
UNIVERSITAT POLITECNICA DE VALENCIA



Nota sobre originalidad de los contenidos

Estos materiales abordan contenidos “asentados” en la comunidad cientifica, muchos de ellos ya “clasicos”, desarrollados
hace veinte o més anos. La mayoria de las ideas y algoritmos son, por tanto, bien conocidos entre los expertos de la
especialidad y, por tanto, no se reivindica practicamente ninguna originalidad a nivel de “investigaciéon” sobre los
mismos.

La tnica “originalidad” es en el ambito “didactico”: el criterio de seleccién y priorizaciéon de los conceptos, la orga-
nizacién de los materiales y la forma de presentarlos en las transparencias y ejemplos aqui proporcionados. Por ello, este
documento o los enlazados en €l no deberian ser citados en un contexto de “investigacién” como una fuente autoritativa
de recomendaciones de ingenierfa o resultados/demostraciones matemédticas, dado que no son originales/seminales, y
consideraciones expositivas pensando en el piblico objetivo (estudiantes) hacen que, intencionalmente, haya simplifi-
caciones, variaciones, o aserciones no del todo justificadas.

Para evitar distraer la atencién del lector, se ha evitado la profusién de citas que es habitual en los textos de
investigacién. No obstante, se afirma aqui explicitamente que existen abundantes monografias (en lengua inglesa,
principalmente) que desarrollan (en muchos casos, con mucha més profundidad y formalismo) la practica totalidad de
los conceptos aqui discutidos. Una vez familiarizado con las ideas bésicas, el estudiante que desee mayor detalle de las
ideas en los capitulos de este texto deberfa consultar a su profesor o supervisor de TFM/Tesis, para que le remita a las
referencias autoritativas o contribuciones seminales correspondientes.

Derechos de utilizacion

El material en YouTube estd sujeto a la Licencia de YouTube estdndar. Las condiciones legales para usar/enlazar a los
contenidos alojados en media.upv.es pueden consultarse en https://media.upv.es/#/terminosdeuso, La licencia de
uso de contenidos en [riunet.upv.es aparece en cada uno de los elementos alli alojados; en su defecto, si no aparece,
se supone CC:by-nc-nd.

Se entiende que contenidos de terceros aqui incluidos, provenientes de enlaces publicos, no infringen el copyright
de los mismos. Si alguno de los autores desea que se elimine la referencia a sus materiales, que me lo comunique y haré
efectiva dicha eliminacién. La copia o redistribucién de contenidos de terceros deberd respetar los derechos de uso que
sus autores hayan establecido.

En cuanto al material de mi autoria, se reservan todos los derechos de uso, copia, y propiedad intelectual de los
materiales en este documento y los materiales audiovisuales/PDF /cédigo enlazados desde el mismo, tanto respecto
a su uso verbatim o como base de obras derivadas. Se exceptia de esta reserva y se autoriza expresamente el uso
para estudio personal, de alumnado y profesorado de universidades publicas en titulos oficiales y la recomendacién por
parte de sus profesores de este documento. En otros contextos (cursos remunerados, academias privadas, publicaciones,

.), contdcteme si piensa obtener dinero o mérito con esto u obras derivadas y negociaremos la adecuada cesién, no
problem.
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Capitulo 11

Organizacién y uso

II.1 Organizacion del material

En vez de ser un “libro de texto” clésico, este documento es una recopilacién de presentaciones y
videos explicativos de las mismas. Cada uno de los videos dispone de una breve descripcién de su
contenido y un enlace donde ser visionado.

Se recomienda resolucion 1080p o superior en monitores o TVs en conexiones con ancho de banda
suficiente, dado que la claridad del texto a pantalla completa mejora significativamente.

Se recomienda usar los controles de velocidad de reproduccién para, por un lado, ralentizar el audio
y el video para su mejor seguimiento cuando se estudie en profundidad (una reproduccién al 90% seria
aconsejable en muchos casos) o, por otro lado, para acelerarlo si sélo se desea un “vistazo répido”
a conceptos ya conocidos. Dependiendo de la configuracion del navegador, podria ser conveniente
habilitar el permiso de “reproduccion automdatica” del mismo.

Otro enlace activo a la URL de materiales (PDF, Matlab) asociados al video también estard
disponible para aquellas presentaciones donde se disponga de ellos.

Los titulos de la tabla de contenidos y las referencias cruzadas también son enlaces activos que
remiten a la pagina correspondiente de este documento.

Nota: El tamaifio de fuente (especialmente de ejemplos de cédigo) puede dificultar la lectura de los materiales

presentados en video en pantallas de pequenio tamafo (smartphone).

Perfil del lector

Estos materiales estan pensados, en principio, para alumnado de la especializacién en Control de
procesos, automatizacion y robotica del Master Universitario en Ingenieria Industrial de la Fscuela
Técnica Superior de Ingenieros Industriales (ETSII-UPV) de la que soy profesor, y también para
asentar conceptos de interés a alumnos que se inician en Doctorado del drea de Automaética.

Historicamente, su contenido “central” se gestd inicialmente con materiales de asignaturas de
Ingenieria de Control y de Identificacion y Control de Sistemas Complejos; posteriormente, se han
anadido con algunos materiales de Control por computador y otros de nivel mas introductorio (Sis-
temas Automdticos), o explicaciones complementarias salidas de dudas o discusiones con alumnos de
TFM/Doctorado, o de seminarios impartidos por mf{ en el pasado.

Materiales incompletos: El contenido de este documento no estd “completo” (ni lo estard): es un
trabajo en elaboracion, y las disciplinas de modelado, identificacién y control multivariable son muy
amplias y relevantes en la ingenieria de la rama industrial. Existen muchos conceptos clave en control
que no estan presentes y, por tanto, existen “discontinuidades” en la exposicién de los conceptos.

Cada profesor y cada estudiante tienen unos intereses diferentes y su opinién sobre qué se ha
escogido, cémo se ha presentado, el orden de los temas o su relevancia serd, con seguridad, distinta a
la mfa.

11
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Nota: dado que este material estd “en elaboraciéon continua”, es posible que alguno de los enlaces
externos cambie de destino, de nombre, o sea eliminado. Disculpad las molestias si accedéis a este
site (0 a una versién PDF no actualizada) dentro de un tiempo y os encontriis con dicha situacién.

Videos privados: en algunos casos, existen videos no disponibles (”privados”). Estdn pendientes de
edicién o verificacién por mi parte, o bien estdn en cola para su proxima publicacién. Vuelve, pues,
a intentarlo més tarde o suscribete para ser notificado de la publicacién.

Videos en inglés: En la coleccién aparecen algunos videos en idioma inglés. Se trata bien de
materiales de terceros autores, o bien de videos mios ya publicados en dicho idioma cuya version
en espanol estd pendiente de grabacién/publicacién. A su debido tiempo se publicard la versién en
espanol; se enlaza al inglés de forma temporal.

Simbologia de niveles de dificultad

Los materiales estan adaptados a diferentes niveles de dificultad y perfil del alumno que los visiona.
La dificultad esta indicada con estrellas en cada uno de los videos, simbolizando lo siguiente:

Simbolo | Dificultad:

Sencilla, nivel introductorio o divulgativo. Comprensible para estudiantes que
% hayan superado las materias béasicas de primeros cursos de ensenianzas técnicas y
estén interesados en iniciarse en asignaturas del area de Automatica.

Contenidos sencillos, o fundamentos bésicos del area de Automética. Aborda
conceptos relacionados con los contenidos de la primera o segunda asignatura
(grado) en el drea.

Contenidos para alumnos que ya hayan adquirido las competencias bésicas del
area: casos de estudio de mayor entidad para fase final de asignaturas béasicas
de grado, o para estudiantes que quieren profundizar en determinados aspectos
(grado avanzado, optatividad, asignaturas iniciales de Master).

Contenidos de mayor complejidad, fundamentalmente de interés para estudiantes

siguiendo una especializacién/intensificacién en Automadtica (p. ej., Méaster).

sxgsse | Contenidos més avanzados y demostraciones matematicas complicadas (alumnos
de especializacién Méster, TFM, Doctorado).

Relevancia, importancia de cada contenido

También estd indicada en los videos, junto a la “dificultad”, su relevancia (importancia) didactica
para un estudiante de Grado o Master en alguna especialidad de ingenieria de la rama industrial,
como sigue:

Simbolo | Relevancia:

Prioridad alta: conceptos tedrico/practicos importantes, que no deben ser pasa-
@ dos por alto para comprender las ideas principales del capitulo en el que se integra
el material.

Prioridad media: material complementario, ideas de interés o ejemplos y casos,
‘é cuyo estudio es recomendable para afianzar los conceptos bajo discusién.

Prioridad menor: curiosidades, complementos o demostraciones que pueden ser

dejadas para un estudio posterior, o para cuando sean referidas por otros capitulos
= més adelante. Obviamente, la recomendacién de “dejarlo para luego” aplica
especialmente a contenidos de “prioridad menor” y simultdneamente de “mucha
dificultad”.
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Prerequisitos. Una revisién de los conceptos basicos de matrices, valores singulares, optimizacién
y estadistica aparece en el Apéndice [A] Se recomienda su revisién previa para alumnos interesados
en los contenidos de dificultad o superior. Las partes de modelado también tienen unos ciertos
prerequisitos de Fisica elemental, que deberian ser conocidos por los alumnos a partir de otras fuentes.

Recomendaciones de estudio

e Basicamente, un estudiante de grado deberia visionar y comprender los contenidos etiquetados con
dificultad *y , y pasar por encima de bastantes de los contenidos de dificultad , dejandolos
para una profundizacién posterior en una segunda pasada, quizas sélamente en aquellos aspectos
concretos que sean de su interés. Posiblemente, para estudiantes sin conocimientos previos existan
otros materiales mds adecuados, o/y deba formarse en contenidos de Fisica, Algebra Lineal y Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias que aparecen en la troncalidad de los grados de ingenieria de la rama
industrial.

e En el caso de un estudiante de especializacion de grado o de mdster con competencias ya
adquiridas en fundamentos de Automdtica, los prerequisitos del Apéndice [A] y los contenidos hasta
dificultad serfan los aconsejables inicialmente (posiblemente ya conocerd una parte significativa
de ellos) y, una vez comprendidos, pasar a HAEEE superior.

En todos los casos, se recomienda revisar los contenidos mas importantes de cada capitulo ( @) y

las ideas complementarias adicionales ( é% aunque si el lector ya es conocedor de parte de las ideas
o desea simplemente un vistazo rapido, podria plantearse estudiar sélo los materiales marcados con

@. Los contenidos opcionales ( C:) tienen también interés, pero su estudio quedaria a discrecién
del lector, dependiendo del tiempo del que disponga, y de su interés o conocimientos previos en la
materia tratada en cada capitulo.

e El resumen y notas de texto asociados a cada video son importantes: para hacer a los
videos relativamente “autocontenidos”, ni en el audio ni en los materiales (transparencias, Matlab)
anejos se hace referencia a las relaciones con otros videos (dado que pueden cambiar en un futuro).
Sin embargo, en las notas en este documento si se relaciona con contenidos anteriores y posteriores, y
se resumen/aclaran las ideas clave del video. Por ello, se recomienda su lectura “por encima” antes y
“en profundidad” después del visionado, para afianzar conceptos e integrar dicho video en el esquema
global del curso que se esté siguiendo.

Software de ejemplos

La mayoria de los ejemplos con cédigo utilizan Matlab [https://es.mathworks.com/products/matlab.
html|, con Control Systems Toolbox, Statistics and Machine Learning Toolbox, System Identification
Toolbox y Robust Control Toolbox. Tambieén el software libre GNU OCTAVE, ver |[https://www.
gnu.org/software/octave/|, con el control package permite ejecutar bastantes de los ejemplos (de los
que requieren control systems, robust control), con cambios minimos de sintaxis respecto a Matlab.
Algunos de los ejemplos de control robusto utilizan dicho software, para ilustrar dicha compatibilidad.
No obstante, la compatibilidad Matlab<>GNU octave no es total, y hay muchos ejemplos Matlab en
estos materiales que no pueden ser directamente ejecutados en Octave (en particular los ficheros
interactivos “live scripts”, extensién .mlx ). Enlaces a material introductorio sobre Matlab aparecen
en la pigina [I5] Se recomienda Matlab R2019a o superior.

Versiones de cédigo: Durante los videos, en muchos casos se modifican fragmentos de cédigo
para ilustrar diferentes situaciones de simulaciéon u opciones de disenio. Ademads, se puede haber
incorporado variaciones menores o comentarios al cédigo fruto de discusiones, clases, o actualizaciones
de software, posteriores a la grabacién. Por ello, el codigo Matlab disponible para descargarse no
tiene por qué ser coincidente con el visualizado. Aparte, aquellos fragmentos de cédigo donde entren
en juego senales aleatorias (rand, randn, ...) pueden producir diferentes resultados, obviamente.

Renuncia de responsabilidad/mantenimiento: La publicacién de ejemplos y ficheros de cédigo no im-
plica que estos vayan a ser activamente mantenidos y actualizados en el futuro. Funcionaron en su momento,
con alguna versién/configuracién concreta de Matlab, Octave, toolboxes, librerias y sistema operativo. No
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obstante, esto no garantiza su funcionamiento en otros computadores, ni existe compromiso en atender so-
licitudes de soporte, particularmente en versiones anteriores o posteriores a la utilizada en la grabacién del
video, debido a los distintos cambios que se van introduciendo en cada nueva versién del software por parte
de sus desarrolladores. El c6digo, asimismo, se realizé con fines expositivos/ilustrativos, y no tiene por qué
ser la mejor implementacién desde el punto de vista de consumo de recursos computacionales (memoria,
tiempo) o de precisién numérica del resultado final, ni tiene que por qué producir soluciones “listas para
su implementacién préactica” dado que faltan muchos pasos de “validacién”, “test de confianza estadistica”
o “simulacién exhaustiva ante no-linealidades” y estudio de seguridad (comportamiento ante fallos en los
sistemas controlados).
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I1.1.1 Otros materiales/cursos online alternativos

Herramientas Software

» Se supone como pre-requisito basico para la comprensiéon de estos materiales la familiaridad con
Matlab. El profesor Juan Manuel Herrero, colega de mi Departamento, ha publicado unos breves
videos de tutorial introductorio: |[1.-Interfaz bésica, [2.-Matrices|, |[3.-Scripts y bucles| [4.-Funciones],
[5.-Gréficos].

» Enhttps://controlautomaticoeducacion.com/matlab//también puede revisarse un curso basico
de Matlab.

Cursos de nivel basico

» El profesor Pedro Albertos, catedratico emérito de la Universitat Politecnica de Valencia, es autor

de un MOOC sobre “I)ynalnicsalKiCODtrOP’(https://www.edx.org/course/dynamics—control—upvalenciax—dc201x—2)
el cual es probablemente de mas interés para estudiantes de grado sin un background previo en el

area.

» El profesor Antonio Barrientos (Universidad Politécnica de Madrid) también tiene un curso so-
bre dindmica de sistemas a nivel grado, con objetivos similares al anterior, con méas de 140 videos
didacticos, en https://www.youtube.com/playlist?list=PLOzBmXWf208vXA9p-Z1HkZFEV-EgK8yLF.

Cursos avanzados

Otros cursos avanzados de interés, mencionados posteriormente, son las siguientes colecciones de
videos:

» Introduccién a la solucién numérica de ecuaciones diferenciales con Octave, UPV,
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PL6kQim61jTJsKHdZUnYB4zmOwy4056WKE
» Control Predictivo basado en modelo (MPC):

https://controlautomaticoeducacion.com/control-predictivo/

» Control C)ptimo, Optimizacion Dinamica en sistemas continuos no lineales:
https://www.youtube.com/watch?v=Tk03YXaemFo&list=PLXmyaEzxglCQpOwVTxfiFuLdUqR7KOGiP
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https://media.upv.es/#/portal/video/21a477ae-e92c-4e22-a4b9-13388f665527
https://media.upv.es/#/portal/video/d8d6af26-6683-45c8-8247-79cfad2826a0
https://media.upv.es/#/portal/video/5b4cfb67-8381-4002-9fc0-b8556fadc14d
https://media.upv.es/#/portal/video/54a8247d-3480-463d-ad26-397f7dbdb2b3
https://media.upv.es/#/portal/video/88b13b8c-1a0a-4143-8482-b0df84d9168d
https://controlautomaticoeducacion.com/matlab/
https://www.edx.org/course/dynamics-control-upvalenciax-dc201x-2
https://www.youtube.com/playlist?list=PL0zBmXWf2o8vXA9p-ZlHkZFEV-EgK8yLF
https://www.youtube.com/playlist?list=PL6kQim6ljTJsKHdZUnYB4zmOwy4056WKE
https://controlautomaticoeducacion.com/control-predictivo/
https://www.youtube.com/watch?v=TkO3YXaemFo&list=PLXmyaEzxglCQpOwVTxfiFuLdUqR7KOGiP
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Capitulo 1

Modelado de sistemas fisicos

Motivacién: automatica y control de procesos

[1:lautomintro| Automaética, el control de los procesos UNED et al. * & 1707
[PLAY P]

Este video presenta, de forma divulgativa, los problemas que el drea de conocimiento de
Ingenieria de Sistemas y Automdtica aborda tanto de forma tecnolégica (aplicaciones)
como cientifica (teorfa), con ejemplos en aplicaciones précticas de los mismos.

Otro par de videos de la coleccion que también presentan las generalidades sobre qué es
el “control” y qué tecnologias se utilizan son los videos [299] y [300], cuya visualizacién
se aconseja.

[2: introAutI] Fundamentos de la Automatizacién Industrial * & 05:00

Instrumentacionycontrol.net

[PLAY P]

Este video introduce los conceptos bésicos y elementos de la automatizacién en un proceso:
sensor, setpoint, variable controlada, variable manipulada, transductor...

1.1 Senales y sistemas

[3: mod1ssa| Sistemas y Senales: conceptos basicos * @ 14:41
Materiales: [SenyalesySistemasDefIntro.pdf] [vouTube »]

Este video describe los conceptos de:
e magnitud fisica (informacién), sefial (informacién funcién del tiempo), pardmetro
constante, pardmetro variante en el tiempo
e Sistema (elemento que relaciona sefiales),
e modelos matematicos de los sistemas, analogias
La clasificacién de las senales y sistemas basandose en propiedades de los mismos y el rol
de las senales en cada sistema se aborda en el video @, continuacién de éste.

Un ejemplo motivador de los conceptos de senales y sistemas sobre una simulacién inter-
activa de un tanque de almacenamiento de liquido se discute en los videos: [5](senales),
[11] (utilidad de los modelos mateméticos).
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/automintro.html
https://www.youtube.com/watch?v=lxUBcwB4ivg
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/introAutI.html
https://youtu.be/5mMxBKRLVuk
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mod1ssa.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/SenyalesySistemasDefIntro.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=2ZxuAN0G8zQ?autoplay=1
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[4: mod1ssb| Sistemas y Senales (clasificacién) o @ 10:33

[5: tanksist]

[6: repryblk]

Materiales: [SenyalesySistemasDefIntro.pdf] [YouTube »]

Este video, basidndose en los conceptos de sefiales y sistemas definidos en el video [3]
(resumidos durante el primer minuto y medio aqui), discute, en términos muy generales,
sobre:

e Clasificacién de sistemas: estéticos/dindmicos, recurrentes, causales, realizables, ...
e (lasificacion de senales segtin su rol en un sistema:

— entradas: que varfan arbitrariamente (bien manipuladas por usuario, bien como
“perturbacién” sobre cuya variacién no tenemos control),

— salidas de interés para una aplicacién concreta,
— Variables internas, variables de estado (energia).

Una ilustracién conceptual ampliada sobre un depdsito de estas ideas se aborda en el video

[5]-

Senales, sistemas, dinamica: ejemplo cualitativo depdsito de * é 11:30
liquido o

[YouTube P]

Este video, complemento de los videos [3] y [4], presenta el concepto de serial, sistema,
entrada y salida, y de sistema dindmico analizando el comportamiento de un depdsito de
liquido (se simula en Matlab para entender por sentido comin su comportamiento, para
ilustrar més claramente las caracteristicas).

Aunque no es necesario en este momento (estamos en temas muy introductorios), si te
interesa entender el cédigo de la animacion del depdsito, visualiza el video y descarga
los ficheros Matlab asociados.

Representaciones interna/externa/bloques de un sistema * £ 10:06
controltheoryorg (YouTube) )

[PLAY P]

Este video describe el concepto de representaciéon “externa” de un sistema (elemento
que procesa seniales de entradas y salidas), representacién “interna” (detalle de cémo
se procesan dichas senales, apareciendo otras senales intermedias) y la interconexién de
sistemas en representaciones “por bloques”.

» Systems and signals: examples: [Pedro Albertos]
[Enlace]
» Systems and signals: representations: [Pedro Albertos]
[Enlace]
» Systems and signals: Formalism: [Pedro Albertos]
[Enlace]
» Systems and signals, Math review: [Pedro Albertos]
[Enlace]
[7: sistB] Sistemas: definicién, interconexion y propiedades. * é 08:18

Pablo A. Bernabeu Soler (UPV)
[PLAY P]
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mod1ssb.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/SenyalesySistemasDefIntro.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=awhuM4kJpKc?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/tanksist.html
https://youtu.be/bbGJ2uvqktk?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/repryblk.html
https://www.youtube.com/watch?v=WBh447JOg44
https://media.upv.es/#/portal/video/4af725c6-5e89-1340-961b-44837558dbaf
https://media.upv.es/#/portal/video/8e5d5ca9-9218-6044-b068-618f7228b7d4
https://media.upv.es/#/portal/video/36ac7e6e-fff1-6942-80b9-badb0e9bbd23
https://media.upv.es/#/portal/video/c734fd3c-90c1-074b-9bc4-dbac28ea5f95
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/sistB.html
https://media.upv.es/#/portal/video/8f486e35-b267-8346-a242-bba8822a2c9a
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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[8: sistMemB]

Este video presenta los sistemas como transformaciones de senales de entrada a salidas.
Presenta sistemas continuos y discretos. Pone como ejemplo continuo un modelo de cir-
cuito RC y su modelado en ecuaciones diferenciales. Como ejemplo de un sistema discreto
pone una cuenta del banco al 1% de interés mensual nominal. Plantea los problemas
de andlisis de “propiedades” de sistemas y de la “interconexién” de los mismos (serie,
paralelo, realimentacién), y del concepto de “entrada” y “salida”.

La propiedad de memoria en sistemas * g 06:16
Pablo A. Bernabeu Soler (UPV) ]
[PLAY P]

Este video describe la propiedad de “memoria” en sistemas: los sistemas sin memoria
(estdticos) son aquéllos cuya respuesta no depende del “pasado” mientras que en los
sistemas con memoria (dindmicos), la salida “presente” depende de valores de senales en
instantes “pasados”.

1.1.1 Concepto de “estado” en sistemas fisicos

[9: estadol]

Interpretacién fisica del concepto de “estado” de un sistema * sk & 10:48
dindmico :
Materiales: [ConceptoEstadoFis.pdf] [vouTube »]

En este video se enuncian las hipdtesis de “causalidad” de los sistemas fisicos (el presente
no depende de eventos futuros) y la hipdtesis de que “las leyes fisicas no tienen memoria”
(el pasado influye en el futuro solamente a través del presente).

La interpretacion fisica de la segunda hipdtesis es que debe existir una energia o infor-
macién almacenada “ahora” que resuma toda la historia pasada y la capacidad de realizar
cambios en el futuro. El conjunto de todas esas variables se denomina vector de estado.

Discutir como plasmar esa hipotesis en los modelos mateméticos de los sistemas fisicos
serd el objetivo del video [[10].

[10: estado?] Ecu.aciones d? estado y de salida en modelos matemaéticos é 12:50
realizables (Markov)
Materiales: |[ConceptoEstadoMat.pdf] [YouTube »]

Este video es continuacion del video @], donde se discutié las hipdtesis sobre las leyes
de la Fisica que dan lugar a la necesidad de que exista un cierto vector de estado que
almacene toda la energia o informacién de la que dependerd la evolucién futura de un
sistema.

En los modelos matematicos, implica la existencia de un conjunto de “variables de estado”
x(t) que verifique una ecuacion de estado: x(t + h) = f(x(t)), o si el sistema no estd

aislado z(t+h) = f(x(t),U) siendo U la trayectoria de las entradas (potencias/informacién

compartidas con otros sistemas) posteriores a t. Con h — 0, se llega a la representacién

en tiempo continuo 4 = f(x(t), u(t)).

También se discute el caso de modelos inciertos (procesos de Markov, series temporales),
donde las leyes fisicas inciertas son “sin memoria” si se verifica que:

PTOb (X(t + h) = 5 | X(t) = gtvx(tl) = ftu e 7X(tm) = gtm)
— Prob(x(t +h) = €| x(t) = &)
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/sistMemB.html
https://media.upv.es/#/portal/video/caa28d1e-52fb-2346-9ebd-f44647685e08
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/estado1.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/ConceptoEstadoFis.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=LEaXLt8kyXc?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/estado2.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/ConceptoEstadoMat.pdf
https://youtu.be/sSppzHdC2PY?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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En algunos casos x sélo puede ser observada de forma parcial. Ello requiere introducir lo
que se denominan ecuaciones de salida y(t) = h(z(t),u(t)). En general, las variables y,
funcién de un subconjunto de = no verifican la hipdtesis de Markov; se pone un ejemplo
de lecturas de posicién de un avién para ilustrar dicha situacién.

Los modelos con ecuacién de estado + ecuacion de salida se denominan modelos en rep-
resentacién interna, modelos de Markov parcialmente osbservables, modelos ocultos de
Markov, ...en distintas fuentes de la literatura.

La ultima parte del video define la representacion interna normalizada lineal £ = Az +
Bu, y = Cx + Du que resulta de obligar a f y h en las expresiones genéricas citadas
anteriormente a ser funciones lineales.

Este video trata los modelos mateméticos de forma puramente “genérica” como conse-
cuencia de la hipétesis de Markov (leyes fisicas sin memoria), discutiendo tnicamente
la “forma” que deberian tener los modelos. Ejemplos de modelos fisicos concretos y su

representacién interna aparecen en los videos , , , , .

Los concepto de estado/Markov estdn relacionados con el concepto de independencia
condicional; si se tiene una minima base de estadistica, se aconseja visualizar el video
[962] para relacionarlo con lo aqui presentado.

Los conceptos de causalidad y realizabilidad, para el caso lineal, son analizados en mayor

profundidad en el video [267].

1.2 Modelos fisicos en forma de ecuaciones diferenciales

Modelos matematicos y computacionales (digital twin) de

) ® ¥ SOrDUe C= 13:95
sistemas fisicos: motivacién, utilidad

[11: modelsintro]

[YouTube P]
%k . .
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video introductorio presenta los conceptos de modelos de sistemas fisicos en tiempo
continuo y sus principales aplicaciones, como motivacién al estudio posterior en detalle de
los mismos (en otros materiales y videos).

Aparte de los modelos fisicos reducidos (prototipos a escala), la ingenierfa usa modelos
matematicos en forma de ecuaciones diferenciales, y también se usan modelos computa-
cionales (gemelo digital, digital twin, en el léxico del marketing actual. rimbombante)
como herramientas para conseguir que las cosas funcionen conforme se especifique.

En concreto, los modelos se pueden usar en la fase de proyecto para disenar el sistema
y realizar simulaciones por computador de su comportamiento antes de su construccién.
Una vez construido el sistema, un modelo puede ser ejecutado para comprobar el efecto de
ciertas maniobras, antes de realizarlas sobre el sistema fisico real con coste de materiales,
energia o riesgo para personas o bienes. También puede ser utilizado para simular las
trayectorias de senales de las que no se dispone de sensores fisicos (esta aplicacién se
denomina observador en teorfa de control). Por tltimo, puede ser usado para ajustar
valores de parametros constantes de modo que la simulacién se parezca lo mas posible al
experimento, y si esos valores son anormales, entonces se ha detectado un fallo.

Por 1ltimo, el video describe las ideas bésicas del diseno de sistemas de control basado en
dichos modelos.

Obviamente, los detalles de todo esto constituyen el nicleo de los cursos de grado y méster
de las asignaturas del area de Ingenieria de Sistemas, Automaética, Robética, etc. que este
video motiva y esboza.

Aunque no es necesario en este momento (estamos en temas introductorios), si te gusta
la programacion y te interesa entender el cédigo de la animacion del depdsito, visualiza el
video y descarga los ficheros Matlab asociados.
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/modelsintro.html
https://youtu.be/7n6kw7Aioxc?autoplay=1
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/modelsintroEN.html
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf

1.2. MODELOS FiSICOS EN FORMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 21

1.2.1 Conceptos basicos

[12: mod2sf] l\r'Io,d(.alos matematicos de sistemas fisicos: leyes dinamicas, * @ 19:15
estaticas y balances
Materiales: [StateSpaceAndDAE.pdf] [YouTube B]

Este video describe los tipos de ecuaciones que aparecen en los modelos matematicos de
sistemas fisicos:

e Leyes fisicas con dindmica: retardos, derivadas, integrales.
e Leyes fisicas sin dindmica (muelles, resistencias, conduccién de calor)

e Concepto subyacente de acumulacién en leyes con dindmica (energfa cinética, energia
térmica, energfa potencial electrostdtica, .. .)

Como resultado de integrar todo ese tipo de leyes fisicas en un sistema de ecuaciones (alge-
braicas+diferenciales) se obtienen lo que se denomina modelos de primeros principios
de un sistema fisico (mds concretamente, se abordan los modelos de pardm. concentrados,
en contraposicién a los modelos de parametros distribuidos que contemplan ecuaciones en
derivadas parciales; para un ejemplo de esos modelos, ver los videos o )

Ecuaciones diferenciales: definiciones bésicas sk @ 16:06
6:06
controltheoryorg (YouTube)

[13: ecdifdf]

[PLAY P]

Este video describe las ecuaciones diferenciales: dada una setial y(t), expresién F'(¢,y,y',y",...) =
0 es una ecuacién diferencial ordinaria, también pone ejemplos de ecuaciones diferenciales

en derivadas parciales. Define las ecuaciones diferenciales lineales (con coeficientes vari-

antes en el tiempo), y las ecuaciones diferenciales de un sistema lineal invariante en el
tiempo (LTI), y de un sistema LTI causal.

[14: mod2bp] Modelos matematicos en ecuaciones diferenciales: modelos bien %k @ 09:10
planteados
Materiales: [StateSpaceAndDAE.pdf] [YouTube B]

Este video describe de forma abstracta un modelo matematico: combinando leyes fisicas
con/sin dindmica y balances, se obtiene un sistema de s ecuaciones expresable como:

f(%,x,y,u) =0eR’
que expresa la relacién entre variables asociadas a acumulaciones de informacién o energia
(z), otras variables internas y, y variables de entrada w. Un modelo estard bien planteado
si, en un problema tecnolégico concreto donde vaya a ser utilizado el nimero de ecuaciones
(s) es igual al ntimero de incdgnitas (senales a calcular). Se ponen como ejemplo qué
significan en este contexto problemas de simulacion y de control.

[15: mod3t1] Modelado: pasos para ob'tener I%Il modelo de un sistema fisico *% @ 08:55
en forma de ecuaciones diferenciales
Materiales: [StateSpaceAndDAE.pdf] [YouTube »]
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mod2sf.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/StateSpaceAndDAE.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=-dWztTgqfzk?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/ecdifdf.html
https://www.youtube.com/watch?v=UtcAmGaX9QA
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mod2bp.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/StateSpaceAndDAE.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=CO9FIHJCOFs?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mod3t1.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/StateSpaceAndDAE.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=gVA9RNq7SxU?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Este video define una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) en forma normalizada 9& =

dt
f(z,t). Pone, como breve ejemplo un sistema térmico sujeto a entrada senoidal.

La primera aplicacion de estas ecuaciones diferenciales podria ser la simulacién: a partir
de z en un instante t, se puede aproximar z(t+h) ~ z(t)+h4% (integracién numérica por
método de Euler), pero hay otras metodologias més precisas (ver video , por ejemplo),
fuera de los objetivos de este primer video.

Una vez definida qué es una EDO y para qué podria servir (simulacién de sistemas),
se plantean los pasos necesarios para resolver un problema de modelado de un sistema
fisico: identificar leyes fisicas, dar nombres simbdlicos a las senales (funciones del tiempo)
intervinientes y establecer los parametros constantes, escribir las ecuaciones que expresan
matematicamente las leyes fisicas.

Se pone como ejemplo un sistema masa-muelle Fiy; = k(I —lpat), % =, M‘é—g =Mg—F,,.
Se hace un andlisis detallado de cémo escribir los signos en los modelos: en sistemas
dindmicos la direccién de las fuerzas cambia con el tiempo (el muelle oscila hacia arriba y
hacia abajo) y, por tanto, el signo en las ecuaciones no es la orientacién de la fuerza en un
cierto sistema de referencia, el video analiza sobre el ejemplo del muelle cémo establecer

de modo correcto los signos en los modelos fisicos.

La fase final de un problema de modelado consiste en revisar y comprobar que el modelo
es completo: el niimero de ecuaciones algebraicas o diferenciales del modelo debe coincidir
con el nimero de incégnitas (sefiales) a calcular.

Ejemplos

Modelado en espacio de estados de sistema @
[16: ssmmaB| L , , k% & 09:05
masa-muelle-amortiguador Aureliano Esquivel

[PLAY P]

Este video modela un sistema masa-muelle amortiguador y obtiene una representacion en
variables de estado (representacién interna) del mismo considerando a la posicién y a su
derivada (la velocidad) como variables de estado.

Revisién de modelado de este sistema y la obtencién de soluciones de la ecuacién diferencial
asociada se abordan también en el video [103].

Un caso con varias masas y muelles se aborda en el video [[24].

Los modelos resultantes pueden ser utilizados para calculo de respuesta temporal, bien

simbdlica o bien numérica, ver videos [32], [105].

[17:lsselB] Modelado en representacién interna de circuito con 2 oK @ 15:36
:sse . . . - 5
resistencias, bobina y condensador Academatica (YouTube)

[PLAY P]

Este video detalla el modelado de las ecuaciones de estado de un circuito con una fuente
de alimentacién, dos resistencias, una bobina y un condensador. Como sélo existen una
bobina y un condensador como elementos dindmicos, el resultado es una representacion
interna de segundo orden lineal. Se plantea al final una ecuacién de salida seleccionando
la tension en el condensador como dicha variable de salida.

[18: termet] Modelado de un sistema térmico lineal de orden 4 en 0360 @ 10:59
representacion interna
Materiales: [termicoModel.pdf] [YouTube B]
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/ssmmaB.html
https://www.youtube.com/watch?v=zbo5VA6PS8g
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/sselB.html
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Este video modela un sistema térmico constituido por dos habitaciones, un pasillo entre
ellas y una buhardilla. Con las capacidades calorificas de cada una de las estancias y
las constantes de transmisién de calor, se construye un modelo de cuarto orden en rep-
resentacién interna. El modelo es introductorio, muy simplificado: no se considera suelo,
capacidad calorifica de materiales de construccién, radiacién, viento, que el aire caliente
sube hacia el techo, etc.

La simulacién y anélisis de propiedades de este sistema térmico se abordan en el video

[274].
[19: mpmm1] Modelado motor-polea-muelle-masa (1): ecuaciones de la fisica @ 99:59
i (elementales+balances) o
Materiales: [MotorPoleaMuelleMasaModelol.pdf] [vouTube »]
Este video plantea el modelado de un sistema donde un motor ejerce un par (entrada al
sistema) que hace girar un eje con cierta inercia al extremo del cual existe una polea con
una cuerda que sostiene a un muelle del que cuelga una masa en el otro extremo.
Se plantea como obtener de forma ‘ordenada’ un modelo matematico resoluble del sistema:
1. Identificar los elementos del sistema y sus ecuaciones bésicas (;qué hay?)
2. Escribir las ecuaciones (balances, resultantes) que describan la interconexién entre
los distintos elementos
3. Clasificar los simbolos en senales de entrada, senales incégnita y parametros con-
stantes
4. Elegir sistema de referencia y asignar los signos en las ecuaciones de balance adecua-
dos para que el movimiento tenga sentido fisico correcto.
Se aplica esta metodologia al sistema fisico, primero sin rozamiento por simplicidad y luego
se anade rozamiento al final del video. En los videos siguientes de este caso de estudio
se realizard la transformacién del modelo a ecuaciones de estado y salida normalizadas
(video [20]), asf como simulaciones en Matlab.
Todelado motor-polea-muelle-masa (2): forma normalizada, .
[20: mprmm?] Modelad t 1 11 2): f lizad 2 1955
i ecuaciones de estado y de salida -
Materiales: [MotorPoleaMuelleMasaModeloNorm.pdf] [YouTube »]

Este video presenta cémo obtener las ecuaciones de estado y salida en forma normal-
izada del modelo de un sistema mecdnico motor-polea-muelle-masa cuyas ecuaciones ‘no
normalizadas’ fueron obtenidas en el video [19] previo al presente en el caso de estudio.

Las ecuaciones normalizadas deben tener la forma dz/dt = f(x,u), y = h(z,u) siendo x
el vector de estado y u las entradas al sistema.

Ya no se necesita saber nada de Fisica en esta fase del modelado: se trata de meras
manipulaciones de las ecuaciones de un modelo matematico que esté bien planteado. Las
ecuaciones normalizadas se obtienen utilizando las ecuaciones iniciales no normalizadas

‘sin derivadas’, para eliminar las fuerzas y pares resultantes en las ecuaciones elementales
’ con derivadas’.
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mpmm1.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/MotorPoleaMuelleMasaModelo1.pdf
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1.2.2 Modelos algebraico-diferenciales generales (indice 1)

Transformacion de ecuaciones algebraico-diferenciales a B
[21: mod3t2] . . . . . & 14:37
ecuacion diferencial normalizada (repr. interna): caso indice 1

Materiales: [StateSpaceAndDAE.pdf] [vouTube »]

Este material plantea el problema de transformar un modelo escrito en forma de ecuaciones
algebraico-diferenciales F (%,z,y,t) = 0 a ecuacién diferencial ordinaria fl—f = f(x,t),
Y= g(x’ t)'

Pone un primer ejemplo de un sistema donde sencillas operaciones algebraicas permiten
dicha transformacién: T— Q =0, k- (T, —T) = 0 se transforma a T =k - (T.(t) — T) con
una mera sustitucion.

Esta clase de sistemas se denominan de ”indice 1”... existen otros sistemas de indice

superior (discutidos en el video ) La parte central del video discute un modelo lineal
genérico donde

dx dx

dt dt
El sistema es de indice 1 si [My M,] es invertible, y se puede obtener una representacién
Cfl—f = Az + Bu, y = Cx + Du que se denomina representacion interna normalizada.

La parte final del video aplica esos resultados a un modelo de dos masas unidas por un
amortiguador ©1 = fio + F, 02 = — f12, fi2 = 4(va — v1).

El despejar % e y de un sistema de ecuaciones puede ser realizado mediante software,

como por ejemplo el Symbolic Toolbox de Matlab. Se propone al lector un ejercicio de
modelado de un sistema eléctrico, cuya solucion aparece en el video .

1.2.3 Mas ejemplos

Nota: Se recuerda al lector que es imprescindible la familiaridad con Matlab para seguir estos materiales, y
que videos introductorios han sido referidos en la pagina

[22: modmix] Modelado de un tanque (ﬂlez mezclado y obtencién de *x 2 1011
representacién interna (Matlab)
Materiales: [ CoD.: ModeladoTanqueMezclado.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Nota: Se recomienda al alumno que, como ejercicio propuesto, intente resolver este problema
de modelado antes de consultar la solucién.

Este video discute el modelado de un tanque de mezclado representado en la siguiente
figura:

A B -8
HH
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mod3t2.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/StateSpaceAndDAE.pdf
https://youtu.be/iqEAXShZebk?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/modmix.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/ModeladoTanqueMezclado.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/ModeladoTanqueMezclado.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=_9L1mGvq5QQ?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Donde dos caudales qq,in, ¥ b,in de componentes A y B son mezclados en el tanque.

El objetivo es obtener un modelo de un sistema dindmico que permita calcular el nivel y
concentraciones en funcién del tiempo. Una vez el modelo estd escrito y se comprueba que
estd correctamente planteado, pasa a obtenerse una representacién interna & = f(x,u),
y = h(z,u).

* El uso de Matlab es poco relevante: sélo se utiliza el comando solve para despejar
determinadas variables (ponerlas “a la izquierda de un signo de igualdad”) a partir de unas
ecuaciones escritas en forma y orden arbitrario. Pero, realmente, el modelo es sencillo y
dichas operaciones deberian poder ser realizadas manualmente sin casi ninguna dificultad.

* El modelo no incluye dindmicas asociadas a la “medida” de la concentracién o nivel. En
aplicaciones reales, si la velocidad del agitador es poca y la viscosidad de los reactivos es
alta, puede haber un gran retraso hasta que la medida de la concentracion en la tuberia
de salida coincide con la concentracién “media” del tanque aqui modelada. Del mismo
modo, turbulencias, salpicaduras, ebullicién, etc. podrian introducir mucho ruido en un
sensor de nivel, que por tanto deberia incluir un filtro adecuado. Estas consideraciones
estan fuera de los objetivos de este video, pero se resaltan para indicar que el modelo aqui
obtenido podria no ser lo suficientemente realista en muchas aplicaciones (un modelo més

complejo del mismo tanque se aborda en los video [537] y [538]).

Modelado de un circuito electrico con 2 fuentes de alim 8 o

. 12:54
(variables de estado)

Materiales: [/COD.: circlmlb.mlx| ] [ PDF ] [YouTube »]

[23:|cirl]

Ejemplo de c6digo para modelado de un sistema fisico con Matlab:

- Este video describe el modelado de un circuito con 2 fuentes, 2 condensadores, 1 bobina
y 3 resistencias.

- Se obtienen las ecuaciones algebraico-diferenciales y se despeja la forma normalizada
(ecuaciones de estado y salida) lineal.

- Utiliza el Symbolic Toolbox de Matlab para despejar las ecuaciones.

- Utiliza la Control System Toolbox ( step ) para simular el transitorio ante escalén en
las fuentes de tension.

Sistema de 3 masas y 4 muelles

[24: moll3mod| Modelado d(? un sistema, m().c;inico de 4 muelles y 3 masas @ 08:46
(representacion interna, variables de estado)
Materiales: [Model3muellSpanish.pdf] [YouTube »]

* 5
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video modela un sistema mecanico, de tres masas conectadas entre si mediante
muelles, y también conectadas tanto a una pared como a un extremo movil cuya posiciéon
serd la entrada al sistema. Habra rozamiento con el suelo, pero no amortiguadores entre
las masas. El sistema es similar al mostrado en el instante [00:50] del video [100] que
presenta experimentos reales de masa-muelle-amortiguador.

Aunque inicialmente se plantea en coordenadas absolutas, incluyendo longitud natural
de muelles, rdpidamente se pasa a coordenadas incrementales (respecto a la posicién de
equilibrio).

Se obtienen seis ecuaciones diferenciales de primer orden que constituyen la representaciéon
interna normalizada (las variables de estado son tres posiciones y tres velocidades).

Una revision de ideas, formulas alternativas y expresién matricial normalizada & = Ax +
Bu se aborda en el video [25], continuacién de éste. La simulacién en Matlab se abordara
en futuros videos.

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/cir1.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/circ1mlb.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/circ1mlb.pdf
https://youtu.be/Vx0z-alh2vU?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/moll3mod.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Model3muellSpanish.pdf
https://youtu.be/x1H1_-QH8bk?autoplay=1
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/moll3modEN.html
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Modelado de sistema mecéanico de 4 muelles y 3 masas: 0360 B
e el ol recapitulacion, expresién matricial dx/dt=Ax+Bu @ 10:13
Materiales: [3M4SModelSummary.pdf] [vouTube »]

k
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video es continuacién/complemento del video , en el que se detalla como obtener
cada ecuacién de movimiento de un sistema de 3 masas y 4 muelles, y los signos de los
balances de fuerzas.

En este video se repasa el concepto de modelo en unidades absolutas (con longitudes
naturales de muelles) y su punto de equilibrio (derivadas a cero). Luego se plantea el
modelo en unidades incrementales y su expresion en forma normalizada ¢ = Az + Bu,
y = Cx + Du calculando las matrices A y B; respecto a la ecuacién de salida, nétese que
las matrices C' y D dependen de cada aplicacién, aqui se propone C' = I, D = 0 como la
solucién mas sencilla que ’saca todo’ en la ecuacién de salida, aunque posiblemente no la
mas frecuente en aplicaciones.

Para continuar con este caso de estudio, la simulacion de este sistema de masas y muelles
en Matlab se lleva a cabo en el video [34], tanto con un integrador numérico genérico
ode45 como con el comando 1sim, especializado en simular sistemas lineales.

Los autovalores de la matriz A son importantes en el estudio de las propiedades del sistema,
en concreto de su respuesta libre, como el video [171] analiza en detalle.

1.2.4 Caso de estudio sistema térmico (calentador de liquido)

[26: termrdmapEN]| Tubular heater case study: ROADMAP * & 06:51
[YDuTubc P]

This video presents the roadmap of a case study on the behaviour of a tubular heater,
which will be discussed in a series of videos.

The videos will discuss from simplistic first-order models to partial difference equations,
and intermediate options such as first-order time dynamics with non-uniform longitudinal
temperature profiles or finite-element ones.

The first video of the case study with actual content is [??], and the links in its description
will let you through the complete case study.

Modelado dindamico de un tanque de calentamiento de liquido 8 .
[27:termle] . . 3 08:25
como un sistema de primer orden (mezclado perfecto)
Materiales: [ COD.: HeatExchlelementModelado.mlx ] [ PDF } [YDuTubc P]

E3
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video modela un tanque (agitado para que la temperatura sea homogénea en todo el
volumen) donde una resistencia calefactora proporciona una potencia calorifica @ por el
que pasa un caudal F' de liquido de densidad p y calor especifico C.. La ecuacién finalmente
propuesta del modelo es VpC.T = FpCo(Ty, — T) + Q — kT, y el video la justifica
en términos de balance de energia. Formalmente, como no se consideran variaciones
de presién ni de volumen, los incrementos de ”energia” y “entalpia” coinciden (no hay
“trabajo” realizado).

La integracién numérica (simulacién) de este modelo con ode45 en Matlab se aborda en el
video [33], y la linealizacién y la comparacién de simulaciones lineal y no-lineal se abordan
en el video [94]; la representacién de dicha linealizacién en funcién de transferencia se

discute en el video [183].
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/moll3mod2.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/3M4SModelSummary.pdf
https://youtu.be/NLUiL_MU2t0?autoplay=1
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http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/term1e.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/HeatExch1elementModelado.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/HeatExch1elementModelado.pdf
https://youtu.be/eozMmoJ46mU?autoplay=1
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/term1eEN.html
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Obviamente, si el tanque de calentamiento no tuviera agitacién perfecta o fuera, por
ejemplo, un tubo largo, se necesitarian ecuaciones en derivadas parciales del tipo 1D en
teorfa de intercambiadores de calor (video [79]) o mecdnica de fluidos completa.

Aproximaciones, también de primer orden, a perfiles de temperatura no homogéneos si
el elemento es largo (calentador tubular) se abordan en los videos (perfil lineal de
temperatura interior) y (perfil exponencial a lo largo de la longitud inspirado en
la solucién de las EDP). Se recomienda la visualizacién de estos videos para entender
que puede haber méas de una forma de obtener una aproximacion de primer orden a las
ecuaciones de un calentador de fluido.

En este caso particular, para caudal constante, existe una solucién exacta a la EDP (con
retardo) que se obtiene en el video [184]. La simulacién comparada de las aproximaciones
de primer orden y la solucién EDP exacta se aborda en el video [186].

[28: term1eP)| l\lode.lado dindmico de tanque de cale.ntamiento como sistema sxkx G= 12:54
de primer orden (perfil temperatura lineal)
Materiales: [HeatExchlelementModeladoPadeyTF.pdf] [YouTube »]

Este material describe el modelado de un sistema de calentamiento como un proceso de
primer orden, de forma muy similar al video . No obstante, en dicho video se discutia
un escenario de agitacién perfecta donde la temperatura de salida era exactamente igual
a la temperatura “media” del interior del tanque de calentamiento.

El modelado del video arriba referido es aqui resumido en los minutos iniciales de este
video, hasta el instante [03:00].

En caso de tanques “alargados”, “no agitados” y “relativamente bien aislados”, el perfil
de temperatura podria aproximarse a una linea, de modo que la temperatura “media”
(variable de estado de nuestro modelo) fuera T' = 0.5(T;, + Tout) 0, lo que es lo mismo,
Tout = 2T — T;,. Ello hace necesario introducir modificaciones en la ecuacién de estado y
de salida de este sistema.

El resultado final resulta tener cierta similaridad con las aproximaciones de Padé del
retardo de transporte que hay en las ecuaciones (en derivadas parciales, ver video )
de una tuberfa alargada.

La linealizacion y expresion en funcién de transferencia ante cada una de las entradas F,
Tin v Q se aborda en el video [?7].

Nota: El desarrollo en este video (perfil lineal de temperatura) es un caso particular de
los desarrollos con perfil exponencial de temperatura interna, inspirado en la solucién
estacionaria de las EDO, que se aborda en el video , cuya visualizacion se aconseja.
La simulacién comparada con otros perfiles de temperatura y con la solucién exacta de la
ecuacién en derivadas parciales de un calentador tubular se discute en el video .

[29: termlexp| l\r'If)delado diIléIni;f) de calentador tubular como sistema de sxkk G |o.rg
primer orden (perfil temperatura exponencial)
Materiales: [EXPprofileHeatExchlelementModelado.pdf] [YouTube B ]

*
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video modela un elemento intercambiador tubular donde una resistencia calefactora
proporciona una potencia calorifica ) por el que pasa un caudal F' de liquido de densidad
p v calor especifico C..

Se busca, intencionalmente, un modelo “simplificado” de primer orden, para evitar la
complejidad de manejar modelos mas ajustados a la realidad en ecuaciones en derivadas
parciales (ver video para dichos modelos y para tener idea de las funciones de
transferencia resultantes).

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/term1eP.html
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No obstante, dado que las soluciones de las EDP tienen en régimen estacionario perfiles
exponenciales respecto a la longitud, este video propone usar dicho perfil exponencial en el
balance de energia (potencia) siendo la variable de estado T la temperatura “media”. Con
ello, la aproximacion a la dindmica de un intercambiador tubular serd més exacta (al menos
en régimen permanente, equilibrio) que las obtenidas con suposiciones de temperatura
“uniforme” (video [27]) o de perfil “lineal” de temperatura internal (video [28]).

Los modelos de primer orden desarrollados en los citados videos (de forma muy paralela
a la argumentacién aqui) serdn un caso particular (limite para longitudes de tubo muy
cortas o muy largas) del desarrollo aqui; por supuesto, la solucién exacta no es de primer
orden, sino EDP. El efecto de retardo de transporte es aproximado por términos de fase
no minima en la solucién final.

La relacién del enfoque con las famosas férmulas LMTD (Logarithmic mean temperature
difference, diferencia de temperatura media logaritmica) es también brefemente esbozada.
Aqui somos algo mas generales al permitir dindmica temporal y calentamiento interno.

La simulacién de este modelo comparada con la soluciéon exacta de la ecuacién en derivadas
parciales de un calentador tubular se aborda en el video [186].

Este caso de estudio continua en la seccion [4.6.4]

orden).

[tuboml(09:50)].

e Un sistema mecénico de orden 4 es modelado y linealizado en el video [mod2mass(08:19)].

1.2.5 Modelos algebraico-diferenciales de indice superior

[30: mod3t3] ecuacién diferencial normalizada (repr. interna): caso indice

Transformacién de ecuaciones algebraico-diferenciales a

superior

e El video [lin1(27:01)] modela un sistema térmico con transmisién de calor por radiacién (primer

e Un sistema térmico de orden 2 (modelo de tuberia) es abordado en la parte inicial del video

wxx G2 913

Materiales: [StateSpaceAndDAE.pdf] [YouTube D]

Este material plantea el problema de transformar un modelo escrito en forma de ecuaciones
algebraico-diferenciales F (%,x,y,t) = 0 a ecuacién diferencial ordinaria ‘é—f = f(x,t),
y=yg(z,t).

En concreto, se estudian los sistemas de indice superior. Si tenemos un modelo lineal

genérico donde

dx dx
‘F(ij"ayﬂt) - Md%

El sistema es de indice superior si [Md M,] tiene un rango inferior al nimero de ecuaciones.
Ello requiere anadir ”derivadas de ecuaciones” para poder despejar.

+ Myx + Myy + Myu =0

Como ejemplo, se aplica la idea a un modelo de dos masas unidas por un amortiguador
1 = fia + F, v9 = —f12, v1 = vg, esto es donde f15 sea la que haga falta para que se
respete la ligadura mecéanica que iguala las velocidades. El sistema es de indice superior,
pero anadiendo ©; = ¥ ya se puede obtener una representacion interna.

Como ejemplo adicional, el sistema de engranajes y poleas modelado en el video
es también, en la forma (arbitraria) en la que inicialmente se han escrito las ecuaciones,
de indice superior, por lo que es necesario derivar alguna de ellas para obtener la repre-
sentacién interna. Se recomienda al lector el visionado del referido video.

A partir del minuto [05:40] se analiza que las dos masas ligadas mecdnicamente se compor-
tan como una dnica masa, con lo que la complejidad del sistema (orden) podria reducirse.

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |
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Se comprueba que £ = v; — vy se mantiene constante; esta combinacién lineal de los es-
tados que no cambia valga lo que valga la fuerza de entrada F se denomina estado mo
controlable.

En este video se elimina el estado no controlable por “sentido comun”, para obtener lo
que en teoria de sistemas se denomina “realizacién minima”. El anélisis detallado de los

conceptos de controlabilidad y realizacién minima se aborda en los videos [279], [282].

En la parte final, se propone al lector un ejercicio de modelado de un sistema eléctrico,
con dos condensadores en paralelo, para afianzar los conceptos discutidos en este video.

[31: mod3t4)] Ecuacion('as algebraico-diferenciales: consideraciones adicionales sesser G (1740
y conclusiones
Materiales: [StateSpaceAndDAE.pdf] [YouTube B]

En este video se presenta la representaciéon normalizada de sistemas de ecuaciones algebraico-
diferenciales lineales
Ei = Ax + Bu, y = Cz + Du.

Si E = I, la representacién interna es un caso particular, si E es invertible, entonces se
puede transformar a la representacién interna @ = (E~1A)x + (E~!B)u —video [21]-, y
si E no es invertible, entonces ya se trata propiamente dicho de un sistema algebraico-
diferencial de indice uno o superior.

A continuacién, se analiza la transformada de Laplace de estas ecuaciones... dado que
todo es "algebraico”, una vez transformado, entonces si un modelo estd bien planteado,
se "despeja” lo que se desee simular y ya estd, y(s) = (C(sE — A)"!B + D) - u(s).

Los sistemas mecdnicos con ligaduras (que igualan posiciones), suelen ser modelados como
ecuaciones algebraico-diferenciales de orden superior, que requieren anadir la igualdad de
velocidades y aceleraciones para poder obtener una representacion en variables de estado.
Ese es el caso, por ejemplo, del sistema de engranajes del video .

Por dltimo, existe una metodologia de modelado (ecuaciones de Euler-Lagrange) que
evita variables intermedias (fuerzas de reaccién, por ejemplo) en bastantes casos y que
permite obtener también representaciones en forma de ecuaciones diferenciales ordinarias
(no algebraicas) de una forma méds directa. Esto estd fuera de los objetivos de este video.

La symbolic toolbox de Matlab tiene herramientas de manejo de ecuaciones algebraico-
diferenciales no lineales, también fuera de los objetivos a este nivel. Existe software de
modelado (Simscape, Modelica, ...) que también facilita el modelado y la simulacién
de sistemas complejos sin necesidad de conocer los detalles de las ecuaciones algebraico-
diferenciales inicamente esbozados en estos materiales.

Otros ejemplos: Se remite al lector a los ejemplos adicionales que combinan modelado con calculo
de respuesta temporal, presentados presentan en la Seccion [£.6]

Nota: Los modelos en representacién interna pueden obtenerse, ademas de mediante ecuaciones
de primeros principios de la fisica, a partir de datos de sistemas multivariables: la identificacién
de modelos “caja negra” (desconociendo la fisica subyacente) en el caso lineal da lugar a lo que se

conocen como métodos de identificacion subespacio, discutidos en el Capitulo sorkork G2

Videos de terceros relacionados:

» Systems and signals: analogies: [Pedro Albertos]
[Enlace]
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1.3

10.
11.

12.

13.

14.

Autoevaluacion

. i Cudl es la diferencia fundamental entre un sistema estatico y un sistema dindmico?
. Proporciona ejemplos de ambos tipos de sistemas

. Explica la diferencia entre una senal de entrada manipulada y una perturbacion en el contexto

de sistemas.

. {Qué significa que un modelo matemédtico sea ”de primeros principios”?
. {Qué son las "variables de estado” en un sistema dindmico y cudl es su importancia?
. {Qué es un modelo matema&tico y cudl es su propdsito al representar un sistema fisico?

. ¢Qué es una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) y cémo se relaciona con la simulacién de

sistemas?

. ¢En qué consiste la forma normalizada de un modelo dindmico (ecuacién de estado y ecuacién

de salida)?

. Qué es la hipétesis de causalidad en sistemas fisicos?

Explica la hipdtesis de Markov y su significado en el contexto de sistemas dindmicos.

Describe un ejemplo de como la hipétesis de Markov se aplica en el contexto de un sistema
informaético.

;Qué son las variables de estado y por qué son importantes en la descripcién de un sistema
dindmico?

,Cémo se relaciona el concepto de ”energia almacenada” con las variables de estado en sistemas
fisicos?

Explica la diferencia entre una ecuacién de estado y una ecuacién de salida en un modelo de
espacio de estados.
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Capitulo 2

Simulacion de sistemas y casos de
estudio adicionales

2.1 Simulacién (integracién numérica)

La simulacién (integracién numérica) es una disciplina en s{ misma bastante amplia, dado que tiene
amplias aplicaciones en casi todas las ramas de la ingenieria y de la fisica y, por tanto, su estudio
y el diseno de cédigo que la lleve a cabo de forma eficiente a gran escala es un problema de gran
importancia hoy en dia.

Se remite al lector a los libros de texto adecuados (célculo numérico) si desea profundizar en
el conocimiento de estas técnicas, dado que no tengo material elaborado/clasificado que estudie en
profundidad dichos temas. Un curso completo de resolucién numérica de ecuaciones diferenciales (35
videos), con profesores de la Universitat Politecnica de Valencia, aparece en:

Introduccién a la solucién numérica de ecuaciones diferenciales con Octave,
UPV,
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PL6kQim61jTJsKHdZUnYB4zmOwy4056WKE

El nivel de detalle de dicho curso es, no obstante, mucho més profundo del que se necesita para
aplicarlo a nivel de mero “usuario” de las rutinas de Matlab, como se detalla a continuacién. El
curso estaria indicado para quien quisiera saber en detalle el funcionamiento interno de los comandos
utilizados en los siguientes videos.

(32: sim1] Simulacién hr’Iatlab'(Euler, ode45) de un sistema % R 1440
masa-muelle-amortiguador
Materiales: [|COD.: siml.zip | [ PDF | [YouTube B

Este video presenta ejemplos de cédigo Matlab de simulacién (integracién numérica).

NOTA: aunque el video estd grabado presentando el c6digo en formato M-file (extensién
*.m), versiones de Matlab recientes (a partir de 2016) incorporan la posibilidad de ficheros
Live Script (extensién *.mlx) que permiten utilizar un unico fichero (la funcién con el
modelo al final del mlx) e incorporar texto y férmulas para explicar el cédigo. En el
fichero ZIP de materiales esta la version original con la que se grabd el video y la nueva
versién MLX que, posiblemente, sea mds recomendable en la actualidad (recomendacién
meramente “estética” porque los cdlculos realizados son exactamente los mismos).

- El video describe las opciones més importantes de ode45 (Matlab).

- Describe cémo generar una funcién de Matlab con el modelo (el argumento odefun para
ode45 ) para simular un muelle lineal sujeto a una fuerza externa (funcién del tiempo)
de entrada.
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- Integra (simula) esa funcién mediante el método de Euler, programado en un bucle,
y lo compara con el resultado de ode45 para diferentes valores de paso de simulacién
h. Otro ejemplo de simulacién por FEuler de un depdsito de primer orden aparece en
el video (bueno, se trata de una simulacién interactiva por lo que también discute
cédigo de dibujado/animacién y respuesta a teclado que no es estrictamente de integracién
numeérica).

Como ejemplos adicionales, el video simula un sistema de varias masas y muelles; el
video simula con ode45 el movimiento de una bola ensartada en un alambre.

Los sistemas pueden ser mas complejos e integrar, por ejemplo, “controladores”; un bucle
cerrado de control se simula con ode45 en el video [355].

A veces, los resultados de simulacién pueden ser entendidos mejor mediante animaciones:
el video anima un sistema masa-muelle con rozamiento, y de hecho, la simulacién
de ecuaciones diferenciales es el elemento fundamental de los “motores de fisica” de los
videojuegos. Cédigo para otras animaciones de sistemas mecénicos puede verse en el video

[35]
La comparacién entre simulacion numérica y resolucién simbdlica de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias lineales se discute en el video [105].

La simulacién esta en la base de lo que se denomina “identificaciéon experimental”: el
video [749] ajusta la masa y constantes de amortiguador y muelle basdndose en datos de
laboratorio, su visualizaciéon puede ser aconsejable.

[33:/term1sim] Simulacién (ode45) de un tanque de calentamiento de primer 210:43
orden .
Materiales: [/(COD.: HeatExchlelementSIM.mlx| | [ PDF| ] [YouTube »]

Este video modela un tanque (agitado para que la temperatura sea homogénea en todo
el volumen) donde una resistencia calefactora proporciona una potencia calorffica @ por
el que pasa un caudal F' de liquido como un modelo de primer orden. EIl modelado se
describe rdpidamente en los primeros dos minutos y medio; si se desea una descripcién
mas detallada de la obtenciéon del modelo, se puede visualizar el video .

A continuacidn, se presenta cédigo donde se transforma el modelo de la Symbolic toolbox
a una funcién ordinaria (numérica) de Matlab, y se describe cémo crear una funcién
“envoltorio” (wrapper) de modo que el modelo sea llamado con los argumentos necesarios
para la simulacién con ode45 .

Dando valores a las entradas @, F'y Tj, como un tren de ondas cuadradas (pueden ser
funciones del tiempo arbitrarias), se simula con ode45 y se representa gréficamente la
solucién.

La parte final del video comprueba que la solucién obtenida tiene “sentido fisico” exam-
inando los cambios de temperatura de salida ante cambios de caudal y temperatura de

entrada. También se comprueba que los puntos de equilibrio (calculados haciendo % =0)
del sistema no lineal ante varios valores de las entradas coinciden con las simulaciones

numeéricas.

La linealizacién de este modelo de tanque calefactor y la comparacién de simulaciones lin-
eal y no-lineal se abordan en el video . En este caso particular, para caudal constante,
existe una solucién exacta a la EDP (con retardo) que se obtiene en el video [184]. La

simulaciéon comparada de las aproximaciones de primer orden y la solucién EDP exacta
se aborda en el video [186].

Sistema mecanico de 4 muelles y 3 masas: simulacién oded5 vs 8 08:49

S1m
Materiales: [ COD.: simul3M4Sstandalone.m ] [ PDF ] [YouTube P]

[34: moll3sim1]

*
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Este video continua el caso de estudio de un sistema de 3 masas y 4 muelles cuyo modelado
se abordé en los videos y . Aqui, se introducen las ecuaciones & = Ax + Bu en
forma matricial, simplemente introduciendo las matrices constantes A y B copidndolas de
las transparencias del modelado teérico. La ecuacion de salida y = Cx+ Du se implementa
de modo que sélo las tres posiciones formen parte del vector .

Una vez introducido el modelo, se realiza una simulaciéon ante unas ciertas condiciones
iniciales y un perfil de entrada senoidal (elegidos arbitrariamente). Para comparar los re-
sultados y el tiempo de cémputo, se realiza la integracién con ode45 (simulador genérico,
que también podria simular sistemas no lineales) y con 1lsim (simulador especializado en
sistemas lineales). El segundo de los casos es, al menos en este ejemplo, cuatro o cinco
veces mas rapido en ejecutar; ambas simulaciones son basicamente coincidentes, aparte
de tolerancias numéricas en el quinto o sexto decimal.

La animacién para visualizar mejor qué estd ocurriendo en este sistema se discute en el
video [35]. Un estudio mas formal de la respuesta libre de este sistema se discute en el
video [L71]

Sistema mecéanico de 4 muelles y 3 masas: ejemplos animacién S o

[35:mol13ani] ~ M y Jemp Gz
respuesta libre y forzada

Materiales: [ COD.: simul3M4Sstandalone.m ] [ PDF ] [YouTubc P]

%
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Este video presenta el cédigo que realiza una animacién de las vibraciones de un sistema
de tres masas y cuatro muelles, cuyo modelo fue discutido en el video 25|, y la simulacién
con ode45 o lsim fue abordada en el video [34].

Depende de tu experiencia previa con Matlab, es posible que desees visualizar previamente
el video [102] que anima una dnica masa, para familiarizarte con una versién algo més
simple del cédigo.

Se simulan tres modos de vibracién en frecuencias de resonancia (la obtencién de dichas
frecuencias queda fuera de los objetivos de este video), asi como una simulacién de re-
spuesta libre (cond. iniciales no nulas, entrada nula). Se hace animacién de las vibraciones
tanto suponiéndolas longitudinales como transversales.

Caso de estudio tanque de mezclado:

Simulacién de un tanque de mezclado con Matlab (integracién L
[36: odemix] o un tanq (integ &10:18
numérica ode4b)
Materiales: [ COD.: ModelSimulacionTanqueMezclado.mlx] [ PDF } [YouTube P]

En este video se simula la respuesta temporal del tanque de mezclado cuyo modelo no
lineal se desarroll6 en el video . Para que sea mas “autocontenido”, los dos primeros
minutos resumen rapidamente esos pasos del modelado; si se ha visionado anteriormente
el video , puede comenzarse éste en el minuto [02:40].

En la ecuacion de salida, en vez de incorporar todas las senales posibles, como se hizo en
el video antes referido, ahora sélo se desea obtener las trayectorias (respuesta temporal)
del nivel del tanque h y de la concentracién de componente B, xp. Por ello se selecciona
s6lamente un subconjunto de los resultados de solve .

La simulacion pasa primero por convertir el modelo de la Symbolic Toolbox en una funcién
ordinaria (numérica) de Matlab, con el comando matlabFunction . Ello se realiza tanto
con las ecuaciones de estado como de salida.

Un segundo paso genera una funcién del tiempo interpolando entre los puntos (arbitrarios)
de los perfiles de entrada gq_in ¥ Gb,in, con el comando interpl . Con ello ya se tiene todo

preparado para ejecutar ode45 y obtener las trayectorias del estado (vq,vp) y con dichas
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trayectorias sustituirlas (ya no hace falta mas integracién numérica) en las ecuaciones de
salida.

Los sistemas que ode45 puede simular podrian ser mas complejos e integrar, por ejem-
plo, “controladores”; un bucle cerrado de control se simula con ode45 en el video .
Asimismo, en modelados fisicos complejos de elevado orden o constantes de tiempo muy
diferentes (stiff), es posible que otros integradores numéricos diferentes a ode45 sean més
eficientes computacionalmente (el video compara ode45 con odelbs ).

Caso de estudio motor-polea-masa-muelle:

) Modelado motor-polea-muelle-masa (3): forma normalizada con G= -
S e Matlab (Symbolic Toolbox) 19:45
Materiales: [ COD.: MotorPoleaMuelleMasa24B.mlx ] [ PDF } [YouTube P]

Este video presenta el cémo introducir las ecuaciones de la fisica derivadas en el video
como expresiones simbdlicas en Matlab, y luego realizar las operaciones adecuadas
con el comando solve de la Symbolic Math Toolbox, para obtener la forma normalizada
de ecuaciones de estado y de salida, idéntica a la obtenida en el video sin usar

computador.
[38: mpmmd] Modelado motor-polea-muelle-masa (4): simulacion ODE45, 2 2956
i andlisis equilibrio o
Materiales: [ COD.: MotorPoleaMuelleMasa24B.mlx ] [ PDF } [YouTube P]

Este video es continuacion del caso de estudio de un sistema motor-polea-muelle-masa que
se estd detallando en los videos anteriores (modelado), (representacién interna
normalizada), y (manipulacién del modelo en Matlab).

Aqui se analiza el equilibrio del sistema (derivadas de ecuacién de estado igual a cero), y se
simulan con ode45 diferentes maniobras de respuesta libre (entrada equilibrio, estados
iniciales separados de posicién de equilibrio), respuesta forzada (entrada diferente a la
calculada para mantener un punto de equilibrio dado) tanto desde condiciones iniciales de
equilibrio como fuera de él, que seria el caso més general.

La parte final del video pone como ejemplo que una vez se ha simulado la ecuacién
de estado, con dicha solucién pueden calcularse los resultados de aplicarle la ecuacién
de salida para, por ejemplo, graficar la tension de la cuerda en funcién del tiempo y
comprobar que no se hace negativa, lo cual invalidaria el modelo.

Realmente el modelo es lineal (excepto unas constantes, formalmente es ”afin”) de modo
que es muy sencillo obtener una forma normalizada matricial Z—f = Ax+ Bu, y = Cx+ Du
y usar la Control Systems Toolbox para simular y analizar el mecanismo; todo esto se
discute en detalle en el video [??], continuacién del caso de estudio.

También se realiza simulacién, por ejemplo, en los videos [linl(27:01)] y [linmix(10:55)].

Integracién numeérica: comparacién oded5 versus odelbs en =
[39:/0ded5vs1ss] oAt a: compars el Ve o % G2 (g.14

casos rigidos / no rigidos (stiff/ non-stiff), ejemplo Matlab

Materiales: [/COD.: Stiffoder45vs15sTST.mlx | [ [PDF|] [youTube »]

>|<LINK TO [ENGLISH VERSION
Este video discute la integracién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias (en rep-

resentacién en variables de estado, sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden),
comparando las prestaciones de ode45 y odelbs en casos donde las constantes de
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tiempo son todas similares (caso no ”stiff”; no "rigido”; en ese caso ode45 es el que eje-
cuta més rédpido) y en casos “rigidos” (stiff) con constantes de tiempo muy diferentes; en
ese segundo conjunto de casos, es odel5s el que ejecuta mucho més rapido.

En el video también se observa, en un modelo de elementos finitos de un intercam-
biador de calor con retardo de transporte, que ode15s resulta mas rapido que ode45 pero,
como se ha visto aqui, cada caso es diferente y debe ser estudiado individualmente para
determinar el mejor compromiso entre exactitud y la rapidez de ejecucién de la simulacién.

La simulacién de modelos es la base de la identificacién experimental de pardmetros fisicos; podria
ser de interés que visualizaras el video [identga(19:49)] en este momento.

Simulacién interactiva. Resulta de interés realizar simulaciones que interaccionen con usuarios
mediante teclado, ratén o animaciones... pensad en la fisica de un videojuego. Aqui va un ejemplo
(muy elemental comparado con los videojuegos de hoy en dia, obviamente):

Simulacién interactiva de un tanque de liquido: detalle cédigo s G= 14:58

clase Matlab ;
Materiales: [ (COD.: TankAnimInteractive.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

[40: interactank]

k
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Este video detalla el cédigo Matlab para la animacién interactiva (respondiendo al teclado)
del llenado o vaciado de un depdsito de liquido... es una aproximacion inicial a lo que
seria el subsistema de la fisica de un entorno de desarrollo de videojuegos, salvando las
(enormes) distancias. Esta animacién se utilizé en videos introductorios de motivacién
hacia la ingenieria de sistemas (videos y ) previamente publicados.

Aqui se detalla la clase ( classdef ) que gestiona los datos de la animacién y que tiene
los métodos siguentes:

e constructor, para inicializar los datos;

e dibujador de “frames” para animaciéon, 20 veces por segundo;
bl b

e simulacion de la ecuacién diferencial % = %(u — kv/h), aproximando por método de

Euler. Si el perfodo de muestro (de frame a frame, 1/20 s) fuera mayor, puede que
se necesitara otro método de integracién numeérica, como por ejemplo oded5 . Este
método de la clase es el mas importante conceptualmente desde un punto de vista
de teoria de sistemas (integracién numérica). El video , por ejemplo, también
aborda este tipo de simulacién (pero no de forma “interactiva”).

e Respuesta a evento ‘tecla pulsada’ para realizar distintas acciones en funcién de la
tecla que el usuario haya activado. Las acciones posibles son subir/bajar caudal de
entrada, o parar la simulacién.

Asimismo, en la parte final del video se detalla el cédigo de un script que se encarga de
crear la animacién, simular durante un cierto tiempo y presentar gréaficas de entrada y
salida una vez finalizada la simulacién.

Software de simulacién grafica. Introducir las ecuaciones del sistema y manipularlas para tener
el cédigo que necesita ode45 resulta, en casos complejos, extremadamente tedioso. Por ello, hay
muchos paquetes software de simulacién que, mediante herramientas graficas y bibliotecas de modelos
fisicos, intentan facilitar la tarea. Algunos paquetes estdn especializados en determinado tipo de
sistemas, y otros son genéricos. Matlab incorpora Simulink y Simscape . Un esbozo de cémo usar
el primero de ellos aparece a continuacion.

[41:smkintr] Introduccién a Simulink Juan M. Herrero Durd (UPV) & é 03:37
[PLAY P]
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Este video introduce la funcionalidad bésica de Simulink, indicando cémo abrirlo desde
Matlab, el tipo de elementos (bloques) que pueden incorporarse en un modelo de simu-
lacién, y para ilustrar un ejemplo sencillo, genera una senal senoidal que multiplica por
una constante y representa graficamente el resultado. También exporta las variables de la
simulacion al espacio de trabajo de Matlab, si se quiere almacenar o procesar el resultado.

[42:simulmw]| Introduccién a Simulink (Mathworks) Javier Gazzarri, MathWorks & 30:11
[PLAY P]

Este video modela un sistema masa-muelle-amortiguador con Simulink. Crea el modelo
desde cero, usando bloques de ganancias, sumas e integradores, y lo encapsula en un
“subsistema”. Los pardmetros del sistema son introducidos en una “maéscara” donde se
disena un cuadro de didlogo para introducirlos. La simulacién se visualiza en un “scope”,
pero también mediante el “logging” v el “simulation data inspector” de modo que pueden
almacenarse distintas ejecuciones con distintos pardmetros y visualizarlas.

En la segunda parte del video, se introduce un bucle de control: se simula un controlador
(PID) que ejerece una fuerza funcién de la diferencia de posicién entre la posicién medida
y la posicién deseada (referencia). Utiliza la sintonfa automadtica integrada del sistema de
control.

La ttlima parte del video implementa una méquina de estados (eventos discretos) trivial
—podria ser estatica— ,mediante el médulo “StateFlow”, definiendo cuatro posibles estados
del generador de referencias y los eventos de transiciéon asociados.

Para simular sistemas no es necesario Simulink, dado que realmente es una interfaz de
usuario a integradores numéricos (ode45, odelbs, ...). Se puede, por tanto, hacer simu-
laciones en un fichero Matlab, como se hace en los videos [32], [34], , etc.

[43:slkmix] Modelo de tanque de mezclado: importacién a Simulink 2 08:03
Materiales: [|(COD.: slkmix.zip | [ [PDF|] [YouTube »]

Este video importa a Simulink las ecuaciones de estado y de salida obtenidas en el video
; por hacerlo un poco mas autocontenido, un breve resumen de dicho modelado se
discute hasta el instante [01:44] del video.

La simulacién en Simulink es una alternativa a la del ode45 discutida en el video .
Simulink permite una interfaz de usuario gréfica incorporando generadores de ondas, os-
ciloscopios, interacciones con otros sistemas, etc. que podria resultar mas laborioso de
preparar si se generara manualmente un modelo para ode45 en casos complejos (real-
mente Simulink acaba traduciendo todo a una funcién para el integrador numérico, pero
de forma casi transparente al usuario).

La clave de la importacién a Simulink es el comando matlabFunctionBlock , que traduce
una expresién del Symbolic Toolbox a un bloque Matlab Function de cédigo Matlab
dentro de un modelo o subsistema “.slx”. Dos llamadas a ese comando crean ecuaciones
de estado y de salida; luego, se pone un integrador tras las ecuaciones de estado (para
transformar las derivadas del estado a los estados propiamente dichos), especificando una
condicién inicial arbitraria. Esos estados son “realimentados” a la ecuacién de estados
(dado que las derivadas del estado dependen de ellos mismos), e insertados en la ecuacién
de salida. Los adecuados bloques Demux , Inport y Outport completan el modelo, que
se guarda como un subsistema para ser utilizado como un componente de otros modelos
mas complejos.

[44: slkmix2] Modelo de tanque de mezclado: simulaciéon con Simulink de * @ 04:18
respuesta temporal
Materiales: [ COD.: slkmix.zip ] [ PDF } [YouTube P]
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Este video incorpora a un modelo de simulacién el subsistema generado en el video [43],
mediante el bloque Subsystem Reference . Luego, genera formas de onda arbitrarias

para las entradas ¢, y g (mediante el bloque Repeating Sequence (Stair) ), visual-

izando las entradas y salidas mediante los bloques Scope oportunos.

Nota: Simulink puede también hacer linealizacién (Capitulo , como se discute en el
video sobre este mismo modelo.

Una vez introducidos conceptos adicionales (en concreto, funcién de transferencia), un ejem-
plo masa-muelle-amortiguador en Simulink se presenta en el video [sssmlk(11:46)], y de sistemas de
depésitos en [smktf(06:27)].

2.2 Casos de estudio de modelado de sistemas mecanicos

Como el modelado de sistemas mecanicos y electromecanicos es de especial interés en ingenieria
industrial en general y robética en particular, esta seccion discute algunos casos de estudio adicionales
en detalle sobre ese tema. Algunos ejemplos utilizan ecuaciones de Euler-Lagrange, cuya teorfa no
esta discutida en esta coleccion, pero es habitual en textos de Mecanica y Robética.

2.2.1 Caso estudio: simulacién interaccién gravitatoria entre varios cuer-

pos
[45:{nbdsimd] Simulacion N cuerpos bajo fuerza gravedad: cédigo Matlab GE | 457
: odel13, animacién
Materiales: [/COD.: NbodySim.m/| [ PDF|] [YouTube B ]

k
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Este video discute el c6digo de simulacién en Matlab de la interaccién gravitatoria de NV
cuerpos (movimiento plano 2D, por simplicidad). El simulador es ode113 , y la ecuacién
de estado es que la derivada de la posicién es la velocidad y la derivada de la velocidad es
la aceleracién de gravedad (férmula de Newton). Cada cuerpo tiene posicién ‘x’ y posicién
‘y’ asi como velocidades, por lo que el orden total es 4N. Se explica todo el cédigo de
bucles que calculan las fuerzas para todos los pares de cuerpos y la aceleracion resultante
para cada cuerpo.

La parte final del video discute brevemente el cédigo para la animacién del movimiento,
simplemente con plot .’

[46: nbdsim1EN] N—.logdy simulation of gravit.ational interaction examples: 0360 .& 16:15
ellipses, chaos, escape velocity
Materiales: [/(COD.: NbodySim.m/| [ PDF|] [YouTube B ]

This video presents examples simulating the motion of several bodies under gravitational
interaction. The video uses the code detailed in video [??], briefly summarised in the first
two minutes. Then, examples with 3, 4, and 5 bodies appear and emphasis is placed on the
simulation of problems with two bodies, to illustrate elliptical orbits, barycenter motion
(conservation of momentum), and escape velocity of a light body from the attraction of a
(much) heavier body, via mechanical energy conservation arguments.
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2.2.2 Mecanismo pinon-cremallera

.. Modelo dindmico de sistema pinén-cremallera: ecuaciones de @ can

[47:|pinionm] . . . 15:17
Newton, masa/momento inercia equivalente

Materiales: [RackPinion.pdf] [YouTube B ]

k
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Este video discute el modelado dindmico de un mecanismo pinén-cremallera de un grado
de libertad.

Se presentan las ecuaciones de Newton (balances de fuerzas, incluyendo fuerza de reaccién),
y la ligadura cinemdtica entre desplazamientos lineal y angular (que hace proporcionales
los incrementos de posicién, velocidad y aceleracién).

Con ese modelo completo, luego se presentan dos modelos simplificados equivalentes, visto
desde el lado del engranaje (inercia equivalente) y visto desde el lado de la cremallera (masa
equivalente). En efecto, como el modelo sélo tiene 1 grado de libertad, se puede reducir
todo a una ecuaciéon de orden 2 de masa o inercia equivalente por aceleracion lineal o
angular, respectivamente.

La parte final del video calcula la fuerza de reaccién entre pinén y cremallera, tanto en
equilibrio (aceleracién cero) como fuera de él.

Un enfoque equivalente basado en el formalismo Euler-Lagrange con restricciones aparece
en el video [?77].

Pinion-rack dynamical model: Euler-Lagrange equations with skkk G=

[48: pinionELEN]| : .
kinematic constraints

17:13
Materiales: [RackPinionEL.pdf] [vouTube »]

This video discusses the Euler-Lagrange modeling of a 1 degree of freedom rack-and-pinion
mechanism.

The mechanism is identical to the one seen in the video [??], where Newton’s equations
were used, with force and torque balances where reaction forces intervened in the contact.

The Euler-Lagrange equations do not involve reaction forces, but rather kinetic and po-
tential energies (the latter is zero in this specific simple example).

The video uses the Euler-Lagrange formalism in two ways:

e Expressing the Lagrangian L = T'—V as a function of a single coordinate (1 degree of
freedom model), obtaining a model with (inertia/equivalent mass) times acceleration
equal to a certain balance of torques or generalized forces.

e Expressing the Lagrangian in terms of two generalized coordinates (2 degree of free-
dom model) and introducing the mechanical link between both, f(q) = ¢1p— g2 =0,
through a Lagrange multiplier. Due to the way it is written, the multiplier ends
up being equal to the reaction force, but that need not happen in a more complex
problem setup, in general.

As a result of both developments, exactly the same models are obtained as these in the
video referred to above (which used Newton’s mechanics), obviously, given that they are
equivalent.
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2.2.3 2 masas y muelle, mediante Euler-Lagrance

Se plantearan ejemplos sencillos para afianzar ideas basicas (Hamilton es prescindible para estudiantes
usuales de ingenierfa):

[49: twomELH] 1\~Iodeladg Euler-Lagrange / Hamilton de un sistema de dos @ 11:18
masas unidas por un muelle
Materiales: [ COD.: DosMasasMuelleEnMedio.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video modela la dindmica de dos masas unidas por un muelle mediante la metodologia
Euler-Lagrange, a partir de las expresiones de energia cinética Mv?/2 y energfa potencial
elastica Kx?/2.

La parte final del video (opcional) obtiene las ecuaciones del movimiento de Hamilton,
coincidiendo (en este caso no forzado) el Hamiltoniano con la energia mecénica total.

Otro ejemplo sencillo de modelado Euler-Lagrange con restricciones de un sistema de 1GL
aparece en el video [?7].

2.2.4 Movimiento lateral de un tiovivo

[50: tiovintx] Modelado el(?lrlel{tal de tlf)Vl.VO/peI}dulo rotatorio: presentacion * & 04:12
del caso de estudios y la serie de videos

[YouTube >]

Este video presenta una introduccién a qué se pretende conseguir con la serie de videos que
abordan el caso de estudio de un tiovivo con un tnico pasajero colgando, por simplicidad.
Se presenta la abstraccién a péndulo giratorio de 2 grados de libertad, se define qué
es la dindmica lateral y se incorpora una simulacién/animacién de las ecuaciones del
movimiento para motivar el estudio de los sucesivos videos que desarrollan todo el caso

de estudio.
[51: tiovs| Modeladg dindmica ,la%teral tiovivo/péndulo rotatorio (1): k% G2 3.5
planteamiento y estédtica (Matlab)

Materiales: [/COD.: tiovivolGL.mlx | [|[PDF|] [YouTube B ]

Este video plantea el modelado de las oscilaciones laterales de un tiovivo. Realmente,
s6lo aborda un primer paso de planteamiento del problema, esquema de las fuerzas inter-
vinientes y de escritura de un modelo de la “estdtica” (equilibrio horizontal y vertical de
fuerzas: peso, centrifuga y tensién de cuerda). Se comenta que si se escribiese la dindmica
directamente (video ) entonces el modelo estatico aqui desarrollado serfa innecesario
porque seria un caso particular del dindmico simplemente poniendo derivadas igual a cero,
como se demuestra en el video continuacién de éste arriba enlazado.

El symbolic toolbox no encuentra con solve una forma “cerrada” de escribir el dngulo
de equilibrio en funcién de la velocidad de rotacién del tiovivo en su conjunto. Por ello,
se usa vpasolve para obtener una solucién numérica concreta, dando valores a masas
y longitudes. Es posible que se pueda despejar usando alguna identidad trigonométrica,
pero me ha dado pereza el intentarlo al ver que Matlab no ha podido. Noétese que la
solucién no es unica (hay mas de un punto de equilibrio, por ejemplo otro hacia arriba
estilo “motocicleta en curva”, inestable), pero ha habido suerte y vpasolve ha dado un
resultado que fisicamente interpretamos que es correcto para nuestra aplicacion.

La linealizacién aproximada de este tiovivo se aborda en el video .
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. Modelado dindmica lateral tiovivo/péndulo rotatorio (2): 8 .
[562: tiovd] - - R /p y (2) 17:58
ecuaciones; simulacién ode4b ecuacion de estado
Materiales: [ COD.: tiovivol GL.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video es continuacién del donde se planteaba el problema del movimiento pen-
dular lateral de un tiovivo y se calculaba el angulo de desviacién hacia afuera del columpio
en funcién de la velocidad de giro del tiovivo, pero sélo en equilibrio (estética).

En este video se plantean las ecuaciones de la dindmica completas, haciendo un balance
de pares. Se comprueba que haciendo derivadas a cero se obtienen las ecuaciones estaticas
del video anterior con lo que, en cierto modo, dicho video “sobra” si uno conoce bien el
modelado dindmico de sistemas.

La linealizacion de este modelo dindmico se aborda en el video , y también en el
linealizando la ecuacién de estado no lineal normalizada (resultados coincidentes).

Una vez obtenido el modelo dindmico, se obtiene la ecuacion de estado normalizada y
se simula con ode45 , comprobandose que sin rozamiento hay una oscilacién mantenida
alrededor del equilibrio estatico antes calculado; se modifica el modelo incluyendo un
rozamiento lineal proporcional a velocidad angular, con lo que se introduce un amor-
tiguamiento que hace que las oscilaciones desaparezcan al cabo de un cierto tiempo, segiun
se verifica en simulacién.

[53: tiovELEN| 2DoF dynamics of a c.arousel (rotational pendulum): ook oK K @ 19:50
Euler-Lagrange equations
Materiales: [/(COD.: tiovivo2GLEulerEN.mlx | [ PDF|] [YouTube B]

This video discusses how to model a merry-go-round (well, really with just one element
hanging the mechanism is often called a “rotational pendulum”) using the Euler-Lagrange
formalism.

The first ten minutes review the kinematics (defining the coordinates that describe the
motion plus deriving expressions of positions, speeds and accelerations of the elements of
the system based on said coordinates). The jacobian command is widely used to apply
the “chain rule”. If the manipulations are unfamiliar to you, perhaps you should preview
the video [?7].

Next, the Euler Lagrange equations are expressed with the Symbolic toolbox and the
meaning of the different terms is analyzed, grouping them in the usual way M(q)§ =
T+ C(q,4)¢ + G(q), i.e., with mass matrix and Coriolis terms.

Matlab code for simulations will be discussed in next video , and further digression
on particular cases of interest will be discussed in video .

[54: tiovEL2EN] QDOF dynamics of a carousel via Euler-Lagrange equations: G= 13:15
particular cases
Materiales: [/(COD.: tiovivo2GLEulerEN.mlx | [ PDF|] [YouTube B]

This video presents particular cases of the equations of motion of a merry-go-round
carousel (with a single passenger) with two degrees of freedom, which were developed
in the video [?7].

In particular, the video discusses three situations:
e Zero Suspended Length
e Spherical pendulum (without top platform, load hanging from the center)

e Analysis of lateral dynamics only (this is not actually a particular case, but simply
studying one of the two equations of motion in isolation).
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Motivated by the latter case, the final part of the video discusses the idea of the computed

torque necessary for the top platform to follow a certain prescribed trajectory, used in
dynamic control of robotic mechanisms.

[65: tiovELsimEN| 2DoF dynamics of a carousel: simulation and animation
12:43

(&=

Materiales: [/COD.: tiov2glanimv2.m| | [ PDF|] [YouTube P]

This video animates the equations of motion of a merry-go-round (with a single hanging
element) that were derived in the video using the FEuler-Lagrange methodology.

To do this, the results of the aforementioned video that used the Symbolic Toolbox are
transformed/compiled into “numeric” code (i.e., non-symbolic ordinary Matlab functions),
using matlabFunction , and everything is prepared in the required format to execute
oded5 . Different plot and plot3 are used to draw each animation frame.

2.2.5 Dinamica longitudinal de vuelo de aeronave (fugoide)

56:intrid1 o .
e sl en coordenadas intrinsecas T, N (tangencial, normal)

Dindmica del movimiento de un punto (movimiento plano 2GL) sk 2 15:29
5:2¢

Materiales: [FrenetCdGDinamica.pdi] [YouTube B ]

*
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Este video discute la obtencién de las ecuaciones en coordenadas intrinsecas (tangente,
normal) del movimiento de un punto sujeto a fuerzas. Sila direccién del vector velocidad es
T := (cosf,sin @), entonces ¢ = vT, siendo v la velocidad del “velocimetro” del coche (esto

dv __ Fr do _ Fnp . .
es, v es un escalar). Entonces §7 = <L,y §¢ = —L siendo Fr la fuerza tangencial, y Fy,
la fuerza normal (positiva si estira hacia la izquierda de la trayectoria). La demostracién

de estas expresiones y la discusion de su significado son el objetivo del video.

La parte final recuerda que un sélido rigido tiene un grado de libertad extra (angular) y que
por tanto no tiene que estar orientado con el angulo 6 de la trayectoria del centro de masas,
poniéndose como ejemplo maniobras de avién o de coche deportivo. Las ecuaciones con ese
grado de libertad adicional no se contemplan, por brevedad, en este video introductorio,
que so6lo aborda la dindmica de una “masa puntual”’: consideramos que “path frame” y
“body frame” son idénticas.

Modelado de planeo fugoide longitudinal de una aeronave (EDO

BIGEEEER 20 orden simplificada)

C= 1516

Materiales: [PhugoidIntroES.pdf] [vouTube ]

%
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Este video presenta el modelado del vuelo “fugoide” de una aeronave. Bajo ciertas su-
posiciones (movimiento plano, inercia rotacional despreciable, gran radio de curvatura de
trayectoria), se puede considerar al avién como una masa puntual sujeta a fuerzas tan-
genciales y normales, y escribir las ecuaciones del movimiento en coordenadas intrinsecas,
discutidas en el video . Aqui se trata simplemente de sustituir en dichas ecuaciones
de movimiento el empuje del motor y la resistencia aerodinamica en la direccién tangen-
cial, la sustentacién en la direccién normal, y el peso descomponerlo en sus componentes
tangencial y normal. Con ello se pueden escribir las ecuaciones de Zhukovski/Lanchester
que aproximan este modo de la dindmica de vuelo que se denomina “fugoide”.

Nota: el empuje se ha supuesto una entrada constante, pero en algunos casos (p.ej. mo-
tores de hélice) puede depender de la velocidad aerodindmica (airspeed). No se ha con-
siderado esto (y muchas otras cosas) en estos materiales, por simplicidad.
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[58: fugsim| Planeo fugoide de aeronave (ecs. simplificadas): ejemplos de 21 0:39
e simulacién/animacion y discusién o
Materiales: [/COD.: animaavion.m| ] [ PDF|] [vouTube »]

*L[NK TO [ENGLISH VERSION

Este video presenta simulaciones con distintos coeficientes de sustentacién / arrastre y val-
ores de empuje del modelo de la dindmica fugoide simplificado cuya obtencién se discutié
en el video . El detalle del cédigo Matlab que ejecuta las simulaciones y animaciones
se presenta en el video .

Aqui se discuten: planeo descendente, vuelo nivelado horizontal, ascenso y ascenso in-
estable, que ocurre si el empuje sube por encima de cierto valor. Detalles sobre puntos de
equilibrio y estabilidad se discuten en el video [118].

Planeo fugoide de aeronave (ecs. simplificadas): cédigo de =
[59: fugsimcod] . fugoide de acronave (ecs. simp ): codig CZ 09:43
simulacién ode45 y animacién (Matlab)
Materiales: [ C'OD.: animaavion.m ] [ PDF ] [YouTube P]
*LINK TO [ENGLISH VERSION
Este video presenta el detalle del cédigo Matlab necesario para hecer simulaciones y ani-
maciones del vuelo fugoide 2D (dindmica longitudinal) de una aeronave. Los primeros dos
minutos revisan las ecuaciones de estado a simular (detalles en video [57]). Un analisis
tedrico de los puntos de equilibrio y su linealizacién aparecen en el video [118].
Luego, se discute como introducir el modelo, como llamar correctamente a ode45 vy, en
la parte final, se discute cémo representar la respuesta como
1. una grafica de posiciones, velocidades, aceleraciones, etc. en funcién del tiempo;
2. una animacién del movimiento del avién
La ejecucién de diferentes simulaciones con diferentes parametros aerodinamicos, veloci-
dades iniciales o empuje se aborda en detalle en el video [58].
2.2.6 Caso de estudio: movil restringido en un alambre
[60: memi]| E?,]cmp,lo. modelado de sistema mecédnico bola guiada (1): %k ‘& 19:96
cinematica ;
Materiales: [ COD.: MountainCarModelling.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video plantea el problema de modelar el movimiento de una bola agujereada que
pasa a través de un alambre cuya forma viene dada como y = f(x).

Este primer video discute el planteamiento del problema, la notacién y la cinemética (ecua-
ciones de posicidn, velocidad, aceleracién, aceleraciéon tangencial y aceleracién normal).
Podria ser de interés visionar previamente el video que revisa derivadas parciales,
jacobianos, derivadas totales, etc. o el ejemplo matlab en el video .

En el caso de haber “looping” (vueltas hacia atrds, montafia rusa), no se podria expresar

la posicién como y = f(z). La cinemdtica de ese caso se analiza en los dos primeros
minutos del video .

Las ecuaciones del movimiento dindmicas se discuten en los videos (Newton, balance
de fuerzas), (Euler-Lagrange 12 forma, implicita), (Euler-Lagrange 22 forma,
paramétrica). La simulacién de casos concretos ode45 se aborda en el video .
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[61: mem?2] Ejemplo modelado de sistema mecédnico bola guiada (2): oK @ 11:41
’ dindmica (Newton, balance de fuerzas) )
Materiales: [ COD.: MountainCarModelling.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video plantea el problema de modelar el movimiento de una bola agujereada que
pasa a través de un alambre cuya forma viene dada como y = f(x).

Los dos primeros minutos discuten el planteamiento del problema, la notacién y la cinematica,
discutidos en detalle en el video .

Las ecuaciones del movimiento dindmicas se desarrollan mediante dos métodos equiva-
lentes:

1. Balance de fuerzas tangenciales a la trayectoria

2. Balance de fuerzas horizontal y vertical

El primero de ellos es més sencillo (no aparece la reaccién, el modelo tiene sélamente una
ecuacion), pero en el segundo de ellos permite obtener una expresion explicita de la fuerza
de reaccién que podria ser de utilidad en algunas aplicaciones (resistencia de materiales,
adherencia a la trayectoria en caso de sélamente apoyo de modo que la reaccion sélo pueda
tener un sentido, etc.).

Otras metodologias de obtencién de las ecuaciones del movimiento se discuten en los videos
[62] (Euler-Lagrange 1* forma, implicita), (Euler-Lagrange 2? forma, paramétrica).
La simulacion de casos concretos ode45 se aborda en el video .

Ejemplo modelado de sistema mecénico bola guiada (3): kxkk L1115
o 2 o S 1o
dindmica (Euler-Lagrange, forma 1)
Materiales: [ COD.: MountainCarModelling.mlx ] [ PDF' ] [YouTube P]

[62: mcm3ell|

Este video plantea el problema de modelar el movimiento de una bola agujereada que
pasa a través de un alambre cuya forma viene dada como y = f(x).

Los tres primeros minutos discuten el planteamiento del problema, la notacién y la
cinemdtica y balences de fuerzas, discutidos en detalle en los videos y [61].

Las ecuaciones del movimiento dindmicas se desarrollan mediante las ecuaciones de Euler-
Lagrange en la forma en la que incorporan un multiplicador de Lagrange A que multiplica
a la restriccién y — f(x) = 0 y sus derivadas parciales.

Otras metodologias de obtenciéon de las ecuaciones del movimiento se discuten en el videos
[63] (Euler-Lagrange 2® forma, paramétrica). La simulacién de casos concretos ode45
se aborda en el video [64].

Ejemplo modelado de sistema mecénico bola guiada (4): ¢ sk sk ok @ 13:58
s L 3:5
dindmica (Euler-Lagrange, forma 2, paramétrica)
Materiales: [ COD.: MountainCarModelling.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

[63: mcm4el2]

Este video plantea el problema de modelar el movimiento de una bola agujereada que
pasa a través de un alambre cuya forma viene dada como y = f(x).

El primer minuto discuten el planteamiento del problema, la notacién y la cinematica,
discutidos en detalle en el video .

Las ecuaciones del movimiento dindmicas se obtienen mediante la metodologia Euler-
Lagrange escogiendo como coordenada generalizada el desplazamiento horizontal x.

Otras metodologias de obtencién de las ecuaciones del movimiento se discuten en los
videos (Newton, balances de fuerzas) y (Euler-Lagrange 12 forma, implicita);
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todas obtienen el mismo resultado. La simulacién de casos concretos ode45 se aborda
en el video .

También es aconsejable ver el resumen rapido de los tres primeros minutos del video
donde se muestra el cédigo Euler-Lagrange minimo (sin toda la parafernalia necesaria para
deducir y comparar las ecuaciones de movimiento por otros métodos), comprobando que
en efecto se puede modelar la dindmica del sistema con una docena de lineas de cédigo.

Un caso muy parecido pero con “looping” de modo que ya no se puede expresar y como
una funcién de z, esto es, una montafna rusa, se aborda en el video .

[64:imcm5sim| E.)L]empl(.) ,Inodelado de sistema mecénico bola guiada (5): & 10:97
simulacion ode4d
Materiales: [ COD.: simulaAnimaMountaincar.m ] [ PDF ] [YouTube P]

En este video se simula con ode45 la ecuacién del movimiento de una masa puntual (bola
ensartada en un alambre) sujeta a y = f(z). Realmente son una docena de lineas de video
una vez se tienen las ecuaciones de la aceleraciéon &, obtenidas por varios métodos en los
videos (Newton, balance de fuerzas), (Euler-Lagrange 12 forma, implicita),
(Euler-Lagrange 22 forma, paramétrica).

Un caso muy parecido con “looping” de modo que ya no se puede expresar y como una
funcién de z, esto es, una montana rusa, se aborda en el video .

Ejemplo modelado de sistema mecédnico bola guiada (6): sxxxx G= 19:37

[65: mcm6ha) : .
Hamiltoniano,
Materiales: [ COD.: MountainCarModellingONLY Hamilton.mlx ] [ PDF ] [YouTubc P]
Este video plantea el modelado dindmico de una bola ensartada en un alambre y = f(z)
con las ecuaciones de Hamilton.
Se forma el Hamiltoniano a partir del Lagrangiano y se plantean las dos ecuaciones de la
derivada del momentum generalizado y de la coordenada que describe el movimiento (en
este caso ).
Se recomienda, para una mejor comprension del presente material, el visionar previamente
los videos , [61], [62], [63] v la simulacién odedb en [64] si no se estd familiarizado
con el caso de estudio.
Montana Rusa
[66: rollercol Modelado y simulacién montana rusa (bola guiada con looping) sk R 11.94
por Newton y por Euler-Lagrange
Materiales: [ COD.: RollerCoasterModelaSimula.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video modela (por balance de fuerzas y por Euler-Lagrange) las ecuaciones de una
“montana rusa”’ o “roller-coaster” unidimensional, donde un mévil describe una curva
dada por r := (x(q),y(q)) siendo ¢ un pardmetro geométrico para poder dibujarla. La
curva tiene “loopings” (da la vuelta) y por tanto no puede ser expresada como y = f(x).

El desarrollo es muy parecido al de los videos del caso de estudio de bola en alambre

y = f(x), por lo que aqui se ha hecho de forma muy escueta. Para una mejor comprension,
se recomienda visualizar previamente dicho caso de estudio, en los videos , 61], [63],

[64).

Otro ejemplo sencillo de modelado Euler-Lagrange con restricciones de un sistema de 1GL
aparece en el video [?7].
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2.2.7 Sistema Bola-carrito de 2 grados de libertad

[67:fcpNewton| Ejemplo modelado de sistema carrito-bola (1): cinemética y & 14:59
' balances de fuerzas ; -
Materiales: [ COD.: CartPole.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video describe la cinemética y modela las ecuaciones dindmicas de cuarto orden de
un sistema bola-carrito (2 grados de libertad), sin rozamiento y suponiendo bola de masa
puntual en el extremo (el caso con rozamiento e inercia serd objetivo de otros materiales).

Las ecuaciones de la dindmica se obtendran haciendo balances de fuerzas resultantes (New-
ton). Con las ecuaciones de Euler-Lagrange descritas en el video se llega a un modelo
totalmente idéntico.

Un caso mas general donde el momento de inercia de la masa que gira no sea despreciable
se aborda en el video [69], y la simulacién (con momento de inercia y rozamiento) se
aborda en el video aunque adaptarlo al cédigo aqui desarrollado sélamente requiere
de cambios triviales.

Ejemplo modelado de sistema carrito-bola (2): dindmica @ 10:13
mediante Euler-Lagrange o
Materiales: [/(COD.: CartPole.mlx | [|PDF|] [YouTube »]

[68: cpEL]

En este video se obtienen las ecuaciones dindmicas de cuarto orden de un sistema bola-
carrito (2 grados de libertad), sin rozamiento y suponiendo bola de masa puntual en el
extremo con las ecuaciones de Euler-Lagrange. El resultado, como era de esperar es el
mismo modelo que el obtenido con balances de fuerzas en el video .

Un caso mas general donde el momento de inercia de la masa que gira no sea despreciable
se aborda en el video . La simulacién numérica y animacién se discuten en el video
[70]. Un ejemplo Euler-Lagrange de péndulo con miltiples eslabones se aborda en los

videos y .

Ejemplo modelado de sistema carrito-bola con momento de kokskok 9 15:17
inercia en péndulo no despreciable ‘
Materiales: [ COD.: CartPoleWithRotInertia.mlx } [ PDF ] [YouTube P]

[69: cpine]

En este video se obtienen las ecuaciones del movimiento de un sistema carrito-barra donde
si se considera el posible momento de inercia de la masa que oscila colgada. De este modo,
el caso con inercia despreciable considerado en los videos y [68] serd un caso particular
del ejemplo aqui detallado. Se considera la obtencion de las ecuaciones del movimiento
tanto por Euler-Lagrange como con balances de fuerzas y pares (Newton).

El video [70] utiliza ode45 para simular (y presentar una animacién) numéricamente el
movimento del sistema dados unos ciertos valores de los pardametros constantes.

[70:/cpinesim| Simulacion ode45 sistema carro-péndulo 2GL C= 15:08
Materiales: [ COD.: simulaAnimaCartPole.m } [ PDF ] [YouTube P]

En este video se simulan las ecuaciones del movimiento del sistema carro-bola (bueno,
carro + péndulo sélido rigido con momento de inercia no despreciable) con ode45 . El
detalle de cémo obtener las ecuaciones del movimiento se aborda en el video , aunque
realmente no es necesario para entender los conceptos de simulacién aqui presentados; una
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versién més sencilla (sin momento de inercia ni rozamiento) del modelado se plantea en
el video [67].

A partir de unas expresiones de las aceleraciones a,, ag, se plantea el modelo de orden
4: & = v, 6 = vy, Uy = Gz, Vg = ap; Se sustituyen parametros constantes, se compila
de simbdlico a numérico con matlabFunction y con ello se puede ejecutar ode45 .
Se simulan varios escenarios con/sin rozamiento, con/sin fuerza externa, o con varias
tolerancias numéricas para el simulador. La parte final del video describe brevemente el
codigo para hacer una animacion.

Otro cédigo de animacién de un péndulo/robot de miiltiples eslabones se aborda en el
video ; el modelado de dicho robot se desarrolla en los videos v .

[71: cpforced] Ejerrlglo modelado sistema carro-bola con movimiento del carro s)kkk G= 16:58
orzado
Materiales: [ COD.: CartPoleForced.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video plantea el modelado dindmico de un sistema carro-bola idéntico al considerado
en los videos @ y , pero asumiento que el desplazamiento del carrito estd “forzado”
debido a dos posibles causas tecnoldgicas (que son irrelevantes desde el punto de vista del
cbdigo que resuelve el problema):

e que el carrito forme parte de otro mecanismo de mucha masa de modo que el efecto
del péndulo (fuerza de reaccién) sobre su movimiento sea despreciable.

e que la trayectoria forzada sea una trayectoria “deseada” de modo que queramos
calcular las fuerzas sobre el carrito que darfan lugar a dicha trayectoria (problema
de control).

Por completitud, los primeros cuatro minutos del video plantean el problema y revisan
brevemente el modelado Euler-Lagrange, pero el piiblico poco familiar con dicha metodologia
deberia visualizar el video previamente a éste.

Se plantean dos opciones para resolver el problema:
e resolver el modelo completo 2GL pero en vez de despejar aceleraciones a; y ag como
en los citados videos, se despeja ag y la fuerza excitadora F' necesaria.

e Plantear un lagrangiano dependiente del tiempo (reonémico) y usar ecuaciones Euler-
Lagrange sélo sobre el grado de libertad angular dado que el otro estd forzado. Los
desarrollos deberdn tener en cuenta tanto la dependencia implicita del tiempo como

la explicita (videos [915] y [916]) en la cinemdtica y el lagrangiano.

Ambos métodos obtienen el mismo resultado.

2.2.8 Sistema catapulta barra-bola

[72: ballbar2GL]| Modelado dindmico Euler-Lagrange de una catapulta (bola en é 13:08
barra)
Materiales: | COD.: BolaEnBarra.mlx ] [|PDF| ] [vouTube »]

En este video se modela la cinematica y dinamica de una barra de una cierta inercia con
una masa puntual (bola agujereada ensartada en la barra) que es “catapultada” hacia el
exterior si no estd en el centro (eje de rotacién).

Se utilizan las ecuaciones de Euler-Lagrange de 2 grados de libertad, y se plantean las
ecuaciones del movimento incluyendo término de gravedad (giro en un plano vertical),
aunque obviamente haciendo g = 0 se tienen las ecuaciones de una catapulta horizontal.

El video analiza el caso particular de catapulta donde la barra es “forzada” a girar
con una velocidad constante.
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[73: ballbar1 GL| Modelado (1111&@1?& Euler-Lagrange de catapulta (bola en skskk G2 1149
barra) con rotacién forzada 1GL
Materiales: [/COD.: BolaEnBarra.mlx | [ [PDF ] [vouTube »]

En este video se modela la cinemética y dindmica de una barra con una masa puntual
(bola agujereada ensartada en la barra) que es “catapultada” hacia el exterior si no estd
en el centro (eje de rotacién).

En este caso, la velocidad angular de la barra se supondrd constante (forzado) y se ob-
tendrdn ecuaciones considerando un tnico grado de libertad (aunque, claro, las ecuaciones
de este movimiento forzado se podrian obtener como caso particular de las ecuaciones de
dos grados de libertad consideradas en el video , cuya visualizacién se recomienda).

Se utilizan tanto los balances de fuerzas como las ecuaciones de Euler-Lagrange de 1 grado
de libertad (lagrangiano dependiente del tiempo).

2.2.9 Péndulo de miiltiples eslabones

[74:[pendNcin| l\r"Iodel,o filnanllco d}e Péndulo/Robot de multiples eslabones (I): 2 6:37
cinemética y energias
Materiales: [ COD.: ModelPend.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video plantea el problema de un robot articulado (péndulo) de miltiples eslabones de
N grados de libertad, introduciendo notacién, discutiendo su geometria, la cinematica de
velocidades y el calculo de energias cinética y potencial. Las ecuaciones Fuler-Lagrange
del movimiento seran obtenidas en el video , y la simulacién y animacién en el video

[76].

Modelo dindmico de Péndulo/Robot de miiltiples eslabones (IT): s s s @ 13:58
ecuaciones Euler-Lagrange o
Materiales: [ C'OD.: ModelPend.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

[75: pendNEL)|

Este video plantea las ecuaciones Euler-Lagrange de la dindmica de un robot (péndulo)
de miltiples eslabones de N grados de libertad; aunque se revisa aqui en los primeros dos
mintos de video, el video introduce notacién, geometria, cinematica y el calculo de
energias cinética y potencial. La simulacién y animaciéon con las ecuaciones de movimiento
obtenidas se discuten en el video .

Nota: casos mas sencillo de sistemas de 2 grados de libertad se abordan en los videos
y , por ejemplo. Quizés fuera conveniente visualizarlos previamente a este contenido.

[76: pendNSim| ModolE) dln‘dH.l,lCO de P.’Cnd}lflo/Robot de multiples eslabones 2 90:05
(ITI): simulacién y animacion
Materiales: [/COD.: simulPend.m|] [ PDF | [youTube »]

En este material se presenta el codigo de simulacién de las ecuaciones dindmicas obtenidas
en el video para un mecanismo de varios eslabones articulados. Primero, se com-
prueba que con un unico grado de libertad las ecuaciones son las de un péndulo sim-
ple. Luego, se sustituyen datos numéricos y se hacen diversas simulaciones cambiando el
nimero de eslabones, el rozamiento y la masa colgada en el extremo libre. Un conjunto
de instrucciones “plot” es usado también para hacer una animacién, similar a la de, por
ejemplo, el video . Si estas interesado en codigo de animacién, un ejemplo de varias
masas y muelles aparece en el video .
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2.3 Modelado basado en estadistica: ejemplo biorreactor

Sistema inestable ler orden: modelo bioreactor microscépico Q% 19:53

Pt At . . 9:5:
(estadistica) y macroscépico (ec. diferencial)

Materiales: | COD.: PIDcontrolAPP1.0.zip ] [vouTube ]

[77: biolmod]

Este video describe el modelado de un bioreactor como un sistema de primer orden in-
estable, de modo que el modelo predice un crecimiento exponencial de la poblaciéon de un
microorganismo, a partir de las conclusiones de un modelo ‘microscopico’ estadistico sobre
la ‘probabilidad de divisién de una célula en un intervalo de tiempo pequeno’. El resul-
tado es un modelo ‘macroscépico’ de tipo Z—f = 0.4z (ecuacién diferencial ordinaria), con
solucién z(t) = e%4z(0). La base estadistica es andloga a la del ‘decaimiento radiactivo
exponencial’ en fisica, como se sugiere en el video.

ST ademés del crecimiento ‘natural’ por divisién celular existe un aporte de biomasa u (o
extraccién si el signo de u fuese negativo), entonces el modelo serd ‘fi—f = 04z + u. Este
modelo sigue siendo inestable en lazo abierto: para mantener una poblacién constante de
microorganismos deberd ser ‘estabilizado’ mediante control en bucle cerrado (no objetivo

de este video, que tinicamente aborda modelado).

Hay que remarcar que este modelo es muy aproximado: el crecimiento de poblacién con-
sume nutrientes, aparecen metabolitos secundarios que a veces son toxicos, hay muta-
ciones, etc. de modo que solamente es una primera aproximacién a las consideraciones
en este tipo de sistemas y también sirve de motivacién al analisis de sistemas inesta-
bles en control industrial, dado que los sistemas usuales de circuitos eléctricos, fluidos,
electromecénicos, etc. en asignaturas iniciales de automatica suelen ser estables.

Por ejemplo, como inciso, los crecimientos exponenciales con tasa de crecimiento que es
ella misma aleatoria , bajo ciertas asunciones adicionales, dan lugar a los modelos Black-
Scholes-Merton en economia.

2.4 Modelos de parametros distribuidos (medio continuo)

Existen modelos donde su dindmica se rige por ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP).
Este tipo de modelos se origina conceptualmente al suponer que las vibraciones, la transmisién de
calor, el campo magnético, etc. en un objeto estdn caracterizados por una deformacion, velocidad,
temperatura, campo eléctrico, etc. en cada punto de la geometria de dicho objeto. Por ejemplo, la
difusién del calor en un objeto tendria una forma T'(x,t) siendo # € R un punto perteneciente al
objeto (coordenada espacial) y siendo ¢ la variable que representa al tiempo.

Las ecuaciones en derivadas parciales aparecen conceptualmente al aplicar leyes fisicas tras dividir
el cuerpo en “fragmentos” o “elementos” més y mas pequenos... hasta que se hacen “infinitesimales”.
Sélo en muy pocos problemas se puede obtener una solucién explicita de dichas ecuaciones en derivadas
parciales y, en ingenieria, se busca obtener modelos de una complejidad (orden) razonable para cada
aplicacién. Estos modelos pueden ser obtenidos replicando esa metodologia conceptual de dividir
el objeto en “fragmentos” (discretizacién espacial), pero parando cuando el nimero de elementos
se considere suficiente para describir las propiedades que se buscan (y para poder manejarlo en
el adecuado c6digo de modelado y simulacién). Otra metodologia, denominada “discretizacién por

diferencias finitas” sustituye derivadas parciales por aproximaciones, por ejemplo la de Euler IMzt) o,

dt
T(z,t+h) =T (z,t AT (m,t T(z+h,t)—T(z,t . . .
(@t+ ,2 @t CE;C ) (ot Iz @t v también hay métodos de “elementos finitos” donde se
transforman ecuaciones a una forma integral (weak form), se asume cierta funcién de interpolacidn,

etc.

~
~

Estos materiales no tienen como objetivo el ilustrar en profundidad y con rigor todos los fenémenos
fisicos descritos por EDP. Se remite al lector a los adecuados libros de texto de Matemadticas (si se
quiere explorar formalmente sus propiedades y soluciones), de Célculo Numérico (si se desea com-
prender las metodologias numéricas de soluciéon por elementos finitos, diferencias finitas, colocacion
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ortogonal, etc.), y de Ingenierfa Mecdnica, Transmisién de Calor, Electromagnetismo, Mecédnica de
Fluidos, etc. para el detalle de los problemas tecnolégicos que dicho tipo de modelos contribuyen a
solucionar.

El objetivo de esta Seccién es presentar ejemplos sencillos, en un lenguaje entendible en el contexto
de estudiantes del &mbito del Control Automatico, para obtener modelos & = Ax + Bu de orden finito
que aproximen sistemas modelados por EDP. La solucién no tiene por que ser la mejor técnicamente
considerada entre los expertos en la especialidad mecéanica, eléctrica, etc.

Modelos de parametros distribuidos: modelado de la vibracion .
[78:[femod] | 0% CCP pbucos: i : 251047

longitudinal de un muelle (discretizacién espacial)

Materiales: [ COD.: ModeladoMuelleOndaLongitudinal. mlx } [ PDF ] [YouTube P]

Este video discute el modelado de las vibraciones longitudinales de un muelle con masa no
despreciable mediante su divisién en N sistemas fisicos idénticos “masa-muelle-amortiguador”
mas pequenos (discretizacién espacial). Cuando los elementos se hacen infinitesimales,
el resultado es la ecuaciéon de onda unidimensional, modelando de la propagacién con
una cierta velocidad de ondas longitudinales como se ve en https://www.youtube.com/
watch?v=_DOCSUaOsbM. Este video seria el llevar “hasta el infinito” los modelos de varias
masas y muelles como el discutido en los videos y , cuya visualizacién previa a
éste se recomienda si no estas muy familiarizado con los conceptos basicos de modelado.

En el caso de este video, se planteara como modelar cuando se ha escogido un valor de N
para obtener una representacién interna normalizada & = Az + Bu de orden 2N. Nétese
que la solucién podria ser diferente a la que un experto en Ingenierfa Mecdnica (elasticidad
y resistencia de materiales) podria proponer, usualmente basada en el médulo de Young
del material.

Nota: la simulacién en tiempo y frecuencia del modelo aqui construido se aborda en el
video [278], una vez se hayan introducido los conceptos adecuados.

] Modelado unidimensional de un calentador tubular de liquido sk GZ 1n.rp
[i2s sl con ecuaciones en derivadas parciales (EDP) 10:90
Materiales: [HeatExchModelEDP.pdi] [YouTube B]

k y
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video modela un calentador tubular con una resistencia calefactora como una conexion
de multiples elementos donde cada uno de los elementos es un mini-tanque calefactor de
primer orden idéntico al modelado en el video ; este modelado se revisa rapidamente
en el primer minuto y medio del video, para que sea més autocontenido.

Tras plantearse las relaciones entre las salidas de un elemento y las entradas del siguiente,
se pasa a considerar que los elementos estaran separados una distancia dz, y que el volumen
de cada elemento serd Sdz. Conceptualmente, si la temperatura de un elemento es T'(x),
la temperatura del siguiente elemento serd T'(x + dz). Como estamos analizando cambios
de temperatura en el tiempo (dindmica), realmente se trata de ver las ecuaciones que rigen
los valores T'(z,t) en distintas posiciones e instantes de tiempo.

Planteando las ecuaciones de cada elemento y haciendo el limite cuando dz — 0, se obtiene
las ecuacién en derivadas parciales que describe al calentador tubular. Tiene la forma:
or 19T R oy Q
ot S 0x SpC. SpC.

La parte final del video discute dos casos particulares muy estudiados.

El primero es el caso de no disipacién/generacién & = 0, Q@ = 0. Con ello, la ecuacién se
aT

convierte en la EDP de transporte %—f = —v%, siendo v = F'/S la velocidad de circulacién
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del fluido; su solucién es un retardo (denominado retardo de transporte) que depende del
valor del caudal F.

El segundo caso particular es el caso estacionario (equilibrio, %—f = 0) que consideraremos

por simplicidad sin aporte de calor por la resistencia, ) = 0. En ese caso, al eliminar
las derivadas temporales, se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria en la longitud

T —ﬁ - Teq cuya solucién exponencial da lugar a férmulas muy utilizadas en
célculos de intercambiadores de calor, no objetivo de este material (la férmula exponencial
es utilizada en el video para obtener una aproximacion sencilla, de primer orden, de
la dindmica del intercambiador que al menos preserve el balance de energia correcto en

equilibrio).

Si no se puede calcular analiticamente la solucién exacta en el caso general, la simulaciéon
numérica requiere, en la mayor parte de casos, de modelos de orden finito (elementos no
infinitesimales) como se habia hecho en las fases iniciales del modelado aqui presentado:
en efecto, las EDP tienen un nimero infinito de estados que no permiten su simulacién
con modelos & = f(z,u) manejables en un computador.

En este caso, para caudal F' constante la solucion exacta si puede calcularse, ver video
[184], donde se hace por transformada de Laplace. La simulacién comparada de las
aproximaciones de primer orden detalladas en otros videos y la solucién EDP exacta se

aborda en el video [186].
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Capitulo 3
Linealizacion

Como las ecuaciones algebraicas (y algebraico-diferenciales) no lineales son “dificiles” de resolver
(tanto analiticamente como numéricamente), en la base de muchas metodologfas en matemaéticas e
ingenieria esta la aproximacién “local” a una funcién lineal, que resulta mucho mas facil de manejar
tanto numéricamente como tedricamente. Este capitulo discute esas ideas.

3.1 Funciones de una variable

[80:1int1] Linealizacién de funciones de una variable (recta tangente) * @ 10:57
Materiales: [linteorial.pdf] [YouTube B ]

Este video presenta el concepto de aproximacién lineal a una curva mediante la expresién
de su recta tangente, en funciones reales de una variable.

Define el concepto de funcién lineal (recta que pasa por el origen, proporcionalidad), cémo
calcular la recta tangente a una curva en un punto (mediante la derivada), y el cambio de
variable incremental para transformar el punto de tangencia en el origen.

Presenta un ejemplo con y = /16 + 22, comparando la salida de esta funcién con su
linealizacién alrededor de zg = 3.

Interpretaciones adicionales y observaciones de interés se abordan en el video , con-
tinuacion de éste, asi como en el ejemplo basado en el Symbolic Toolbox de Matlab
desarrollado en el video .

(81 Tint2] L}Ileal‘lz/amon de f1.1nc10nes de 1 variable (II): serie de Taylor, * £ 1918
discusién, conclusiones
Materiales: [linteoria2taylorlvb.pdf] [YouTube »]

En este video, se presenta una alternativa al concepto geométrico de “recta tangente” para
linealizar, utilizando los términos de primer orden de la Serie de Taylor (generalizable a
polinomio tangente de grado arbitrario).

Se presenta ejemplo de linealizacién de y = sin(z) en distintos puntos. Un ejemplo similar
(f(z) = cos(z)) usando la Symbolic Toolbox de Matlab se aborda en el video [82].

Se presenta, como ejemplo de aplicacién de la linealizacién, la resoluciéon de ecuaciones
(estdticas) no lineales: el resultado es el método de Newton.

Existen otros contextos donde se aproximan funciones por rectas (acotacién, regresién,. . . ).
Se discute las diferencias con la linealizacion.

El caso multivariable se presenta en el video [83], y los sistemas dindmicos en el .
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(82 linsisoml] Lincaliza.bcion de funciones de 1 variable: ejemplo Matlab £k é 12:40
(Symbolic Toolbox)
Materiales: [ COD.: LinealizaSISOejemplo.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video presenta un ejemplo Matlab (aprovechando también para revisar los conceptos
bésicos) de las ideas de los videos y .

En concreto, linealiza f(x) = cos(z) en zy = 0.85, dibujando la funcién y la recta tangente
(desarrollo de Taylor hasta primeras derivadas). La parte final del video analiza cémo
representar graficamente el intervalo alrededor de xg donde el error del modelo linealizado
estd por debajo del 10%.

La versién multivariable de este ejemplo se aborda en el video .

3.2 Aproximaciéon de funciones de varias variables

[83:lint3| Linealizacién (III): caso multivariable (subespacio tangente) Ry @ 10:49
Materiales: |[linteoriaMV.pdi] [YouTube B]

En este video se generaliza la idea de la recta tangente al caso de varias variables en una
expresion f(x1,...,2,) =0.

*Aqui se aborda un enfoque geométrico de “tangente” pero, como en el caso de funciones
de una variable, también hay un enfoque basado en la serie de Taylor multivariable que
se discute en el video , cuya visualizacién también se aconseja para entender las dos
formas de abordar el problema.

Se definen las funciones lineales de varios argumentos. El objetivo es aproximar una
funcién no lineal de varias variables a ese tipo de funciones.

Se define el plano tangente (2 argumentos) y la “variedad tangente” para el caso
general. Una ampliacién de dichos conceptos, fuera de los objetivos de este material

introductorio, puede consultarse en los videos [917] y [918] ****.

Se introduce la matriz jacobiana de primeras derivadas parciales (prerequisitos sobre ja-
cobianos, derivadas parciales y totales en videos [915] y [916] ).

Se discute el ejemplo numérico de linealizar la curva implicita 2—(0.223+0.1z 22 +23) = 0.

También se discute el linealizar un sistema (estdtico) descrito por dos ecuaciones en tres
variables.

Otro ejemplo detallado (incluyendo revisién tedrica), utilizando la symbolic toolbox de
Matlab, se aborda en el video [84].

[84: linmiso1] Linealizz.acién de funcio’n'd'e, 2 va/rijdbles; ejemplo Matlab K @ 16:54
(symbolic toolbox + revision tedrica Taylor)
Materiales: [ CoD.: LinealizaMISOejemplo.mlx } [ PDF ] [YouTube P]

*
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video desarrolla un ejemplo Matlab de la linealizacién de una funcién de 2 variables
f(x1,22) = 23/2 + 22 + cos(z1 + e~ *2) en un punto de funcionamiento arbitrariamente
elegido.

Puedes consultar un material dedicado exclusivamente a la teoria en el video [83] que
quizas debas visualizar junto a este video, donde se presenta un enfoque “geométrico”
(variedad /subespacio tangente) complementario al aqui discutido (serie de Taylor).
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Se define y representa la funcién, se hace una revision tedrica del desarrollo de Taylor
multivariable y de las definiciones de Jacobiano y Hessiano, y se aplica al ejemplo concreto
para linealizar usando el comando jacobian .

La parte final del video superpone los graficos (3D) de la funcién original y su aproximacién
linealizada, comprobando que se trata del plano tangente.

El video [85|, opcional, evaluard la exactitud de la aproximacién en un punto numérico
concreto y también dibujard el error de aproximacién (con un gréfico contour) y discutird
su relacién con la matriz hessiana.

Linealizacion de funcién de 2 variables; ejemplo Matlab, anélisis =
[85:linmiso2] 1 C#acion de - TERRIDIGE (JPMIID AR, S GZ 09:20
error de linealizacién y Hessiano
Materiales: [ COD.: LinealizaMISOejemplo.mlx } [ PDF ] [YouTube P]

* y
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video es continuacién del video [84]. Aqui se evalua numéricamente en un cierto
punto (incrementado desde el punto de operacién) la exactitud de la linealizacién y, a
continuacién, se dibuja un mapa (contour) del error de aproximacion.

Obviamente, cerca del origen, la diferencia entre la funcién original y la aproximacion
9, )

linealizada viene dominada por los términos de grado 2 del desarrollo de Taylor, por lo

que las propiedades de la matriz hessiana de derivadas segundas permiten estimar el error

de linealizacion y sus propiedades cerca del punto de operacion: todos los autovalores

del mismo signo indican contornos “elipsoidales” del error, autovalores de distinto signo

indicarfan contornos tipo “hipérbola” (no es el caso aqui).

3.2.1 Ecuaciones de sistemas dindmicos (linealizacién de EDO)

(86: lintdin] Linealizacién (IV):'sistemas dindmicos (ecuaciones @ 10:34
algebraico-diferenciales)
Materiales: [linteoriaMVDin.pdf] [YouTube B ]

Este video aplica los resultados de linealizacién a sistemas dindmicos expresados como un
sistema de ecuaciones diferenciales-algebraicas:

d
(GG u) =0

siendo x denominado vector de estado, u el vector de entradas y z un vector de variables
adicionales que pudieran intervenir en las ecuaciones (salidas, fuerzas de reaccidn, etc.).

El punto de linealizacién/tangencia elegido serd un punto de equilibrio % =0, f(0,Zeq, Cegs Ueq) =
0.

Como ejemplo, se propone linealizar un modelo de masa puntual deslizando sobre una
curva con forma de pardbola. Este video se centra tnicamente en la linealizacién, el

detalle del modelado puede consultarse en los videos y .

El ejemplo concluye obteniendo la representacién interna normalizada. En esta repre-
sentacion se eliminan las variables ¢ para obtener la ecuacién de estado lineal normalizada
(requiere que las ecuaciones estén planteadas de forma que determinada matriz jacobiana
sea invertible, algunos sistemas de indice superior requieren pasos adicionales para obtener
la representacion interna, ver video ) De hecho, la cinematica, discutida en el primero
de los videos sobre la masa en una curva arriba referidos, es necesaria porque sélo con
ecuaciones de posicién los modelos mecénicos estan bien planteados pero son de indice
superior.

A veces, el concepto de dinamica lineal y superposicién puede usarse de forma “intuitiva”,
sin férmulas, a partir de una serie de datos, como se discute en el video .
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3.3 Ejemplos adicionales

[87:lin1] Simulacién’ y linealizaiién modelo calentamiento por radiacién k% R o001
(ejemplo Matlab ode45)
Materiales: | COD.: hornoej.mlx | [IPDF|] [vouTube ]

Este video modela en forma de ecuaciones diferenciales (primer orden) un sistema donde
un elemento a temperatura elevada calienta por radiaciéon a otro elemento, que también
intercambia calor por conveccién/conduccién con el ambiente.

Se calcula un punto de equilibrio y se linealiza alrededor del mismo. Si estds empezando
con esto, quizas te convenga visualizar antes los ejemplos de los videos y [82], donde
no intervienen conceptos de sistemas dinamicos.

Se simula con ode45 el sistema no-lineal, y también el sistema dindmico linealizado. Se
comprueba como ambas simulaciones se parecen si la temperatura de entrada estd cercana
al punto en el cual se ha ejecutado la linealizacién, pero que no es asi si los incrementos
de temperatura de entrada son elevadas.

Sistemas mecanicos

[88: mod2mass| Modelado y lil}ealizaciérl de un sistema no lineal de dos masas y ** 2 03:19
dos muelles (Matlab)
Materiales: [/(COD.: modelado2muelles.mlx | [ [PDF|] [vouTube ]

Este video modela y linealiza un sistema de dos masas, dos muelles y dos amortiguadores.
Uno de los muelles es no lineal. Depende de tu familiaridad con estos conceptos, quizas
podria ser aconsejable visualizar antes un caso lineal de varias masas y muelles en los
videos y .

Tras escribir un modelo (con seis sefiales intervinientes), se transformard a ecuacién de
estado y de salida (no lineal). Luego, se calculard un punto de funcionamiento con solve
y se linealizard con jacobian y subs . Con ello, se tendrd un modelo lineal en repre-
sentacion interna para poder analizar sus propiedades en otros materiales.

Dinamica lateral tiovivo (3): linealizacion (modelo no L
[89: tiov1l] . (3) ( @ 16:52
normalizado)
Materiales: [|COD.: tiovivolGLLinealiza.mlx | [ [PDF ] [YouTube B]

Este video linealiza el modelo dindmico que se dedujo a partir de leyes elementales de
primeros principios de la Fisica en el video . En concreto, hace una linealizacién
“manual” en el punto de funcionamiento (estética, equilibrio) que también se usé como
ejemplo en el referido video. Aunque existian dos modelos no lineales (el original de 4
ecuaciones y la ecuacién de estado normalizada de 2 ecuaciones) , en este video se linealiza
el primero de ellos.

En el video se linealizara la ecuacién normalizada y se comprobara que el resultado
final es idéntico. En este video y en el referido, se hace la linealizacién “a mano” con el
objetio didactico de aprender a hacerlo para un examen “lapiz y papel”... El comando
jacobian ahorra mucho trabajo, como se discute en el video que seria la forma
“rapida” recomendada de linealizar con Matlab.

También se simularan los modelos linealizados resultantes, en videos pendientes de pub-
licar en este momento.

Una alternativa factible en algunos casos es linealizar con un ‘cambio de variable’ en
entradas o salidas... SI sale w? cambiar a ¥ = w? y ya no hay no-linealidad. Esto se
discute en el video , pero NO suele ser lo que se explica y evalia en primeros cursos
sobre estos temas.
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[90: tiov12] Dinamica lateral 'thVIVO (4?: linealizacién a partir de ecuacién G= 07:31
de estado normalizada no lineal
Materiales: [/COD.: tiovivolGLLinealiza.mlx| | [ PDF | [YouTube B]

Este (breve) video linealiza la ecuacién en variables de estado, esto es, la representacién
interna normalizada dx/dt = f(x,u) del movimento lateral de un tiovivo modelado en el
video , obteniendo directamente una representacién dz/dt = Ax + Bu normalizadaa.
Compara la linealizacién con la linealizacion resultante de primero linealizar y luego pasar
a ecuaciéon de estado normalizada, vista en el video . Como era de esperar, el resultado
final es idéntico.

En este video y en el arriba referido, se hace la linealizaciéon “a mano” con el objetio
didéctico de aprender a hacerlo para un examen “ldpiz y papel”... El comando jacobian

ahorra mucho trabajo, como se discute en el video que seria la forma “rapida” de
linealizar con Matlab delante.

. Dinamica lateral tiovivo (5): linealizacion de ecuacién de estado .

[91: tiovi3] Hca fater (5) 210:00
con “jacobian”, forma Ax+Bu
Materiales: [ (COD.: tiovivol GLLinealizaShortYSimula.mlx } [ PDF ] [YouTubc P]

Este video va “al grano” para modelar y linealizar el tiovivo no lineal objeto de los videos
[51] (estética), [52] (dindmica), (linealizacién “a mano” forma no normalizada) y
[90] (linealizacién a mano en forma normalizada).

En vez de hacerlo de “varias formas” como en los otros videos (para entender bien la
metodologia y las diferentes alternativas), aqui se modela directamente con las dos ecua-
ciones de estado, se simula con ode45 , se calcula punto de equilibrio con vpasolve ,y se

linealiza usando jacobian (matriz de derivadas parciales), con el minimo cédigo Matlab
necesario (entended “minimo” informalmente).
Si la metodologia esta bien comprendida, el cédigo de este video es el que seria el recomend-

able, por su mayor concision, frente a las versiones mas largas con objetivos didacticos
diferentes de los arriba referidos videos.

La parte final del video muestra cémo introducir el modelo linealizado en forma matricial
dx/dt = Az+Bu , y = Cz+Du en el “control systems toolbox” para, por ejemplo, obtener
respuesta ante entrada constante (escalén, step ) o senoidal (respuesta en frecuencia,

bodemag ).
Dinamica lateral tiovivo (6): comparativa modelo aproximado
92: tiovld] . vo (6): comp . 210:57
linealizado versus no lineal (ode45)
Materiales: [ (COD.: tiovivol GLLinealizaShortYSimula.mlx } [ PDF ] [YouTubc P]

En este video se compara el modelo no lineal original de la dindmica de oscilaciones
laterales de un tiovivo (modelo obtenido en video ), y su linealizacién (Taylor primer
orden), obtenida en el video (si se desea méas detalle de todo el proceso, puede
visualizarse el video antes).

Para ello, se simula el modelo no lineal hasta que alcanza un punto de equilibrio a 0.24
radianes de inclinacién, y luego se baja un poquito (en forma de rampa) la velocidad de
giro del armazén del tiovivo, con lo que se produce un pequeno cambio en el angulo, cuya
respuesta temporal se obtiene mediante ode45 .

A continuacién, se simula el modelo linealizado también con ode45 (aunque podria hacerse
con lsim , ver video para detalles), y se superponen ambas simulaciones, tanto en
coordenadas “incrementales” como en “absolutas”; como era de esperar, la respuesta
temporal no lineal y la linealizada se parecen bastante.
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Como contenido opcional, el video [93] plantea la posibilidad de linealizar (parcialmente)
con cambio de variable v = w%; evidentemente, se puede hacer bajo ciertas suposiciones,
y en dicho video se reflexiona sobre esa idea.

[93: tiovis)| Dindmica lateral tiovivo (7): linealizacién por cambio de G:= 07:49

(tiov . . R = U/:49
variable (discusién conceptual) :

Materiales: [ COD.: tiovivol GLLinealizaShortYSimula.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video (opcional) discute sobre el caso de estudio del tiovivo cuya linealizacién se
ha discutido en detalle en videos como y , la idea de que como la entrada wy
aparece como wg, podrfa ser posible aplicar el “truco” de cambiar v = w? de modo que asf
eliminariamos un cuadrado si hacemos célculos con la variable “artificial” v... Esta idea,
en general, se llamaria linealizacion por cambio de variable.

Es vélida formalmente? Claro que si; en este caso concreto cambiar una pardabola por una
recta introduce un error que si usaramos v como entrada no cometeriamos. No obstante, en
el uso del modelo se requiere poder hacer cuadrados o raices cuadradas... en determinadas
aplicaciones de filtros o controladores disenados con electrénica o electromecédnica lineal,
eso no es posible y por tanto la linealizacién a considerar seria la de 2wy prAwp.

En general, la presencia de no-linealidades invertibles a la entrada o salida de un proceso
es facil de “cancelar” con un cambio de variable. Si la no-linealidad estd “dentro de la
ecuacion de estado”, entonces ya se hace mas complejo, y hay que estudiar lo que se
denomina linealizacion por realimentacion que es la generalizacion de la idea que aqui se
discute a sistemas dinamicos, de mayor dificultad conceptual, ver videos o) .

La linealizacién de un modelo de aeronave simplificado se aborda en el video [fugeqlin(19:30)].

Procesos de calentamiento/mezclado en ingenieria quimica

[94: term1lin] Tanque de calentamiento de liquido de primer orden: @ 14:11
’ linealizacién y andlisis de propiedades )
Materiales: [ C'OD.: HeatExchlelementLIN.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video revisa rapidamente el modelado de un tanque de calentamiento de primer orden
y su simulacién con ode45 . Si se desea una descripcién mds detallada de la obtencién
del modelo, se puede visualizar el video ; asimismo, un andlisis mas detallado del
comportamiento no lineal en simulacién se aborda en el video . La visualizacién
previa de estos videos es aconsejable.

Con propésito de linealizar, se selecciona un punto de funcionamiento de las entradas y
se calcula el valor en equilibrio de la temperatura de salida.

A continuacién, se obtienen las derivadas parciales del modelo respecto a los estados
(temperatura) y a las entradas que permitiran escribir dicho modelo en forma normalizada
lineal en representacion interna & = Ajx12 + Bix3u.

El valor de A (como es de primer orden es una matriz 1 X 1) es el polo de la respuesta
libre del sistema (con u = 0, la respuesta libre es z(t) = e~4*z(0)). Se analiza la rapidez
de dicha respuesta en funcién del caudal (la inversa del polo es la constante de tiempo,
muy parecida al tiempo de residencia si el tanque esta bien aislado) y de la constante de
disipacién de calor al exterior.

La parte final compara la simulacién del modelo linealizado (haciendo y deshaciendo los
adecuados cambios a variables incrementales) con el modelo no lineal original. Se observa
que si el caudal cambia mucho entonces la aproximacion lineal no es buena, mientras que
si los incrementos de caudal alrededor del valor nominal son pequenos, entonces el modelo
linealizado describe muy bien la respuesta simulada.
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La representacién en funcién de transferencia de la linealizacién obtenida (asi como para
otros tipos de perfil de temperatura en el interior del tanque) se discute en el video .
La funcién de transferencia exacta solucion de las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de un calentador tubular se obtiene en el video .

. . » Linealizacién de un modelo tanque de mezclado, simulacién 8 .
[95: linmix] .. -y 10:55
comparada con original (ode45, Matlab)
Materiales: [ COD.: LinealizTanqueMezclado.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

En este video se linealiza el modelo del tanque de mezclado cuyo modelo no lineal de
segundo orden se desarrollé en el video [22]. Los detalles sobre la simulacién de este
tanque con ode45 se discuten en el Vl'deo. Los contenidos de modelado y simulacion
seran referidos muy brevemente en este video, se recomienda al lector visionar los videos
referidos para mas detalle.

En la ecuacién de salida, ahora buscaremos simular/linealizar un modelo de la concen-
tracién de componente A, x4 y nivel del tanque h.

El primer paso para linealizar consiste en seleccionar un punto de funcionamiento (equi-
librio). Se selecciona gqin = 3, @v,in = 1. Fijando estas dos variables y las derivadas a
cero, el comando vpasolve calcula los valores de todo el resto de variables (volimenes
acumulados, concentraciones, caudal de salida y nivel) para que se mantenga un equilibrio
constante.

El comando jacobian calcula las derivadas parciales necesarias respecto a estados y

entradas, tanto en ecuacion de estado como de salida, para obtener una representacién
interna normalizada lineal.

La parte final del video simula con ode45 el modelo original y el modelo linealizado
(éste ultimo con entradas y condiciones iniciales incrementales). Deshaciendo el cambio
de variable a incrementos de la solucién linealizada se comparan ambas simulaciones,
comprobando que el modelo linealizado tiene una exactitud razonable.

Como alternativa, que produce el mismo resultado, la linealizacién “automética” de un
modelo Simulink de este tanque se aborda en el video .

Modelado, Linealizacion y Simulacién de tanque de mezclado G=
con 3 entradas (Matlab)
Materiales: [/COD.: LinealizTanqueMezclaQS.mlx | [ [PDF|] [vouTube ]

96: linmixqs 09:45
q

Este video discute el modelado de un tanque de mezclado de dos componentes con ex-
traccién forzada, representado en la siguiente figura:

En este tanque, dos caudales gq in ¥ ¢bin de componentes A y B son mezclados en el
tanque. Intencionalmente, el sistema es muy similar al del video : la diferencia ahora
es que el caudal de salida ya no depende del nivel, sino que es fijado de forma “exégena”
por bombas aguas abajo, con lo que aunque sea una “salida de material”, desde el punto
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de vista de teoria de sistemas, ¢s es una variable de entrada. Por lo tanto, el modelo tiene
una entrada mds y, obviamente, una ecuacién menos que el considerado en [22].

El modelado, representacién interna y posterior linealizacién son paralelos a los desar-
rollos de los videos y . La diferencia es que en este sistema, para que exista
equilibrio debe cumplirse que la suma de caudales de entrada y salida sea cero... entonces
en equilibrio las tres entradas no son “independientes” y, por otro lado, si suman cero
entonces cualquier nivel es un punto de equilibrio (equilibrio indiferente en Fisica, sistema
marginalmente inestable en teorfa de control). Estas cuestiones (existencia de infinitas
soluciones en un sistema de ecuaciones) hacen que solve se pueda “liar” un poco... si
sospechamos de esta situacion, llamar a solve con la opcién 'ReturnConditions’ activada
permite que el Symbolic Toolbox nos devuelva las infinitas soluciones de nivel que existen
en este depdsito, como se esperaba intuitivamente.

Una vez esa cuestién aclarada, todo es practicamente igual que en los otros videos referidos,
que abordaban el caso donde ¢, era funcién del nivel A.

Nota: en muchas ocasiones, las entradas de “caudal” en procesos industriales lo son porque
hay un sistema interno (control en cascada esclavo) de control de caudal, como el descrito
en el video , cuya visualizacién seria solo aconsejable a estudiantes avanzados, dada
su dificultad. ok ok ok

[97: slkmixLin] Linealizacién de modelos Simulink: ejemplo tanque de mezclado CZ 8.44

Materiales: [ COD.: LinealizTanqueSimulink.mlx ] [ PDF' ] [YDuTubc P]

En este video se demuestra como utilizar el comando linearize que linealiza un modelo
de Simulink en los que se han marcado determinadas sefiales como Linear Analysis Points.
Estos puntos son extraidos con el comando getlinio , y los tiempos donde extraer el
punto de operacién son argumentos a linearize.

El video compara la linealizacién obtenida con la linealizacién obtenida mediante jacobian
de la Symbolic Toolbox, y se ve que coinciden. Por hacerlo autocontenido, los minutos

[01:30] a [03:30] describen brevemente dicha linealizacién por jacobiano, cuyos detalles se
presentan en el video .

El video también comprueba que la respuesta ante escalén de dos modelos linealizados en
puntos diferentes exhibe grandes diferencias. Aunque el anélisis en detalle queda fuera de
los objetivos de este video, ello puede causar problemas a los sistemas de control lineales en
este tipo de sistemas, necesitando estrategias que aseguren tolerancia a error de modelado
(control robusto) o de planificacién de ganancia (cambiar controlador segin el punto de
funcionamiento).

Nota: En la Seccién se generaliza la linealizacién de un sistema alrededor de un equilibrio
constante al caso de linealizar alrededor de una trayectoria de referencia de entradas y salidas. El
resultado es un sistema lineal variante en el tiempo, cuyo andlisis, obviamente, reviste mayor com-
plejidad. Esta es la razén por la que dicha linealizaciéon ha sido considerada en los capitulos finales
que abordan temas méas complejos. Gs

3.4 Autoevaluacion

1. ;Cual es la motivacion principal para linealizar una funcién no lineal?
2. ;Qué condicién debe cumplir una funcién para ser considerada lineal formalmente?

3. (Como se representa geométricamente una funcién lineal de una variable?

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/slkmixLin.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/LinealizTanqueSimulink.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/LinealizTanqueSimulink.pdf
https://youtu.be/jxaq19adrVQ?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf

3.4.

AUTOEVALUACION 59

© o N o

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

. {Qué concepto geométrico se utiliza para aproximar una funcién no lineal mediante una funcién

lineal en la linealizacion?

. {Qué representa la derivada de una funcién en un punto dado en el contexto de la linealizacion?

. En la ecuacién de la recta tangente (y — yo) = m(z — o), {qué representa la variable 7m”?

,Coémo se expresa la linealizacion de una funcién en variables incrementales?

. {De qué depende la eleccién del punto de linealizacién en la practica?

. {Cémo se calcula la pendiente de la recta tangente en un punto dado de una funcién?

;, Qué representa la serie de Taylor en el contexto de la linealizacién?

,Qué es el método de Newton y cémo se relaciona con la linealizacién?

., Qué es la matriz jacobiana y cémo se utiliza en la linealizacién de funciones multivariables?
;, Qué significa trabajar con ”coordenadas incrementales” al linealizar una funcién?

;Qué es un punto de equilibrio en un sistema dindmico?

;,Cudl es la importancia del punto de equilibrio al linealizar un sistema dindmico?

Explica el concepto de "representacién interna normalizada” en un modelo linealizado y su
expresion.

,Por qué es importante no confundir linealizacién con otros conceptos como regresion lineal o
acotacién lineal?
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Capitulo 4

Respuesta temporal

La respuesta temporal de un sistema fisico ante unas ciertas entradas requiere resolver la ecuacion
diferencial que constituye el modelo matematico de dicho sistema.

Algunos tipos de ecuaciones diferenciales (en concreto, las lineales) pueden ser resueltas explicitamente
(obteniendo una férmula en funcién del tiempo para la solucién) y otras no, y sélo pueden ser resueltas
numéricamente (integracién numeérica, simulacién, seccién [2.1)).

El siguiente video ilustra el uso del comando dsolve , de la Symbolic toolboxr de Matlab, para
obtener la solucién explicita de algunos tipos de ecuaciones diferenciales.

» Resolucion de ecuaciones diferenciales con Matlab : [Fernando Giménez]
[Enlace]

4.1 Transformada de Laplace

El primer método que se suele explicar en cursos de grado para el cdlculo de la respuesta temporal
se basa en la Transformada de Laplace.

4.1.1 Funcién de transferencia (SISO), Matriz de transferencia (MIMO)

[98:/fdt] La funcién de transferencia controltheoryorg (canal YouTube) ok @ 16:03
[PLAY P]

Este video introduce la transformada de Laplace de una ecuacién diferencial
y(n) + an_ly(nil) + “en + aly, + aoy = bmy(m) + bm_lu(mfl) + P + bl'll,/ + bou

donde aparece un término de condiciones iniciales.

Después, suponiendo al sistema dindmico inicialmente en reposo (condiciones iniciales de
entrada y salida igual a 0, punto de funcionamiento-equilibrio), obtiene una transformada
de Laplace mucho mas sencilla: Y (s)-(s" +an_18""1+...) = U(8): (bns™ +bm_18™ "1+
...), que puede expresarse como:

Y(8)  bms™ + by 18™ 4+ bis+ by

= = G
U(s) 8" 4 ap_18" "L+ Fars + ag (s)

denomindndose a G(s) como funcion de transferencia.

Define los polos y ceros como las raices de denominador y numerador, respectivamente, el
concepto de causalidad (n > m) y esboza la posibilidad de la identificacién experimental
de la funcion de transferencia de un sistema a partir de entradas y salidas sin cononcer su
“fisica interna”.
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https://media.upv.es/#/portal/video/354bd1b0-87c1-11e9-bfe2-2fd0218a0ea0
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/fdt.html
https://www.youtube.com/watch?v=lB7DJ-nWo4Y
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Los modelos que incorporan varias entradas y salidas (multivariables) deben ser descritos
con la generalizacién del concepto de funcion de transferencia al de matriz de transferencia,

video [131].

Ejemplos numéricos de su uso para céalculo de respuesta temporal se pueden consultar en

los videos [111], [112], [113], [114].

Videos de terceros relacionados:

Aqui se enlazan algunos materiales de terceros relacionados, utilizando la Transformada de Laplace:
» Cdlculo de la antitransformada de Laplace por descomposicion en fracciones simples:  [Macarena
Boix]

[Enlace]
» Transformada de Laplace con Mathematica: [Elena Sanchez]

[Enlace]
» Aplicacion de la Transformada de Laplace a la resolucion de problemas de valores iniciales: [P. Car-
men Coll]

[Enlace]

4.2 Respuesta temporal de sistemas sencillos

. Entradas estandar para el andlisis de sistemas (escalén, rampa,
[99: stdinp . Jor pata €. ( » raimba, kxR 1158
Sen01dal): definicién y utilidad controltheoryorg (canal YouTube)

[PLAY P]

Este video plantea el problema de cémo interpretar los polos/ceros/ganancia de una
funcién de transferencia a partir de la respuesta ante entradas tipicas: aplicando las
mismas entradas “tipicas” a todos los sistemas nos permite interpretar y comparar sus
caracteristicas, asi como comunicar caracteristicas del funcionamiento a técnicos ajenos
al control en términos “temporales”.

Presenta las entradas impulso, escalén, rampa, pardbola, y sinusoidal (cuando la frecuencia
varfa se denomina respuesta en frecuencia).

4.2.1 Caso de estudio masa-muelle-amortiguador

[100: mmamexp] masa resorte amortiguador real Senales y Sistemas (canal YouTube) * é 03:00
[PLAY P]

Este video presenta un sistema experimental de masa-muelle-amortiguador como los am-
pliamente usados en los libros de texto de dindmica de sistemas. Un vistazo a cosas reales
en vez de sélo a ecuaciones viene bien de tanto en tanto, y es muy corto.

[101: masmusym1] Resolumon ecuaciones d1fere¥1c1ales ordinarias (EDO) con 0 g 11:30
Matlab (dsolve): respuesta libre masa-muelle
Materiales: | COD.: testEDOsym.mlx | [[PDF| ] [vouTube B

E3
LINK TO [ENGLISH VERSION

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


https://media.upv.es/#/portal/video/7400851d-831c-7d41-a8c5-3a3b6bba8973
https://media.upv.es/#/portal/video/0e5b80b0-34a7-11e7-8aa7-5b2740a8fd5f 
https://media.upv.es/#/portal/video/b41bee70-365c-11e7-8aa7-5b2740a8fd5f
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/stdinp.html
https://www.youtube.com/watch?v=-2XpJeSROBA
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/mmamexp.html
https://www.youtube.com/watch?v=iZf9nh5uTaI
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmusym1.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsym.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsym.pdf
https://youtu.be/fCVjU-3F5cY?autoplay=1
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmusym1EN.html
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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[102: masmuAnim]

10::

2]
)

Este video plantea la ecuacion diferencial de un sistema masa-muelle con rozamiento
M % = —ky — b% y, sustituyendo los pardmetros constantes por sus valores numéricos
obtiene la solucién general (con dos constantes de integracién) mediante dsolve . Dicha
solucién es analizada pero para comprender mejor la EDO se resuelve, también con el
mismo comando, dando valores de posicién y velocidad iniciales. La solucién se repre-
senta graficamente y se anima para entender el tipo de movimiento obtenido (oscilaciones
amortiguadas).

El comando dsolve permite obtener una expresion explicita de la férmula de la respuesta,
en vez de s6lo un conjunto de puntos como las simulaciones numéricas ode45 ; el mismo
sistema masa-muelle se aborda en el video y la comparaciéon ode45 versus dsolve
se aborda en el video . La resolucién por transformada de Laplace se aborda en el
video .

Simulaciones adicionales variando parametros y el cédigo Matlab de animacién se de-
talla en el video . La EDO en representacion interna se aborda en el video ,
obteniendo resultado idéntico, como era de esperar,

Animacién respuesta temporal masa-muelle en Matlab, efecto
del amortiguamiento
6

G=

Materiales: [ COD.: simulspringdamper.m ] [ PDF ] [YouTube P]

*
LINK TO [ENGLISH VERSION

[103:jmasmusym2| Matlab (dsolve): respuesta libre masa-muelle representacién

Este video presenta resultados de animacién de la respuesta libre de un sistema masa-
muelle (con amortiguacién por rozamiento) obtenidos en los videos [101] y [103] mediante
dsolve. Los comandos bésicos son patch, xline, yline, plot, dentro de un bucle

que genera cada “frame” (no en tiempo real, esto no es un videojuego).

Realmente, el detalle del codigo es meramente “cosmético” con funciones de dibujado, no
se aborda ningin tema importante desde el punto de vista conceptual sobre resoluciéon de
ecuaciones diferenciales.

También se comprueba lo que ocurre al disminuir y aumentar el coeficiente de friccién.

Un ejemplo de cédigo, simular pero més laborioso, para animacién de las vibraciones de
un sistema de tres masas y cuatro muelles es descrito en el video [35].

Resolucién ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) con

interna

** 2 07:53

Materiales: [|COD.: testEDOsym.mlx | [ PDF ] [YouTube B]

%k
LINK TO [ENGLISH VERSION

[104: masmusymForz|

Este video obtiene la respuesta temporal libre ante condiciones iniciales fuera de equilibrio
de un sistema masa-muelle, abordando exactamente el mismo problema de segundo orden
que el video M7y = —ky — by. En este video, sin embargo, se aborda planteando las
ecuaciones en representacion interna normalizada ‘fi—f = Ax, con A=[0 1;-k/M -b/M]. El
comando dsolve no tiene ningin problema con dicha representacién y obtiene, obvia-
mente, resultados idénticos al del video referido. El cédigo de animaciéon se detalla en el
video . La resolucién por transformada de Laplace se aborda en el video .

El uso de dsolve es ilustrado en el video [120] para sistemas con retardo.

Resolucién EDO con Matlab (dsolve): respuesta forzada
masa-muelle (constante + senoidal)

12:59

&

Materiales: [/(COD.: testEDOsymForzada.mlx | [ [PDF | [vouTube ]

*
LINK TO [ENGLISH VERSION

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmuAnim.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/simulspringdamper.m
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/simulspringdamper.pdf
https://youtu.be/RjIglVuV62w?autoplay=1
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmuAnimEN.html
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmusym2.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsym.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsym.pdf
https://youtu.be/7Cgv2M8kcOU?autoplay=1
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmusym2EN.html
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmusymForz.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsymForzada.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsymForzada.pdf
https://youtu.be/Sp6BXmrr-Pc?autoplay=1
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmusymForzEN.html
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Este video presenta la solucién de la EDO de un muelle My = —ky — by + F(t) cuando
es forzado con una fuerza con componentes constantes y senoidales.

Para un andlisis mds pausado de sélo la respuesta libre, visiona el video [101].

Se comprueba que aparecen términos ”parecidos” a la entrada (constantes indicando el
nuevo equilibrio si la fuerza tiene un componente constante, y vibraciones de la misma
frecuencia que la entrada (régimen estacionario senoidal), as{ como términos con compo-
nentes de la respuesta libre, con tasa de decaimiento y frecuencia propia de oscilaciones
que no depende de las caracteristicas de la entrada F(t).

El resultado se grafica y se anima, usando el mismo cédigo que el explicado en el video
[102f.

Una respuesta forzada ante entrada tipo “rampa” se discute en el video [105], as{ como la
simulacién forzada en forma de ecuacién de estado normalizada & = f(t, z) de este muelle.

Resolucién simbdlica (dsolve) versus numérica (ode45): masa Q

[105: dsolvevsode45] . . . .
muelle amortiguador, ventajas e inconvenientes

14:10
Materiales: [ COD.: DsolveversusODE45ES. mlx ] [ PDF } [YouTubc b]

Este video compara la resolucién de una ecuacién diferencial de segundo orden (muelle
forzado con entrada tipo “rampa”) mediante dsolve , que produce una férmula funcién
del tiempo, versus ode45 , integracién numérica (simulacién) cuyo resultado es un con-
junto de instantes y de estados.

Plantea el cédigo necesario para generar las EDO simbdlicas y la representacién en vari-
ables de estado necesarias para ode45, y comprueba que las simulaciones son, como era
de esperar, muy parecidas.

Un estudio més concienzudo de la parte “simbdlica” se aborda en los videos [101] y [103],
aqui revisado de forma rdpida. También, un estudio méas en detalle de la simulacién
numérica del muelle se aborda en el video .

La parte final analiza las ventajas e inconvenientes de dsolve, oded5 e introduce lsim
(simulacién de sistemas lineales de la Control System Toolbox), como “intermedio”. La
comparacion ode4) vs Isim en un sistema de 4 muelles se discute en el video .

Por supuesto, para la resolucién simbélica serd necesaria teoria de ecuaciones diferenciales
lineales, por ejemplo el método de Transformada de Laplace, discutido en el video [107]
y muchos otros ejercicios/ejemplos en la coleccién.

Sistema masa-muelle-amortiguador: simulaciéon en Simulink,

> s C= 1146
extraccion de representacion interna y FdT Eduardo Giraldo

[106: sssmlk]

[PLAY P]

Este video codifica en Simulink las ecuaciones de un sistema masa-muelle-amortiguador
y=v,0=—-B/M-v—K/M-y+1/M - u, mediante los bloques suma, ganancia e inte-
grador de la librerfa de Simulink. Luego encapsula las ecuaciones en un subsistema (create
subsystem) y crea una mdascara donde se genera un cuadro de didlogo para introducir los
valores de los parametros constantes M, K y B. Con ello, obtiene la simulacién ante un
escalén.

En la fase final del sistema utiliza la linear analysis tool para obtener funcién de

transferencia o modelos de espacio de estados linealizados del subsistema (como el sistema
es lineal, la linealizacién que ejecuta Simulink devuelve el mismo sistema), y exportarlos al
espacio de trabajo de Matlab para un andlisis de propiedades o diseno de control posterior.
Para comprobar la coincidencia de las respuestas compara la respuesta del subsistema con
las de los bloques state-space y Transfer Fcn de la libreria de Simulink.

Un caso con 3 masas y 4 muelles se aborda en el video .

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/dsolvevsode45.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/DsolveversusODE45ES.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/DsolveversusODE45ES.pdf
https://youtu.be/V8g7Zr7Kl7s?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/sssmlk.html
https://www.youtube.com/watch?v=qH4F46XZuMk
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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[107:lmasmuLapl] Resolucién EDO por trfmnsformada de Laplace: ejemplo @ 17:59
masa-muelle ante escalon
Materiales: [ COD.: testEDOsymLaplace.mlx ] [ PDF } [YouTube P]

Este video presenta la resolucién por Transformada de Laplace de la respuesta forzada ante
entrada constante de un sistema masa-muelle (con rozamiento). Dado que es el mismo
problema que el tratado en el video , los tres primeros minutos resumen las ideas
principales de dicho video y relacionados, que utilizan dsolve para resolver la EDO en
una linea de Matlab (recomendado).

Posteriormente, se hace la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial, la trans-
formada de Laplace de la entrada escaldn, sustitucién de condiciones iniciales y despeje
de la salida (en dominio de Laplace, Y'(s)).

Estas operaciones se hacen tanto manualmente como con los comandos laplace y
solve .

La respuesta temporal se obtiene con la transformada inversa de Laplace (que Matlab re-
aliza con ilaplace ). Alternativamente, puede descomponerse Y (s) en fracciones simples

y consultar tablas de transformadas. Esa opcién también se aborda, usando partfrac
para la descomposicion.

Todas las formas de obtener la solucién (se revisan tres) dan el mismo resultado, obvia-
mente.

4.2.2 Sistemas genéricos

[108: smkt] Simulink: simulacién de sistemas dinamicos en funcién de oK @ 06:27
:sm . ; :27
transferencia Juan M. Herrero Dura (UPV)

[PLAY P]

Este video simula un depdésito con dos entradas (caudal de perturbacion, vélvula de salida),
linealizado alrededor de un punto de funcionamiento, que produce una representacién
h(s) = G1(s)u(s) + G2(s)qe(s). Utiliza los bloques Step, Sum, Mux, Transfer Fen 'y Scope.

Respuesta ante escalén unitario de sistemas de primer orden @ o
[109:stepordl] P ° e ° ‘ ‘ p ot 14:16

controltheoryorg (canal YouTube)

[PLAY P]

Este video describe un sistema de primer orden con un polo en —p, con G(s) = K/(5+1).
Una explicacién alternativa (pero bésicamente similar) realizada por mi se presenta en el

video [136], con un ejemplo Matlab.

Aqui, se calcula la respuesta ante escaléon unitario mediante la descomposicién en frac-
ciones simples de G(s) - 1, resultando en y(t) = K - (1 — e ?"). Se interpreta K como el
valor final de la respuesta ante escalén unitario, p como la pendiente en t = 0. Define la
constante de tiempo como 1/p, y el sistema alcanza un 63% del valor final en 7. Despeja,
por ejemplo, el tiempo de establecimiento t.s; cuando resta el 1% de la respuesta (se ha
completado el 99% del transitorio), test,0.01 = 4.6/p = 4.67,

Nota: Aunque no se discuten en detalle en el video, es mas comun utilizar el tiempo de
establecimiento 5%, resultado de resolver (1 — e Plest) = (.95, que resulta en aproximada-
mente test0.05 = 3/p = 37, o el tiempo de establecimiento 2%, , resultado de resolver
(1 — e7Plest) = (.98, que es igual a test .02 = 47.

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/masmuLapl.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsymLaplace.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/testEDOsymLaplace.pdf
https://youtu.be/tN-oOYKhoAk?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/smktf.html
https://media.upv.es/#/portal/video/769beee1-39fb-4b7e-89d5-b47b81615570
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/stepord1.html
https://www.youtube.com/watch?v=xsoS8CPhsFk
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Modificaciones sencillas cuando hay un “retardo” inicial, y el concepto de identificacién
experimental de este tipo de sistemas son abordadas en el video [154], cuya visualizacién
se aconseja.

Una interpretacién/aplicacién ‘intuitiva’ del significado de la respuesta de sistemas de
primer orden se aborda en el video [152].

[110: ejordi] Ejemplos de sistemas de primer orden (experimentales) 0 @ 06:09
i Antonio Barrientos (UPM) o

[PLAY P]

Este video pertenenciente a la colecciéon de Dindmica de Slstemas de Antonio Barrientos,
presenta la respuesta experimental ante escalén de tres sistemas de primer orden: circuito
resistencia-condensador, calentamiento de una sonda, velocidad de un motor eléctrico.
Comprueba la similitud entre todas las respuestas experimentales y con las predicciones
tedricas basadas en la funcion de transferencia, lo que justifica la gran importancia del
andlisis unificado del modelo a/(s+b) o, equivalementente, de K/(7s+1) en las asignaturas
de grado de dinamica de sistemas y control automatico, discutida en el video .

Obviamente, las escalas de tiempo son muy diferentes (minutos en sistema térmico,
décimas de segundo en sistema mecénico, milisegundos en sistema eléctrico), pero aparte
de la escala de tiempos, en el eje “vertical” todo se parece mucho.

De hecho, muchas veces se identifica un modelo del sistema directamente a partir de los
datos de experimentos (lo que se denomina identificacion experimental) en vez de a partir
de las ecuaciones de la fisica. El caso de identificacién experimental de sistemas de primer
orden (4 retardo) es muy sencillo, y se aborda en el video .

[111:[laplaceex1]| Respuesta ton}poral mc?hantc fracciones simples y tablas de %k @ 13:53
transformada inyversa: sistemas ler orden
Materiales: [|/COD.: PartFracDemoES.mlx| | [ [PDF| ] [vouTube B

Este video presenta el caiculo de respuesta temporal de dos sistemas de primer orden, uno
estable y con condiciones iniciales nulas, otro inestable y con condiciones iniciales no cero.
La entrada en ambos es un escalén unitario.

Se comprueba la coincidencia del resultado de dsolve con el método de Laplace (de-
scomposicién en fracciones simples partfrac , transformada inversa ilaplace ).

Los ejemplos del archivo MLX que acompaifia a este video continuan en el video [112],
[113] v [114].

Por supuesto, en aplicaciones también puede ser una opcién la resolucién numérica, video
[105], que incluso aplica a sistemas no lineales pero, por contra, no provee de “férmula”.

I Respuesta temporal mediante fracciones simples y tablas de O @ ) ,

[112:ilaplaceex2)] P b - N Ples ¥ : e 15:58
transformada inversa: sistemas 20 orden polos reales

Materiales: [ (COD.: PartFracDemoES.mlx } [ PDF ] [YouTube P]

Este video presenta el cdiculo de respuesta temporal de dos sistemas de segundo orden
por método de Laplace, uno con polos simples (funcién de transferencia G(s) = 5/(s +
1)/(s + 2)) ante escalén y otro con polos miltiples ante rampa (u(t) = t, U(s) = 1/s?),
con condiciones iniciales nulas.

El video es andlogo al video [111] donde se presentaban ejemplos de primer orden més
sencillos; se usan dsolve , partfrac, ilaplace ).

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/ejord1.html
https://www.youtube.com/watch?v=S4TmnDOCThY&list=PL0zBmXWf2o8vXA9p-ZlHkZFEV-EgK8yLF
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/ilaplaceex1.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/PartFracDemoES.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/PartFracDemoES.pdf
https://youtu.be/BB5XLvKSpvc?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/ilaplaceex2.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/PartFracDemoES.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/PartFracDemoES.pdf
https://youtu.be/qfe-RplTxl0?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Nota: El comando partfrac por defecto busca polinomios con coeficientes racionales;
si el ejemplo estd “preparado” (como es aqui el caso) para que las raices sean “bonitas”
(enteras o racionales), entonces partfrac funciona correctamente. En un caso genérico,
se deberia anadir como opcién FactorMode=’ real’ para decirle que busque fracciones
simples con denominadores con raices reales. Ver documentacién de Matlab o/y video
[175] para ejemplo.

Los ejemplos del archivo MLX que acompaiia a este video continuan en el video [113]
y [114]. Maés ejemplos de respuesta temporal con Laplace en video [107] (masa-muelle
polos complejos).

En algunos casos, existen retardos de transporte en los sistemas o en las entradas, que
requieren ciertas modificaciones al proceso de calculo de la respuesta temporal, segiin se

detalla en los videos [120], [121] o [129].

i Respuesta temporal mediante fracciones simples vy tablas de Qg _

[113:/ilaplaceex3] P P . ) p, Y . 14:57
transformada inversa: sistemas 20 orden polos complejos

Materiales: [ COD.: PartFracDemoES.mlx } [ PDF ] [YouTubc P]

Este video continua explorando los conceptos de resoluciéon de ecuaciones diferenciales
lineales por transformada inversa de Laplace por fracciones simples + tablas, iniciado en
los videos [111] y [112] en ejemplos con polos reales.

Aqui se aborda el calculo de la respuesta ante escalén de un sistema de segundo orden
oscilatorio (subamortiguado, polos complejos) mediante transformada de Laplace. El
enfoque es muy similar al ejemplo del video donde se abordan las oscilaciones de un
muelle (que da lugar al mismo tipo de ecuacién diferencial que el aqui resuelto).

Los ejemplos del archivo MLX que acomparfia a este video continuan en el video [114].

Respuesta temporal mediante fracciones simples y tablas de koK sk g

114:ilaplaceex4 . . .
[ . | transformada inversa: sistema 4o orden ante rampa

12:39
Materiales: [ COD.: PartFracDemoES.mlx } [ PDF ] [YouTube P]

Este video desarrolla un ejemplo de respuesta temporal por método de Laplace un poco
méas complicado que los vistos en los videos [111]], [112] y [113], cuya visualizacién previa
se recomienda.

En este caso, se plantea la respuesta ante rampa u(t) = ¢ de un sistema de orden 4 con un
par de polos complejos y un polo doble en s = —1. Se compara el desarrollo cuasi-manual
con collect, simplfyFraction y solve con el resultado obtenido directamente sin

pasos intermedios por ilaplace , siendo coincidentes, como era de esperar.

Las respuestas incorporando retardo se ven en casos de estudio como [121] (primer orden
con retardo), [130] (retardos ante rampa saturada) o [L75] (motor, tren de escalones).

4.2.3 Otros ejemplos:

[115: pendi1EN] Ugstable inverted pendulum: modelling, linearization, free £k @ 13:20
response (Laplace)
Materiales: |[pendumodel.pdf] [YouTube B]
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This video presents a pendulum model using Newton’s equations and torque balances.

As the goal is analysing the behaviour close to its inverted (unstable) equilibrium position,
sin a &~ « is then linearized in said upper equilibrium.

A Laplace transform of the pendulum ODE is then performed, obtaining the transfer
function representation of the system (the input is a manipulable torque at the lower
joint) + initial conditions term (dependent on the initial position and velocity at the start
of the experiment/simulation).

This representation in the Laplace domain of the linearized model is used to calculate the
free response from non-zero initial conditions and zero input, verifying that it, obviously,
tends to infinity (unstable response). This does not occur in the real nonlinear system, but
the linearized model is only locally valid for small angular deviations around the upper
vertical position.

Circuito RC serie: modelado y respuesta entrada o i
[116: rcstepsin] . . D @ 18:48

escalén /senoidal por transformada de Laplace

Materiales: [ Coép.: RCRespuestaSenoide.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

En este video se presenta como calcular la respuesta temporal de un circuito RC serie. Se
desea la respuesta tanto de la tensién en condensador como de la intensidad. El manejar
dos funciones de transferencia a la vez formalmente se considera trabajar con una matriz de
transferencia (definicién y detalles en video [I31])) , pero (al menos en este caso concreto)
no deja de ser mas que cuestién de notacién, y podrian haberse abordado dos problemas
“separados” de Laplace.

El hecho es que primero las respuestas ante escalén (corriente continua) y senoide (cor-
riente alterna) se calculan en una linea con los comandos step y bode de la Control
System Toolbox (si estds empezando, no te preocupes mucho del diagrama de Bode en
este momento, no es el objetivo principal).

El objetivo principal es ilustrar la metodologia de Laplace, por lo que se multiplica la
funcién (matriz) de transferencia por la entrada (1/s en el caso escalén, w/(s? + w?) en
el caso senoidal), se hace descomposicién en fracciones simples mediante partfrac, y

se obtiene la transformada inversa (manualmente, mirando tablas a partir de las frac-
ciones simples; con Matlab, directamente con ilaplace ). Se analiza la respuesta, iden-

tificindose un transitorio exponencial e~2°% que aparece en todas las respuestas, junto a

un régimen permanente constante en el caso escalén, y senoidal en el caso de corriente
alterna. Se analiza el concepto de ”desfase” en ese régimen permanente senoidal.

Opcionalmente, la parte final del video discute la comparacién del régimen permanente
senoidal obtenido mediante Laplace con el obtenido con férmulas de impedancia usuales
en cursos de ingenieria eléctrica, o con la formula de respuesta en frecuencia de un sistema
genérico. Obviamente coinciden. Como se ha dicho, esta ultima parte es opcional si ya
conoces esas ideas antes de visualizar este video; si no, concéntrate en la parte central
(Laplace).

Inrush current when energising an inductor, linear ODE case
[117: LinrushlinEN| SISIE ’ 2N
study
22:52
Materiales: [ COD.: LinearInductorInrush.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

In this video, the transient overcurrents (inrush current) in an inductor (say, a transformer)
are studied as an exasmple of applications of ODE solving to electrical engineering. Only
the linear inductor case is studied in this first video, leaving magnetic saturation for
forthcoming videos.
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First, the circuit model is stated % = %(V — Ri), being V the input voltage to a series

resistor-inductor circuit.

Then, the ODE is solved for initial condition ¢(0) = 0. The result contains an exponential
transient which adds to a steady-state solution which is a sinusoidal waveform (steady-
state AC current).

Plotting the transient, we discuver that initial current peak is twice the amplitude of the
steady-state current.

The initial phases of the response are close to that of a pure inductor. The final fases
of the response approach, when ¢ — o0, i.e., the solution computed with impedances

Z(w) = R+ Lwj, results in I(w) = % V(w).

The last minutes of the video discuss how to avoid the inrush overcurrent phenomenon:
timing the transformer connection so that suitable power electronics equipment connects
the unloaded inductor when input voltage has the peak value (approximately). Repeating
the plots of the new solution, initial conditions do match the steady-state waveforms so
exponential transient and the overcurrent associated to it are elliminated.

Inrush overcurrents are exacerbated if the inductor core undergoes magnetic saturation;
these issues are out of the scope of the present video, for brevity and simplicity.

Python version: https://personales.upv.es/asala/Docencialnline/Material/Python/

1inind2.py

[118:/fugeqlin] Dindmica fugoide aeronave: equilibrio, linealizacién, estabilidad
Materiales: [/COD.: FugoideLinealizEstabES.zip| | [ PDF |

k
LINK TO [ENGLISH VERSION

2519:30

[YouTube >]

Este video discute el cdlculo analitico de puntos de equilibrio, su linealizacién y el analisis
de estabilidad, de los modelos de dindmica fugoide simplificada (orden 2) de una aeronave.
El detalle de la obtencién del modelo basado en principios de la Fisica se discute en el
video , y diferentes simulaciones con ode45 y animaciones se abordan en el video .

En este video, se discute sobre las relaciones entre el angulo, la velocidad aerodindmica y el
empuje necesarios en equilbrio, asi como la estabilidad de dicho equilibrio. Se hace énfasis
en el vuelo sin motor (planeador u = 0) y en el vuelo nivelado horizontal (# = 0) como
casos particulares. La estabilidad se analiza obteniendo una representacién en variables de
estado normalizada & = Az para empuje constante, y evaluando la parte real de los valores
propios de A, soluciones de la ecuacién caracteristica det(sI —A) = 0. Por supuesto, como
en todo sistema linealizado, la estabilidad del mismo sélo prueba la estabilidad “local”
del sistema no-lineal original.

4.2.4 Sistemas con retardo en dinamica, o entradas “por tramos”

Sistemas con retardo: introduccién y aproximacion

119:retard
[ ] Antonio Barrientos (UPM)

Este video presenta el concepto de retardo: el término e~ 7

21317

[PLAY P]

en Transformada de Laplace

y cémo afecta la respuesta de un sistema cuando estd en el “numerador” de una FdT.
Presenta el problema del retardo interno/realimentado, cuyo efecto ya no es tan facil de
interpretar.

Presenta ejemplos de sistemas industriales con retardo: tren de laminacién con sensor
desplazado, medida de concentracién en un fluido aguas abajo de un mezclador, tiempo
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de incubacién en sistema bioldgico, tiempo de andlisis (cromatdgrafo), retardo de comu-
nicacién/teleoperacion, etc.

La parte final discute la idea de aproximar un retardo por un polinomio (serie de Taylor
truncada), y la aproximacién de Padé (que resulta en un cociente de polinomios), para
aplicarlo en aquéllas metodologias de andlisis o diseno de controladores que necesiten un
sistema de orden finito.

El retardo de transporte ocurre en muchos fenémenos fisicos, e interviene en la solucién
de muchas ecuaciones en derivadas parciales (ver video , por ejemplo, para ver como
aparece en la solucién a un intercambiador de calor tubular). Obviamente, no es necesario
ser un experto en ecuaciones en derivadas parciales para entender conceptualmente el
significado del retardo en control de procesos.

La obtencion analitica de la respuesta temporal de sistemas de primer orden con retardo
es discutida en los videos [120] y [121]. Aproximaciones del retardo son discutidas en el

video [191].

Sistema de primer orden con retardo

Respuesta temporal sistema primer orden con retardo de -

[120:dly1er1] | CoPUesta temporal sistema p 25 05:57
transporte: dsolve, discusion sobre resultados

Materiales: [ COD.: PartFracDemoESDelay.mlx ] [ PDF } [YouTube P]

Este video obtiene la respuesta temporal ante entrada escalén y condiciones iniciales nulas
de un sistema de primer orden con retardo de transporte % +3y(t) = u(t—2), mediante el
comando dsolve de la Symbolic Math Toolbox de Matlab. El detalle de cémo obtener
dicha respuesta (por ejemplo mediante Transformada de Laplace) serd objeto de otro
videos continuacion de este, en concreto 7 de préxima publicacion.

*Otros ejemplos de uso de dsolve en sistemas sin retardo aparecen en los videos [101],
[103].

El objetivo aqui es motivar por qué aparece esta dindmica, poniendo un ejemplo de un
tanque de calentamiento cuya alimentacion sea a través de una tuberia “larga” de modo
que haya un fenémeno de transporte que dé lugar a ese retardo (si tienes interés en el
detalle, el modelado del tanque de calentamiento sin retardo se aborda en el video ,
aunque no es necesario para comprender lo aqui explicado). Ejemplos adicionales de
motivacion hacia el estudio de los sistemas con retardo pueden verse en el video .

A continuacién, se presenta como resolver con dsolve la EDO con retardo asociada. Se
necesita el comando heaviside para indicar funciones a trozos que valen cero hasta
un cierto instante (no es lo mismo la constante ”72” que el "escalén de 2 unidades en
t = 07; la segunda de las funciones debe codificarse en el Symbolic Toolbox de Matlab
con 2*heaviside(t)).

La parte final del video discute la interpretacién “intuitiva” de la solucién obtenida (igual

a la de un sistema de primer orden, pero retrasada).

Este tipo de modelos es muy habitual en ingenieria de procesos; la identificacién experi-
mental de los mismos se aborda en el video [154] .

Realmente el retardo es la solucién de la "ecuacién en derivadas parciales (EDP) de
transporte”, aunque si estas empezando en temas de automatica, seguramente no tendrés
interés en complicarte la vida con EDP; si lo tienes, puedes ver el video [191] .

[121:dly1er2] Respue.s/ta temporal ‘sistema primer orden con retardo: @ 19:29
resolucién por transformada de Laplace
Materiales: [ Cob.: PartFracDemoESDelay.mlx: ] [ PDF } [YouTube P]
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Este video obtiene, por métodos de transformada de Laplace, la respuesta ante escalén del
sistema de primer orden con retardo % + 3y(t) = u(t — 2). La respuesta con dsolve ya
se abordé en el video , asi como un andlisis “intuitivo” de por qué aparecen retardos
y qué caracteristicas tiene la respuesta. Si estds empezando en estos temas, te aconsejo
ver el referido video antes que éste.

La solucién se aborda mediante dos métodos (equivalentes):

Primero, resolver la EDO sin retardo (por Laplace o por el método que queramos, real-
mente) y utilizar la idea de invarianza temporal de modo que podemos decir que la salida
ante un retardo a la entrada de 2 unidades de tiempo sera idéntica a la salida sin retardo
en la entrada, excepto que se producird 2 unidades de tiempo después. Por tanto, primero
se hace una resolucién del estilo de la hecha en el video , y luego se retrasa “man-
ualmente” para incorporar la idea del retardo. Para representarlo graficamente, se usa la
Symbolic Toolbox, incorporando el comando heaviside en la descripcién de la solucion.
El resultado, obviamente, coincide con el obtenido por dsolve en el primer video arriba
referido.

La segunda opcién es incluir el retardo en las manipulaciones en el dominio de Laplace,
utilizando el hecho de que la transformada de Laplace del operador retardo es e~ % siendo
d €l tiempo de retardo. Al hacerlo, hay que manejar dicha exponencial de la variable de
Laplace en la descomposicién en fracciones simples hasta poder llegar a la transformada in-
versa donde debe expresarse adecuadamente como un retardo. Introduciendo exp(-2*s),
la Symbolic Toolbox no tiene ningtin problema en manipularlo y dar el resultado correcto
en partfrac o ilaplace.

Obviamente, todas las opciones son equivalentes y obtienen resultado idéntico.

Las ideas de este video, si se hacen simbdlicamente sobre un proceso T% +y = Ku dan
lugar a las férmulas tedricas del video [136], populares en muchos libros de texto por su
utilidad para describir rapidamente los transitorios de este tipo de procesos.

A veces, los retardos son consecuencia de formas de onda de entradas “a trozos”, como
en el ejemplo resuelto en el video [129] (entrada pulso rectangular).

Problemas genéricos de entradas definidas a trozos se abordan en el video [125].

Circuito de ler orden ante tren de pulsos senoidales

Respuesta temporal circuito RCR ante pulso senoidal

[122:sinpulRCR] b cov 1P L0 o & 1351
condiciones iniciales no nulas (1: Laplace, superposicion)
Materiales: [|COD.: PulsoSenoidalRCR.mlx | [ PDF ] [YouTube B]

* N
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video calcula la respuesta temporal, ante un pulso senoidal, de un circuito con 1
condensador y dos resistencias, por el método de la transformada de Laplace. UN ejemplo
similar ante pulso “rectangular” puede verse en el video [129].

Los tres primeros minutos discuten rapidamente el modelado en representacién interna
(dominio temporal) y en funcién de transferencia del sistema (también se discute el término
de condiciones iniciales). Una versién ligeramente mds extendida de la fase del modelado
se puede encontrar en el video [??] (en inglés).

El pulso senoidal y su transformada se discuten en el video , cuya visualizacion se
aconseja. No obstante, esta transformada NO va a ser usada aqui, porque la misma idea
de retraso y superposicién que se usé en ese video aqui se usard para retrasar y superponer
la salida ante una senoide completa.

La parte final del video discute la respuesta ante condiciones iniciales no nulas y el mismo
pulso de entrada. Obviamente, se trata de sumarle simplemente una exponencial (trans-
formada inversa de término de condiciones iniciales, respuesta libre) a la solucién anteri-
oremente calculada.
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Una forma alternativa de calculo de la resupesta “a trozos” para este mismo circuito se
discute en el video [123], donde no se utiliza el concepto de “retardo” aqui explotado;
ademads, la respuesta ante un tren de pulsos senoidales que se repite indefinidamente se

discute en el video [124].

Ejemplos adicionales de la metodologia aqui empleada se abordan en los videos [125],

[126] y [127].

Respuesta temporal circuito RCR ante pulso senoidal y

[ Ao exCIgse condiciones iniciales no nulas (2: por tramos)

12:43

2

Materiales: [/(COD.: PulsoSenoidalRCR.mlx | [ |PDF| ] [YouTube B]

k
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Este video calcula la respuesta temporal de un circuito con 2 resistencias y 1 condensador
ante un pulso senoidal (semiperiodo) y condiciones iniciales no nulas. El mismo problema
fue abordado en el video , donde se usaba la idea de “linealidad” e “invarianza
temporal” para poder expresar la salida por superposicion de dos respuestas ante senoide
una de ellas retardada. El planteamiento del problema y el resumen del referido video se
esbozan en los primeros 2 minutos y medio de este material.

Aqui, se resuelve el mismo problema “por tramos”, prescindiendo de los conceptos de
retardo y superposicion del video arriba referido. Se usan dos conceptos principales,
discutidos “filos6ficamente” en el video “EI]:

e La causalidad: si el pulso y la senoide completa coinciden durante los primeros 0.01
segundos, también coincidirdn sus salidas en dicho intervalo (la salida no depende de
cambios futuros en la forma de onda de entrada).

e El concepto de estado: todo el pasado se resume en el estado (carga del condensador)
en el momento en que la entrada de ja de ser senoidal.

Estas dos ideas permiten resolver dos problemas de ecuaciones diferenciales, uno para el
intervalo [0,0.01] y otro para t > 0.01, siendo la condicién inicial del segundo intervalo
igual a la condicién “final” del primero.

La repeticién de esta idea a muchos intervalos sera utilizada para calcular la respuesta a
un tren de pulsos senoidales en el video [124].

[124:trenpulRCR]
15:45

senoidales

Respuesta temporal de un circuito RCR ante tren de pulsos sxxk G=

Materiales: [ COD.: TrenPulsoSenoidalRCR.mlx } [ PDF ] [YouTube P]

*
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Este video calcula la respuesta ante un tren de pulsos senoidales de un circuito con 2
resistencias y 1 condensador. Forma parte del caso de estudio de circuito ante pulso
senoidal constituido por los videos [128], [122], [123] y éste.

El desarrollo esta basado en la superposicién de trozos de respuesta calculados por tramos,
por los conceptos de causalidad y de estado, de un modo andlogo al usado en el video
, cuya visualizacién previa se recomienda para poder comprender mejor lo que se
hace aqui.

Primero, se justifica que la transformada de Laplace de una senal periodica es la de la sefial
en un perfodo dividida por (1 —e~T%), con férmulas de suma de progresién geométrica.

No obstante, esa transformada de Laplace del tren de pulsos no es utilizada en el desarrollo,
porque su inversa resulta complicada de abordar. Se usa resolucién por tramos de 10 ms,
usando como condicién inicial del siguiente tramo la condicién final del previo.
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La parte final del video discute el régimen permanente (no senoidal, porque la entrada no
lo es: existirdn arménicos), calculdndolo mediante resolucién de la ecuacién de la respuesta
que iguala y(t) con y(t 4+ 0.01), siendo la fncégnita de la ecuacion la condicién inicial.

NOTA: esta NO es la respuesta del circuito ante un rectificador que tenga, por ejemplo, un
diodo que evite la circulacion de intensidad en sentido inverso. Esto es un mero ejemplo
académico de transformada de Laplace y no una presentacién rigurosa de las senales
rectificadas en electronica de potencia.

Mas ejemplos de formas de onda por tramos

] Respuesta temporal con entrada a tramos: planteamiento 5k o
[1254pwlap1) general, ejemplo tren escalones (superposicién) @ =
Materiales: |[RTformasondatramos.pdi] [YouTube P]

Este video plantea el problema de calcular la salida de un sistema ante una forma de onda
a tramos con forma de ‘rampa’ o ‘escalén’.

Complementa este video con el detalle con Laplace de un ejemplo completo que aparece
en el video [121].

Calculado por ‘superposicién’ significa que la respuesta a dicha forma de onda se calculard
a partir de las respuestas ante escaléon y rampa adecuadamente escaladas y retrasadas
segun lo estén en la entrada. El ‘truco’ es descomponer la entrada en una suma de
funciones que estén en tablas de transformadas (pero para ello dichos sumandos deben
ser cero antes de un cierto instante y luego tener ‘la férmula de las tablas’ hasta tiempo
infinito).

Un primer ejemplo aplica la idea a una forma de onda de dos escalones. Los videos
y [127] ahondan en este caso de estudio y consideran formas de onda con rampas o, en
caso discontinuo, con rampas y escalones mezclados (el segundo de ellos).

[126: pwlap2] Respuesta temporal: entrada a tramos, ejemplo tren de rampas Lt é 09:09
Materiales: [RTformasondatramos.pdf] [YouTube »]

Este video continua con el cdlculo de respuesta ante formas de entrada a tramos de un
sistema lineal invariante en el tiempo, con ejemplos adicionales al tren de escalones con-
siderado en el video [125] previo a éste.

Aqui se considera una forma de onda de la sefial u(t) que puede descomponerse como suma
de tres rampas, con lo que la respuesta temporal y(t) serd la suma de tres respuestas ante
rampa adecuadamente escaladas y retrasadas.

El video [127] continua el caso de estudio con una forma de onda que requiere la super-
posicion de escalones y rampas porque hay cambios de pendiente y discontinuidades.

[127: pwlap3] Respuesta temporal entrada a tramos, ejemplo rampas y ‘& 08:35
' escalones combinados i
Materiales: [RTformasondatramos.pdf] [YouTube B ]

Este video continua el caso de estudio de respuesta temporal ante entradas definidas a
tramos de escalén y rampa con un ultimo ejemplo que complementa a los videos [125] y
[126] que deberfas visualizar previamente.

Aqui manejamos una forma de onda que requiere la superposiciéon de escalones y rampas
porque hay cambios de pendiente y discontinuidades.
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Respuesta temporal ante entradas definidas por tramos (piecewise)

La transformada de Laplace de entradas definidas “por tramos” incorpora retardos en cada “cambio
de férmula” de u(t), como en el siguiente ejemplo:

[128:sinpulLl] Transformada de Laplace de un pulso senoidal (semiperiodo) 2 011:33
Materiales: [|COD.: PulsoSenoidalRCR.mlx | [ PDF ] [YouTube B]

* N
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video presenta metodologias de céalculo de la transformada de Laplace de un pulso
senoidal (un semiperiodo de la funcién seno).

Aparte de calcularla con el comando laplace de la Symbolic Toolbox de Matlab, plantea
calcularla (a) como la superposicién de una senoide y de la misma senoide retrasada un
semiperiodo usando el operador retardo e~9*, o (b) directamente haciendo la integral que
define la transformada de Laplace, por partes 2 veces.

Obviamente, todos los resultados son idénticos.

El video [129] presenta resultados similares para un pulso constante como superposicién
de dos escalones.

NOTA: aunque este tipo de preguntas son tipicas en ”exdamenes de grado”, resulta que
aplicando ”superposicién”, muchas veces NO es necesaria la transformada de Laplace
de la entrada calculada aqui para calcular respuesta temporal, dado que, por ejemplo,
podriamos calcular la respuesta a una senoide (completa, de ¢ = 0 a infinito, transformada
w/(s%2 + w?) ) y aplicar la misma superposicién en la salida. De hecho, asf se hace en
bastantes de los ejemplos con entradas “por tramos” en otros videos.

El pulso senoidal como entrada a un circuito eléctrico es estudiado en el video [122].

En ocasiones, la transformada de Laplace de una entrada piecewise nunca es “explicitamente”
utilizada, porque la salida se puede obtener por superposicién. El siguiente video ejemplifica el caso
de un pulso rectangular de duracién finita.

[129: dlylerpul] Respuesta temporgl primer orden inestable ante pulso é 19:38
rectangular (transformada de Laplace)
Materiales: [ COD.: PartFracDemoESDelay.mlx ] [ PDF } [YouTubc P]

Este video obtiene, por métodos de transformada de Laplace, la respuesta ante un pulso
rectangular del sistema de primer orden inestable %’ —y(t)/3 = u(t); por completitud,

también se incluyen condiciones iniciales no nulas.

Las ideas fundamentales son similares a las del ejemplo mds sencillo del video [121] que,
posiblemente, te interese visualizar antes que el presente video.

La idea bésica aqui es darse cuenta de que un pulso rectangular puede descomponerse
como la suma de un escalén “hacia arriba” en el instante de inicio del pulso (¢ = 0 en este
ejemplo) y otro escalén “hacia abajo” en el instante donde el pulso finaliza.

Una vez comprendida esa idea, la solucién se aborda mediante dos métodos (equivalentes):

Primero, obtener la respuesta ante escalén sin retardo; a continuacién utilizando linealidad
e invarianza temporal, obtener la respuesta ante escalén descendente retrasado y, por el
principio de superposicion obtener la respuesta pedida como la suma de tres componentes
(escaldén ascendente, escalén descendente, respuesta libre ante condiciones iniciales).

La segunda opcién es incluir el retardo en las manipulaciones en el dominio de Laplace,
utilizando el operador retardo e~ que esta vez aparece en la transformada de Laplace
U(s) del pulso rectangular, en vez de en la transformada de la ecuacién diferencial como
en el video , pero las manipulaciones son muy parecidas.
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Obviamente, todas las opciones son equivalentes y obtienen resultado idéntico. Recuerda
que las funciones simbdlicas “a trozos” necesitan el comando Matlab heaviside de la
Symbolic Toolbox para su manejo y representacion grafica adecuada.

Otro ejemplo de las mismas ideas (respuesta ante un tren de escalones, que no tiene forma
de pulso pero que, basicamente, esmuy parecido) se presenta en el video [175] aplicado

a un motor de corriente continua. También se presenta en el video [128] el caso de un
pulso senoidal.

M4s ejemplos relacionados (entradas a tramos) se discuten en los videos [125], [126] y
[127].

La idea también puede aplicarse a otras formas de onda, como rampas:

130: dl Respuesta temporal sistema segundo orden ante rampa ¢ sk sk ok & 15:58
[ :dlyramp]| "y % D:08
truncada, por transf. Laplace; comparacién con escalén
Materiales: [ COD.: PartFracDemoESDelayRamp.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

En este material se discute cémo calcular la respuesta de un sistema de segundo orden
oscilatorio (subamortiguado, en la terminologia formal) lineal ante una rampa que, tras
un tiempo, se queda truncada a un valor constante. EIl modelo es en representacién
interna, pero se calcula la funcién de transferencia para usar transformada de Laplace en
la obtencién de la respuesta temporal.

La idea bésica es expresar la rampa como suma de una rampa ascendente en ¢t = 0 y otra
descendente en ¢t = 10, de modo que la suma se mantiene constante.

Aplicando ideas muy similares al caso de “pulso rectangular” discutido en el video ,
aqui con 1/s? en vez de 1/s, se obtiene la respuesta, primero simplemente usando la idea
de invarianza temporal y superposicién y luego, alternativamente (pero mds laborioso)
utilizando el operador retardo e~ % en las manipulaciones en el dominio de Laplace.

Tecnoldgicamente, se trata de una transicién suave gradual entre dos puntos de fun-
cionamiento, de modo que las oscilaciones durante el transitorio tienen menos amplitud
que ante una entrada escalén (transicién mds brusca). Es habitual su uso, dado que los
cambios “a gran velocidad” de variables (el escalén cambia a velocidad infinita) pueden
excitar no-linealidades, y también incluso en procesos lineales, aumentar la sobreoscilacién.

4.2.5 Matriz de transferencia (MIMO)

[131:/mdt] Representacién en Matriz de Transferencia de sistemas @ 10:27

multivariables
Materiales: [MdTPrtl.pdf] [YouTube B]

Este video describe cémo, a partir del concepto de superposicion de sistemas lineales, se
origina el concepto de matriz de transferencia G(s) de dimensiones n. de salida x n. de
entradas en sistemas multivariables, generalizando el concepto monovariable de “funcién”
de transferencia G(s).

Bésicamente, se trata de reescribir en forma de matriz el resultado de despejar las sali-
das a partir de la transformada de Laplace de las ecuaciones del modelo. No hay nada
tedricamente diferente a las ideas de los ejemplos en los videos o , cuya visu-
alizacién se recomienda. Aqui se esbozan ejemplos sencillos de un sistema con 1 salida
y 2 entradas (la matriz de transferencia es una fila), de otro sistema con varias salidas y
una entrada (la matriz de transferencia es una columna) y de un sistema con tres salidas
y 2 entradas (El detalle sobre el modelado fisico, matriz de transferencia y representacién
interna de ese ultimo ejemplo puede consultarse en los videos y [168], respectiva-
mente).
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En control multivariable existe una “lucha” entre dominio de Laplace (MdT) y repre-
sentacion en variables de estado. La representacién en matriz de transferencia tiene como
ventaja que se basa en las mismas ideas de las funciones de transferencia, y que sus el-
ementos son efectos “individuales” de cada entrada sobre cada salida. Por contra, la
manipulacion de matrices cuyos elementos son cocientes de polinomios es mucho mas
engorrosa que la manipulacién de las matrices A, B, C, D de representacién interna de
sistemas lineales que son puramente numéricas. Se debe ser capaz de alternar entre am-
bas representaciones segin convenga. Una discusion més detallada de estas ventajas e
inconvenientes se aborda en el video .

4.3 Teorema del Valor Final

[132: vl Teorema valor final (Laplace) [1]: enunciado, uso y ejemplo Q& 08:40

sencillo

Materiales: [/(COD.: TMAValFin.mlx | [ PDF ] [YouTube B]

Este video enuncia el teorema de valor final en el dominio de Laplace, esto es, que
lim; 00 y(t) = limg_,0 sY(s). Plantea la intuicién de que s — 0 es parecido al concepto
de equilibrio (derivadas a cero), y presenta un breve ejemplo de su aplicacién motivando
su utilidad.

En el ejemplo, se compara la obtencién “rapida” del valor final de cierta salida comparada
con la obtencién del mismo de forma “laboriosa” con fracciones simples y tablas de trans-
formadas (laboriosa en un examen de ldpiz y papel, porque realmente la Symbolic toolbox
de Matlab lo hace todo en dos lineas).

La demostracién del teorema se discute en el video [133], su relacién con el concepto de
“equilibrio” y “ganancia estdtica” en el video [134] y mds ejemplos de aplicacién en el
video [135].

El teorema del valor final se usa profusamente para calcular el régimen estacionario en
bucle cerrado de sistemas de control (error de posicién, velocidad, etc.I, discutido en los

videos [356] vy [357].

[133:/tvf2] Teorema valor final (Laplace) [2]: enunciado y demostracién =
Materiales: [/(COD.: TMAValFin.mlx | [ [PDF|] [YouTube »]

[134: tvf3]

Este video enuncia y demuestra el teorema de valor final en el dominio de Laplace, de
dos formas alternativas: (a) por fracciones simples (residuos) y (b) a partir de la propia
definicién de transformada de Laplace y sus propiedades.

Motivacién y un primer ejemplo de uso se discuten en el video [132], la relacién con los
conceptos de “equilibrio” y “ganancia estdtica” en el video [134], y ejemplos de aplicacién
en detalle se abordan en el video [135].

ecuaciones en equilibrio

07:28

Teorema valor final (Laplace) [3]: relacién con ganancia y 21445

Materiales: [/COD.: TMAValFin.mlx | [ PDF| ] [YouTube P]

Este video discute la relacién entre el teorema del valor final (enunciado y motivacién
en video ; demostracion en video ) y el concepto de ecuaciones de un sistema
realizable en equilibrio, tanto en representacién interna como en forma de ecuacién difer-
encial ordinaria. También introduce el concepto de “ganancia estatica” de un sistema
como corolario del teorema.
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La diferencia entre “teorema de valor final” y “ecuaciones en equilibrio” es que el primero
requiere estabilidad de un sistema, mientras que un equilibrio puede ser inestable. Por
contra, el teorema de valor final puede ser usado ante entradas acotadas tipo rampa o
polinomio, por ejemplo, mientras que el concepto de equilibrio (al menos en su acepcién
mas intuitiva) implica que todos los estados internos del sistema tengan un valor constante.

Ejemplos de aplicacién del teorema de valor final y de las ideas discutidas en este video
se discuten en el video [135].

[135: bvea] Teorem.a vgl,or final (Laplace). [4]: .eJeInplos Matlab + @ 15:30
generalizacion a entradas polinomiales
Materiales: [|COD.: TMAValFin.mlx | [ PDF| ] [YouTube D]

Este video concluye el caso de estudio sobre el teorema del valor final y sus aplicaciones,
iniciado en el video [132] (motivacién, enunciado), el video [133] (demostracién), y el
video [134] (relacién con los conceptos de equilibrio y ganancia estética).

Aqui se presentan tres ejemplos Matlab:

e Valor final de un sistema estable ante entrada que a su vez tiene valor final (ya
esbozado en videos anteriores), concepto de ganancia estdtica

e Sistema inestable (donde el teorema de valor final realmente no aplica, pero si tiene
un punto de equilibrio inestable)

e Sistema con un cero en el origen (derivador puro), ante entrada rampa; en este caso
el teorema de valor final si aplica, pese a que el concepto de equilibrio no esté tan
claro porque las variables que intervienen no son constantes.

La parte final del video generaliza la idea de la rampa y el derivador a un sistema genérico:
si ese sistema tiene m derivadores (ceros en el origen) entonces tendra un valor final cero
ante entradas de tipo polinomio de grado MENOR, a m, un valor final constante (finito)
ante entradas de tipo t™, y un valor final infinito ante entradas con términos de grado

MAYOR a m.
La aplicacién a sistemas de control del teorema se discute en los videos [356] [357] v
[358].

4.4 Recapitulacién: respuesta de sistemas sencillos ante en-
tradas tipicas

4.4.1 Sistemas de primer orden (+4retardo)

Respuesta sistemas primer orden ante escalén: ganancia, #3 @ .
[136:ordlteo] " Ly ‘ S ok R 14:49
constante de tiempo (teorfa).
Materiales: [ COD.: PruebasOrdenlEsc.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video detalla el cdlculo de la respuesta temporal ante escalén (cond. iniciales nulas)
del sistema T% +y = K - u, cuya funcién de transferencia es G(s) = %H

Ante escalén de amplitud A, resulta y(t) = KA- (1 —e~*/T). Se comprueba que en t = 7,
la salida vale el 63% del valor final, y que en ¢t = 37 vale el 95%, y en t = 47 vale el 98%
del valor final KA.

Un ejemplo grafico sobre 7/(5s 4 1) ilustra la respuesta.
Se comenta que para G(s) = b/(s+ a) tendriamos K =b/a, 7 = 1/a.
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Una animacién para distintos valores de k y 7 para comprender mejor su significado
aparece en el video [137], cuya visualizacién se aconseja.

La parte final del video discute el efecto de un posible retardo d (todo ocurre d segundos
mds tarde), y también se comprueba grificamente todo sobre la simulacién de 7/(5 * s +
1) 3 6_2'58.

Por su importancia en los temarios de asignaturas introductorias, una explicacién alter-
nativa de estos conceptos se detalla en el video , de otro canal YouTube... y seguro
que hay mas si se busca...

El video [154], continuacién/complemento de éste, enfatiza los conceptos asociados a este
dltimo caso de primer orden con retardo, y pone un primer ejemplo de identificacién
experimental de ese tipo de sistemas.

La respuesta tedrica ante "rampa” de sistemas de primer orden se discute en el video
[138], continuacién de éste.

Una interpretacién/aplicacién ‘intuitiva’ del significado de la respuesta de sistemas de
primer orden se aborda en el video [152].

Sistema ler orden: efecto pardmetros K, tau en respuesta 8 06:3

[137:Ktau] = . -, . ] . 35
escalén (animacién ganancia y constante de tiempo)

):30

[YouTube P]

Este video completa el video con un amplio conjunto de simulaciones de sistemas
con funcién de transferencia G(s) = K/(7 - s + 1) variando los pardmetros de ganancia
K y constante de tiempo 7 en ciertos intervalos. Para ser méas autocontenido, los dos
primeros minutos revisan la teoria (respuesta escalén de primer orden) y luego se realizan
las simulaciones comparativas con una veintena de ganancias y constantes de tiempo
diferentes. No hay materiales porque el cédigo es muy ad-hoc para el ejemplo, poco

generalizable.
[138: ord1tramp| Respue§ta sistemas prime.r orden ante} rampa en fungién de & 14:31
ganancia y constante de tiempo: teoria 4+ ejemplo Matlab
Materiales: [ COD.: PruebasOrden1Rampa.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video es la versién ante entrada rampa de la teoria del video . En efecto, la
entrada es u(t) = At a un sistema de funcién de transferencia G(s) = K/(1s + 1), o sea
U(s) = A/s? y la respuesta se calcula mediante la descomposicién en fracciones simples y
transformada inversa de Laplace (ayudados por la Symbolic Toolbox).

Realmente, el régimen estacionario ante rampa de un sistema arbitrario de funcién de
transfergncia G(s) tiene de.fo'rmula Q(O)t + 9 (0), como se demuestra en el video [150]
que, opcionalmente, podriais querer visualizar.

La segunda mitad del video, importante, se dedica a describir “intuitivamente” el signifi-
cado de la solucién: la salida es como la proporcionalidad estatica K, pero retrasada T
segundos, excepto los primeros 37 segundos donde hay un transitorio exponencial, claro.

Por supuesto, si el sistema tiene retardo d, todo ocurre d segundos después. Un par de
ejemplos ilustran las caracteristicas de la respuesta. Se esboza la idea de que con todo esto
se podria hacer identificacion experimental si se consigue ajustar un K y un 7 a partir
de las pendientes y los retrasos observados en los datos de laboratorio, aunque con ruido,
determinar cuando acaba el retardo puro y comienza el transitorio exponencial resulta
més dificil ante rampa que ante escalén.
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4.4.2 Sistemas de segundo orden

Respuesta escalon sistemas de segundo orden: motivacién, caso o
[139:ord2moti| ' . e ’ & 135
polos reales, coeficiente de amortiguamiento
Materiales: [ Cop.: RespOrden2Escalon.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video plantea el problema de caracterizar la respuesta (escalén) de un sistema de
segundo orden (sin ceros).

Aqui las raices del denominador (polos) pueden ser reales o complejas.

En el primer caso (reales), como son exponenciales e P! o similar, no es oscilatoria; por
tanto, se propone describir la respuesta mediante la ganancia estatica y el tiempo de
establecimiento con la férmula de primer orden. El caso de polos reales se denomina
sobreamortiguado en la “jerga” de automaética.

Con raices complejas (caso usualmente denominado subamortiguado), la respuesta ya con-
tiene exponenciales que multiplican a senos y cosenos. Ello requiere mas discusion. En
’ wn
este video se presenta la forma G(s) = T

alente a G(s) = 7557 Se comprueba que cuando 0 < § < 1 las raices son complejas,
estables, y que cuando [£| > 1 son reales. Cuando ¢ < 0 entonces el sistema es inestable.

por conveniencia (realmente es equiv-

El caso real o inestable no tiene més misterio (si un sistema es inestable, no hay nada més
que decir, no funciona; si tiene polos reales, aplicamos la férmula de primer orden). El
caso oscilatorio, expresamente, es objeto de un segundo video [140] detalléndolo.

Respuesta escalén sistemas segundo orden subamortiguados: .
[140: ord2step| DU €568 Y B & 10.01
sobreoscilacién, frecuencia propia, tiempo pico, ...
Materiales: [ COD.: RespOrden2Escalon.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video centra su desarrollo en la respuesta escalén de sistemas de segundo orden sub-
amortiguados (oscilatorios) sin ceros. El caso sobreamortiguado (polos reales) ya se dis-
cuti6 en el video [139]: basicamente, con ganancia y tiempo de establecimiento igualando
la exponencial mas lenta a, pongamos, 0.02, el problema no oscilatorio estaba resuelto
casi como si fuera un sistema de primer orden.

Aqui se calculan diferentes parametros de la respuesta ante escalén de amplitud A de

2

G(s) = ﬁm, cuyo cédlculo de polos también habia sido detallado en el citado
video anterior a éste.

En concreto, con 0 < £ < 1, se comprueba que el valor final es K - A, que el tiempo
de establecimiento es, aproximadamente, 7/(§wy,), que la frecuencia de oscilaciones es
wny/1— &2,y que la sobreoscilacién (valor méximo menos final, todo dividido por valor

final) es e =¢™/ V1€,

Un ejemplo numérico ilustra dichos resultados, analizando su respuesta. El efecto de los
diferentes pardmetros se estudia en detalle en el video [141].

El paso inverso, aplicar las férmulas para ajustar un modelo dado un registro experimental,
se denomina identificacién experimental y se discute en otros materiales, en concreto los

videos [157] y [T58).

Sistema segundo orden subamortiguado: efecto K, wn, wp, £k g 19:56

[141: paramsor2| . . . . . . o
sigma, amortiguamiento (simulacién/animacion)

[YouTube P]
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Este video revisa brevemente la teoria y realiza diferentes simulaciones de un sistema os-
cilatorio estable de segundo orden para comprender el significado de diferentes parametros.

Otra revisién tedrica algo més detallada puede consultarse en los videos [139] y [140].

Kwi . .
m en tres casos: variar K,

variar £ o variar w, (dejando el resto de pardmetros constantes).

Primero, simulamos la parametrizacién: G(s) =

. . ., K- J2+w2
Luego, simulamos la parametrizacién: G(s) = MS,T;;Q donde w, = wy,\/1 — &2 0, bueno,
p
wp = 02 + wg. Se hacen dos ejemplos: un primero variando ¢ y manteniendo constante
wp, y un segundo variando w, y manteniendo o.

La primera parametrizacién tiene relacién con médulo y argumento de las raices (w,, es
el médulo, £ es el coseno de 180-argumento); en la segunda o es la parte real de las raices
(valor absoluto) y w, es la parte imaginaria. Ambas parametrizaciones son equivalentes,
y es obvio cémo pasar de una a otra.

4.4.3 Efecto de los ceros en la dindmica de los sistemas

Efecto de ceros en respuesta de un sistema: inversiéon de Q 15.95

y o . . 5:25
dinamica, superposicién con derivada, ceros en el origen

Materiales: [/COD.: EfectoCEROS.mlx|] [[PDF | [vouTube »]

[142:|zerosl|

Este video discute el significado de los ceros en la respuesta de un sistema dinamico.

Como se trata de contenido para asignaturas de grado, se discute sélo el significado mono-
variable y en representacién de funcién de transferencia: raices del numerador. El caso
multivariable (ceros de transmisidn, ...) se esboza en el video [272].

Primero, se hace una discusién genérica sobre por qué podrian interesar.

La primera razén es el uso de modelos en control... Transformar la dindmica G(s) de un
sistema en otra dindmica (de “bucle cerrado”) usualmente mds rdpida, que llamaremos
modelo deseado M (s), si se considera de una forma “abstracta”, requiere ‘invertir” el
sistema de modo que en alguna de las ecuaciones del control basado en modelos aparecera
algo como Q(s) = G~1(s) - M(s), para que G(s) - Q(s) = M(s). Por tanto, los ceros de G
serdn polos de G~! que apareceran en Q(s) y podrian, por tanto, ser de interés. Realmente
el control no se hace asi, pero es un marco teérico abstracto... sélo en el control por modelo
interno (ver videos de la coleccién, por ej., el video ) se hace explicitamente asi.

La segunda idea es que un cero G(s) = (ps+1)G1(s) indica una superposicién de la salida
de G y su derivada sG;. Ello produce deformaciones en la respuesta.

En efecto, la dltima parte del video analiza el significado de los ceros en el origen, numer-
adores N(s) = s- Ny(s). Como multiplicar por s en Laplace es derivar en el dominio del
tiempo, se asocian a un derivador puro, obviamente. Dos ejemplos fisicos de intensidad
en circuito RC serie y de posicién y velocidad de un sistema mecanico ilustran la idea.

El concepto de grado relativo (diferencia entre nimero de polos y de ceros) se discute en
el video [143], continuacién de éste.

Ceros de una funcién de transferencia: grado relativo, efecto en =
[143:|zerosgr] . E ' krkx G 1539
respuesta temporal y en frecuencia
Materiales: | COD.: EfectoCEROS.mlx ] [|PDF|] [vouTube »]

Este video contintia con el andlisis del efecto de los ceros (raices del numerador de una
FdT) en la respuesta de un sistema, que comenz6 en el video [142].
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En este video se define el concepto de grado relativo, igual a ntimero de polos menos
ntimero de ceros de G(s); obviamente, tiene que ser cero o positivo para que G(s) sea
realizable.

Se justifica intuitivamente que los sistemas de grado relativo cero tienen un salto brusco
ante entrada escalén y que, en general, un sistema de grado relativo m tiene un salto
brusco en la m-ésima derivada cuando se le introduce una entrada escalén... de hecho esa
definicién del salto en cierta derivada es la que es la "buena” y que puede extenderse a
sistemas no lineales.

Esa idea puede usarse en control, pensando que nuestra entrada puede modificar la m-
ésima derivada de cierta salida controlada, si la trayectoria no fuera correcta. La idea se
denomina en control no lineal como linealizacion por realimentacion, y se desarrolla, por

ejemplo, en los videos [505] y [502].

La parte final del video discute la relacién del grado relativo con la pendiente del diagrama
de Bode a altas frecuencias, que debe ser horizontal o descendente para que el sistema sea

realizable.

» [Lfectos de la adicion de un cero: [14:33]
[Enlace]

Efecto de ceros en respuesta temporal: sistemas de primer % .
[144:|zerosord1l] .. p ) ,p. . p e é 12:47

orden con cero adicional (fase minima y no minima)
Materiales: [ COD.: EfectoCEROS.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]
K(a-s+1)

Este video analiza el efecto de los ceros en un sistema de primer orden, de tipo —— ]
En concreto, se estudia la respuesta ante escaléon. Los conceptos tedricos sobre ceros se
discuten en los videos [142] y [143], de visualizacién aconsejable.

Como es de grado relativo cero, se tiene un salto brusco en la respuesta, en el mismo
sentido que K si o > 0, y en sentido contrario (fase no minima) si & < 0. El “cero” estd

1
en z = 1/a, esto es, el sistema puede considerarse Kizsi‘fll)
[145: expPZ| Respuesta experimental circuito polo-cero (RC+C) #% 2 03.40

Antonio Barrientos (UPM)
[PLAY P]

Este video presenta un circuito con un RC en paralelo en serie con otro condensador,
que tiene una funcién de transferencia de primer orden (un polo) con un cero. Lo con-
struye experimentalmente y presenta su respuesta ante un tren de ondas cuadradas para
comparar con la teoria.

Efecto de ceros en respuesta temporal: sistema segundo orden =
[146: zerosord2] . DG DO SGAS R B #% GZ (9:30
subamortiguado con cero adicional (fase minima y no minima)
Materiales: [|COD.: EfectoCEROS.mlx | [ PDF | [YouTube B]

Este video presenta el andlisis (por simulacién) de la respuesta temporal de un sistema con
funcién de transferencia de segundo orden oscilatorio (subamortiguado) con cero adicional,
tanto en casos de fase minima como de fase no minima. El resultado es que el tiempo de
pico se adelanta en caso fase minima, y se retrasa en fase no minima. En ambos casos, la
sobreoscilacién aumenta. En el caso de fase no minima, hay un efecto inicial de respuesta
inversa, como de costumbre cuando hay un cero simple de ese tipo.

El efecto de los ceros sobre un sistema de primer orden se discute en el video [144].
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Sistemas de orden superior:

Los polos y ceros asociados a constantes de tiempo maés rapidas pueden ser grosso modo despreciados
para hacerse una idea cualitativa de la respuesta temporal.

[147: ordsupeji] Anélisis de respuesta escalén (aproximada) orden superior: 0360 @ 13:48
‘ P ejemplos Matlab (1: polos reales) o
Materiales: [ COD.: PruebasOrdenSuperior.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video discute como analizar el comportamiento de sistemas de orden superior en
base a ejemplos Matlab. La idea basica a aplicar aqui es la “dominancia”, donde una
exponencial que dure “mucho” comparada con el resto serd la mas perceptible en la
respuesta escaléon una vez haya pasado el tiempo de establecimiento de las que duran
menos; esa exponencial se denomina “dominante” y, al menos para hacerse una primera
idea aproximada del comportamiento del sistema, podriamos aplicar las formulas de primer
orden (video (136)) a dicho polo dominante.

La idea se ilustra en un primer ejemplo de un sistema con varios polos reales, donde se
concluye s6lo mirando la funcién de transferencia que el transitorio serda no oscilatorio,
que el tiempo de establecimiento serd similar al del polo dominante, y que haciendo G(0)
se obtiene la ganancia estatica.

Un segundo ejemplo discute el caso totalmente opuesto a la dominancia: todos los polos
(multiples) en el mismo sitio, G(s) = 1/(rs + 1)™. Se comprueba que cada polo extra
anade un poquito mas del 50

Mas ejemplos que aparecen en el fichero mlx adjunto se explican en los videos [148] y
[149].

[148: ordsupe;2| Anélisis dg respuesta escalén (aproximada? orden superior: ‘& 13:50
ejemplos Matlab (2: mezcla reales/complejos)
Materiales: [ Cob.: PruebasOrdenSuperior.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video continua los ejemplos Matlab para ilustrar el concepto de dominancia que, con
polos tinicamente reales, se introdujo en los ejemplos del video [147].

Aqui se presentan dos ejemplos de anélisis de respuesta: un primer ejemplo con polo dom-
inante real y polos dominados complejos conjugados (oscilatorios); un segundo ejemplo
con polos dominantes un par subamortiguado, y polo dominado real.

En el segundo de los casos, se propone una aproximacion eliminando los polos dominados
)
para poder determinar (aproximadamente) la sobreoscilacién y el tiempo de pico.

Como observacién opcional, se argumenta que los polos eliminados tienen un compor-
tamiento similar a un retardo. En otras referencias bibliograficas hay discusiones sobre
sobreoscilacion y tiempo de pico en sistemas de segundo orden con ceros y polos adi-
cionales, pero al final, en vez de memorizar mas férmulas sobre amortiguamiento, etc.
considero mas recomendable al menos en una primera asignatura de grado simplemente
simular a ver qué pasa.

Mi4s ejemplos que aparecen en el fichero mlx adjunto se explican en el video [149].

Anadlisis de respuesta escalon (aproximada) orden superior: =
[149: ordsupej3] . L P ( p ) . p = 13:54

ejemplos Matlab (3: ceros, casos sin dominancia clara)

Materiales: [ COD.: PruebasOrdenSuperior.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]
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Este video es el ultimo de los ejemplos Matlab del fichero mlx que os podéis descargar en
el enlace. Los ejemplos 1 al 4 se detallan en los videos y . Aqui se explican los
ejemplos 5 y 6.

En concreto, usando el concepto de dominancia, esboza la respuesta escaléon de un sis-
tema de orden 3 y con un cero, aproximandolo a un sistema de segundo orden que tiene
unicamente el par de polos (complejos conjugados) dominantes.

Un ultimo ejemplo donde hay un montén de polos y ceros cercanos, donde ninguno de
ellos “domina’” al resto, ni ninguno “cancela” a nada, pues entonces las férmulas pensando
en una aproximacién de primer o segundo orden no valen... Simulamos y punto, a ver qué
sale en la respuesta.

Este tipo de simplificaciones es la base de la reducciéon modal y de los conceptos de dominancia y
cancelacién discutidos en la Soccién también pueden aproximarse a un retraso (videos [fopd(10:40)]
y lordnafopd(10:25)]). Los detalles sobre todos esos enfoques a la reduccién/simplificacién de modelos
de sistemas dindamicos no son ojetivo de este capitulo.

Régimen estacionario ante rampa de una FdT

Respuesta estacionaria ante rampa de sistemas genéricos en g
[150: regestrampl] ., i . ;
funcién de transferencia (1): teorfa
11:55

Materiales: | COD.: regEstacRampa.mlx | [PDF|] [vouTube ]

Este video presenta cémo calcular el régimen estacionario P+ @t ante una entrada rampa
(unitaria u(t) = t) en un sistema lineal con funcién de transferencia G(s) arbitraria,
generalizando el resultado del video que discutia el caso particular de sistema de
primer orden (m4s sencillo, y recomendado ver antes que éste si estds inicidndote en estos
temas).

Se demuestra, de dos formas (por descomposicién en fracciones simples o por serie de
Taylor), que si G(s) no tiene polos en el origen, entonces @ = G(0) y P = G'(0) donde
G’ es la derivada de G(s) respecto a s.

El caso més general, que unifica respuesta ante escaléon, rampa o senoide en representacion
interna, se discute en el video [165].

Interpretacién y ejemplos de los resultados tedricos de este video son discutidos en el video

[151], continuacién de este.

Respuesta estacionaria ante rampa de sistemas genéricos en G=
[151:regestramp?2] . . . - . =

funcién de transferencia (2): interpretacién y ejemplos
13:18

Materiales: [ COD.: regEstacRampa.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video es continuacién del video [150], donde se probé que el régimen estacionario
ante rampa u(t) = t de un sistema lineal de funcién de transferencia G(s) es G(0)-t+G’(0)
siendo G’ la derivada con respecto a s de G(s).

Aqui se discute su interpretacién, que puede ser de dos formas: como “offset” desplaza-
miento vertical G'(0); o como “retardo” desplazamiento temporal G(0) - (¢ + 6) siendo

G'(0
§=53

A continuacién, se ponen ejemplos Matlab de sistemas de primer orden y de segundo orden,
tanto numéricos como simbélicos G1(s) = K/(15+ 1), Ga(s) = Kw?2 /(8% + 28wy, s + w?).
Por ultimo se pone un ejemplo de sistema de tercer orden con ceros adicionales.
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Caso de estudio linealidad + invarianza temporal + superposicién

[152: linregla3] Utilizacién intuitiva de diném.ica lineal: tren de escalones con * @ 15:96
regla de tres, control bucle abierto
Materiales: [ COD.: Lineallntuitivo.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

* -
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video plantea utilizar un ensayo “escalén” obtenido experimentalmente (o en simu-
lacién, pero el detalle de qué ecuaciones y cémo es irrelevante mientras sean lineales —y
aproximadamente de primer orden, sin “inercia”’—) para hacer proporcionalidades (reglas
de tres) orientadas a resolver los problemas siguientes:

1. Conseguir alcanzar un cierto punto de funcionamiento de referencia prefijado medi-
ante UN escalén.

2. Conseguir alcanzar un cierto punto de funcionamiento de referencia prefijado en un
tiempo de establecimiento dado, y luego mantenerse en él mediante DOS escalones
sucesivos.

Para ello se hacen las proporcionalidades adecuadas y se comprueban en simulacién las
prestaciones alcanzadas con los perfiles de escalones calculados. Como el proceso simulado
es un sistema lineal de primer orden, todo funciona perfectamente como se ha calculado. Si
el proceso fuera de orden superior (con “inercia”) entonces podria haber sobrepasamientos
y transitorios no esperados. Un ejemplo de ello con cédigo practicamente idéntico al aqui
explicado se discute en el video .

Esto podria ser considerado un caso especial de lo que se denomina control en bucle abierto:
calcular un perfil de entrada sin usar sensores. En este caso sencillo, sélo linealidad y
superposicién son usados para calcular ese perfil de entrada, sin necesitar funcién de
transferencia o representacién en variables de estado como otras técnicas més avanzadas.

Ninguno de los cédlculos ha necesitado ningin conocimiento teérico sobre linealizaciéon o
ecuaciones diferenciales lineales, simplemente ha usado las proporcionalidades que car-
acterizan la respuesta de los sistemas lineales (incremental alrededor de un punto de
operacion).

Utilizacién intuitiva linealidad: tren de escalones regla de tres, G=

S e proceso segundo orden (no va bien)

08:16
Materiales: [ COD.: LineallntuitivoOrden2.mlx ] [ PDF } [YouTube P]

*
LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video utiliza la misma metodologfa del video [152] para calcular un tren de dos
escalones que suba un proceso hasta un cierto valor deseado en un tiempo deseado, y que
luego lo mantenga alli en equilibrio. Deberias visualizar el video referido antes que este.

La tnica idea necesaria es linealidad/superposicién, no se utiliza el modelo (por ejemplo,
funcién de transferencia G(s) o similar) en ningin momento para calcular el perfil de
entrada.

El video anterior que estamos comentando lo aplicaba a un proceso de primer orden,
en el cual la técnica funcionaba perfectamente. Aqui se aplica a un proceso “secreto”
que realmente es de orden 2, con lo que la “inercia” hace que cuando en el segundo
escalén se conmute a la entrada que mantiene el punto de equilibrio deseado, haya un
sobrepasamiento. El sobrepasamiento disminuye si se hace mas breve el primer escalén que
aceleraba “extra” respecto al de equilibrio, pero entonces no se llega al sitio deseado con
exactitud. Refinar esto, bien con un escalén adicional de “frenado”, bien en bucle cerrado
(control PID), no entra, obviamente, en los objetivos de este video que sélo pretende
reforzar el concepto de “linealidad” de una dinamica.
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4.4.4 Identificaciéon experimental basada en respuesta ante entradas tipicas
Sistemas de primer orden + retardo
1\[ 1 1 2 "ela 5 [ 1 a S SP. €f (1/

odelos primer orden + retardo: propiedades resp. escalén e ‘& 10:40

identificacién experimental (manual)
Materiales: [ COD.: IdentificarlordenyretrasoManual.zip ] [ PDF } [YouTube P]

[154: fopd|

Este video plantea las propiedades de la respuesta ante escaléon de un modelo de primer

orden + retardo G(s) = Ts’j_l e~%: una introduccién al concepto de retardo puede verse

en el video [119]. Obviamente, son idénticas a las del sistema de primer orden sin retardo
Go(s) = Tskﬂ pero retrasadas d unidades de tiempo (por ejemplo, los cruces tipicos con
el 63%, 95% y 98% del valor final que sin retardo ocurren en 7, 37 y 47 ahora ocurrirdn

end+ 7, d+ 37y d+ 47, respectivamente).

El detalle de la obtencién de esa respuesta en sistemas de primer orden con/sin retardo
se describe en el video [136], cuya visualizacién previa podria ser aconsejable. También
la respuesta en un ejemplo concreto numérico se aborda en los videos [120] y [121].

La segunda parte del video carga un conjunto de datos experimentales y trata de ajustar
“a mano” el modelo de primer orden + retardo superponiendo su simulacién a los datos
experimentales. La realizacién de esa tarea de forma automatica puede hacerse con el
comando procest de la System ID toolbox (ver videos y ) Este tipo de
modelos son populares en procesos industriales, y existen metodologias de diseno de PIDs
adaptadas a ellos (por ejemplo, ver video ) Si se deseara usar esas metodologias en
procesos de orden superior, podrian aproximarse a modelos de esta clase basdndose, por
ejemplo, en el desarrollo de Taylor (video )

Identificacién experimental de sistemas de ler orden oK @ ;
155: 1 . - 10:57
[155-jord1exg] (+retardo): tres ejemplos que salen perfectos Ol
Materiales: [ COD.: PruebasOrdenlEsc.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video plantea ejemplos sencillos de aplicacién de las ideas del video [136] y [154].

Los tres ejemplos presentan un “supuesto” experimento ante escalén unitario (ajuste)
y escalén descendente + chirp (senoide de frecuencia creciente). Al ajustar ganancia y
constante de tiempo 7 (cruce con 63% del valor final), se darfa el modelo por identificado;
luego se comprueba que los cortes con el 95% y 98% del valor final son en efecto en t = 37
y t = 47. Bueno, el tercer ejemplo incorpora retardo, pero también sale todo “clavado”
como la teoria predice... porque el experimento realmente ha sido una simulaciéon de un
sistema de primer orden en los tres casos.

Otros ejemplos que no ajustan tan bien se discuten en el video [154]y el video [156].

[156: ord1exmall Identiﬁcacién.egpel'inlental de sistemas de ler orden 21736
(4retardo): ejemplos no tan perfectos
Materiales: [ Cob.: PruebasOrdenlEsc.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video continua con ejemplos de aplicacién de las ideas del video [136] y [154].

El video planteaba tres ejemplos casi “perfectos” donde los cruces con 63%, 95%
v 98% cuadraban con gran precisién con lo previsto por la teorfa. Aqui se presentan un
par de ejemplos donde hay que echar un poco mas de imaginacién, el ajuste no es tan
perfecto, y hay que comprobar si el ajuste con datos de validacién es o no aceptable. Claro,
qué es “aceptable” y qué no lo es depende de la exactitud requerida en cada aplicacidn,
cosa que aqui no consideramos. El objetivo es, simplemente, darse cuenta de que los
datos experimentales pueden no ajustarse del todo bien a las férmulas teéricas, pero no
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hay ningtin umbral “claro” que diga cuando el modelo si ajusta a un primer orden mas
retardo o cuando no.

En el primero de los ejemplos (y material anexo) se usa procest de la System Identifi-
cation Toolbox de Matlab para intentar ajustar los parametros, con resultados parecidos
al proceso "manual”. Para més detalles sobre un ejemplo adicional, ver video [748].

Sistemas de segundo orden

Respuesta escaldon sistemas de segundo orden subamortiguado: o
[157:ord2idg] .- ©oeo o ) s e & & 1249

identificacién experimental (ejemplo 1)

Materiales: [ CoD.: IDexperimOrden2Escalon.zip } [ PDF ] [YouTube P]

Este video aplica las férmulas de respuesta ante escalén de sistemas de segundo orden
subamortiguados, discutidas en detalle en el video , a la “inversa”, para hacer iden-
tificacién experimental, esto es, dado un registro de una respuesta ante escalén, ajustarle
una funcién de transferencia Kw? /(s + 2&w,s + w?) que replique el experimento.

Béasicamente, a partir del valor final se obtiene K, a partir de valor médximo se tiene la
medida experimental de la sobreoscilacién § = (max — fin)/fin, con lo que una férmula
calcula £ a partir de §. La frecuencia de las oscilaciones w, se mide experimentalmente
viendo el periodo (o el semiperiodo, que deberia coincidir con el tiempo del primer pico);

con ella se calcula w, = w,//1 — &2.

Este ejemplo esta preparado para que la metodologia funcione perfectamente, y en efecto,
la respeusta escalén del modelo identificado se superpone casi a la perfeccién con el exper-
imento. Otro ejemplo con datos més “realistas” con ruidos o dindmica adicional, donde
va el ajuste no sera perfecto, se discute en el video , continuacién de éste.

Respuesta escalén segundo orden subamortiguado: =
[158:0rd2idb] . Drootd C o8 5 , C= 16:32

identificacién experimental (2), comparacién con procest

Materiales: [ CoD.: IDexperimOrden2Escalon.zip: } [ PDF ] [YouTubc P]

Este video aplica las férmulas de respuesta ante escalén de sistemas de segundo orden
subamortiguados, discutidas en el video , a la “inversa”, para hacer identificacion
experimental, esto es, dado un registro de una respuesta ante escalén, ajustarle una funcién
de transferencia Kw? /(s?42¢w,s+w?) que replique el experimento. El video [??] también
hacia lo mismo a partir de unos datos “preparados” para que todo ajustase perfectamente,
se recomienda visualizarlo con anterioridad al que aqui discutimos.

Aqui detallaremos un segundo ejemplo con datos mas “realistas” con ruidos y dindmica
adicional. FEl ajuste no “perfecto” nos recomienda, posiblemente, una vez tengamos un
modelo preliminar usando con més o menos suerte las férmulas del video [??], que abor-
demos un “ajuste fino” por prueba y error a ver si acertamos con algo que ajuste mejor
al experimento.

Obviamente, el ajuste fino puede ser manual o bien dejarse en manos de un optimizador.
Podriamos modificar facilmente el cédigo del video para minimizar un indice de
ajuste de minimos cuadrados o, vaya, dejarle al System Identification Toolbox que lo haga
dado que ya implementa esas rutinas. En este caso, se utiliza el comando procest para
ajustar un modelo *P2U’ (2 pole, underdamped) a ver si tiene més suerte que nosotros
manualmente. También ajustamos un modelo *P2UZ’ incorporando ceros en el numerador.
Al final, comparamos ambos modelos de procest y los modelos ajustados a mano, con los
datos de laboratorio, y sacamos conclusiones.

Otros ejemplos de uso del comando procest en caso no oscilatorio pueden verse en el

video [748].
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Identificacién en bucle cerrado (introduccién)

Identificacién en bucle cerrado: introduccion, planteamiento del = L

[159: idbcindi] onen pueie cen Sy 12 C= 1152
problema, identificacién directa vs. indirecta

Materiales: [ C'OD.: IdentBucleCerradoIndirectaOrd2.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video plantea el problema de la identificacién en bucle cerrado, con datos que vienen
de un bucle con cierto controlador conocido activo. Esto forzosamente ocurrird, por
ejemplo, en la mayoria de casos con procesos inestables... Si hay suerte, con un primer
controlador se conseguird estabilizar y, con la informacién obtenida, identificar un mejor
modelo para diseniar un mejor control.

Se plantean dos posibilidades:

e identificacién ’ directa’ a partir de u(t) e y(t) siendo u(t) generada por el control ante
cambios de referencia, por ejemplo... Un primer problema (salvable) es que aunque la
referencia sea un escalén, u(t) no lo serd, por lo que necesitaremos software de optimizacién
para ajustar el modelo. Un segundo problema es que con perturbaciones desconocidas,
la entrada al proceso NO es la salida del controlador... en algunos casos, la identificacién
estd ‘sesgada’ hacia la inversa del controlador.

e identificacién ‘indirecta’, donde se identifica una funcién de bucle cerrado, por ejemplo
y(s) =T(s)-r(s). Sir(s)es un escalén, entonces podrian aplicarse ideas de constante de
tiempo, sobreoscilacion, o similares para una primera aproximacién... Luego, a partir de
T(s) = GK/(1 + GK) podria despejarse G(s). El problema podria ser que ajustar 7'(s)
por ‘minimos cuadrados’ no darfa el mismo resultado, que ajustar G(s)...

La identificacion ‘indirecta’ es la mas facil para un primer curso introductorio y por eso
el caso de estudio continuara explorando esa segunda opcion.

Nota: estas ideas son muy béasicas y poco precisas; la identificacién en bucle cerrado es un
problema de mayor dificultad que la identificacién en ‘bucle abierto’ y las ideas esbozadas
aqui son susceptibles de bastantes mejoras.

Identificacién indirecta en bucle cerrado ante ensayo escalén en )
[160:idbcind2] . HCACO! . ¥ 2 14:49
referencia, ejemplo eje
Materiales: [ COD.: IdentBucleCerradolndirectaOrd2.mlx ] [ PDF ] [YouTubc P]

Este video plantea un problema de identificacién indirecta de la Funcién de transferencia
de un proceso (eje sujeto a pares) cuando existe un controlador conocido (identificacién
en bucle cerrado) a partir de un escalén en referencia y la medicién de la salida (variable
controlada).

En este ejemplo en concreto, usaremos las férmulas de sistema de segundo orden subamor-
tiguado para identificar T'(s) = GK/(1 + GK) y luego, a partir de T'(s) identificaremos
como G(s) =T/K/(1-T).

Identificacién indirecta en bucle cerrado: ensayo escaléon en G=
accion control, ejemplo eje
Materiales: [ COD.: IdentBucleCerradoIndirectaOrd2.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

[161:idbcind3] 13:02

Este video plantea un problema de identificacién indirecta en bucle cerrado ante un escalén
en variable manipulada. El problema es muy parecido al del video , que planteaba
un escalén en la referencia e identificaba T = GK/(1 + GK) para luego obtener G(s) =
T/K/(1-T). Las ideas generales y motivacién hacia este tipo de problemas se abordaron

en el video [159].
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Aqui vamos a aplicar al proceso ‘lo que diga un regulador PD’ y anadiremos 1 Nm de
excitacién du (una perturbacién de par artificial, introducida por nosotros mismos inten-
cionalmente y, por tanto, conocida para nuestros cdlculos).

Con ello, el ensayo producird y(s) = W(s) - r(s) = H% -r(s). Usando las técnicas para
identificacién de sistema de 20 orden subamortiguado sin ceros, obtendremos un estimado
de W(s) y, con 6, despejaremos G(s) = 157

Nota: todo estd muy ‘preparado’, y esto debe considerarse unicamente un ”ejercicio
académico”. Dependiendo de la estructura del regulador y del modelo del proceso, pueden
salir otros tipos de funciones de transferencia de orden superior o con ceros, y las satura-
ciones, otras nolinealidades, ruidos de proceso y de medida, etc. pueden hacer que este
procedimiento de resultados bastante malos en algunas situaciones reales: la identificacién
en bucle cerrado no es un problema ‘trivial’ en la practica.

4.5 Respuesta temporal en representaciéon interna

4.5.1 Respuesta libre

[162:rtss1] Resolucién dx=Ax: exponencial de matriz

[163: rtssexpl]

[164:rtssml| Respuesta temporal (exponencial de matriz), ejemplo Matlab

*% @ 11:00

Materiales: [RespTempss.pdi] [vouTube »]

En este video se plantea el problema de obtener la respuesta libre de un sistema como el
de resolver & = Az ante una condicién inicial 2(0) = £ arbitraria.

Se presenta el caso escalar & = —3x cuyas conclusiones permiten generalizar al caso
% = Az introduciendo la exponencial de una matriz (como una serie de potencias andloga
a la exponencial escalar) y sus propiedades.

de Jordan)

Férmulas explicitas de la exponencial de una matriz (via forma G=

Materiales: [RespTempss.pdf] [YouTube P]

Este video discute cémo calcular de forma explicita la formula de la respuesta temporal

(exponencial de matriz) de un sistema en representacién interna dz — Ay, discutida en el

dt
video [162].
— Se revisa la forma candnica de Jordan de una matriz.
— Se calcula la exponencial de cada uno de los dos tipos de bloque de Jordan (diagonal,
no-diagonal).

— Se analiza el caso de valores propios complejos, que da lugar a exponenciales de parte
real y senos y cosenos de parte imaginaria en la respuesta temporal final.

ko £ 10:38

Materiales: [ Coép.: cosasresptemporal.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

En este video se presenta cédigo Matlab que ilustra los desarrollos tedricos de los videos
[162] y [163] sobre la exponencial de matrices y su relacién con la respuesta temporal de
un sistema 2% = Ax.

Se utiliza el comando expm numéricamente para representar graficamente la solucién de
la ecuacion de estado y ecuacién de salida de un sistema de orden 3.
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Asimismo, se presenta el comando expm de la Symbolic Toolbox, que obtiene las expre-
siones explicitas de la exponencial de la matriz (elementos funciones del tiempo), discutidas

en el video [163].

La respuesta temporal ante escalén (forzada) de un sistema lineal también puede calcularse
con exponenciales de matrices, ver video [??].

4.5.2 Régimen Estacionario

Régimen estacionario de sistemas en representacién en variables Gz -

[165: ress| . . = 10:57
de estado (repr. interna): constante/rampa/senoidal

Materiales: [RegEstacionarioDetermin.pdf] [YouTube B]

Este video discute cémo calcular el régimen estacionario de sistemas en representacién
interna normalizada & = Az + Bu, ante entradas constantes, rampa o senoidales.

Las entradas constante/rampa/senoide se presentan como casos particulares de la salida
de generadores lineales £ = M¢, u = N¢ marginalmente estables (valores propios de M
en el eje imaginario).

El componente transitorio se calcula a partir de M y N de forma aislada, sin calcular la
respuesta temporal completa, mediante la resolucién de una ecuacion de Sylvester.

Obviamente, el régimen estacionario ante una entrada constante es otro nombre para
el concepto fisico de “punto de equilibrio” 0 = Axeq + Bueq, y €l régimen estacionario
ante una entrada senoidal es una reformulacién del concepto de “respuesta en frecuencia”

clasico.
[166: ressml] Régimen @taoionario constante/rampa/senoidal, repr. interna: G= 07:02
ejemplo Matlab
Materiales: [ COD.: ejemploestacionario.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Este video presenta cédigo Matlab para realizar los cdlculos sobre régimen estacionario
en representacién interna, cuya exposicién tedrica se ha presentado anteriormente en el

video [165].

En un sistema lineal de segundo orden con una entrada, se calculan los regimenes esta-
cionarios constante/rampa/senoidal y se comparan con los obtenidos tras el cdlculo de
la respuesta temporal completa por el método de Laplace & = Az + Bu, x(s) = (sI —
A)™t . (Bu+ 2(0)), viéndose que coinciden. Las transformadas de Laplace y sus inversas
se evaluan usando la Symbolic Toolbox de Matlab.

4.6 Ejemplos de modelado y calculo de respuesta temporal

Modelado de un circuito R-C-R con dos fuentes de tensién:
[167:rcrml] matriz de transferencia, término de condiciones iniciales, resp. 2 08:43
escalén i
Materiales: [ COD.: ModeloRCR.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]
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Este video modela un circuito en T' con dos resistencias y un condensador en cada una de
las tres ramas, alimentado por dos fuentes de tension.

Tras el modelado fisico, se hace transformada de Laplace de las ecuaciones (incluyendo
posibles condiciones iniciales no nulas), y se despejan la matriz de transferencia y el
término de condiciones iniciales. Multiplicando la matriz de transferencia por 1/s se
obtienen seis respuestas ante escalén individuales, y la antitransformada del término de
condiciones iniciales obtiene la respuesta libre. Ejemplos numéricos de calculo de respuesta
temporal paso a paso con funcién de transferencia se pueden consultar en los videos ,
(3. {13

El mismo problema es resuelto usando representacién en variables de estado (repre-
sentacién interna normalizada) en el video , cuya visualiacién se recomienda.

Un problema mecénico mas complejo pero que conceptualmente sigue los mismos pasos
se aborda en el video [169].

[168: rerssml] Modelado/simulacién de un circuito R-C-R con dos fuentes de 20749
' tension: representacion interna o
Materiales: [/(COD.: ModeloRCR.mlx | [ |[PDF|] [YouTube B ]

Este video modela un circuito en T con dos resistencias y un condensador en cada una de
las tres ramas, alimentado por dos fuentes de tensién.

Tras el modelado fisico, se manipulan dichas ecuaciones para obtener la representacién
interna normalizada (ecuacién de estado y ecuacién de salida); al tratarse de un sistema
dz

lineal, se puede representar con 47 = Az + Bu (ec. estado), y = Cx + Du (ec. salida), e

introducirlo en la Control System Toolbox de Matlab mediante ss(A,B,C,D) .

El mismo circuito es modelado en el video [167] mediante Transformada de Laplace y
Matriz de Transferencia (MdT); los resultados de dicho video se comparan con la férmula
que pasa de estado a MdT, G(s) = C(SI — A)~'B + D, comprobando la coincidencia.

Estos modelos pueden ser usados para calculo de respuesta temporal. Un ejemplo de
circuito eléctrico ante pulso senoidal se discute en el video [122].

[169: epl]| Sistema engranajes y poleas (lineal). Modelado y Funcién de **x R 19.37
' transferencia ; '
Materiales: [ COD.: engranajepolea.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

Ejemplo de cédigo para modelado de un sistema fisico con Matlab:

- Este video describe el modelado de un sistema con un motor, engranajes, polea, masa,
muelle y amortiguador. Un desarrollo conceptualmente parecido al aqui discutido pero
sobre un modelo eléctrico mucho mas simple (de primer orden) se aborda en el video
, cuya visualizacién previa a éste es muy recomendable.

- Utiliza el Symbolic Toolbox de Matlab para despejar las ecuaciones.

- Reemplazando derivadas por “s”, el mismo Toolbox representa el modelo en transfor-
mada de Laplace y despeja la funcién de transferencia de las salidas de interés. Cuando
son varias salidas, se denomina matriz de transferencia, ver video [131].

- Calcula la respuesta temporal, ante un par motor sin(3t), mediante el comando ilaplace
del Symbolic Toolbox.

Otro ejemplo de motor eléctrico con reductora se aborda en el video [173].

[170: ep2] Sistema engranajes y poleas (lineal): representacién en variables % sk / & 18:20
' de estado ; i
Materiales: [ COD.: engranajepolea.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/rcrssml.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/ModeloRCR.mlx
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/ModeloRCR.pdf
https://youtu.be/nZmLQ-MDLGQ?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/ep1.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/engranajepolea.zip
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/engranajepolea.pdf
https://youtu.be/uTBtwf1Q8to?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/ep2.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/engranajepolea.zip
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/engranajepolea.pdf
https://youtu.be/qfT0jIgaUsQ?autoplay=1
http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Cursos/Apuntes.pdf
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Este video continua el video [169], y obtiene la representacién interna normalizada de-
spejando con la Symbolic Toolbox de Matlab a partir de las ecuaciones (algebraico-
diferenciales) de un modelo deducidas en el citado video.

Inicialmente, se opera suponiendo que todas las variables que aparecen bajo el signo de
la derivada son variables de estado... deberia funcionar, pero no lo hace porque las lig-
aduras mecanicas hacen que los supuestos “estados” no sean grados de libertad mecéanicos
independientes. La metodologia que en otros casos mas sencillos si funciona aqui no lo
hace.

Desde un punto de vista abstracto, la razén de que no funcione es que las ecuaciones
algebraico-diferenciales del modelo inicialmente escrito no son de indice 1, con lo cual se
necesita anadir ecuaciones cinemadticas adicionales (derivadas de otras ecuaciones en el
modelo inicial) para poder obtener la representacién interna normalizada con éxito (y de
un orden menor al inicialmente probado, dos veces el nimero de grados de libertad).

La segunda parte del video analiza la respuesta del sistema:

- Utiliza el comando step para simular la respuesta ante escalén de dicha representacién
interna.

- Utiliza el comando tf para pasar de representacion interna a funcién de transferencia.
Comprueba la estabilidad examinando los polos.

[171:moll3free| Sistema 3 masas 4 muelles: andlisis modal de la respuesta libre 214:50
Materiales: [ Cop.: ModosLibres3Masas4Muelles.zip ] [ PDF ] [YouTube P]

LINK TO [ENGLISH VERSION

Este video presenta un andlisis de los modos de la respuesta libre de un sistema de 3 masas
y 4 muelles cuyo modelado se detallé en los videos , .

El cédigo Matlab para visualizar una animacion del movimiento de dichas masas se detall$
en el video ; este codigo serd utilizado (con variaciones minimas) también en este video
para presentar los resultados, pero su detalle no serd explicado dado que ya se hizo en el
video referido.

Bésicamente, los modos de la respuesta libre vienen dados por los autovalores y autovec-

tores de la matriz A en una representacién ‘fi—f = Az + Bu, donde el término Bu no tiene

ninguna relevancia en la respuesta libre aqui estudiada.

En este caso, son autovalores y autovectores complejos. La parte real de los autovalores
(tasa de decaimiento) permite aproximar la duracién del transitorio (tiempo hasta que las
oscilaciones desaparecen); es la misma en todos los modos, aunque no tiene por qué serlo
en un caso general. La parte imaginaria es la frecuencia de las oscilaciones en radianes
por segundo.

Al final, la respuesta libre tiene tres modos oscilatorios que duran 65 segundos hasta
desaparecer, de diferentes frecuencias y con las masas bien en fase bien en oposiciéon de
fase.

Se analizan autovalores y autovectores, y se carga como condicién inicial la parte real
de los autovectores para simular cada modo, y para visualizar una animacién del mismo,
para que se comprenda mejor el significado del modo. Estos modos son parecidos pero no
iguales a los modos de ”resonancia” (respuesta forzada ante entrada senoidal).

4.6.1 Caso de estudio: motor de corriente continua con carga mecanica

Modelado motor corriente continua haciendo girar una carga ]
[172: motccmodel) iy . © < 213:59

(representacién en variables de estado)

Materiales: [ COD.: CasoMotorCC.mlx ] [ PDF ] [YouTube P]

Versién documento: 12/12/2025. Si +2 meses, |[ACTUALIZA |


http://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/Video/moll3free.html
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/ModosLibres3Masas4Muelles.zip
https://personales.upv.es/asala/DocenciaOnline/material/Matlab/ModosLibres3Masas4Muelles.pdf