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Resumen

En el campo del Reconocimiento de Formas, las técnicas de clasificacién
basadas en distancia (y mds especificamente el clasificador k-NN) necesitan de
la obtencién de prototipos adecuados para cada clase. Una de las posibilidades
es usar la media de la clase (o el conjunto formado por la media de las diversas
subclases que componen la clase) como prototipo de la misma. Cuando se habla
de espacios euclideos (representacién vectorial), hallar la media es un problema
sencillo, pero no asi si usamos la representacién por cadenas. En dicho caso, el
problema de hallar la cadena media es NP-Duro.

Asi, se pasan a definir aproximaciones sobre la cadena media para dichos
usos. La aproximacion clésica es la cadena mediana. Nuevas aproximaciones se
proponen siguiendo diversos esquemas; en primer lugar, una aproximacion voraz,
que no resulta competitiva respecto a la cadena mediana. Posteriormente, se
presentan dos aproximaciones basadas en perturbacién iterativa que si resultan
competitivas a nivel de clasificacién con respecto a la cadena mediana, a costa
de un mayor coste computacional.

Posteriormente, se tratan diversos aspectos interesantes sobre este tema. Se
da una definicién alternativa de cadena media (que no otorga diferencias signi-
ficativas con respecto a la definicién cldsica). Se introducen técnicas especificas
de reduccién de coste computacional en los algoritmos de perturbacién iterativa
(a costa de una cierta degradacién en la calidad de los prototipos). Se realiza
también el calculo exacto de la cadena media mediante Ramificacién y Poda,
revelando los resultados la buena calidad de las aproximaciones propuestas re-
specto a la solucién exacta.

Seguidamente, se aplican las aproximaciones a la realizacién de agrupamien-
tos en las clases, mostrando un mejor comportamiento de las nuevas propuestas
respecto al método usado habitualmente (k-medianas). Se hace una aplicacién de
las aproximaciones propuestas también para cadenas ciclicas, revelando resulta-
dos competitivos respecto al uso de la cadena mediana también en esta circuns-
tancia. Por 1ltimo, se realiza una comparativa entre los métodos paramétricos
v los basados en distancias para este problema de clasificacién, revelando un
mejor comportamiento de los métodos no paramétricos a medida que aumenta
el nimero de agrupamientos usado en cada clase.
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Resum

Al camp del Reconeixement de Formes, les técniques de classificacié basades
en distancia (i més especificament el classificador k-NN) necessiten de ’obtencié de
prototips adequats per cada classe. Una de les possibilitats és fer server la mit-
jana de la classe (o el conjunt format per les mitjanes de diverses subclasses que
composen la classe) com prototip d’eixa classe. Quan parlem d’espais euclidis
(representaci6 vectorial), trobar la mitjana és un problema senzill, pero no ho és
quan fem servir la representacié per cadenes. En tal cas, el problema de trobar
la cadena mitjana és NP-Dur.

Aixi, es passa a definir aproximacions sobre la cadena mitjana en eixos usos.
L’aproximacié clésica és la cadena mediana. Noves aproximacions es proposen
usant diversos esquemes; en primer lloc, una aproximacié golafre, que no es
mostra competitiva respecte a la cadena mediana. Posteriorment, es presenten
dues aproximacions basades en pertorbacié iterativa que si sén competitives
respecte a la cadena mediana, amb el problema de presentar major cost com-
putacional.

Posteriorment, es tracten diversos aspectes interessants sobre este tema. Es
proposa una definicié alternativa (que no provoca diferéncies significatives res-
pecte a la definici clasica). S’introdueixen tecniques especifiques de reduccié del
cost computacional als algorismes de pertorbacié iterativa (a canvi d’una certa
degradacié en la qualitat dels prototips). Es realitza tambié el calcul exacte de la
cadena mitjana usan Ramificacié i Poda, revelant els resultats la bona qualitat
de les aproximacions propostes respecte a la solucié exacta.

A continuacid, s’apliquen les aproximacions a la realitzacié d’agrupaments
dins les classes, donant millor comportament les noves propostes que el metode
emprat habitualment (k-medianas). Es fa una aplicacié de les aproximacions
proposades també per a cadenes cicliques, mostrant resultats competitius res-
pecte a 1'is de la cadena mediana també en estes circumpstancies. Per ultim,
es fa una comparativa entre els metodes parametrics y els basats en distancies
per este problema de classificacid, revelant un millor comportament els metodes
no parametrics a mesura que augmenta el nombre d’agrupaments usats en cada
classe.
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Summary

In the Pattern Recognition field, good prototypes are needed for each class
when using distance-based classification techniques (and more specifically, k-NN
classifiers). One possibility is to use the mean of the class as prototype of the
class (or, when a partition in subclasses of the class is available, the set of the
means from each subclass). In euclidean spaces (vectorial representation), to
compute the mean is a simple problem. However, when data is represented by
strings, the problem of computing the so-called median string is NP-Hard.

Therefore, approximations to the median string are defined for classification
purposes. The classic approximation is the set median string. New approxima-
tions are proposed following several methods. The first proposed method is a
greedy method whose results do not improve set median results. Afterwards, two
approximated methods based on iterative perturbation are proposed. These new
approximations achieve better classification results than set median, although
their computational cost is higher.

Afterwards, some interesting topics are studied. An alternative definition of
median string is proposed (this new definition does not show practical differ-
ences with the classical definition). Some specific cost reduction techniques are
introduced for the iterative perturbation methods (but producing worse pro-
totypes). The exact calculation of the median string is also performed using
Branch and Bound. The exact results show that the proposed approximations
are very accurate.

Then, the proposed approximations are use for clustering methods (to obtain
several clusters in each class). This new proposal presents a better behaviour
than the classical method (k-medians). The proposed approximations are also
used in cyclic strings. The results reveal that the approximations to the medi-
an string outperform the set median in classification in cyclic strings. Finally,
parametric methods and distance-based methods are compared for classification
in string sets. This comparation reveals that non-parametric methods perform
better as the number of clusters of each class increases.
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Prélogo

Dentro de la disciplina del Reconocimiento de Formas (RF), la tarea tradi-
cionalmente mas importante es la tarea de clasificacion: dado un objeto descono-
cido, indicar a qué clase (de un conjunto determinado previamente) pertenece.
Para llevar a cabo esta tarea mediante métodos automaticos, es necesario es-
tablecer un proceso que transforme los objetos reales en representaciones trata-
bles automaticamente.

Una de las opciones es representar los objetos mediante vectores, donde
cada una de las componentes del vector indica una caracteristica del objeto.
Otra posible opcidén es la codificacién de dicho objeto como una cadena en un
determinado alfabeto.

Cuando los objetos adquieren representacion vectorial se establece una rela-
cion entre ellos debida a la distancia euclidea, de manera que los objetos mas
cercanos (a menor distancia) se parecen més entre si. De la misma manera, para
la representacion por cadenas es posible adoptar un criterio que mida lo distintas
que son dos cadenas, pudiendo considerarse como una medida de distancia entre
ellas.

Asi, a la hora de modelar un conjunto de objetos representados mediante
vectores es posible escoger el vector media de dicho conjunto (cuya definicién
se basa en la distancia euclidea) como representante. El conjunto de prototipos
obtenidos de esta manera se aplica posteriormente en las tareas de clasificacién.
De igual manera, dada una definiciéon de distancia entre cadenas, es posible
definir el concepto equivalente para conjuntos de cadenas: la cadena media.

La obtencién de la cadena media es un problema NP-Duro. Esto hace que no
pueda ser computable en un tiempo razonable para cualquier conjunto de cade-
nas y, por tanto, no sea recomendable como modelo de un conjunto de cadenas.
Frente a esta posibilidad, habitualmente se ha optado por usar la cadena media-
na (cadena mds centrada de un conjunto de cadenas dado) como representante,
ya que su obtencién tiene complejidad polinomial.

El trabajo desarrollado en esta tesis investiga las posibilidades de usar la
cadena media como prototipo en tareas de clasificacion para objetos codificados
mediante cadenas, especificamente para clasificadores basados en distancias (en
particular, clasificadores por k vecinos més cercanos). Como el problema de
la cadena media no es computacionalmente abordable, se busca la obtencion
de aproximaciones razonablemente buenas en un tiempo asequible, y comparar
la calidad de dichas aproximaciones en tareas de clasificacién con respecto al
prototipo tradicional (la cadena mediana). También se busca la aplicacién de
dichas aproximaciones a la tarea de obtencién de agrupamientos de conjuntos
de datos.

Asi, en el Capitulo 1 se introducen los conceptos preliminares con los que se
va a trabajar a lo largo de la tesis: clasificadores basados en distancias, técnicas
de agrupamiento, medidas de distancia entre cadenas y definicién del problema
de la cadena media.

En el Capitulo 2 se presenta una primera aproximacion a la cadena media
basada en un proceso voraz y se realizan experimentos que verifican la calidad de



dicha aproximacién. Es en el Capitulo 3 donde se realiza la primera aportacion
importante de esta tesis: se presentan dos métodos aproximados basados en
perturbaciones iterativas sobre una cadena y se realiza una experimentacion
exhaustiva para verificar su calidad.

Los capitulos posteriores trabajan sobre derivaciones y aplicaciones de estos
algoritmos propuestos y pueden estudiarse de manera independiente entre si. En
el Capitulo 4 se propone una definicién alternativa de cadena media, puesto
que la definicién clasica presenta ciertos problemas en algunos casos. Dicha
definicién se incorpora en los algoritmos aproximados para verificar su posible
influencia.

De igual manera, en el Capitulo 5 se realizan ciertas variaciones sobre
los algoritmos propuestos a fin de obtener aproximaciones con un menor coste
temporal. La calidad en tareas de clasificaciéon de estas nuevas aproximaciones
se comprueba también experimentalmente.

En el Capitulo 6 se aborda el problema de la obtencién exacta de la ca-
dena media mediante el uso de la técnica de Ramificacién y Poda, haciendo el
estudio tedrico de las cotas necesarias para aplicar dicho esquema. Igualmente,
se comparan estas soluciones exactas obtenidas con las aproximaciones propues-
tas (incluyendo las soluciones obtenidas mediante la definicién alternativa del
Capitulo 4).

El Capitulo 7 hace una aplicacién de los algoritmos aproximados propuestos
a tareas de obtencién de agrupamientos en conjuntos de cadenas. La calidad de
los diversos agrupamientos aplicando las distintas técnicas propuestas es medida
también en términos de error de clasificacién, usando los agrupamientos como
nueva fuente de extraccién de prototipos y usandolos en clasificacion.

El Capitulo 8 hace una aplicacion de los algoritmos propuestos sobre cade-
nas medias ciclicas, y compara de nuevo a nivel de clasificacién su calidad como
prototipos.

Finalmente, en el Capitulo 9 se hace una comparacién entre los méto-
dos de clasificacion basados en distancias, usando como prototipos las cadenas
obtenidas mediante los algoritmos propuestos, y los métodos de clasificacion
probabilisticos basados en modelos ocultos de Markov.

Esta tesis se completa con un capitulo de conclusiones y trabajos futuros,
donde se resumen los principales logros y conclusiones alcanzados y las posibles
vias de continuidad de este trabajo. Ademads, se proporcionan varios apéndices
con informacién adicional que permite profundizar en algunas de las conclusiones
obtenidas.
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Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo va destinado a introducir los conceptos bésicos con los cuales
se va a tratar a lo largo de la tesis. Se introducen ciertas generalidades sobre
el Reconocimiento de Formas, y se tratan temas que resultan bésicos para el
desarrollo del resto de la tesis: clasificadores basados en distancias, técnicas de
extraccion de prototipos, técnicas de agrupamiento y medidas de distancia entre
cadenas. Finalmente, se introduce el problema principal con el que se trata: la
cadena media.

1.1. Generalidades sobre el Reconocimiento de
Formas

El Reconocimiento de Formas (RF) se define como la tarea de adivinar o
predecir usando un elemento automético (computador) la naturaleza descono-
cida de una observacion [14]. Asi pues, en el RF se parte de un objeto real y
se trata de averiguar mediante un computador “qué es”. Segun el concepto de
“qué es” que sea necesario aplicar, las tareas de RF se subdividen en tareas de
clasificacién y en tareas de interpretacién [15].

En las tareas de clasificacion se trata de obtener a qué clase pertenece el ob-
jeto. Es decir, se tiene el universo de los objetos subdividido en varios conjuntos,
y dado un objeto desconocido se pretende averiguar en cual de esos conjuntos
hay que incluirlo. En este tipo de tareas, el niimero de clases suele ser finito
y reducido. Es el caso de tareas como Reconocimiento Optico de Caracteres
(OCR, Optical Character Recognition) [59].

En las tareas de interpretacion se busca una descripcién mas detallada del
objeto. Es decir, se supone que la complejidad del objeto es tal que no basta
con asignarlo a una posible clase dentro del universo de los objetos, sino que
hay que obtener una descripciéon del objeto con un cierto sentido dentro de ese
universo. Es el caso de tareas como el Reconocimiento Automatico del Habla en
su vertiente de habla continua [65].

Las tareas de interpretacién son en su mayoria mucho méas complejas que
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las de clasificacién, las cuales se han convertido en las tareas por excelencia
del RF. En cualquier caso, para ambos tipos de tarea es necesario represen-
tar el objeto a tratar en un formato que sea tratable por un computador, es
decir, codificarlo. Segun el esquema de codificacién seguido, se habla de Re-
conocimiento Geométrico de Formas (RGF) (también llamado estadisti-
co) [15] o de Reconocimiento Sintictico de Formas (RSF) (también llama-
do estructural) [17].

En el RGF, la representacion de los objetos se realiza de manera vecto-
rial, con el llamado vector de caracteristicas. Esta representacion hace que sea
sencillo aplicar sobre los objetos andlisis estadistico (de ah{ el sobrenombre de
reconocimiento estadistico). Por otro lado, en el RSF la representacién de los
objetos se realiza habitualmente mediante cadenas o estructuras méas complejas
(grafos o arboles, de ahi que se le llame estructural). Para esta representacién se
pueden aplicar los resultados aportados por la teoria de lenguajes formales [26].
Sin embargo, hay que destacar que la frontera que separa ambas ramas es bas-
tante difusa y que algunas técnicas que se aplican de manera mas habitual en
una de las ramas pueden adaptarse a la otra.

Siguiendo ya sea el esquema de RGF como el de RSF, el funcionamiento de un
sistema de RF es siempre el mismo. Existe una primera fase de entrenamiento,
en la cual se le aportan al sistema los datos necesarios para que, mediante un
determinado proceso, aprenda la naturaleza de cada una de las clases!. Tras esta
fase de entrenamiento, se puede pasar al uso del sistema, en el cual se le aporta
al sistema el objeto desconocido y aquél, tras realizar un proceso, responde
a qué clase pertenece. Atendiendo a la forma del proceso que lleva a cabo el
sistema de RF tanto en la fase de entrenamiento (c6mo representa la naturaleza
de las clases) como en la de uso (cémo usa la representacién de las clases para
hacer la clasificacién), se habla de métodos de clasificacién paramétricos
y de métodos de clasificacién no paramétricos. Esta clasificacién se hace
segun los modelos que se usan para representar las clases.

En los métodos de clasificacién paramétricos los modelos vienen formados
por ciertas caracteristicas fundamentales (pardmetros). Es decir, en la fase de
entrenamiento se extraen a partir de los datos los parametros de los modelos y
en la fase de uso se utilizan para verificar la pertenencia o no del objeto a dicha
clase. El método paramétrico por excelencia es el método bayesiano [15]. En este
caso, el modelo es una distribucién estadistica. Asi, en la fase de entrenamiento
se estiman los parametros de esa distribucién estadistica que siguen los datos de
cada clase. En la fase de uso se utilizan test estadisticos para saber con qué pro-
babilidad pertenece el objeto a una cierta clase (es decir, con qué probabilidad
pertenece a la distribucién asociada).

Los métodos de clasificacién no paramétricos se caracterizan por la ausencia
de un modelo basado en parametros, ya que en este caso son los propios objetos
proporcionados en la fase de entrenamiento los que actian como modelos. Los
métodos no paramétricos més conocidos son las ventanas de Parzen y la regla de
los k vecinos més préximos (k-NN, k Nearest Neighbours) [15]. El caso de k-NN

1Por simplicidad, suponemos que nos enfrentamos a una tarea de clasificacién.
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es el de una regla extremadamente simple y con excelentes resultados, la cual se
basa en una medida de disimilitud o distancia entre los objetos. De esta manera,
un objeto se clasifica en una clase u otra segtn el valor de la distancia entre él y
los objetos proporcionados en la fase de entrenamiento. Cuando los objetos son
representados como vectores numéricos, una medida de distancia extremada-
mente usual es la distancia euclidea. Sin embargo, si los objetos se representan
por cadenas, la eleccién de la medida de disimilitud es un tema maés delicado,
ya que éstas no tienen una representacion clara en un espacio euclideo y, por
tanto, requieren de la definiciéon de otro tipo de distancias. La distancia mas
popular entre cadenas es la distancia de edicién (o de Levenshtein) [80], aunque
existen muchas otras propuestas que seran estudiadas con mas detenimiento en
la Seccién 1.5.

A lo largo de esta tesis, los problemas de RF a los que nos vamos a enfrentar
seran problemas de clasificaciéon de objetos representados por cadenas mediante
técnicas no paramétricas (k-NN).

1.2. Clasificadores basados en distancias

La tarea fundamental dentro del Reconocimiento de Formas que se aborda
en esta tesis es la tarea de clasificacion. Como indicamos en la Seccién 1.1, los
métodos de clasificacién se subdividen en paramétricos y no paramétricos. Va-
mos a hacer en primer lugar una revisién del método paramétrico mas frecuente,
el método bayesiano, que nos aporta ciertos resultados interesantes para nuestro
desarrollo posterior con métodos no paramétricos.

Sea un conjunto de clases Q = {w1,ws,...,ws} vy sea un objeto representado
por z. Suponiendo que se conoce la probabilidad a priori de cada una de las
clases P(w;) y que se conoce la distribucién de probabilidad con que w; puede
generar el objeto x, es decir, p(z|w;), la probabilidad de que x se asigne a w;
siguiendo la regla de Bayes [15] es:

P(wilz) = (L.1)
donde p(z) = Y.7_, p(x|w;)P(w;).

Asi, el proceso de clasificacién con el método bayesiano se basa en obtener
P(w;|z) usando las probabilidades a priori calculadas previamente, para clasi-
ficar = en aquella clase w; que dé la méxima probabilidad [15].

Vamos a examinar ahora la relacién que tiene con el error de clasificacién el
usar la clasificacién mediante la regla de Bayes. En primer lugar, notaremos la
probabilidad de acertar al clasificar x en la clase w; mediante un cierto criterio
de clasificacién como A(w;|x). Claramente, se da que A(w;|z) = P(w;|z), con lo
cual se puede definir el riesgo condicional del error como R(w;|z) = 1—A(w;|z) =
1 — P(wilz). Ya que 375_, P(wj|z) = 1, tendremos que:

S

R(wz'lz):ZP(WjISC)*P(wz'Ix): Y Plwjle)

j=1#i
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Siendo D el criterio de clasificacién tomado y notando entonces por D(z) la
clase en la que se clasifica x siguiendo dicho criterio, el error acumulado global
sera equivalente a:

R= /ER(D(:E)|:Z:) -p(z)dz (1.2)

donde E es el conjunto de datos sobre el que se estd haciendo la clasificacién.

Por tanto, la regla de clasificacién 6ptima serd aquella que minimice el valor
de R dado por (1.2), lo que equivale a minimizar el error cometido individual-
mente para cada uno de los objetos x. Asi pues, esta regla de clasificaciéon D
deber4d ser:

S
D(z) = w; = argmin R(w;|x) = argmin Z P(wjlz) =
1=1,...,s 1=1,...,s G=1,ji

S
= argmax 1 — Z P(wj|z) = argmax P(w;|z)
1=1,...,8 J=1, 54 1=1,...,8

es decir, la regla de clasificacién que minimiza el error es aquella que toma la
clase de maxima probabilidad a posteriori dado x, o sea, la regla de clasificacion
de Bayes.

Por tanto, tenemos que con el método de clasificacion bayesiano obtenemos
el minimo error. El problema es que este método requiere una estimacién fiable
de la densidad de probabilidad p(z|w;) la cual no es, en muchos casos, ficil de
obtener. Generalmente, se asume que dicha distribucién sigue una forma prede-
terminada (por ejemplo, una distribucién normal) y se calculan los pardmetros
de dicha distribucién predeterminada mediante métodos de inferencia estadisti-
ca [15].

El uso de métodos no paramétricos de clasificacién viene a tratar de soslayar
esta deficiencia de los métodos paramétricos. Estos métodos no paramétricos
representan las probabilidades de clasificacion mediante los propios datos, sin
hacer ninguna estimacién de parametros a partir de los mismos.

Para ello se define inicialmente la probabilidad de que un objeto x se sitie

en una regién R como:
pP= / p(x’)dx’
R

Con esta definicién, tenemos que P es un promedio de la densidad de proba-
bilidad p(z), con lo cual se puede estimar p mediante P. Si asumimos que existe
un total de n muestras que siguen la distribucién p, la probabilidad de que
k de ellas se sitien en la regién R viene dada por la regla binomial P(k) =
(Z) P%(1 — P)"~F. Para un valor de n lo suficientemente grande se dara que la
esperanza de k vale E(k) = nP, con lo cual se puede aproximar (al ser P una
estimacion de p) que p ~ %

Igualmente podemos asumir que la distribucién p(k) es continua y no varfa
en la regién R, es decir, R es lo bastante pequena. Por tanto, serd posible la

aproximacion [, p(z')dz" ~ p(x)V, donde V es el volumen de R.
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A partir de estas dos asunciones, tendremos que p(z) ~ % La convergencia
de esta probabilidad se dard cuando el nimero de datos n tiende a infinito,
momento en el cual la aproximacién se puede tomar como igualdad. Por tanto,
tendriamos p(z) = % en el caso ideal, en el cual V' se aproxima a cero y k
a infinito. En los casos reales, los volimenes de las regiones son relativamente
grandes y el nimero de datos es limitado, con lo cual la estimacion de dicha
probabilidad debe hacerse fijando alguno de esos pardmetros. Fijar el volumen
V nos lleva a las ventanas de Parzen, mientras que fijar k£ nos lleva a la regla de
los k-vecinos més cercanos [15].

En nuestro caso vamos a optar por fijar k, ya que fijar los voliumenes de
las regiones lleva en muchas ocasiones a problemas de sensibilidad respecto a
la eleccién de un volumen inicial. Al fijar k, lo que realmente ocurre es que
hacemos el volumen de las regiones variable en funcién de los datos, ya que la
regién asociada a x serd una hiperesfera centrada en el propio x y cuyo radio
serd el suficiente para contener k muestras de los datos disponibles.

Notaremos para cada clase w; su nimero de muestras disponibles por n; y
el nimero de muestras incluidas en una hiperesfera de volumen V' por k;. Por

tanto, dada la definicién de p(x) previa, tendremos que:

ki
T; 14

p(zlwi) =

Igualmente, tendremos que la probabilidad a priori de la clase w; sera:

Uz

Plw;) = —

(wi) = =
Asi, dado que la probabilidad incondicional p(x) estaba definida como p(z) =
%, podemos calcular la probabilidad a posteriori usando la regla de Bayes dadas

estas definiciones de probabilidades a priori. Dicha probabilidad sera:
p(@|wi)P(wi) _ ki
Pwilz) = —————= = — (1.3)
p(z) k
Por tanto, la probabilidad de que x se clasifique en cierta clase vendra dada
por el nimero de muestras de esa clase que quedan comprendidas en la hiperes-
fera definida con centro en x y que contiene k£ muestras. Evidentemente, las k
muestras que quedan contenidas en dicha hiperesfera son las k muestras mas
cercanas a r segun una cierta distancia definida entre objetos de dicho universo.
Por tanto, la regla de los k vecinos més cercanos (notada normalmente por
k-NN, de k Nearest Neighbour) se puede resumir en, dado un objeto x, encontrar
las k muestras disponibles méas cercanas al mismo usando una cierta distancia
definida, y clasificar  en la clase a la que pertenezcan la mayoria de las k
muestras. Un caso particular es la regla del vecino mas cercano, es decir, con
k = 1; en ese caso, se clasifica = en la clase a la que pertenece la muestra més
cercana a ella. Dicha regla se usa en el caso de que k-NN produzca un empate
(es decir, dos o més clases aportan el mismo nimero de vecinos que ademds es
el maximo).
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Una propiedad interesante de la regla k-NN es su relacién con el error cometi-
do usando la clasificacién por regla de Bayes. Sabemos que el error cometido
por la regla de Bayes, notado generalmente por R*, es el menor posible, y por
tanto serd la cota inferior del error que se puede obtener usando cualquier otra
regla de clasificacién (lo cual incluye a k-NN). Igualmente, es posible demostrar
que existe una cota superior del error cometido por k-NN, que esta fuertemente
relacionado con el error de Bayes. En concreto, se puede demostrar que el error
R de clasificacién por k-NN cumple la relacién [15]:

s
s—1

R*<R<R"(2- RY) (1.4)
donde s recordemos que es el numero de clases con el que estamos trabajando.

El error usando k-NN se aproxima al error de Bayes a medida que el niimero
de muestras y el nimero de vecinos k empleado tiende a infinito [15]. Sin embar-
go, esta situacién en la practica es inviable, ya que ni se dispone de un niimero
infinito de datos ni se puede hacer un cédlculo de infinitos vecinos. Por tanto,
lo ideal es obtener una muestra reducida y lo suficientemente representativa,
de manera que los k vecinos que se escojan sean representativos de su clase y
permitan una clasificaciéon adecuada del objeto x. La obtencién de esa muestra
reducida y representativa se lleva a cabo mediante las técnicas de extraccién de
prototipos que se presentan en la Seccion 1.3.

1.3. Técnicas de extraccion de prototipos

En esta Seccién vamos a dar cuenta de técnicas que nos permiten extraer los
prototipos adecuados en técnicas no paramétricas, en concreto, en clasificacion
por k vecinos més cercanos (k-NN). La necesidad de estas técnicas estriba en
dos factores fundamentales.

Por un lado, el clasificador k-NN resulta sensible a la presencia de prototi-
pos “ruidosos”, es decir, objetos que a pesar de pertenecer a la clase no resultan
representativos de la misma o que se sitiian en zonas de confusion con otra clase.
Por tanto, estos elementos pueden llevar a confusiéon con elementos de otra clase
(por lo cual se les llama “fuera de norma” o con el término anglosajén outliers).
Asi pues, seria conveniente la definicién de un proceso que nos permitiera dis-
tinguir cudles de esos prototipos de los que se dispone inicialmente deben ser
eliminados y cudles deben ser conservados. A este tipo de técnicas se les llama
técnicas de edicién [83, 13].

Por otro lado, una de las caracteristicas del clasificador k-NN es su alto
coste computacional, pues debe comparar con todos los prototipos presentes
y ello supone un calculo de distancia para cada uno de ellos. Por tanto, la
necesidad de reducir el nimero de prototipos al minimo sin perder calidad en la
clasificacién (es decir, sin aumentar la tasa de error) también es evidente. Las
técnicas destinadas a seleccionar ese conjunto minimo de prototipos se cono-
cen como técnicas de condensado [25] y estdn especialmente indicadas para el
clasificador NN.
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Pasamos ahora a describir las técnicas de edicién y condensado basicas pro-
puestas a lo largo de la historia del RF y una técnica més (que puede considerarse
una técnica mixta) basada en el concepto de media.

1.3.1. Técnicas de edicién

Como se ha comentado previamente, el objetivo de las técnicas de edicion es
la eliminaciéon del conjunto de prototipos de aquellas muestras que, debido a su
alto grado de ruido o a su situacién en ciertas zonas de confusién con otras clases,
provocan una mala clasificacién de las muestras a clasificar. Intuitivamente, se
ve que los prototipos que presenten estas caracteristicas deben ser aquellos que
estdn proximos a los prototipos de otras clases (y que en general se encuentran
en las cercanias de la frontera de decisién entre clases).

Un método general de edicion actiia usando una cierta regla de clasificacién
sobre un conjunto de prototipos, de manera que va eliminando de ese conjunto
de prototipos aquellos que resultan mal clasificados siguiendo tal regla de clasi-
ficacién. Ese proceso de clasificacién-eliminacion se va repitiendo hasta que se
alcance cierto criterio de terminacién (por ejemplo, no eliminar més prototipos).

El algoritmo de edicién mds popular es el multiedit [13], el cual presenta
como caracteristica fundamental su tendencia asintética al error minimo tedrico
cuando el conjunto original de prototipos tiende a infinito. El esquema bésico
de funcionamiento de dicho algoritmo es:

1. Particién: realizar la particién del conjunto total de prototipos S en N
subconjuntos disjuntos, S1, Se,..., SN, con N > 3.

2. Clasificacién: clasificar las muestras de S; usando como prototipos las
muestras de S; para j=1,...,N, j #1.

3. Edicién: eliminar todas las muestras clasificadas incorrectamente en el
paso 2.

4. Unidn: unir todas las muestras disponibles de nuevo en S

5. Terminacién: si en las tdltimas [ iteraciones no se ha producido ninguna
eliminacién, dar S como conjunto editado final, si no volver al paso 1.

Aplicando dicho algoritmo sobre un conjunto de muestras, se consigue un
nuevo conjunto de prototipos de menor tamano y con menos prototipos ruidosos,
lo cual favorece la mejor tasa de aciertos del clasificador £-NN. Sin embargo,
el conjunto final de prototipos suele seguir siendo demasiado grande como para
permitir un funcionamiento eficiente a nivel computacional del clasificador k-
NN.

1.3.2. Técnicas de condensado

El objetivo de las técnicas de condensado es el aumento de la eficiencia
computacional de los clasificadores k-NN evitando el aumento en el error de
clasificacién de los mismos. En realidad, su aplicacién se hace basicamente para
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el clasificador NN, pues para k-NN es més favorable que exista un niimero alto de
prototipos. Se trata de hacer una adecuada selecciéon de prototipos, de manera
que finalmente se dejan en el conjunto aquellos que resultan fundamentales
para la adecuada clasificacién de las muestras de prueba. Estos prototipos son
aquellos que marcan adecuadamente el limite de las clases (es decir, sus fronteras
de decisién). Dichos prototipos se caracterizan por, o bien estar en las cercanias
de dicha frontera de decisién o bien por ser prototipos que representan una alta
densidad de muestras.

Si nos centramos en el caso de que sean prototipos cercanos a las fronteras
de decision, el problema que se plantea en este caso es inmediato: si los prototi-
pos ruidosos se sitian en la cercania de los limites con otras clases, entonces las
técnicas de condensado van a tomar con gran probabilidad muestras ruidosas
como prototipos, con la consiguiente degradacién de las prestaciones de clasi-
ficacion. Esto provoca que los métodos de condensado en estos casos no sean
usados por si mismos, sino que suelen utilizarse tras un paso previo de edicién
cuyo objetivo es, precisamente, hacer que el condensado no obtenga muestras
ruidosas como prototipos.

Este hecho es aplicable a condensados basados en la propiedad de consisten-
cia [25], pero existen otros tipos de condensado que no requieren de esta edicién
inicial. Es el caso del condensado LVQ [39], que se caracteriza por la busqueda
de prototipos que representen una alta densidad de muestras.

Las técnicas de condensado se dividen, a su vez, en técnicas de seleccién [25,
18, 74, 40] (los prototipos finales son un subconjunto de los originales) y en
técnicas de reemplazo [39, 19, 62, 84, 10] (los prototipos finales no son nece-
sariamente un subconjunto de los originales y se obtienen por combinacién de
éstos). El algoritmo més popular de condensado es el condensing [25], el cual
actia de acuerdo con el siguiente esquema:

1. Inicialmente, una muestra va al conjunto Sy el resto va al conjunto G.

2. Se toma ordenadamente cada muestra de G y se clasifica (habitualmente
mediante NN) usando S como conjunto de prototipos. Si la muestra resulta
mal clasificada, se transfiere a S, si no, permanece en G.

3. Si tras el paso 2 no ha habido transferencias a S o si G resulta vacio, se
devuelve S como nuevo conjunto de prototipos; si no, volver al paso 2.

Como se ve, este es un esquema de selecciéon pues toma como prototipos
finales muestras del conjunto original. Este método es un método voraz (se
toma una ordenacién de las muestras y se va haciendo la seleccién segiin dicha
ordenacion) y es sensible a la inicializacién (la muestra que se asigna inicialmente

a sS).
1.3.3. El uso de la media como prototipo

Como alternativa a los esquemas clasicos de seleccion de prototipos, existe
una idea intuitiva alternativa. Esta idea consiste en tomar como prototipo de la
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clase aquél que se encuentre en el centro geométrico del conjunto de muestras
dentro de su espacio de representacién.

Dado un conjunto de muestras C' = {y*,y?,...,y/€I}, donde yJ € R" (es-
pacio euclideo de dimensién n) para j = 1,...,|C|, y |C| representa el tamano
(ntmero de muestras) de C, el vector media de C' corresponderia a aquel vector
que, en promedio, estd a menor distancia de todas las muestras de dicho con-
junto. Es decir, suponiendo la distancia euclidea d, el vector media del conjunto
de muestras es aquel vector X que minimiza:

| B .
Zd(i,yj)=2|l>"<—lel2=

IC] n ‘

IPIICEI 19

donde z; representa la i-ésima componente del vector X. Por tanto, tendriamos
que X = argmin,cpn leil1 Yooy (g — y?)2. En principio, la bisqueda de este
vector seria inviable dado que el niimero de elementos de R™ es infinito y re-
sultaria extremadamente costoso hacer una busqueda exhaustiva. Sin embargo,
existe una solucién analitica al problema de minimizacién propuesto. Si se deri-
va la ecuacién dada en (1.5) y se iguala a cero, al despejar el valor de x nos da
que el vector media tiene el valor:

ICl i

x = &i=1Y (1.6)

C
y esta solucién analitica podria usarse como representante de la clase C'.

Este uso podria verse como una técnica de condensado por reemplazo, pues
crea un nuevo conjunto de prototipos (uno por clase) a partir de los que se
tenfan previamente. El problema es que usar sélo este prototipo puede acarrear
una serie de dificultades al usar clasificadores k-NN que puede hacer que los
resultados no sean los adecuados.

Por un lado, se estd asumiendo que la media es un adecuado representante
de la clase. Sin embargo, las muestras de dicha clase siguen una cierta distribu-
cién de probabilidad para la cual la media no tiene por qué ser un representante
adecuado. Incluso si nos vamos a un caso méas especifico como es el de distribu-
ciones normales (gaussianas) existe un pardmetro determinante que no se tiene
en cuenta: la varianza de dicha distribucién. Sin dicho pardmetro es imposi-
ble hacerse una idea de la dispersién de los datos y, por tanto, determinar si
la muestra a clasificar presenta mas probabilidad de pertenecer a la gaussiana
generada por una media o por otra. Por tanto, las fronteras de separacién de
las distintas clases no quedan adecuadamente determinadas (pues representar
las clases solo con la media indica que se asume que todas las clases presentan
la misma varianza).

Para evitar tal problema, la idea seria representar la clase como una com-
binacién de varias gaussianas. Llevado al extremo, cada muestra generaria una
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gaussiana y la clasificacién seria equivalente al uso de un clasificador por vecino
més cercano con todas las muestras como prototipos [15]. En un caso menos
extremo, se tomaria la clase como una unién de varias subclases, y de cada una
de estas subclases se extraeria la media como representante y generadora de la
gaussiana correspondiente. El conjunto de medias extraido para cada subclase
seria el conjunto de prototipos de dicha clase.

Esta aproximacion seria, claramente, mucho maés precisa que extraer una sola
media por clase. Ademas, a diferencia de si se extrae una sola media por clase,
posibilita el uso de clasificadores k-NN al tener mas de un prototipo disponible
por cada una de las clases.

El problema de obtener las subclases posibles de una clase es un problema
equiparable al de obtener las clases de un conjunto de muestras no etiquetado,
es decir, al problema de la busqueda de agrupamientos o clustering. Por tanto,
se llevara a cabo una revisién de los métodos de agrupamiento en la Seccién 1.4.

En este apartado hemos visto como, desde el punto de vista de la repre-
sentacion vectorial, el vector media es un prototipo adecuado para los problemas
de clasificacion. Inmediatamente surge la posibilidad de extender dicho razona-
miento al caso de la representacién en la que los prototipos son cadenas. Sin
embargo, no existe féormula equivalente a la dada en la Ecuacién (1.6) y, tal y co-
mo veremos en la Seccién 1.6, serd necesario buscar una formulacion alternativa
para obtenerla.

1.4. Técnicas de agrupamiento

Las técnicas de agrupamiento buscan la obtencién de agrupamientos natu-
rales dentro de un conjunto de muestras; es decir, vienen a hacer una division
mas o menos natural dentro del conjunto de datos disponible. Dichas técnicas
desemperian un papel importante dentro del aprendizaje no supervisado [15],
pero también son utilizadas para poder distinguir subclases dentro de una clase
determinada.

La obtencién de agrupamientos naturales responde a muy diversos criterios.
En general, el factor fundamental es el uso de una medida de disimilitud entre
agrupamientos. Siguiendo esta medida, lo que se consigue es distinguir si dos
muestras pertenecen al mismo agrupamiento (disimilitud baja) o no (disimilitud
alta). Esta medida también se aplica agrupamiento a agrupamiento, a fin de
propiciar fusiones y separaciones entre los diversos agrupamientos obtenidos. El
objetivo de esto es conseguir agrupamientos lo més adecuados posibles.

Formalmente, un proceso de agrupamiento sobre un conjunto de datos X =
{z1,%2,...,Tn} va a obtener ¢ subconjuntos X, Xs,..., X., X; # 0 para i =
1,...,c, tales que X = X;UX,U---UX_, y disjuntos entre s{ (X;NX; =0 Vi #
Jj), de manera que los datos de cada X; tengan entre si una alta similitud. Esta
imposicién de que sean conjuntos disjuntos entre si es una asuncién necesaria
para los métodos clasicos, pero los métodos difusos no imponen esta restriccion,
permitiendo que ciertos elementos pertenezcan a mas de un subconjunto con
una cierta probabilidad (certidumbre). La medida de similitud ideal deberia ser
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invariante a posibles reescalados del conjunto de datos, a fin de conservar el
concepto de “agrupamiento natural” en cualquier representacion de los datos.

Segun el método usado para hacer el particionado, se habla de diversas técni-
cas de agrupamiento, que a su vez forman familias dependiendo de la filosofia
general que aplique el método. Las dos familias més importantes son las técnicas
de agrupamiento jerarquicas [2, 29, 75] y las técnicas basadas en minimizacién
del error cuadratico [15]. A continuacién, expondremos la filosofia basica de cada
una.

1.4.1. Agrupamientos jerarquicos

La filosofia del agrupamiento jerarquico se basa en partir de que cada muestra
es de por s{ un agrupamiento, y a partir de ahi se van fusionando agrupamien-
tos seglin un cierto criterio paso a paso, sin posibilidad de que una muestra
ya integrada en un agrupamiento pueda salir del mismo. El proceso se realiza
hasta alcanzar el nimero de agrupamientos deseado o hasta que estos formen
la particién mas satisfactoria, siendo el punto final el que todas las muestras se
encuentren en un solo agrupamiento. A este tipo de agrupamiento jerarquico se
le denomina aglomerativo [2].

También existe la posibilidad de hacerlo en sentido contrario: se parte de un
Unico agrupamiento inicial que recoge todas las muestras, y a cada paso uno
de los agrupamientos se divide en dos segin un cierto criterio. El punto final
serfa alcanzado cuando cada muestra forme por si misma un agrupamiento. A
este tipo de métodos se les conoce como divisivos, como contraposicién a los
descritos en el parrafo previo.

Un agrupamiento jerarquico se representa por un arbol llamado dendrogra-
ma, el cual muestra cémo se van produciendo los agrupamientos (Figura 1.1).
También es representable por la secuencia de matrices de distancias entre agru-
pamientos que se va produciendo.

La primera cuestién evidente que surge al observar el proceso es definir el
criterio que se usa para la fusién/separacion, ya que segin el criterio que se siga
los agrupamientos obtenidos difieren. Estos criterios se basan en medidas de dis-
tancia sobre ciertos elementos de cada agrupamiento o sobre alguna propiedad
en conjunto del agrupamiento [82]. Esto hace que los métodos de agrupamiento
jerarquicos sean suboptimos, ya que no existe un criterio fundamentado formal-
mente que garantice llegar a un 6ptimo global.

Un primer método propuesto es el conocido como método de enlace simple
(single-link method) o de los vecinos més cercanos [70, 58]. En este método,
se computa la distancia entre los agrupamientos como la distancia entre las
muestras mas cercanas entre los mismos. Una vez hecho el calculo, el paso
de agrupamiento consiste en unir los dos agrupamientos que se encuentran a
menor distancia segun dicho criterio. El problema de esta aproximacion es que
puede provocar la unién en un agrupamiento de muestras que realmente se
encuentran muy distantes entre si, quedando una particion poco natural en
algunas situaciones.
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Figura 1.1: Dendrograma: representacion grafica de un agrupamiento jerarquico
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De manera inmediata, surge el método con la filosofia opuesta, es decir, man-
tener en distintas particiones las muestras mas alejadas. Este método se conoce
como método de enlace completo (complete-link method) o de los vecinos més
lejanos [73, 12]. Aqui, la definicién de distancia entre agrupamientos equivale a
la mayor distancia entre las muestras de uno y otro. De nuevo se unen los agru-
pamientos que con este criterio den menor distancia entre ellos, pero el efecto
final es la alta cohesién interna de los agrupamientos.

Estos métodos presentados pueden ser usados teniendo una matriz de disi-
militudes (o distancias) entre todas las muestras a agrupar. Sin embargo, en
el caso de que las muestras se sitien en un espacio euclideo y, por tanto, se
use la distancia euclidea, se puede recurrir al método de suma de cuadrados o
de Ward [81]. La unién de agrupamientos se hace basdndose en el sumatorio
de distancias cuadraticas entre las muestras incluidas en el agrupamiento resul-
tante, escogiendo aquella unién que dé una menor distancia relativa (es decir, el
sumatorio de distancias cuadraticas se divide entre el nimero de muestras del
agrupamiento para garantizar que el tamafio del agrupamiento no influye).

Una de las ventajas de los métodos de agrupamiento jerdrquicos viene dada
por la facilidad de implementacién de todos ellos usando la llamada recurrencia
de Lance-Williams [42]. Esta recurrencia da una férmula general que permite
hallar la disimilitud entre un agrupamiento y el que se formaria al unir otros
dos, teniendo diversos parametros que, segin su instanciacién, dan la medida
de disimilitud de cada uno de los métodos.

1.4.2. Agrupamientos basados en sumas de cuadrados

El agrupamiento basado en sumas de cuadrados funciona tratando de mini-
mizar la dispersién interna dentro de cada agrupamiento (distancia intraagru-
pamiento) y de maximizar la dispersién entre los distintos agrupamientos (dis-
tancia interagrupamiento). Todos los métodos siguen la méxima de, a partir
del conjunto inicial de muestras, dividirlo en un niimero determinado de agru-
pamientos que optimicen dicho criterio. Sin embargo, la optimizacién de dicho
criterio suele tener unos costes computacionales muy altos, por lo cual la mayor
parte de los métodos aplicados son subdéptimos. Dichos métodos se diferencian
en el criterio de optimizacién (cémo miden en global las distancias intra e in-
teragrupamiento) y en el procedimiento de optimizacién que se adopte.

Para los criterios de optimizacién, se define la matriz de covarianzas del
conjunto total de muestras 53, la matriz de dispersion intraagrupamiento Sy y
la matriz de dispersién interagrupamiento Sp = ¥ — Sy [82]. Los criterios de
optimizacién bésicos son asi:

= Minimizacién de la diagonal de Sy
= Minimizacién de |Sy|/|3)|
= Maximizacién de la diagonal de SV_VIS B

= Minimizacién de la diagonal de S8y
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Respecto al procedimiento de optimizacién adoptado, el méas popular dentro
de los métodos basados en sumas de cuadrados es el método de las k-medias,
también conocido como isodata [15].

1.4.3. Métodos k-medias y k-medianas de obtenciéon de
agrupamientos

El método k-medias [15] es el més popular entre los métodos de agrupamiento
basados en suma de cuadrados. Este método es suboptimo y se basa en mini-
mizar el primer criterio que hemos nombrado previamente (minimizacién de la
diagonal de Sw).

La idea del método es sencilla; se parte del nimero de agrupamientos que
buscamos k, y se seleccionan inicialmente & muestras de entre las disponibles.
Cada una de esas k muestras es la semilla de un agrupamiento, y se asocia el
resto de muestras al agrupamiento definido por estas k iniciales, haciendo este
agrupamiento por minima distancia, y se calcula el valor del criterio descrito
previamente. Tras este primer paso, se recalculan las medias de cada uno de
estos agrupamientos y se usan para volver a agrupar todas las muestras; se
calcula el valor del criterio de minimizacion y si resulta mayor o igual que en la
iteracién previa, se detiene el proceso. En caso contrario, se sigue iterando.

Este problema de obtener k agrupamientos admite un enfoque desde el punto
de vista combinatorio que ha sido estudiado desde hace tiempo y que es conocido
como el problema de las k-medias [60]. El problema de las k-medias se puede
ver como una generalizacién del problema de hallar la media de un conjunto
de muestras. Asi, si el problema de hallar la media de un conjunto de muestras
consiste en hallar el punto del espacio de representacién cuya suma de distancias
al conjunto de muestras sea minima, el problema de las k-medias trata de hallar
los k puntos (representantes) del espacio de representacién tal que la suma de
distancias de cada muestra a su representante mas cercano sea minima.

Asi, si P es el conjunto de muestras sobre un cierto espacio de representacion
E con una cierta distancia d definida, dicha formulacién viene expresada por
hallar el conjunto de puntos @ C E, con |@Q| = k, que cumpla la Ecuacién (1.7).

@ = argmin Zml’nd(p,q) (1.7)
QCE.[QI=k ,cp 19

Evidentemente, la solucién de este problema es una solucién al problema de
obtener k agrupamientos, ya que cada representante generaria un agrupamiento
formado por las muestras mas cercanas al mismo. Este problema es NP-Duro [60]
(dependiendo del espacio de representacién E), por lo cual sélo se pueden dar
soluciones aproximadas de manera eficiente. Una de esas soluciones es la técnica
de las k-medias descrita previamente.

Una variante que surge de manera inmediata es restringir el espacio de
busqueda al conjunto de muestras. Asi, al igual que para hallar la mediana
de un conjunto de muestras se busca la muestra de dicho conjunto que minimice
la suma de distancias de cada muestra a dicha mediana, se puede generalizar



1.4. TECNICAS DE AGRUPAMIENTO 19

este concepto para k muestras. Asi, si P es el conjunto de muestras sobre un
cierto espacio de representacion [E con una cierta distancia d definida, dicha for-
mulacién viene expresada por hallar el conjunto de muestras Q C P con |Q] = k
que cumpla la Ecuacién (1.8).

@ = argmin Z mind(p, q) (1.8)
QCP,|Q|=k pEP 9€Q

Este problema es conocido como el problema de las k-medianas [60]. De nue-
vo, la solucién de este problema nos genera k agrupamientos dentro del conjunto
de muestras P, cada uno de ellos generado por un representante (muestra de
Q). El problema de las k-medianas es un caso particular del problema general
de localizacién de prototipos [54], y como tal es NP-Duro [35].

Por tanto, de nuevo debe de optarse por buscar soluciones aproximadas en un
tiempo razonable. La técnica mas usada para esta resolucién aproximada es el
algoritmo de las k-medianas [33]. La forma de proceder de este algoritmo es muy
semejante a la del k-medias. Se parte de k& muestras iniciales, las cuales actian
como representantes y generan sus agrupamientos asociados. Tras este agru-
pamiento inicial, el paso de reagrupamiento consiste en calcular las medianas
de cada agrupamiento obtenido y usar este conjunto de medianas como nuevo
conjunto de representantes. De este conjunto de representantes se obtienen los
nuevos agrupamientos y se vuelve a iterar. El fin del proceso se da cuando los
agrupamientos no varfan de un paso a otro.

1.4.4. Meétodos de inicializaciéon para k-medias y k-medianas

Hemos visto que una de las caracteristicas tanto del k-medias como del k-
medianas es su dependencia de la inicializacién, ya que una adecuada seleccion
de las semillas de los agrupamientos puede llevar a un agrupamiento final con
un mejor valor del criterio de optimizacién.

Este es un problema que se ha abordado con diversos heuristicos. El método
trivial consiste en escoger k muestras aleatoriamente del conjunto y usarlas
como representantes iniciales [15]. Evidentemente, no se puede garantizar que
esta inicializacion lleve a buenos resultados, ya que existe la posibilidad de tomar
muestras poco representativas de la distribucién real de los datos.

Una alternativa es la seleccién supervisada de muestras como represen-
tantes [34]. En este tipo de seleccién se escogen muestras que son claramente
representativas del conjunto de datos a estudiar, con lo cual se obtienen & repre-
sentantes iniciales que tienen una calidad garantizada. El problema es que este
tipo de inicializacion es principalmente manual, es decir, no es posible llevarla
a cabo con métodos completamente automaticos.

Un método usado habitualmente es el conocido como método voraz [60].
Este es un método genérico subdptimo para resolver el problema de escoger
k representantes del conjunto de muestras disponible que optimicen una cierta
funcién objetivo. Si la funcién objetivo a optimizar es z y el conjunto de muestras
es P, la obtencién del conjunto de representantes () se hace en sucesivos pasos
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que obtienen los conjuntos Q?, con t = 0,..., k, siendo finalmente Q = Q*. En
el caso de minimizacién, la obtencién de los distintos Q! se realiza siguiendo la
férmula:

0 t=0
Q' = { Qt'u{q¢}t t>0 con ¢ = argmin z(Q'"tU{p}) (1.9)
peEP-Q!1

Como vemos, el proceso consiste en ir anadiendo cada vez al conjunto previo la
muestra ain no escogida que minimice la funcién objetivo, hasta que se obtienen
las k muestras necesarias.

Particularizando para un conjunto de datos finito en el que esta definida una
medida de distancia, definimos el conjunto total de muestras 7" y el conjunto

de representantes S, con |S| = k. La funcién objetivo a minimizar se define
asi como:

S) = ind(s,t 1.10

2(9) t;ggg (s:1) (1.10)

donde d es la distancia definida entre las muestras. Como vemos, se trata de
escoger un conjunto S de k muestras y luego asignar cada muestra ¢ € T al
elemento de s € S més cercano. La suma total de distancias entre ¢ y s es el
criterio a optimizar.

Asi, el método voraz de optimizacion para este caso quedaria descrito median-
te la formula:

0 t=0
St = { St=tu{s;} t>0 con s, = argmin Y { d(u,v) (1.11)

min
reT—St—1 yeT vEST—1U{r}

donde a cada iteracién se anade la muestra r € T' que aun no estd en S tal que
al anadirla a S conseguimos el valor minimo para la funcién descrita en (1.10).

Otra de las alternativas de inicializacién es el método de optimizacién cono-
cido como método de intercambio [60]. En dicho método, se tiene un conjunto
de k representantes iniciales, que puede haberse escogido usando alguno de los
métodos descritos previamente (aleatorio, voraz,. .. ). Partiendo de esos k repre-
sentantes, el método trata de hallar en cada paso un par (r,m), r miembro del
actual conjunto de representantes y m muestra no incluida en dicho conjunto,
de manera que al excluir r de, e incluir m en el conjunto de representantes se
optimice la funcién objetivo.

Es decir, si tenemos el conjunto de muestras 7'y un cierto conjunto de repre-
sentantes ), la actualizacién de @ a )’ para la minimizar la funcién objetivo z
se realiza siguiendo la férmula:

Q' =Q—{r}u{m} con (r,m)= argmin 2(Q—{q}U{t}) (1.12)
(¢,1)€EQXT-Q

Es decir, se escoge el par de muestras tal que al eliminar una y anadir la otra
se mejore lo més posible la funcién objetivo. Este proceso se haria hasta que
cualquier cambio de @ a @)’ diera un incremento de la funcién objetivo, es decir,
no existe ningun posible intercambio que permita obtener un valor menor de z.
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En el caso de espacios con una medida de distancia definida, la funcién
objetivo es la misma que para el método voraz (la descrita en la Ecuacién
(1.10)), y por tanto describirfamos el método de optimizacién por intercambio
en dicho caso mediante la siguiente férmula:

S'=8—-{s'tu{s} con (s',s) = argmin Z

min ~ d(u,v) (1.13)
(rt)eSxT—8 oy veS—{rtuit}

Es decir, se realiza el intercambio entre las dos muestras tal que se dé la menor
distancia acumulada, tomando la distancia de las muestras no tomadas siempre
a su representante mds cercano (incluyendo y excluyendo las muestras que se
prueban en el paso actual).

Como hemos comentado previamente, para obtener las £ muestras iniciales
necesarias para realizar los intercambios puede usarse alguno de los métodos
descritos previamente. En el caso de usar el método voraz para obtener esas
k muestras, dicha aproximacién es la conocida como la voraz-intercambio [33].
Otra variacion de esta técnica de optimizacién es la generalizacién de la misma
a varias muestras a la vez; es decir, en vez de limitar el intercambio a una
muestra en cada iteracién, se generaliza a intercambiar k muestras (dicho k no
tiene relacién con el nimero final de representantes) en cada iteracién. Dicha
variante se conoce como k-intercambio [60].

Otro hecho que también se debe destacar es que el algoritmo k-medianas es
en realidad una simplificacién de este método de intercambio. La restriccion que
aporta k-medianas es que los prototipos a intercambiar pertenecen al mismo
agrupamiento (ya que uno es el representante actual, que ha generado dicho
agrupamiento, y el otro debe ser la mediana, que por definicién pertenece a
dicho agrupamiento), y no al conjunto total de muestras disponibles.

Hasta ahora, los métodos nombrados (voraz, intercambio y voraz-intercambio)
son en realidad técnicas genéricas de optimizacién que pueden aplicarse para
obtener las k muestras iniciales necesarias para aplicar k-medias o k-medianas.
Sin embargo, existe otro método especifico que se ha usado con frecuencia como
inicializacién para k-medias, presentado en su dia por Katsavounidis en [36].
Este método se puede ver como un método voraz aproximado, con la ventaja de
ser mucho més eficiente [34]. Basdndose en dicho método, se propuso el algoritmo
maxmin [34] como técnica de inicializacién para el método k-medianas.

El algoritmo maxmin parte de una muestra inicial arbitraria, que va a ser
la generadora de la secuencia de representantes. Para llegar a obtener los k
representantes, en cada paso va a tomar la muestra mas alejada del conjunto de
representantes actuales. Asi, dado un conjunto de muestras P entre las cuales
existe una medida de distancia d, en la iteracién ¢ tendremos el conjunto de
representantes Q' formado segtin la siguiente férmula:

. muestra_arbitr(P) ¢t =0
Q=19 Q" 'U{q} t>0 con ¢ = argmax min d(p,q) (1.14)
peP—Qt—1q€Q* !
Como vemos, a diferencia de los métodos previos aqui se hace uso de una medida
de distancia d y no de una funcién objetivo general. Por tanto, esto implica que
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Entrada: P conjunto de datos, k nimero de agrupamientos a obtener
Salida: @ C P conjunto de representantes de los agrupamientos
Inicio

Q=10

g = muestra_arbitr(P)

Parat=1,...,k /* Hasta alcanzar el nimero de agrupamientos */
Q=QU{q} /* Anadimos la seleccionada anteriormente */
maxmin = 0
ParaTodo u € P— @ /* Para todas las muestras no tomadas */

duv = oo
ParaTodo v € ()
/* Se toma la distancia al representante més cercano */
Si d(u,v) < duv Entonces duv = d(u,v) FSi
FParaTodo
Si duv > maxmin Entonces /* Si estd mas lejos, se toma */
g=u
mazmin = duv
FSi
FParaTodo
FPara
Devolver

Figura 1.2: Esquema del algoritmo maxmin

sblo puede aplicarse el algoritmo maxmin para espacios métricos. El esquema
general de este algoritmo se presenta en la Figura 1.2, donde d indica la funcién
de distancia usada. Puede verse que a cada iteracién prueba todas las mues-
tras que aun no estdn en @ (conjunto de representantes) y calcula la distancia
de esa muestra al representante més cercano. Finalmente se anade la muestra
que presenta la mayor distancia a su representante mas cercano. El proceso se
repite hasta que se tienen las £ muestras que seran los representantes de los &
agrupamientos.

En [34] se hace un estudio de la eficacia de varios algoritmos para la se-
leccién inicial de prototipos para aplicar posteriormente el método k-medianas.
En dicho estudio se muestra que el algoritmo maxmin consigue mejores resulta-
dos respecto a la eleccién aleatoria y equiparables a los que obtiene el método
voraz-intercambio, siendo con respecto a este iltimo método més eficiente com-
putacionalmente.

1.5. Medidas de disimilitud entre cadenas

Como hemos visto en la Seccién 1.1, para la aplicacién de técnicas no
paramétricas de clasificacién es necesaria la definicién de una medida de disi-
militud entre los objetos. Dicha medida, debe cumplir una serie de condiciones
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para garantizar la correccién de los resultados de clasificacion. Asi, dados dos
objetos codificados cualesquiera 01 y 02, la medida de disimilitud d debe cumplir
las siguientes condiciones [82]:

u d(01,02) Z 0
L d(Ol,Ol) =0
L] d(01,02) = d(OQ,Ol)

Si ademés de estas tres condiciones se cumple la condicién de desigualdad trian-
gular:
d(01,02) + d(02,03) > d(o1,03) Vo1, 02,03

entonces se tiene que d es una métrica, y se habla de ella como una medida de
distancia.

Cuando los objetos se representan mediante vectores, existen gran cantidad
de distancias [82]. En el caso de la representacién por cadenas también ha habido
diversas propuestas de medidas de disimilitud entre cadenas [72], algunas de las
cuales vamos a detallar a continuacién.

1.5.1. Distancia de edicion

El problema de hallar la disimilitud entre dos cadenas sobre un determinado
alfabeto puede verse como una cantidad numérica que determine el “esfuerzo”
necesario para convertir una cadena en otra. Asi, cuanto menor sea el esfuerzo
necesario para esa transformacion, mas préximas estaran estas cadenas.

A la hora de definir cémo se realiza dicha transformacion, se pueden definir
multitud de operadores basicos que la realicen. Histéricamente, se han definido
como operadores basicos los de sustitucion, insercién y borrado. Dadas las cade-
nas s y t a comparar, de longitudes |s| y [t|, s = 8152 -85 Yt = t1-ta---t}y,
el operador de sustitucién empareja un simbolo de s con un simbolo de ¢. El
operador de inserciéon hace que un simbolo en la cadena s no esté emparejado
con ninguin simbolo de ¢. El operador de borrado hace que un simbolo de ¢ no se
empareje con ninguno de s (es, por tanto, el dual de insercién). En la Figura 1.3
podemos ver la reprensentacion grafica habitual de las operaciones de edicién,
donde X representa la cadena vacia (de manera que (), b) representa la insercién
y (a, \) representa el borrado).

Es evidente que otras muchas operaciones elementales de edicién pueden ser
definidas. Una de ellas puede ser la transposicién [72], en la cual se consideran
secuencias de dos simbolos que intercambian su posicién (es decir, la secuencia
ab se cambiarfa por ba, con a,b € ¥). Aunque dicha operacién equivale a dos
sustituciones, es posible que en la tarea con la que se trabaje tenga sentido que
el “esfuerzo” total de dicha operacién sea menor que la suma del “esfuerzo” de
ambas sustituciones. De todas maneras, nuestro trabajo se centrara en las tres
operaciones de edicién clasicas.

Siguiendo la nomenclatura propuesta por Wagner y Fischer [80], se definen
las operaciones de edicién elementales por pares (a,b) # (A, A), donde a y b son
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(Ab) (a,b)

(a,4)

Figura 1.3: Representacion grafica de las operaciones de edicion.

cadenas de, como méaximo, un simbolo. Asi, una sustitucién viene representada
por (a,b), un borrado por (a,\) y una insercién por (\,b). Para transformar
una cadena s € ¥* en una cadena ¢t € ¥* se sigue una secuencia de operaciones
de edicién elementales 7, llamada transformacion.

Supongamos por ejemplo que tenemos definidas las cadenas s = abbca y
t = bacaba, definidas sobre el alfabeto ¥ = {a, b, c}. Una posible transformacién
de s en t vendria definida por la siguiente secuencia:

s = abbea =N bbea =Y pbea = babea =N baca

baca =% baca =M bacaa =** bacab =M bacaba = t

A cada una de estas operaciones se le asocia un peso v determinado (que
computaria el “esfuerzo” de la operacién). En el caso de la distancia de edicién
clédsica, estos pesos quedan definidos como:

v(a,m{é;‘ﬁi M@ =1  4(Ab=1  VYabes

Sin embargo, es posible asociar cualquier peso a estas operaciones de edicién,
algo que resulta méas que 1util de cara aplicaciones reales. Esto se debe a que el
“esfuerzo” asociado a sustituir dos simbolos cualquiera no tiene por qué ser
siempre el mismo. Por ejemplo, si las componentes elementales que representan
dichos simbolos son muy distintas resulta razonable pensar que la sustitucion de
una por otra requiera de més “esfuerzo” que la sustitucion entre dos simbolos
que representen componentes mas semejantes. Igualmente puede suceder en los
casos de insercién y borrado (insertar o borrar cierto simbolo puede ser més
costoso que hacerlo para otro).

Asi, se puede considerar la posibilidad de que los pesos asociados a cada
operacion de edicién elemental dependan de los simbolos comparados, y no que
sean unitarios tal como se define en la distancia de edicion cldsica. También seria
posible hacer que dichos pesos dependan de otros factores aparte de los propios
simbolos implicados, como por ejemplo, del contexto (simbolos adyacentes en
las cadenas implicadas en la transformacién), aunque generalmente, tal y como
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>0 T o2
— N = O
N = O =T
= O = NO

— N =y

Figura 1.4: Matriz de pesos para ¥ = {a, b, ¢}

propusieron Wagner y Fischer [80], inicamente se tienen en cuenta los propios
simbolos implicados. A este tipo de distancia que se basa en pesos no unitarios se
la conoce generalmente como distancia de edicién ponderada, y, evidentemente,
la distancia de edicién clasica es un caso particular de la misma.

Normalmente, el peso asociado a las operaciones de edicién se representa
mediante la llamada matriz de pesos, que se define como una matriz {EU{A} x
SU{A}}—{(\, M)} — R. En dicha matriz, las filas y columnas quedan indizadas
por el alfabeto X sobre el cual se construyen las cadenas y la cadena vacia A.
Asi, si llamamos M a la matriz de pesos, tendremos que ~y(a,b) = M(a,b), para
a,b € ¥ U {\}. Un ejemplo de matriz de pesos, para el alfabeto ¥ = {a,b, c},
puede verse en la Figura 1.4.

Se puede extender la definicién de « sobre transformaciones completas, de
manera que v(7) es la suma de todos los 7y(a, b) para todas las ediciones elemen-
tales (a, b) de la transformacién 7. Por tanto, para el ejemplo de transformacién
que hemos mostrado arriba, suponiendo que usamos la matriz de pesos de la
Figura 1.4, tendriamos:

Y(T) =~(a, ) +7(b,b) +v(X, a) +7(b,X) +(c,c) + (A, a) +7(a,b) +v(\,a) =
1404+14+2+0+1+1+1=7

Evidentemente, a la hora de calcular la distancia de edicién entre cadenas
se debe considerar la mejor transformacién posible de una cadena a otra, enten-
diendo por mejor la que necesite un menor esfuerzo. Asi pues, la definicién de
distancia de edicién entre dos cadenas sobre el alfabeto X, s y ¢, se define por:

d(s.t) = min {1(T)) (1.15)

donde T'(s,t) es el conjunto de todas las posibles transformaciones de s a t. En
el caso de nuestro ejemplo, la transformacién 6ptima seria la siguiente:

s = abbea =N bbea =Y pbea = baca =) baca

=29 pacqg =M pacab =M bacaba =t

cuyo peso seria 4.

Esta definicién de distancia de edicién en funcién de las transformaciones
cumple la desigualdad triangular independientemente del peso asociado a ca-
da una de las posibles operaciones elementales. Para que sea una métrica es
necesario exigir que se cumplan ademds las condiciones [53]:
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= y(a,a) =0 VacX
» v(a,b) >0 Va#b abeXU{\}
= y(a,b) = (b, a) Va,b € ZU{\}

Esto implica que la definicion clasica pueda ser considerada propiamente una
distancia, mientras que para la definicién ponderada es necesario imponer dichas
restricciones a la hora de elegir los pesos para que pueda ser considerada una
distancia propiamente dicha. Por tanto, la matriz de pesos serd generalmente
simétrica, con ceros en su diagonal principal y el resto de elementos mayores
que cero.

Otra condiciéon que suele imponerse para la matriz de pesos es la de evitar
que una sustitucién sea menos favorable que la insercién-borrado de los simbolos
implicados. Es decir, se suele disenar la matriz de pesos de manera que v(a, b) <
~(a, A) + (A, b). Como regla general, se suele restringir a que v cumpla a cada
par de sfmbolos la desigualdad triangular, es decir, v(a,b) < v(a,c) + v(c,b)
para a # b # ¢, con a,b,c € LU {A}.

Si dicha propiedad se cumple, tenemos la ventaja de que es posible el calculo
de la distancia de edicién usando la representacién por secuencias de edicién [80].
Una secuencia de ediciéon p para las cadenas s y ¢t es una secuencia de pares de
enteros (ix, ji), con 0 < k < m, donde m es la longitud de la secuencia, tal que
se cumple:

0<ip—ip1<1,0<js—js1<1,Vk<1 (1.16)
i — k=1 + Jk — Jr—1 > 1

es decir, una secuencia de pares de puntos tales que dicho par representa los
simbolos por los que se va haciendo la transformacion en la primera y en la se-
gunda cadena, respectivamente. Asi, por ejemplo, tomando de nuevo las cadenas
s = abbca y t = bacaba, una posible secuencia de edicion seria:

s = abbca = (0,0) — (0,1) — (1,2) — (2,2) — (2,3)—
—(3,4) — (4,4) — (5,5) — (6,5) = bacaba =t

Esta forma de representacién es muy poco intuitiva. Por tanto, es usual
representar dicha secuencia de edicién como un camino dentro de un grafo lla-
mado grafo de edicién (representable como una matriz), que indica las sucesivas
ediciones que se van realizando en la secuencia de edicion. Para el ejemplo que
estamos siguiendo, dicha representacion coincidiria con lo mostrado en la Figu-
ra 1.5.

Dos puntos sucesivos de la secuencia de edicién corresponden a una operacién
de edicién elemental, de manera que para asociar el peso de una secuencia de
edicién p para s y t se sigue la féormula:

m
v(p) = ZV(Sik,l-;-l...ik,tjk,1+1...jk) (1.17)
k=1
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N

Figura 1.5: Representacién habitual de una secuencia de edicién

donde s; ; indica la subcadena de s desde la posicién 7 a la posicién j de la
misma si ¢ < j, o A cuando ¢ > j.

Asi, la distancia de edicién se puede definir en funcién de las secuencias de
edicion, de manera que:

d(s,t) = min {1(p)} (118)
PEP(s,t)

donde P(s,t) es el conjunto de todas las secuencias de edicién posibles para las
cadenas s y t.

Para calcular esta distancia, el planteamiento es pensar que a cualquier pun-
to (i,7) de la secuencia de edicién, que pertenece al conjunto {0,...,|s|} X
{0,...,[t|}, se puede llegar desde los puntos (i — 1,5 —1), (i —1,5) y (¢, — 1),
(excepto en los casos limite en los que ¢ = 0 o j = 0) usando respectivamente
sustituciones (cambia s; por t;), inserciones (inserta s;) y borrados (borra t;).
Dicho punto se corresponde con el fin de las secuencias de edicién entre las sub-
cadenas s1..; y ti..;. Por tanto, el cdlculo de la distancia puede hacerse con la
funcién recursiva:

d(s1..i,t1..5) = min{d(s1. i—1,t1..j + v(si, A),
d(s1..i—1,t1. j—1 + (85, 85), (1.19)
d(s1..at1. -1 +v(\t5)}

que para el caso de las cadenas completas, evidentemente, se corresponde con
hacer la recurrencia desde el punto (|s|, [t]).

Esta funcién recursiva puede calcularse usando un algoritmo de Progra-
macién Dindmica propuesto en [80], cuyo esquema bésico vemos en la Figura 1.6.
Su coste computacional es de O(|s]|[t]), que en el caso espacial puede reducirse
a O(min{|s|, [t|}) si no es necesario recuperar la secuencia de edicién.



28 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Entrada: s,t € ¥*, v funcién de pesos

Salida: D € RUsIHDXUHD) matriz de Programacién Dindmica con
las distancias de edicién, tal que d(s,t) = D(]s], |t])

Inicio

D(0,0) =0

Parai=1,...,]s| /* Inicializacién para borrados */
D(i,0) = D(i — 1,0) +~(s5, )

FPara

Para j=1,..., |t /* Inicializacién para inserciones */
D(0,7) = D(0,j — 1) +1(\ 1)

FPara

Parai=1,...,]s| /* Para cada punto del grafo */
Para j=1,...,|[t

D(ir§) = min{D(i — 1,7) + (50> ) D(i,§ — 1)+ 7(\ 1),
D(i—1,7—1) +(si, t;)}

FPara

FPara

Devolver D

Figura 1.6: Algoritmo de Programacién Dindmica de Wagner y Fischer que
permite el calculo de la distancia de edicion clasica entre dos cadenas s y ¢

1.5.2. Distancia de edicién normalizada

Uno de los problemas que presenta la distancia de edicién tal y como se ha
definido hasta ahora es su sensibilidad a la longitud de las cadenas. Es decir, a
mayor longitud de las cadenas comparadas, la distancia de edicién tiende a ser
también mayor. Asi, por ejemplo, sobre ¥ = {a, b}, las cadenas aa y ab presen-
tarfan una distancia de edicion clasica de valor 1, mientras que aaaaaaabaa y
aabaaaaaaa presentan una distancia de edicién clasica de valor 2. Sin embargo,
en el primer caso difieren en el 50 % de los simbolos mientras que en el segundo
s6lo difieren en el 20 %. Por tanto, la distancia de edicién no parece adecuada
cuando se trata de obtener comparaciones entre cadenas de diversa longitud.

Asi, la idea inmediata que acude es la de definir una distancia entre cadenas
que resulte independiente de la longitud de las cadenas a comparar, midien-
do realmente el grado de disimilitud entre ellas y no la disimilitud en valores
absolutos. Siguiendo estas directrices, se propuso la distancia de edicién nor-
malizada [53].

Dada una secuencia de edicién p, se define su peso como W (p) = v(p), siendo
la definicién de -« la vista en (1.17). De la misma manera, se define la longitud
de la secuencia de edicién p, L(p), que es el nimero de operaciones de edicién
elementales de p. Asi, se define la distancia de edicién normalizada entre dos
cadenas s y t sobre ¥ como:

n — (1.20)
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Entrada: p* secuencia de edicién arbitraria para sy ¢
Salida: d distancia de ediciéon normalizada entre s y t, p* secuencia
de edicion asociada

Inicio
d* = % /* Valor inicial */
Repetir
d/ — d*
p* = argmin,cp(, ) (W(p) —d'L(p)) /* Aplica prog. fraccional */
d* = W(p*)
L(p*)
Hasta d* = d’ /* Hasta la convergencia */

Devolver d*, p*

Figura 1.7: Algoritmo para el cdlculo de la distancia de edicién normalizada y
su secuencia de edicién asociada

donde P(s,t) es nuevamente el conjunto de todas las posibles secuencias de
edicion entre s y t.

La computacién de la distancia de edicién normalizada se puede hacer usando
como matriz de pesos 7y cualquiera de las que se pueda usar para el cdlculo de la
distancia de edicién ponderada. El algoritmo que se usa para su calculo se basa
en técnicas de programacion fraccional y fue presentado en [79]. Su esquema
bésico se puede ver en la Figura 1.7. Como se ve, el proceso consiste en partir
de una secuencia de edicién inicial p* (por ejemplo, la obtenida aplicando la
distancia de edicién no normalizada), de la cual se conoce su peso W(p*) y
su longitud L(p*). Con esto se tiene un valor inicial de la distancia de edicién
normalizada d’, que se usa para calcular una nueva secuencia de edicién p*
usando la minimizacién sobre la regla dada por programacién fraccional (W (p)—
d'L(p)). Este proceso se repite hasta que no haya diferencias entre la distancia
computada en una iteraciéon y la computada en la iteracion previa. El coste de
dicho algoritmo es, en término promedio, del mismo orden que el cédlculo de la
distancia de edicién no normalizada [79].

Esta medida de disimilitud presenta la caracteristica de no ser formalmente
una métrica (es decir, una distancia), ya que la desigualdad triangular no siem-
pre se cumple. Se pueden encontrar ejemplos que muestren este hecho para
ciertas matrices de pesos en las cuales una insercién o borrado tiene un peso
mucho menor que cualquier otro peso de la matriz [53]. Sin embargo, en la
practica estas situaciones no suelen darse y la distancia de ediciéon normalizada
suele cumplir con todas las condiciones necesarias para ser una métrica.

1.6. El problema de la cadena media

La idea intuitiva de cadena media se corresponde con la equivalente a la
del vector media para un conjunto de datos representado mediante cadenas. La
definicién inicial de cadena media se debe a Kohonen [38], en cuyo trabajo se
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define por primera vez el concepto y se ofrecen resultados?.

1.6.1. Definicién de cadena media

Dado un alfabeto ¥, definimos su monoide libre asociado, notado por ¥*,
como el conjunto de todas aquellas cadenas de longitud finita formadas con los
simbolos de X. Sea d una medida de disimilitud o distancia definida sobre 3*.
Dado S = {s!,s2,...,s"} C ¥*, la cadena media de S, mg viene definida, segtin
lo propuesto por Kohonen, por:

n
mg = argminZd(s,si) (1.21)
SEXT o1

Como vemos, dicha definicién es muy semejante a la del vector media, pues
busca dentro del espacio de representacién (en este caso, el monoide libre sobre
el alfabeto X) aquel elemento que minimice la suma de distancias a todas las
muestras de S. En este caso no es posible caracterizar la cadena media como se
hizo para el vector media en (1.6), ya que no es posible efectuar la derivacién
de la funcién dada en (1.21) para encontrar la solucién analitica al problema de
minimizaciéon. Es mas, estd demostrado que el problema de obtener la cadena
media es NP-Duro [11].

Respecto a la medida de disimilitud d, no esta definida; es decir, cualquier
medida de disimilitud que se pueda definir sobre ¥* es plausible para la defini-
cién de la cadena media. Esto se debe a que es la propia medida de disimilitud
la que genera el espacio métrico (siempre y cuando cumpla las propiedades nece-
sarias descritas en la Seccién 1.5). El concepto de media sélo tiene sentido en un
espacio métrico definido, es decir, la media para un cierto conjunto de muestras
en un espacio métrico no se corresponde con la de las mismas muestras represen-
tadas en otro espacio métrico distinto. Por tanto, la obtenciéon de la media con
cualquier medida de disimilitud d es correcta al estar las muestras representadas
en el espacio métrico definido por d.

Asi, cualquiera de las medidas de disimilitud propuestas en la Seccién 1.5
puede usarse para esta definicién. Igualmente, otras medidas (como las descritas
en [38]) son aplicables, aunque algunas medidas s6lo son aplicables en casos
restringidos (por ejemplo, la distancia de Hamming sélo es aplicable cuando se
trata de cadenas de la misma longitud).

Evidentemente, el escoger una medida de disimilitud u otra depende de lo
adecuada que resulte tal medida para la aplicacién correspondiente, ya que el
fin 4ltimo de obtener la cadena media es su aplicacién en tareas de RF. Si para
la tarea final es més adecuada cierta medida de disimilitud, lo méas conveniente
es usar esa propia medida en la definiciéon de cadena media.

2En dicho articulo, se nota la cadena media mediante el término anglosajon (generalized)
median string, lo cual puede llevar a confusiéon, pues la traduccién de median es “mediana”.
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Entrada: S = {s',s%,...,s"}
Salida: sm € S tal que sm es la cadena mediana de S

sm = 81
mejordist = oo
Parai=12,...n /* Para todas las cadenas */
dist=0.0
Paraj=12,...n /* Calcula distancia acumulada */
dist=dist+d(s?, s7)
FPara

Si dist<mejordist Entonces /* Si es mejor, la almacena */
mejordist = dist
sm = s
FSi
FPara
Devolver sm

Figura 1.8: Algoritmo para la obtencién de la cadena mediana.

1.6.2. La cadena mediana

La cadena mediana (conocida también por su término anglosajon set median)
es una de las aproximaciones cldsicas y mas usuales a la cadena media exacta.
Su principal caracteristica es que su calculo presenta un coste polinémico y que
resulta extremadamente sencillo definir el algoritmo para extraerla. En cambio,
su calidad como prototipo es un tanto discutible.

Sea un alfabeto ¥ y sea su monoide libre asociado ¥*. Sea d una medida
de disimilitud definida sobre ¥*. Dado S = {s!,s?,...,s"} C ¥*, la cadena
mediana de S, smg, viene definida por:

n
smg = argminz d(s, s") (1.22)
s€S i

Dicha definiciéon es muy semejante a la definicién de cadena media dada en
(1.21), pero aporta una restriccién fundamental: el espacio de biisqueda pasa
de ser ¥* a ser S. Esto tiene una importancia determinante desde el punto de
vista computacional, pues ahora la obtencién de dicha cadena tiene un coste
polinémico.

El algoritmo para la obtencién de la cadena mediana es el que se presenta en
la Figura 1.8. Este algoritmo calcula para cada cadena del conjunto la distancia
acumulada al resto de cadenas, y va quedandose con aquella cadena que presente
menor distancia acumulada. Como puede verse claramente, el coste temporal de
dicho algoritmo es O(n? - C), donde C es la complejidad temporal del calculo de
d(s,t). En general, para las distancias de edicién que se suelen usar (las descritas
en la Seccidn 1.5), este coste temporal es del orden de |s]-|t|, con lo cual se puede
concluir de manera general que el algoritmo de obtencién de la cadena mediana
presenta una complejidad temporal del orden O(n? - 1?), donde | = méxcg |s|.
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El uso de la cadena mediana como aproximacion a la cadena media es, posi-
blemente, el mas extendido y antiguo. Ya en el articulo en el que Kohonen
definia la cadena media [38], también se daba la definicién de cadena mediana
y se aplicaba en la obtencién de la forma correcta sobre conjuntos de cadenas
distorsionadas; es decir, dada una palabra, se obtenia un conjunto de palabras
distorsionadas a partir de la misma, y de este conjunto se obtenia la media y
la mediana con el objetivo de ver su semejanza con la palabra original. En este
mismo trabajo, muestra como la cadena mediana presenta una menor calidad
con respecto a la cadena media tanto en identificacion del patrén correcto como
en clasificacion.

Estos resultados ya expuestos en dicho trabajo llevan a considerar que el
uso de la cadena mediana como prototipo puede no resultar adecuado, y que
aproximaciones mas plausibles a la cadena media deberian ser encontradas y
utilizadas.

1.7. Objetivos de la tesis

En esta tesis, dados los preliminares expuestos en el presente capitulo, el ob-
jetivo principal es la resolucién del problema de la cadena media y su aplicacion a
tareas de clasificacion en Reconocimiento de Formas. Debido a las caracteristicas
del problema, debemos limitarnos a obtener soluciones aproximadas del mismo,
y aplicar dichas soluciones a aquellas tareas de Reconocimiento de Formas en
las que los objetos se representan mediante cadenas. Asi pues, los objetivos a
cubrir en esta tesis son:

= Definir algoritmos que proporcionen buenas aproximaciones a la cadena
media.

= Aplicar las aproximaciones a la cadena media obtenidas en tareas de clasi-
ficacion mediante clasificadores k-NN.

= Estudiar técnicas que permitan reducir el coste computacional de obtener
dichas aproximaciones, evaluando su impacto en la calidad de la clasifi-
cacion.

= Definir un algoritmo que obtenga una solucién exacta al problema de la
cadena media.

= Comparar la calidad en clasificaciéon de la cadena media exacta con las
diversas aproximaciones propuestas.

= Validar los resultados de clasificacién experimentando con diversos corpo-
ra, reales y sintéticos.

= Proponer métodos de obtencién de agrupamientos basados en las aproxi-
maciones propuestas.
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= Adaptar los métodos de obtencién de cadenas medias aproximadas a ca-
denas ciclicas.

= Comparar los resultados de clasificaciéon obtenidos por k-NN con los re-
sultados obtenidos con otros modelos y métodos de clasificacion.

1.8. Resumen

En este capitulo hemos abordado los conceptos basicos a los que nos iremos
refiriendo a lo largo de esta tesis. En primer lugar, hemos dado una descripcion
global del Reconocimiento de Formas y sus diferentes subdivisiones (problemas
de clasificacién o interpretacién, Reconocimiento Geométrico o Sintéctico, méto-
dos paramétricos o no paramétricos) para poder situarnos claramente dentro del
dmbito de problemas de clasificacién mediante métodos no paramétricos en el
caso de representar los objetos mediante cadenas. El método no paramétrico
de clasificacién adoptado es la regla k-NN, y hemos mostrado su relacién con
el método paramétrico éptimo (la regla de Bayes). El uso de estos métodos no
paramétricos nos ha encaminado hacia dos problemas clave: la extraccion de
prototipos adecuados y las medidas de disimilitud a usar cuando los objetos a
comparar son cadenas. Respecto al primer problema, hemos dado un somero
repaso a las técnicas clasicas de extraccion de prototipos, ademés de plantear el
uso de la media de una clase o subclase como prototipo de la misma. El hecho
de tener que obtener diversos prototipos para una clase nos ha llevado a con-
siderar métodos de obtencién de agrupamientos, que nos permiten particionar
una clase en varias subclases, pudiendo obtener de cada subclase los prototipos
adecuados. Asi pues, se ha incluido una seccién dedicada a comentar a nivel
introductorio los métodos de agrupamiento. En cuanto al problema de obtener
una medida de disimilitud entre cadenas, hemos comentado una serie de medi-
das de distancia entre cadenas, indicando las propiedades basicas de cada una
de ellas. Se ha definido el concepto de media para conjuntos de cadenas, la lla-
mada cadena media, algo necesario para aplicar la extraccién de prototipos por
medias para espacios de cadenas, y se ha mostrado las dificultades que encierra
su calculo, definiendo también el concepto de cadena mediana que podria usarse
como prototipo alternativo. Finalmente, se han enumerado los objetivos a cubrir
en esta tesis.
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Capitulo 2

Aproximacion voraz a la
cadena media

En este capitulo vamos a describir un método para aproximar la cadena
media basado en una técnica voraz. La aplicacién de dicha técnica voraz para
obtener prototipos y los resultados de clasificacion obtenidos con los mismos
seran comparados con los resultados que se obtienen mediante el uso de la
cadena mediana.

2.1. La aproximacién constructiva voraz

En general, cuando se busca la solucién de un problema de optimizacion, es
posible aplicar un algoritmo heuristico voraz que nos dé una solucién aproximada
razonablemente buena para dicho problema. Esta solucién, segtin las necesidades
del problema que se esté resolviendo, puede tomarse como solucién final o co-
mo solucién inicial para un proceso posterior que busque la solucién exacta.
Basicamente, si tenemos un conjunto de elementos béasicos posibles, este méto-
do va construyendo, partiendo inicialmente del conjunto vacio, una secuencia
de subconjuntos de elementos basicos que nos optimicen la funcién objetivo. Si
definimos la funcién objetivo z sobre un subconjunto @ del conjunto de elemen-
tos béasicos T = {1,2,...,n}, el algoritmo voraz general es el presentado en la
Figura 2.1 para el caso de la minimizacién [60]. En dicho algoritmo se parte de
una solucién vacia y a cada iteracién se toma aquel elemento de T' que unido
al conjunto previo de soluciones da mejor valor de la funciéon objetivo. El pro-
ceso continia hasta obtener una solucién que presenta peor valor de la funcién
objetivo que la solucién previa.

Este método es aplicable a la obtencién de la cadena media, pues este proble-
ma puede verse como un problema de optimizacién, donde el indice a optimizar
es la suma de distancias de una cadena al conjunto de cadenas. En este caso,
los elementos béasicos a ir anadiendo a la solucién actual son nuevos simbolos.

Asf se llega a la llamada aproximacién constructiva y voraz, propuesta en [9].

35
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Entrada: T = {1,2,...,n} conjunto de elementos bésicos
Salida: @ conjunto que optimiza la funcién objetivo
Inicio
Q"=
t=1
Hacer
/* Escogemos el mejor elemento */
je = argminjer_ge 2(Q1 U {j})
/* Si mejora lo anadimos */
Siz(QtU{4}) < 2(Q'!) Entonces Q' = Q! U {4;}
Sino Q! = Q!
FSi
Mientras 2(Q%) < 2(Q"") Y Q' # T
Devolver Qt

Figura 2.1: Algoritmo voraz de optimizacién

La idea consiste en ir construyendo la aproximacion a la cadena media simbolo
a simbolo, de manera que se va computando un prefijo de longitud creciente de
dicha aproximacién. En cada momento se tiene una cierta cadena candidata, y
se generan a partir de ellas tantas cadenas como simbolos tenga el alfabeto, ana-
diendo dichos simbolos por el final. De ese conjunto nuevo de cadenas se escoge
como nueva candidata la mejor de todas ellas. Este proceso prosigue hasta que se
cumple un cierto criterio de parada. Una descripcién algoritmica de este proceso
se presenta en la Figura 2.2. En este algoritmo, se itera mientras haya una
mejora de la distancia acumulada. A cada iteracién, se anade a la cadena actual
cada simbolo del alfabeto, computando para cada uno el valor de la distancia
acumulada a los prefijos éptimos (los que dan menor distancia). Finalmente, se
escoge el simbolo con menor distancia acumulada, se anade definitivamente a la
cadena actual para formar la siguiente candidata y se vuelve a iterar.

En principio, este algoritmo viene a tener un coste temporal O(12 - |X| - n),
con [ longitud maxima de las cadenas de S, por cada iteracién principal. Esto
se debe a que en cada iteracién, para cada simbolo de ¥, es necesario calcular
las distancias (coste cuadrético con la longitud de las cadenas en el caso de
distancias de edicién) entre la nueva candidata m’ y todas las cadenas de S. Si
suponemos que como mucho hace un nimero de iteraciones igual a la longitud
de la cadena de longitud maxima, tendremos que este algoritmo presenta un
coste total de O(I - || - n).

Sin embargo, la implementacién del algoritmo descrita en [9] tiene la pecu-
liaridad de estar basada en el algoritmo de Programaciéon Dinamica que calcula
la distancia de edicién (no normalizada). Esto hace que presente un interesante
coste temporal que luego examinaremos, pero a cambio tiene la dificultad de
no ser adaptable (al menos con facilidad) a otras medidas de disimilitud. El
algoritmo viene descrito en la Figura 2.3.
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Entrada: S = {s',s%,...,s"}

Salida: m cadena media aproximada

Inicio

m=\ /* Candidata inicial: cadena vacia */
dmin =3, d(s*,m)

dminauxr = 0

Mientras dminaux < dmin /* Mientras mejore */
dm = oo
ParaTodo a € &
m' =m-a /* Nuevas candidatas */

/* Distancia acumulada a los prefijos 6ptimos */
dm/ =377 mingeprer(siy d(s’,m’)
Si dm’ < dm Entonces /* Si mejora la toma */
dm = dm’
minm = m/
FSi
FParaTodo
dminaux = Y, d(s', minm)
/* La toma si hay mejora global */
Si dminauxr < dmin Entonces m = minm FSi
FMientras

Devolver m

Figura 2.2: Esquema bdsico del algoritmo constructivo voraz. La funcién pref(s)
proporciona el conjunto de prefijos de la cadena s.
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Entrada: S = {s',s?,...,s"}
Salida: m cadena media aproximada
Variables:
punts : vector [0 ...|s|, 0 ...1] de enteros (Vs € S)
tmps : vector [0 ...|s|, ¥] de enteros (Vs € S)
fin : vector [0 ...max] de enteros
Inicio
m=A\
ParaTodo s € S /* Inicializa pesos de inserciones */
punts[0,0] = 0
Para j=1,...,|s| punts[j,0] =j x ins(s;) FPara
FParaTodo
Para j = 1 Hasta méxscg |s| /* Hasta |s| simbolos */
k=jmod?2;l=(j—1)mod2 /*Indices a intercambiar */
simbmin = oo
ParaTodo a € X

add =0

ParaTodo s € S /* Para todas las cadenas */
tmp;[0,a] = j; min = oo
Parai=1,...,|s| /* Distancia a los todos prefijos */

tmps[i, a] = min {punts[i, ] + borr(a), tmps[i — 1, a] + ins(s;),
punts[i — 1,1 + sust(s;,a)}
Si min > tmp;[i, ] Entonces min = tmp;i, a] FSi
FPara
add = add + min /* Hace el acumulado */
FParaTodo
/* Toma el simbolo de menor acumulado */
Si simbmin > add Entonces simbmin = add; simb = a; FSi
FParaTodo
m=m- simb /* Anade simbolo */
finl[j] = > cgtmps(|s|, simb) /* Calcula criterio de parada */
ParaTodo s € S

Para i = 1,...,|s| punts[i, k] = tmpsli, simb] FPara
FParaTodo
FPara

Devolver el prefijo de m de longitud [ tal que fin[l] < fin[l + 1]

Figura 2.3: Algoritmo constructivo voraz de aproximacion a la cadena media.
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El algoritmo mantiene dos estructuras fundamentales. La primera de ellas
es el conjunto de matrices de distancias para cada cadena s € S; en este caso,
se han implementado mediante un simple vector (punts), ya que no es necesario
recuperar el camino y, como se indica en [80], se puede implementar el algoritmo
de Programacién Dindmica de esta manera. Inicialmente, punt se inicializa con
la acumulacién de los pesos de insercién de cada simbolo de s (el valor ins(s;)).

La otra estructura, la llamada fin, es un vector que indica, para la posiciéon
i (que varia desde 0 hasta la longitud méxima de las cadenas de S) el valor de la
distancia acumulada de la candidata calculada hasta dicha posicién a todas las
cadenas de S. Esta estructura se usa para determinar qué prefijo de la cadena
calculada es el que debe devolverse, es decir, determina el criterio de parada del
algoritmo (aunque en esta implementaciéon no provoca la parada).

En la Figura 2.4 se puede ver un ejemplo que clarifica el funcionamiento del
algoritmo, usando la distancia de edicién con pesos unitarios. Como se puede
ver, inicialmente, la candidata es la cadena vacia, y se crean todas las matri-
ces de distancia correspondientes (la primera columna), en las cuales todo son
inserciones (de ahi que en el algoritmo se use el valor ins y en el ejemplo se
observa que son valores incrementales de uno en uno). Posteriormente, a cada
iteracién se prueban todos los simbolos del alfabeto sobre la cadena actual (que
inicialmente es la cadena vacfa). Para ello, a la cadena actual se le anaden todos
los simbolos y se recalculan las columnas actuales para cada cadena de S (es
decir, todas las |X| cadenas que surgen se comparan con todas las cadenas de
S). Como se ve en el ejemplo, a partir de la cadena vacia A, surgen las cadenas
a y by se calculan las distancias.

En esta construccién ademds se guarda el valor minimo de la columna (varia-
ble min, marcado en negrita en las columnas del ejemplo) y se acumula (variable
add). El simbolo que se anade finalmente a m (simb) es aquel que consigue el
menor acumulado de minimos (simbmin). Como se ve en el ejemplo para la
primera iteracion, la cadena a presenta una suma de minimos igual a 1 y la
cadena b una suma de minimos de 2, por lo cual se toma la cadena a para la
siguiente iteracion.

Respecto al criterio de parada, se usa la estructura fin para almacenar las
distancias acumuladas de cada una de las cadenas candidatas, es decir, el valor
de la ultima fila en la columna i-ésima. Cuando ese valor es mayor para la
columna actual respecto a la anterior, se acaba el proceso (la cadena escogida
serd la candidata en la iteracién previa). En el ejemplo, como se ha escogido la
cadena a, se calcula la suma de distancias acumuladas (en cursiva en el ejemplo)
para esa cadena, con valor 7. Posteriormente, se van escogiendo las cadenas ab,
con acumulado 4, abb, con acumulado 3 y finalmente abbb, con acumulado 4.
Como dicho acumulado supera al obtenido previamente, se deshace esa tltima
iteracién y se devuelve abb.

El coste temporal del algoritmo es O(I2-|X]-n), ya que se hace el bucle hasta la
longitud méaxima en el caso peor, y en este bucle para cada simbolo de X se hace
el cdlculo de la columna completa (que como mucho es de la méaxima longitud 1)
para las n cadenas de S. Por tanto, el computo de esta aproximacién presenta
una complejidad temporal menor que el calculo de la cadena mediana cuando el
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ntmero de sfmbolos es menor que el nimero de cadenas (lo cual suele ser més
que usual). También presenta una rebaja en un orden de magnitud respecto al
algoritmo general presentado en la Figura 2.2. En [9] se demuestra también que,
en general, esta aproximacion presenta un mejor comportamiento a la hora de
identificar patrones correctos. Sin embargo, no hay resultados respecto a su uso
como prototipos en clasificacién.

La principal desventaja de este algoritmo es la dificultad de adaptarlo a
otras distancias, y més especificamente a la distancia de edicién normalizada
que definimos en el apartado 1.5.2. Este problema se debe a la no monotonicidad
del mejor camino en el computo de la distancia de ediciéon normalizada; es decir,
un subcamino (que parta del inicio) de un camino éptimo no es necesariamente
el éptimo para los prefijos implicados.

Veamos un ejemplo simple que lo demuestra. Si tenemos las cadenas abbb
y bbbb y calculamos su distancia de edicién normalizada usando la matriz de
pesos definida en la Figura 2.5, su camino éptimo es el que se muestra en la
Figura 2.6, con un valor de 0'75. Sin embargo, si tomamos los prefijos ab y bb, si
tomaramos el subcamino correspondiente como 6ptimo, éste nos daria un valor
de distancia de 1’5, mientras que el auténtico camino éptimo, mostrado en la
Figura 2.7, presenta un valor de la distancia de 1’33. Por tanto, no es posible
aplicar el algoritmo constructivo voraz, siguiendo esta implementacion, para la
distancia de edicién normalizada, ya que se asumen que los calculos previos son
validos al ir anadiendo simbolos y eso no es cierto en la versién normalizada.

Cabe de todas maneras la posibilidad de tomar como otra aproximacion el
uso de la distancia de edicién normalizada conservando el camino previo, o el
aplicar técnicas de postnormalizacién [51, 37] al anadir cada simbolo. Pero la
tnica posibilidad de usar estrictamente la distancia de edicién normalizada en
esta aproximacién voraz es incorporarla en el algoritmo general presentado en
la Figura 2.2 (es decir, d en dicho algoritmo debe ser la distancia de edicién
normalizada). Como dicho algoritmo presenta un coste temporal semejante a
los que se presentaran posteriormente en el Capitulo 3 y posee un espacio de
buisqueda mas reducido, resulta discutible la necesidad de implementarlo.

2.2. Experimentos comparativos

En esta seccién vamos a aplicar la aproximacién voraz presentada en la Sec-
cién 2.1 y la cadena mediana para extraer prototipos de diversos agrupamientos
y usarlos con clasificadores k-NN, comparando los resultados de clasificacion
que ofrecen ambos tipos de prototipos. Estos experimentos se realizaran sobre
un corpus de cromosomas que se describe en el apartado 2.2.1.

2.2.1. Corpus de cromosomas Copenhagen

Dentro del campo de la citogenética, una de las tareas primordiales es la clasi-
ficacién de cromosomas de seres humanos [41]. En el ser humano, la dotacién
cromosdmica consta de 22 pares de cromosomas homoélogos (autosomas) y un par
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L = {a,b}
S = {aabb, ab, bbb}
Iteracién 1: Candidata = X\
Cadenas a verificar = {a,b}

b|4]| 38 bl4] 3
b |32 b33 b | 3|2 b|3| 2
a | 2 1 b 1 b |2 2 a | 2 2 b |2 1 b | 2 1
a 1(0 a 1(0 b |1 1 a |1 1 a |1 1 b 1 0
0] 1 0] 1 01 011 011 0] 1
a a a b b b
Valor paraa: 0 + 0+ 1 =1 Valor para b: 1 + 1+ 0= 2
Nueva candidata: a Valor de finalizacién: 3 +14+3 =7
Iteracién 2: Candidata = a
Cadenas a verificar = {aa,ab}
b|3]| 2 b|3] 2
b|2]1 b33 bl2]|1 b|3]| 2
a 1(0 b 1 1 b | 2 2 a |1 1 b|l1]O0 b | 2 1
a| 0|1 a| 0|1 b|1]2 a|0]1 a| 0] 1 b|1]|1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
aa aa aa ab ab ab
Valor para aa: 0 + 142 =3 Valor para ab: 1 + 0+ 1 =2
Nueva candidata: ab Valor de finalizacién: 2 + 0 + 2 =4
Iteracién 3: Candidata = ab
Cadenas a verificar = {aba,abb}
b|2]| 2 b|2]| 1
b 1 2 b | 2 2 b |1 1 b | 2 1
a 1 1 b|lO0|1 b |1 2 a |1 2 b|lO0]|1 b 1 1
a 1 2 a 1 2 b |1 2 a |1 2 a |1 2 b 1 2
213 3 2|3 2|3 2|3 213
aba aba aba abb abb abb
Valor para aba: 1 + 1+ 2 =4 Valor para abb: 1 +1+1=3
Nueva candidata: abb Valor de finalizacién: 1 +1 4+ 1 =3
Iteracion 4: Candidata = abb
Cadenas a verificar = {abba,abbb}
b 1 2 b |1 1
b 1 2 b |1 2 b |1 2 b 1 1
a | 2|2 b 1 2 b|l1]|2 a | 2 2 b|1]| 2 b 1 2
a | 2 3 al|l 2] 3 b|2]|3 al| 2] 3 al|l 2] 3 b | 2 3
3| 4 3|4 3|4 3| 4 3| 4 3| 4
abba abba abba abbb abbb abbb
Valor para abba: 2 + 2 +2 =6 Valor para abbb: 1 +2 +1 =4
Nueva candidata: abbb Valor de finalizacién: 1 +2 + 1 =4

Nuevo valor de finalizacién mayor que el antiguo: fin del proceso.
Cadena devuelta: abb

Figura 2.4: Ejemplo de funcionamiento del algoritmo constructivo voraz de
aproximacién a la cadena media.
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Figura 2.5: Matriz de pesos para ¥ = {a, b}

Figura 2.6: Camino 6ptimo para la distancia de ediciéon normalizada para abbb
y bbbb.

Figura 2.7: Camino 6ptimo para la distancia de ediciéon normalizada para los
prefijos ab y bb.
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Figura 2.8: Metafase de un varén normal

de cromosomas sexuales. La diferenciacion entre los distintos pares de cromo-
somas se suele realizar durante la mitosis celular, especialmente en la metafase,
pues es el momento en el cual el material genético estd méas condensado y, por
tanto, mas distinguibles son los cromosomas.

Para la clasificacién de los cromosomas por parte de los expertos humanos,
se suele partir de una imagen del conjunto de cromosomas del individuo, como
pueda ser la de la Figura 2.8, y se realiza la clasificaciéon usando basicamente
las caracteristicas siguientes:

= Tamano
= Posicion del centromero
» Bandeo del cromosoma

El uso de técnicas de RF para la clasificacién (semi)automdtica de cromo-
somas resulta, claramente, de una gran ayuda [8]. En primer lugar es necesario
aislar el cromosoma a clasificar (que ya de por sf es un problema importante [1]).
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Tras ello, se realiza una extraccién de caracteristicas del mismo, ya sea de forma
vectorial [64] o en forma de cadena de caracteres [22].

En nuestro caso, el corpus de cromosomas Copenhagen [44] se codifica co-
mo cadenas de caracteres. Este corpus presenta los cariotipos de un total de
180 células sanguineas de 12 donantes sanos (7 masculinos y 5 femeninos). La
adquisicién del conjunto de cromosomas se hizo a partir de negativos de las
fotografias de la mitosis celular, adquiriéndose las imagenes con un periodo de
muestreo de é pm. En dicho proceso de adquisicion, los cromosomas se alinearon
a lo largo de su eje longitudinal y se mantuvo en todos los casos la misma polari-
dad. Ciertos cromosomas que presentaban dificultades especiales (solapamiento
con otros cromosomas, exceso de curvatura, etc.) fueron desechados, quedando
la adquisicién final en un total de 6985 cromosomas. Por cada cromosoma, junto
a la imagen, se codificé la posicion del centrémero.

Por cada cromosoma codificado se realiza una traza. Esta traza es una se-
cuencia de medidas calculada como sigue: se recorre el eje longitudinal del cro-
mosoma, trazando las cuerdas normales a dicho eje y promediando el nivel de
brillo de la imagen para dicha cuerda. Una vez obtenida la traza, se reduce su
nivel de ruido aplicando una mascara de convolucién sobre la misma.

Tras ello, una técnica de andlisis descrita en [21] se aplica sobre dicha traza
suavizada, a fin de obtener las inflexiones entre extremos consecutivos, que en
cierta manera representaran las transiciones entre bandas de distinto brillo den-
tro del cromosoma. Se tomara el valor extremo (méximo o minimo) de la banda
estimada como el valor que representa a dicha banda. La traza resultante se
denomina traza idealizada.

A partir de la traza idealizada es sencillo obtener una representacién simboli-
ca. Dicha representacion asignaria un valor a cada uno de los niveles presentes
en la traza idealizada, reduciendo de manera heuristica el total de niveles a 6, de
manera que tendrfamos cadenas sobre el alfabeto ¥ = {1,2,3,4,5,6}. Sin em-
bargo, esta representacion no es la mas adecuada ya que la fuente de informacion
primordial a la hora de clasificar cromosomas es la diferencia entre las bandas
del mismo. Por tanto, la codificacién adecuada debe enfatizar las transiciones
entre las distintas bandas del cromosoma.

Para ello se usa la llamada cadena de diferencias. Esta cadena se obtiene a
partir de la cadena de seis simbolos del proceso previo, asignando un simbolo
distinto segun la diferencia existente entre dos simbolos consecutivos. El alfabeto
usado es ¥ = {e,d,¢,b,a,=, A, B,C, D, E}, en el que cada simbolo corresponde
a la diferencia {—5, —4,—3,—2,—1,0,1, 2, 3,4, 5}, respectivamente. En todos los
casos, el simbolo inicial y el final de la cadena de diferencias se determina asu-
miendo que la cadena sobre X = {1,2,3,4,5,6} estd limitada por ceros. Una
revision de todo el proceso se puede ver en la Figura 2.9.

El corpus final excluye varios cromosomas (entre ellos los sexuales), de ma-
nera que finalmente incluye tnicamente 200 cromosomas de cada una de las
22 clases, es decir, un total de 4400 cromosomas codificados como cadenas de
diferencias. Existe una variante de dicho corpus que incluye la posicién del
centrémero (marcada con el simbolo X), pero que no usaremos en nuestros
experimentos. Un resumen de las caracteristicas de este corpus puede verse en
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|

(a) Traza de un cromosoma de la clase 13

I

(b) Traza suavizada mediante la méscara de convolucién (1,2,1)

1

(¢) Traza idealizada obtenida tras localizar inflexiones entre extremos consecutivos

I Ll

12211144444333444333666655666333441111

(d) Arriba: traza cuantificada no linealmente en 6 niveles. En medio: representacién
mediante una cadena de simbolos en {1,2,3,4,5,6}. Abajo: cadena de simbolos en
{...,a,=,A,...} correspondientes a diferencias de {...,—1,0,4+1,...} entre simbolos
consecutivos.

Figura 2.9: Obtencién de la cadena de diferencias a partir de la traza del cro-
mosoma
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Cuadro 2.1: Caracteristicas del corpus Copenhagen

Numero de clases 22
Numero de objetos 4400
Tamano del alfabeto 11
Longitud de las cadenas (minima-mdxima) | 21-106

Cuadro 2.2: Resultados de clasificacién para el corpus Copenhagen con diversos
métodos

| Técnica de clasificacién | % Error |
k-NN (distancia normalizada) 39%
Redes restringidas de Markov [24] 73 %
Algoritmo ECGI [77] 75 %
Perceptrén multicapa [77] 91 %
Modelos ocultos de Markov [78] 9’3 %

el Cuadro 2.1.

De cara al proceso experimental, debido a que el corpus es bastante reducido
se impone el uso de la técnica de validacién cruzada [15]. En nuestro caso, el con-
junto de datos se ha dividido en dos mitades a y b de 2200 cadenas, 100 cadenas
por clase, empledndose a para obtener prototipos y b como conjunto de prue-
ba, y viceversa. Los resultados de clasificacion obtenidos son, evidentemente,
la media para las dos clasificaciones realizadas. Los resultados obtenidos hasta
ahora con diversos métodos de clasificaciéon usando este esquema de validacion
cruzada pueden verse en el Cuadro 2.2.

Igualmente, de cara a obtener varios prototipos por clase y poder asi uti-
lizar clasificadores k-NN, se impone la divisién en agrupamientos de cada clase.
En nuestro caso, el algoritmo de obtencién de agrupamientos usando es el k-
medianas (descrito en el apartado 1.4.3) con inicializacién por maxmin (tal
y como se ha descrito en el apartado 1.4.4) [33]. Concretamente, en nuestros
experimentos hemos usado desde un solo agrupamiento por clase (es decir, no
hacer divisiones por clase) hasta 100 (es decir, cada muestra es un agrupamiento
por sf misma), yendo de 1 a9 y de 10 a 100 en intervalos de 10 agrupamientos. El
nimero de agrupamientos coincide con el niimero de prototipos que se tendran
disponibles por clase, por lo cual hacer 100 agrupamientos por clase corresponde
a usar el conjunto total de entrenamiento como conjunto de prototipos.

La obtencién de prototipos y la clasificacién se realizé usando la matriz
de pesos de la Figura 2.10. Esta matriz asigna pesos de insercién y borrado
distintos a los usados en la mayor parte de los trabajos con este corpus [32] y
que ha demostrado otorgar mejores resultados de clasificacion [48]. La asociacién
de dichos pesos de insercion y borrado corresponde al promedio de los pesos de
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Figura 2.10: Matriz de pesos usada para el corpus Copenhagen

sustitucién de cada simbolo, ya que parece evidente que para el simbolo que,
en promedio, cueste menos de sustituir por cualquier otro simbolo, serd menos
costoso insertarlo o borrarlo. Los valores de los pesos de sustitucion se asignan
en funcién de la diferencia de la variaciéon de niveles de brillo que cada simbolo
indica (es claro que dos simbolos que indiquen variaciones muy diferentes son
mas costosos de sustituir entre si que dos simbolos que indiquen variaciones mas
parecidas).

2.2.2. Comparacion entre la cadena mediana y la aproxi-
macion voraz

La primera aproximacién descrita para la cadena media es la que hemos
llamado aproximacién constructiva voraz, descrita en la Seccién 2.1. Por tanto,
una primera comparacion entre el prototipo obtenido mediante este método y
la cadena mediana resulta necesaria. Dado que la aproximacién voraz sélo es
aplicable para la distancia de edicién no normalizada, se hace necesario utilizar
esa misma medida de distancia en la obtencién de la cadena mediana y en la
clasificacién posterior, a fin de que ambos prototipos se obtengan en igualdad
de condiciones.

Los resultados se presentan en las graficas de la Figura 2.11 desde 1 a 100
agrupamientos para clasificadores por 1 y 12 vecinos (para otro nimero de veci-
nos presenta un comportamiento semejante). Como se puede observar, la cadena
mediana presenta un comportamiento mucho mejor en clasificacién con respecto
a la aproximacion voraz, aunque las diferencias se van reduciendo a medida que
el nimero de agrupamientos aumenta (debido sobre todo al incremento de agru-
pamientos unitarios, en los cuales ambos prototipos coinciden). Los intervalos
de confianza no se muestran pues las diferencias son claramente significativas
hasta un ndmero elevado de agrupamientos (del orden de 50 en el clasificador
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Figura 2.11: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y la cadena
media aproximada voraz, obtenidas para la distancia de edicién no normalizada
usando clasificadores 1-NN y 12-NN por distancia de edicién no normalizada
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Figura 2.12: Detalle de los resultados de clasificacion de 1 a 10 agrupamientos
usando la cadena mediana y la cadena media aproximada voraz, obtenidas para
la distancia de edicién no normalizada usando clasificadores 1-NN y 6-NN por
distancia de edicién no normalizada
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1-NN). El detalle para un nimero de agrupamientos entre 1 y 10, para 1 y 6
vecinos, se muestra en la Figura 2.12, donde se confirma la gran ventaja que
presenta la cadena mediana.

También existe la posibilidad de usar la distancia de edicién normalizada en
la obtencién de la cadena mediana y la posterior clasificacién. Sin embargo, a
priori parece claro que la aproximacién voraz va a ofrecer peores resultados en
dicha situacion, ya que la aproximacién voraz esta concebida en base a la dis-
tancia de edicién no normalizada. Esta intuiciéon previa viene confirmada por los
resultados de clasificacion que se pueden ver en las gréficas de las Figuras 2.13
y 2.14. Sélo se muestran estos cuatro casos, ya que en los restantes el compor-
tamiento es, de nuevo, muy semejante. Tampoco se muestran los intervalos de
confianza ya que de nuevo las diferencias que presentan son significativas hasta
un cierto nimero de agrupamientos.

Para comparar también la ventaja que otorga usar la distancia de edicién
normalizada frente a la no normalizada, en la Figura 2.15 y 2.16 se muestran los
resultados de clasificacién para ambos casos con la cadena mediana, incluyendo
los intervalos de confianza del 95%. Los intervalos de confianza nos muestran
ahora que las diferencias no son realmente significativas, pero en todo caso
funciona, en términos absolutos, mejor la distancia de edicién normalizada que
la no normalizada.

Por tanto, de estos resultados se puede concluir que la aproximacién cons-
tructiva voraz a la cadena media no resulta un prototipo adecuado para la
clasificacién, ya que la cadena mediana resulta en general mucho més efectiva
como representante de un conjunto de cadenas. También se concluye que, aunque
las diferencias en clasificacién no son especialmente significativas, el uso de la
distancia de ediciéon normalizada nos llevard a obtener mejores resultados que
usando la no normalizada.

2.3. Resumen

En esta capitulo hemos ofrecido una primera aproximacion a la cadena me-
dia (ya que este es un problema NP-Duro), usando un algoritmo constructivo
voraz. Como el esquema general propuesto presenta un coste elevado (orden
ctibico con la longitud de las cadenas), se recurre a una implementacién con un
coste menor con la desventaja de que sélo puede usarse la definicién no normali-
zada de distancia de edicion para su obtencién. A fin de verificar la idoneidad
de esta aproximacién frente a la cadena mediana, se han realizado experimentos
sobre un corpus de cromosomas, el corpus Copenhagen, demostrando que esta
aproximacion no resulta de la calidad suficiente respecto a la cadena mediana.
Por 1ltimo, se ha constatado que el uso de la distancia de edicién normaliza-
da otorga resultados ligeramente mejores en clasificacion que la distancia no
normalizada.
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Figura 2.13: Resultados de clasificacién con la distancia de ediciéon normalizada

usando la cadena mediana obtenida con distancia de edicién normalizada y la
cadena media aproximada voraz para 1-NN y 12-NN

100

51



52 CAPITULO 2. APROXIMACION VORAZ

60 T T T T T T T T N T T
Mediana 1-NN ——
55 | Voraz 1-NN ------- |

45 | .

40 - i

30 | i

% Err.

25 | B

157\/R/7
10 | g

60 T T T T T T T T N T
Mediana 6-NN ———
55 |- Voraz 6-NN ------- |

50 .

40 i

35 4

% Err.
W
o
T
/
/
/
Il

25 A

20 | E

10 | g

No. agrup.

Figura 2.14: Detalle de los resultados de clasificaciéon desde 1 a 10 agrupamientos
con la distancia de edicién normalizada usando la cadena mediana obtenida con
distancia de edicién normalizada y la cadena media aproximada voraz para 1-NN
y 6-NN



2.3. RESUMEN 53

' ' ' MedianaI no normallizada 1-N'N T
Mediana normalizada 1-NN

20 T T T

% Err.

80 90 100

1 1 1
30 40 50 60 70
No. agrup.

' ' ' ' IMediana I’IlO normali'zada 12-N'N e

20 T
Mediana normalizada 12-NN --------

30 40 50 60 70 80 90 100

No. agrup.

Figura 2.15: Resultados de clasificacion para la cadena mediana segin se use
distancia de edicién no normalizada y normalizada, para 1 y 12 vecinos
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Figura 2.16: Detalle para el intervalo de 1 a 10 agrupamientos de los resultados
de clasificaciéon para la cadena mediana segtiin se use distancia de edicién no

normalizada y normalizada, para 1 y 6 vecinos



Capitulo 3

Aproximaciones iterativas a
la cadena media

En este capitulo vamos a pasar a analizar otras posibles aproximaciones a la
cadena media que se pueden obtener para su aplicaciéon préactica, lo cual cons-
tituye el tema fundamental de esta tesis. En primer lugar, se van a describir
los métodos para obtener las aproximaciones basados en un proceso iterativo
perturbativo. Luego se describirdn someramente otras alternativas para obtener
aproximaciones y finalmente se expondran resultados experimentales que per-
miten comparar el comportamiento en clasificacién de las diversas aproxima-
ciones propuestas en primer lugar.

3.1. Aproximaciones iterativas a la cadena me-
dia

El uso de la cadena mediana o la aproximacién constructiva voraz descrita
en la Seccién 2.1 resultan aproximaciones simples y poco costosas. Sin embargo,
ya se han mostrado resultados que muestran el pobre rendimiento de la aproxi-
macién voraz en clasificacion. Por otra parte, en el articulo original en el que se
define la cadena media [38], Kohonen plantea la obtencién de la cadena media
mediante un proceso iterativo de perturbacion, y muestra que dicho proceso
ofrece mejores resultados que la cadena mediana, aunque no realiza experimen-
tos exhaustivos de clasificacion ni describe dicho proceso perturbativo.

Basandose en esta idea, en esta seccion exponemos una serie de métodos
basados en perturbacién sistemética que nos permiten obtener aproximaciones
a la cadena media exacta. Estos métodos estan fundamentados en la idea del al-
goritmo heuristico de intercambio [60] descrito en el apartado 1.4.4. Su esquema
algoritmico para el caso de minimizacién se puede ver en la Figura 3.1. La idea
de dicho algoritmo consiste en tomar uno a uno todos los elementos de la solu-
cién actual e intercambiar el elemento actual por todos los posibles elementos

95
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Entrada: T = {1,2,...,n} conjunto de elementos bdsicos, Q° C T
solucion inicial
Salida: @ C T solucién final
Inicio
Q=Q°
Hacer
Q' =Q
aurz = 0o
/* Para todos los eltos. de la sol. actual */
ParaTodo ¢ C Q
/* Para todos los eltos. que no son de la sol. actual */
ParaTodo t CT — Q
/* Si al intercambiar mejora */
Si z(Q — {¢} U {t}) < auzz Entonces
auzz = =(Q — {g} U {1})
Q' =Q—{gpu{t}
FSi
FPara
FPara
Mientras z(Q’) < 2(Q) /* Mientras mejore la nueva solucién */
Devolver

Figura 3.1: Esquema general del algoritmo de intercambio

que no estén en dicha solucién. En todos estos intercambios se evalia la funcién
objetivo a optimizar, y se escoge aquel intercambio que dé un mejor valor de
la funcién objetivo, consiguiendo una posible solucién. Si esta solucién es mejor
que la de la iteracién previa, se toma como nueva solucién y se vuelve a realizar
el proceso. En caso contrario, se devolveria como solucién final la del paso pre-
vio. Este esquema es una particularizacién del algoritmo de k-intercambio [60],
donde los intercambios se hacen en conjuntos de k elementos.

Esta idea, en términos de un espacio de cadenas, consiste en aplicar al-
teraciones sobre cada posicién de la cadena solucién actual, pudiendo ser dichas
alteraciones inserciones, borrados o sustituciones. La funcién objetivo que evalua-
ra la calidad de la solucién es la distancia acumulada al conjunto de cadenas del
cual buscamos la cadena media.

3.1.1. Meétodo iterativo separado

Basandose en la idea de un método por perturbacion sistematica, una primera
aproximacion consistiria en aplicar, sucesivamente, las operaciones de sustitu-
cién, insercién y borrado sobre cada posicién de la cadena a perturbar. Cuando la
perturbacién efectuada lleve a una cadena cuya distancia acumulada sea menor
que la de la cadena previa, esta nueva cadena sera tomada como nueva solucién.

La propuesta es que este método realice en primer lugar todas las susti-
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1. Entrada: cadena inicial s

2. Aplicar sustituciones sobre todas las posiciones de s y repetir mientras se
siga mejorando; depositar cadena resultado en s’

3. Aplicar borrados sobre todas las posiciones de s’ y repetir mientras se siga
mejorando; depositar cadena resultado en s”

4. Sis” # s aplicar sustituciones sobre s” y depositar resultado en s’

5. Aplicar inserciones sobre todas las posiciones de s’ y repetir mientras se
siga mejorando; depositar cadena resultado en s’

6. Sis #s, hacer s = s y volver a 2

7. Resultado: s

Figura 3.2: Esquema bésico del método iterativo separado para la obtencién de
la cadena media aproximada

tuciones posibles sobre la cadena actual, buscando una mejora. Tras ello, se
probara con todos los posibles borrados con el mismo objetivo. Si ha habido
una mejora en el paso de borrado, se volverd a aplicar sustituciones (ya que si
no ha habido mejora no tiene sentido). Tras ello, se probara con las inserciones
en todas las posiciones de la cadena (teniendo en cuenta que las inserciones
se pueden efectuar antes del primer simbolo de la cadena y después del ulti-
mo simbolo de la misma). Si este ultimo proceso ha conseguido una mejora, se
volveria a iterar.

Un esquema que describe este proceso se presenta en la Figura 3.2. Como
vemos, el esquema presentado sélo cubre una de las combinaciones posibles de
operaciones de edicién (por ejemplo, se podria proponer un esquema en el que
tras las inserciones se prueben de nuevo los borrados), pero parece un proceso
que para obtener una solucién aproximada es admisible. El algoritmo detallado
de dicho proceso viene descrito en las Figuras 3.3 y 3.4, donde s; denota el
i-ésimo simbolo de la cadena s.

Una caracteristica que presenta este algoritmo es que necesita como entrada
una cadena inicial, sobre la cual se van a realizar las perturbaciones. Teniendo
en cuenta que las perturbaciones provocan variaciones locales, parece razonable
el usar como cadena inicial alguna cadena que esté razonablemente préxima
a la cadena media exacta, ya que es aquella a la que buscamos aproximarnos
mejor. Por tanto, una posible cadena inicial seria la cadena mediana. También
es posible usar la cadena resultante del proceso constructivo voraz de la Sec-
cién 2.1. En general, cualquier cadena serviria, pero lo razonable parece usar
alguna de esas dos aproximaciones iniciales, pues su coste de obtencién resulta
admisible y practicamente despreciable respecto al coste del proceso de pertur-
bacién. También cabe identificar que el célculo de la distancia acumulada se
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Entrada: m € ¥* solucién inicial, S = {s!,s?,...,s"}
Salida: m € ¥* solucién final
Inicio
dq = Z?:l d(m, Si)
Hacer
Hacer /* Aplica sustituciones */
d, = d,
Parai=1,...,|m)| /* En todas las posiciones */
sb = 0; daue = Y, d(m, s7)
ParaTodo a € & /* Para todos los simbolos */

aur = m; aux; = a
Si -7, d(auz, s7) < dgu: Entonces /* Hay mejora */
sb=a
dauz = 35—, d(auz, s7)
FSi
FParaTodo
Si sb # () Entonces m; = sb FSi
FPara
do =Y 1 d(m,s")
Mientras d, < d, /* Hasta que no hay mejora */
dy =dg,
Hacer /* Aplica borrados */
d, = d,
doue = 2?21 d(m, s?)
Parai=1,...,|m| /* En todas las posiciones */
auxr = mimsg - Mij—1MGi41 * m‘m|
Si >0, d(auz, s7) < dgu: Entonces /* Hay mejora */
m = auz
dauz =37, d(m, s7)
FSi
FPara
do = Z?:l d(m, Si)
Mientras d, < d, /* Hasta que no hay mejora */

Figura 3.3: Algoritmo del método iterativo separado para la obtencién de la
cadena media aproximada (parte 1 de 2).
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Si d, < d, Entonces /* Si borrados ha mejorado */
Hacer /* Aplica sustituciones */
d, = d,
Parai=1,...,|m| /* En todas las posiciones */
sb=0; dgyz = 2?21 d(m, s?)
ParaTodo a € ¥ /* Para todos los simbolos */

aur = m; auzr; = a
Si Y7, d(auz, s7) < dgu, Entonces /* Hay mejora */

sb=a
daue = ;- d(auz, s7)
FSi
FParaTodo
Si sb # () Entonces m; = sb FSi
FPara
do = Y0 d(m, s")
Mientras d, < d, /* Hasta que no hay mejora */
FSi
d; =dg
Hacer /* Aplica inserciones */
dy = dq
Parai=1,...,|m)| /* En todas las posiciones */
sb = 0; dgux = Y7y d(m, s7)
ParaTodo a € & /* Para todos los simbolos */
aux = mMmqmsg - Mi—1 * @ TNGMj41 * ** m|m‘
Si -}, d(auz,s’) < dyu, Entonces /* Hay mejora */
sb=a
Aoguew = 2?21 d(auz, s’)
FSi
FParaTodo
Si sb # () Entonces m = my ---m;_1 - sb-m; -y, FSi
FPara
do = Y, d(m, ')
Mientras d, < d, /* Hasta que no hay mejora */
Mientras d, < d; /* Hasta que no hay mejora global */

Devolver m

59

Figura 3.4: Algoritmo del método iterativo separado para la obtencién de la

cadena media aproximada (parte 2 de 2).
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hace aqui usando la definicién de la cadena media dada en (1.21).

En cuanto a la complejidad computacional de este algoritmo, en principio
s6lo puede calcularse por iteracién principal. Esto se debe a que el ntimero de
iteraciones totales del bucle externo (ni el de los bucles internos) estd determi-
nado. La posible cota del nimero de iteraciones del bucle principal vendria en
funcién de tres factores:

1. La distancia acumulada de la cadena inicial a S, d;
2. La distancia acumulada de la media real a S, d,,

3. El decremento minimo de distancia acumulada entre una cadena y la ca-
dena de la siguiente iteracién, Ad

En funcién de estos tres factores, el niimero maximo de iteraciones seria
d’;j’", ya que la mejor que se puede alcanzar desde la cadena inicial es la
media exacta, lo cual garantiza una distancia finita que puede decrementarse
en Ad a cada iteracion hasta que se halla la cadena media exacta. Para cada
bucle interno tendriamos una expresion semejante pero basandose unicamente
en las cadenas obtenibles aplicando la operacién de edicién de dicho bucle y en
las variaciones minimas posibles con dicha operacién.

El problema es que dos de estos factores son desconocidos: d,,, y Ad. Para
d.n, veremos que es posible obtener cotas inferiores en el Capitulo 6. Sin em-
bargo, en la obtencién de Ad intervienen factores tan diversos como el nimero
de cadenas de S, la longitud de las mismas, la distancia usada y el coste de
las diversas operaciones de edicién (coste que ademds puede depender de los
simbolos implicados). Esto hace que sea un pardmetro dificil de determinar.

Respecto a los bucles definidos, y suponiendo que la medida de disimilitud
d es alguna de las distancias de edicién propuestas en la Seccién 1.5 (luego
presentan un coste cuadrético), se dard que:

= Para la sustitucién se tiene una complejidad temporal O(I3-|3|-n) (suponien-
do que [ es la longitud méxima que va a alcanzar m, es decir, que no excede
la méxima longitud de las cadenas de S), ya que para cada una de las [
posiciones hay que aplicar las sustituciones con todos los |X| simbolos y
calcular la distancia acumulada a S, que tiene coste O(I2 - n).

» Para el borrado se tiene O(I® - n), ya que no es necesario considerar los
sfmbolos del alfabeto y sélo se calcula una distancia acumulada O(I? - n)
para las [ posiciones de la cadena.

» Para la insercién de nuevo O(I3 - || - n) (suponiendo nuevamente que la
longitud de m no va a exceder 1), pues el esquema es semejante al caso de
la sustitucion.

Por tanto, en global un bucle completo va a tener un coste O(k-13-|X|-n), siendo
k una constante que indica las veces que se repite como méximo alguno de los
bucles de operaciones. Suponiendo que k sea moderado (que en la prictica lo
es) y despreciable frente al resto de factores, podemos hablar de que en global
cada iteracién tiene un coste O(I3 - |X| - n).
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—_

Entrada: cadena inicial s
2. Hacer s’ = s
3. Para cada posicién i de s

a) Aplicar todas las posibles sustituciones en la posicién i de s y
quedarse con la mejor; depositar resultado en s,

b) Aplicar el borrado en la posicién i de s; depositar resultado en sy,

¢) Aplicar todas las posibles inserciones en la posicién i de s y quedarse
con la mejor; depositar resultado en s;

d) Tomar la mejor cadena entre {s, s, sp, 8;} v depositarla en s
4. Si s’ # s hacer ' = sy volver a 3

5. Resultado: s

Figura 3.5: Esquema basico del método iterativo conjunto para la obtencién de
la cadena media aproximada.

Queda por tanto claro que este método tiene un coste computacional mas
elevado que los métodos expuestos en el apartado 1.6.2 o la Seccién 2.1, pues
eleva en un orden de magnitud el factor asociado a la longitud de las cadenas
(pasa de [% a [3) y, ademés, debe iterar varias veces haciendo ese mismo proceso.
Sin embargo, lo que también es evidente es que el espacio de busqueda se amplia
notablemente respecto a los dos métodos presentados previamente, con lo cual
es factible encontrar una solucién méas cercana a la cadena media exacta.

3.1.2. Meétodo iterativo conjunto

Uno de los problemas que discutiamos que tiene el método presentado en el
apartado 3.1.1 es la arbitrariedad en el orden de aplicacién de las operaciones
de edicién. Es decir, dicho método aplica en primer lugar todas las posibles
sustituciones, luego todos los posibles borrados y, por ultimo, todas las posibles
inserciones. Cualquiera podria cuestionar dicho orden y proponer que se hiciera
en otro orden, el cual también seria perfectamente cuestionable.

La soluciéon que se plantea a esto seria hacer todas las operaciones a la
vez. Es decir, en vez de realizar primero las de un tipo, elegir la nueva cadena
candidata y, tras ello, aplicar otro tipo de operacién, se trataria de realizar
todas las operaciones posibles y, tras evaluar las cadenas resultantes, elegir la
nueva candidata. La restriccién que se decide no eliminar es la de ir haciéndolo
posicién a posicién.

Siguiendo esta idea, se propone un algoritmo [46] que, posicién a posicidn,
va probando todas las posibles sustituciones, borrados e inserciones en dicha
posicion, escogiendo de entre todas las cadenas resultantes y la cadena previa
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aquella cadena que presente menor distancia acumulada a las cadenas de S. El
esquema bésico del proceso viene dado en la Figura 3.5, y el algoritmo detallado
viene descrito en la Figura 3.6.

Como vemos, el algoritmo va posicién a posicién de la actual cadena candi-
data (que puede ir cambiando su longitud dentro de una misma iteracién global
debido a las posibles inserciones). En la posicién actual, hace todas las posibles
sustituciones y se queda con la cadena que menor distancia acumulada presen-
ta entre todas las generadas (incluyendo la candidata actual). Después genera
la cadena producto del borrado en la posicién actual, y por ultimo genera las
cadenas producto de todas las posibles inserciones en la posicién actual (que es
anterior al simbolo de esa posicién), queddndose con aquella que presente menor
distancia acumulada. Por dltimo, entre las tres seleccionadas (la de sustitucion,
la de borrado y la de insercién) y la candidata actual se selecciona la que pre-
senta menor distancia acumulada, y queda como candidata para operar en la
siguiente posicién de la cadena (que en el caso de aplicar el borrado es la misma
que en la iteracién previa).

Respecto al coste temporal, al igual que pasaba en el algoritmo iterativo
separado presentado en el apartado 3.1.1, en este algoritmo no es conocido a
priori el nimero global de iteraciones (aunque estara acotado por una expresién
semejante a la que dimos para el método separado), y sélo podemos calcular
el coste de cada una de ellas. En cambio, ya no tenemos los bucles internos
que se daban en la versién separada. El coste de cada una de estas iteraciones,
asumiendo que la medida de disimilitud tiene coste cuadrético (es decir, usamos
alguna de las propuestas de la Seccién 1.5), viene a ser de orden O(I3 - |3 -
n), suponiendo que la longitud de la cadena media aproximada no superard [
(longitud méxima de las cadenas de S). Esto se debe a que para cada posicién,
en el caso de sustitucién e insercién hay que hacer para los |X| simbolos posibles
el célculo de la distancia acumulada (n distancias en total).

Asi pues, este nuevo algoritmo presenta un coste computacional asintético
idéntico al propuesto previamente, y, por tanto, un orden mayor (respecto a )
que el método constructivo voraz o que el cdlculo de la cadena mediana. Sin
embargo, de nuevo nos permite explorar un espacio de soluciones mas amplio,
pudiéndonos asi llevar a cadenas medias aproximadas més cercanas a la exacta,
y ademads cuenta con la caracteristica de no escoger arbitrariamente el orden
de las operaciones de edicién (pues se aplican todas las posibles y después se
escoge).

Este espacio de soluciones que se explora es idéntico al del método sepa-
rado, sélo que se explora de manera distinta. Para ver este hecho, basta con
observar que las modificaciones basicas que hace uno de los métodos sobre una
cadena s para obtener una cadena s’ pueden realizarse de la misma manera con
el otro método, empleando en general un numero distinto de iteraciones. Por
tanto, cualquier cadena obtenible desde una cierta cadena inicial con uno de los
métodos es obtenible con el otro método. De todas formas, no podemos concluir
si aplicar este nuevo método va a ser mas o menos ventajoso con respecto al
método separado a la hora de obtener una mejor aproximacién, pues sélo el uso
experimental del método nos puede clarificar esto.
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Entrada: m € ¥* solucién inicial, S = {s!,s?,...,s"}
Salida: m € ¥* solucién final
Inicio
Hacer
dp =31, d(m,s")
d, = d,
Parai=1,...,|m| /* Para todas las posiciones */
msub =m
sb=10
dsub = da
ParaTodo a € ¥ /* Aplica sust. para todos los simbolos */
mi =aq
Siyll, d(m*"*, s7) < dsu», Entonces  /* Hay mejora */
sb=a
dsup = 2?21 d(msb, s7)
FSi
FParaTodo
Si sb # () Entonces m** = sb Sino m*“®* = m FSi
mboT =my - m_ymyg - M| /* Aplica borrado */
ml’rLS = m
sb=10
dins = da
ParaTodo a € ¥ /* Aplica ins. para todos los simbolos */
M =y My @ )
Si Y 5, d(m™,s’) < dins Entonces  /* Hay mejora */
sb=a
dins = > j—y d(m™, s7)
FSi
FParaTodo

Si sb # () Entonces m™* =my---m;_1 - sb-m; - -- M|
Sino m'™* =m

FSi

M = argmin ¢, pysub mbor minsy 95—y A(S, s7)  /* La mejor */

dog = Z?:l d(m, Sj)

FPara

Mientras d, < dp /* Hasta que no hay mejora global */
Devolver m

Figura 3.6: Algoritmo del método iterativo conjunto para la obtencién de la
cadena media aproximada.
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| Alineamiento | Interpretacion |

(a, A, \) Insercion a respecto by c

(A b, ) Insercién b respecto a y ¢

(M) Insercién c respecto a y b

(a,b, \) Sustitucion de a por b, borrado de ¢ respecto a y b
(a, A\, ¢) Sustitucién de a por ¢, borrado de b respecto a y ¢
(A b, c) Sustitucion de b por ¢, borrado de a respecto by ¢
(a,b,c) Sustitucién de a por b, b por ¢y a por ¢

Figura 3.7: Emparejamientos posibles para tres simbolos. Las inserciones tienen
su interpretacion dual como borrados y viceversa.

Igualmente queda abierta, como en el algoritmo iterativo separado, la cuestién
de la cadena inicial sobre la cual se efectiian las perturbaciones. De nuevo los
razonamientos aplicados sobre la version separada son vélidos para esta version,
y las cadenas iniciales podrian ser la cadena mediana o la cadena obtenida por
el método voraz del apartado 2.1.

3.2. Otros métodos aproximados

Los métodos presentados en la Seccién 3.1 se basan en la idea de ir per-
turbando una cadena candidata a fin de encontrar cadenas que presenten una
menor distancia acumulada. Evidentemente, este no es el tinico mecanismo que
se puede tomar para calcular aproximaciones a la cadena media de un conjun-
to de cadenas. Otro de los métodos mas usuales, sobre todo en el campo de
la biologia (empleados para secuencias de proteinas y cadenas de ADN), es la
obtencién de alineamientos entre las secuencias [76].

Este alineamiento se corresponde, en el caso de dos cadenas, a la secuencia
de operaciones de edicién seguida para hallar la distancia entre dichas cadenas.
A partir de esta secuencia de edicién seria posible obtener una aproximacién a la
cadena media como aquella que presenta, en el orden de la secuencia, los simbo-
los de las sustituciones correctas, los de las inserciones/borrados y el simbolo
con menor peso de sustitucién para los dos simbolos implicados en sustituciones
incorrectas.

Esta idea puede extenderse conceptualmente a mas de dos cadenas, de mane-
ra que cada paso en el camino de edicién indicaria el emparejamiento de los
simbolos entre varias subcadenas, o su insercién con respecto a otras, o su bo-
rrado con respecto a otras, o su incorrecta sustitucién con respecto a otras.
Para clarificar esto, veamos un pequeno ejemplo con tres simbolos; siendo estos
simbolos a emparejar a, b y ¢, las diversas posibilidades de emparejamiento
quedan representadas en la Figura 3.7.

Con esta descripcién, puede verse con claridad que desde cada nodo del
grafo que represente un simbolo en el alineamiento se puede alcanzar un total
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de 2™ — 1 nodos, siendo n el niimero de cadenas total a alinear. Evidentemente,
al igual que se hace en el caso del algoritmo de Programacién Dindmica que
calcula el alineamiento entre dos cadenas, el proceso necesario para calcular el
alineamiento no tiene que calcular todas estas posibilidades a cada paso, pues
algunas ya vienen resueltas en pasos previos. Asi, es facil ver que si para dos
cadenas tenfamos un coste de O(I?) siendo [ la longitud méxima, se puede definir
un algoritmo por Programacién Dindmica para la obtencion del alineamiento
entre n cadenas cuyo coste serd de O(I™).

Claramente, para un nimero moderado de cadenas ya tendriamos una com-
plejidad temporal prohibitiva, con lo cual la necesidad de aplicar técnicas subdp-
timas que reduzcan esta complejidad es evidente. Las técnicas de busqueda en
haz [4] o el uso de ventanas de biisqueda parecen las mds apropiadas a la hora
de optimizar temporalmente este proceso.

Una alternativa a este método se basa en hacer los alineamientos par a par
de cadenas, de manera que se obtiene el conjunto de alineamientos par a par
6ptimos del conjunto inicial y se vuelve a aplicar el proceso (ahora sobre el
conjunto de alineamientos) hasta obtener un alineamiento final. Este método
es especialmente aplicado en secuencias bioldgicas y esta basado en el hecho de
que secuencias homélogas tienen una dependencia evolucionaria, y por tanto
es posible obtener un buen alineamiento siguiendo el arbol definido por los
sucesivos alineamientos par a par. Este método es realmente un heuristico y no
garantiza la solucion 6ptima, pero los trabajos realizados con el mismo muestran
un buen comportamiento del método [76].

Existe una aplicacién que implementa dicho algoritmo, llamada CLUSTAL
W [76], que es de publica disposicién. Sin embargo, esta aplicacién estd limi-
tada ya que no puede tratar con alfabetos generales (sélo admite secuencias de
proteinas y de ADN) ni permite extraer de forma automatica el mejor alinea-
miento encontrado (tinicamente indica los alineamientos parciales y el drbol
que se ha seguido hasta hallar el total de alineamientos), lo cual la hace poco
aplicable a nuestro objetivo de obtener aproximaciones a la cadena media de un
conjunto de cadenas cualquiera definidas sobre cualquier alfabeto.

3.3. Experimentos comparativos

En esta seccién vamos a aplicar las aproximaciones presentadas en la Sec-
cién 3.1 para extraer prototipos de diversos agrupamientos y usarlos con clasifi-
cadores k-NN. Estos experimentos se realizaran sobre el corpus de cromosomas
Copenhagen, ya descrito en el apartado 2.2.1.

3.3.1. Comparacion entre la cadena mediana y la cadena
media aproximada

La primera comparacién que vamos a llevar a cabo es entre la cadena me-
diana, prototipo usado como aproximacién clasica a la cadena media, y una
de nuestras aproximaciones a la cadena media. En este caso, la aproximacion
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Figura 3.8: Suma de distancias acumuladas de la cadena mediana y la cadena
media aproximada a partir de mediana y método iterativo conjunto a sus respec-
tivos agrupamientos, para los intervalos de 1 a 10 y de 1 a 100 agrupamientos

tomada serd la que parte de la cadena mediana y aplica posteriormente el pro-
ceso iterativo conjunto descrito en el apartado 3.1.2, (es decir, realizando todas
las operaciones posibles sobre cada posicién y tomando la mejor alternativa)
usando la definicién cldsica de cadena media dada en (1.21) y la distancia de
edicién normalizada.

En primer lugar vamos a mostrar el valor de la distancia acumulada que se
consigue con ambos tipos de prototipos. En las graficas de la Figura 3.8 se mues-
tra el valor de la suma de las distancias acumuladas de cada prototipo obtenido
al agrupamiento que representan. Se ve con claridad que la aproximacion escogi-
da para la cadena media presenta, en todos los casos, menor distancia acumulada
que la cadena mediana. Esta diferencia va disminuyendo a medida que aumenta
el nimero de agrupamientos. Si las tasas de error en clasificacién estan corre-
ladas con el valor de la distancia acumulada, cabe esperar un comportamiento
similar en la clasificacién.

Se realizaron experimentos de clasificacion usando un clasificador k-NN, con
valores de k desde 1 (vecino mds cercano) hasta 15. Las clasificaciones se hicieron
para cada uno de los agrupamientos obtenidos tal y como estd descrito en el
apartado 2.2.1, usando una parte como entrenamiento y otra como test e inter-
cambiandolas después a fin de realizar la validacion cruzada. Los resultados a
nivel de clasificacién (con sus respectivos intervalos de confianza del 95 %) para
los diversos valores de k se pueden ver en las graficas de la Figura 3.9 para un
nimero de agrupamientos de 1 a 100 en intervalos de diez y para k = 1,6,12.
Las graficas de la Figura 3.10 muestran los resultados para un nimero de agru-
pamientos de 1 a 10 y valores de k =1, 3, 6.

A la vista de las graficas, es evidente que la aproximacion usada a la cade-
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Figura 3.9: Resultados de clasificacion usando la cadena mediana y la cadena
media aproximada a partir de mediana y método iterativo conjunto para 1, 6 y
12-NN
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Figura 3.10: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y la cadena

media aproximada a partir de mediana y método iterativo conjunto para 1, 3 y

6-NN
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na media presenta un comportamiento mucho mejor que la cadena mediana a
nivel de clasificacién. Ademds, es muy evidente la amplia correlacién que existe
entre el valor de la distancia acumulada y los resultados de clasificacién, lo que
viene a confirmar la idea intuitiva inicial. También resulta claro que, a medida
que el nimero de agrupamientos (y por tanto el niimero de prototipos) va au-
mentando, estas diferencias se van reduciendo hasta un nivel despreciable. En
concreto, para 1-NN se aprecia que a partir de 20 agrupamientos, los intervalos
de confianza presentan un solapamiento moderado, haciendo ya despreciables
estas diferencias. Este efecto también se da con el aumento del nimero de veci-
nos k usado en el clasificador. Se deduce de las graficas que a mayor k el umbral
(ntmero de agrupamientos a partir del cual las diferencias son poco significati-
vas) disminuye, pues puede verse que ya con k = 6 los intervalos de confianza
presentan un solapamiento severo.

En cambio, para un nimero de agrupamientos pequeno (entre 1 y 10) las
diferencias resultan, en su mayor parte, significativas. Para el caso de vecino
mas proximo, los solapamientos entre los intervalos de confianza son nulos o
moderados (excepto para el caso de 5 agrupamientos, donde presenta una irre-
gularidad que veremos que se repetird en el resto de experimentos), y con el
aumento del nimero de vecinos del clasificador estos solapamientos se hacen
mas acusados, indicando que las diferencias ya no son tan significativas. En
todo caso, si se siguen apreciando diferencias significativas para un nimero muy
reducido de agrupamientos (de 1 a 4). Esto nos puede llevar a concluir que
nuestra aproximacion es competitiva respecto a la cadena mediana cuando se
usa un numero de agrupamientos pequeno y, ademas, el nimero de vecinos k
usado en el clasificador es también reducido.

En el Apéndice B se presentan resultados complementarios obtenidos sobre
un corpus de mayor tamano utilizando estos tipos de prototipos. Los resultados
mostrados alli confirman las conclusiones obtenidas para el corpus Copenhagen.

3.3.2. Comparacion entre los diversos métodos de iniciali-
zacién

Como describimos en la Seccién 3.1, los métodos iterativos propuestos para
aproximar la cadena media necesitan una cadena inicial sobre la cual realizar
las perturbaciones. Aunque dicha cadena podria ser cualquiera, la propuesta
era usar la cadena mediana o la obtenida por el proceso constructivo voraz.
Esta propuesta de usar estas inicializaciones puede verse cuestionada por las
significativas diferencias mostradas en el apartado 2.2.2. Por tanto, es evidente
que hay que estudiar la posible influencia de cada una de dichas inicializaciones
sobre los procesos de aproximacién, a fin de verificar si una de las combinaciones
presenta diferencias significativas con respecto a la otra o si los procesos son lo
suficientemente robustos como para soslayar estas diferencias iniciales de las que
se parte.

En las gréficas de la Figura 3.11 presentamos los resultados obtenidos usando
un clasificador k-NN con k = 1,6,12. Para la optimizacién se usa el método
conjunto, y la comparacién se lleva a cabo entre la inicializacién con la cadena
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Figura 3.11: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cadenas
medias aproximadas segtin la distinta inicializacién, usando método iterativo
conjunto para 1, 6 y 12-NN
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mediana o con la cadena resultado del proceso voraz. El detalle para un menor
numero de agrupamientos con ambas inicializaciones (en las mismas condiciones)
se puede ver en las graficas de la Figura 3.12, esta vez para valores de k = 1, 3, 6.

En el Apéndice A, en la Seccién A.1, se presentan los resultados (sin interva-
los de confianza, pues resultan muy similares a los ya expuestos) para el método
separado (Figuras A.1 y A.2), usando el mismo ndmero de vecinos.

De las gréficas se puede deducir que apenas existen diferencias significativas
entre usar un tipo de cadena inicial u otra (el solapamiento entre los intervalos
de confianza es casi total en la mayorfa de los casos). Las diferencias més sig-
nificativas se dan puntualmente para cierto nimero de agrupamientos y cierto
valor de k, siendo en estos casos a veces favorable a la inicializacién por cadena
mediana y en otros casos a la inicializacién constructiva voraz. El comportamien-
to es similar sea cual sea el algoritmo de aproximacién empleado (conjunto o
separado)

Por tanto, parece concluirse que ambas alternativas de inicializacién carecen
de influencia en la obtencién de la aproximacion a la cadena media, o que en
todo caso nuestros procesos de optimizacién son lo suficientemente robustos de
cara a la inicializacién usada (es decir, no son sensibles a la cadena candidata
inicial).

3.3.3. Comparacion entre los diversos métodos de opti-
mizacion

Otra de las variables a considerar es el propio proceso de optimizacién em-
pleado para la obtencion de la cadena media aproximada. En la Secciéon 3.1
proponiamos dos métodos, llamados iterativo separado e iterativo conjunto, que
son los que vamos a comparar. Recordemos que el iterativo separado aplicaba
primero todas las sustituciones posibles, luego todos los borrados, después de
nuevo las sustituciones y por ultimo las inserciones, mientras que el iterativo
conjunto aplicaba los tres tipos de operaciones sobre una posicion y elegia. En
las graficas de la Figura 3.13 vemos los resultados de clasificacién con la ca-
dena mediana y cada una de las dos aproximaciones para k = 1,6, 12, usando
la cadena mediana como cadena candidata inicial. El detalle para un ntmero
de agrupamientos de 1 a 10 se muestra en las graficas de la Figura 3.14 para
k=1,3,6.

De los resultados mostrados se puede deducir que, igual que en el caso de
la inicializacién, el proceso de optimizacion usado no provoca diferencias signi-
ficativas en los resultados de clasificacién (de nuevo los intervalos de confianza
presentan un grado de solapamiento muy alto). Ocasionalmente hay diferen-
cias en los resultados de clasificacién en combinaciones puntuales del nimero
de agrupamientos y el valor de k, pero no es posible concluir que, en general,
uno de los métodos dé mejores prototipos que el otro. Los resultados con la
inicializacién voraz (mostrados en el Apéndice A, Figuras A.3 y A.4), vienen a
confirmar estas conclusiones para esta otra alternativa de inicializacion.
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Figura 3.13: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cadenas
medias aproximadas segin los distintos procesos de optimizacién, usando la
cadena mediana como inicializacién, para 1, 6 y 12-NN
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Figura 3.14: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cadenas
medias aproximadas segun los distintos procesos de optimizacién, usando la
cadena mediana como inicializacién, para 1, 3 y 6-NN
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3.4. Resumen

En este capitulo hemos presentado dos aproximaciones a la cadena media,
pues al ser la obtencién de la misma un problema NP-Duro es necesario buscar
soluciones aproximadas mediante métodos heuristicos. Se han presentado dos
métodos iterativos (separado y conjunto). Estos métodos iterativos se basan en
perturbacion sistematica a partir de una cadena inicial. También se ha hecho un
breve repaso sobre métodos de obtencién de aproximaciones a la cadena media
no basados en perturbacién de una cadena inicial. Para verificar la idoneidad de
las aproximaciones propuestas frente a la cadena mediana, se han realizado ex-
haustivos experimentos sobre el corpus de cromosomas Copenhagen, estudiando
la influencia de las diversas variantes de las aproximaciones propuestas (segin
inicializacién y método usado). Estos resultados demuestran la mayor compe-
tencia de las aproximaciones frente al uso de la cadena mediana y, a su vez, que
no existen notables diferencias entre las diversas alternativas.
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Capitulo 4

Una definicion alternativa
de la cadena media

En este capitulo proponemos una definicién alternativa de cadena media,
distinta a la propuesta en el apartado 1.6.1, y que subsana ciertos problemas
de dicha definicion. Posteriormente, se dan resultados experimentales que com-
paran los diferentes resultados que se producen usando una definicién u otra.

4.1. Cadena media cuadratica

La definiciéon propuesta por Kohonen, introducida en el apartado 1.6.1, pre-
senta una caracteristica particular en el caso de buscar la media entre dos cade-
nas s y t. Usando la definicién dada en (1.21), dentro de las posibles soluciones
para la cadena media de S = {s,¢} estarfan incluidas las propias s y ¢, lo cual
va contra el concepto intuitivo de cadena media (la cadena que, en promedio,
estd mds cercana a todas las cadenas de S).

Para dar un ejemplo, supongamos ¥ = {a,b}, s = ab y t = ba, usando
como medida de disimilitud la distancia de edicién clasica. Con dicha definicién
tendriamos que las cadenas a, b, aa, ab, ba, bb, aba y bab satisfacen la condicion de
cadena media para el conjunto S = {s,t}. Sin embargo, es plenamente intuitivo
que ab y ba no son un buen ejemplo de cadena media, ya que son precisamente los
ejemplos extremos de lejania a la otra cadena dentro del conjunto de muestras.
Una eleccién mas razonable seria aba o bab.

Esta particularidad de la definicién cldsica de la cadena media es la que
lleva a dar una definicién alternativa a la misma, que solventa este problema
particular para conjuntos de dos cadenas. Dicha definicién, propuesta en [47],
se inspira en la definicién del vector media expuesta en la Ecuacién (1.5).

En la definicién de vector media, la distancia se basa en sumar las diferencias
al cuadrado entre cada componente del vector. Este criterio, en espacios métri-
cos, puede generalizarse para un orden m cualquiera, dando pie a la distancia
de Minkowsky [82]. Esta distancia entre los vectores x y y se define para un

7
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cierto orden m como:

1
m

dy = (Z s — yi|m> (4.1)

El valor de m a usar depende de la aplicacién que se le tenga que dar a la
distancia, ya que presenta la propiedad de enfatizar, a medida que el valor de
m aumenta, las mayores diferencias entre las componentes de los vectores [82].
A medida que m tiende a infinito, la distancia de Minkowsky converge a la
distancia de Chebyshev [82], que vale la mdxima diferencia entre componentes.
En [82] también se nombra que es poco usual usar distancias de Minkowsky con
m > 2.

Siguiendo esta idea, la definicién alternativa de cadena media que pro-
ponemos sustituye el uso de la medida de disimilitud por el de la medida de
disimilitud al cuadrado. Asi, dado un alfabeto ¥ y su monoide libre asociado
¥*, dada d una medida de disimilitud sobre ¥* y dado S = {s!,s?,...,s"} C ¥*,
la cadena media de S segin esta nueva propuesta, mg viene definida por:

mg = argminz d(s,s")? (4.2)

seX* i—1

a la cual llamaremos cadena media cuadratica.

Se puede observar que elevar la distancia al cuadrado no modifica las propieda-
des de la definicion de la medida de disimilitud. Es decir, si d cumple las
propiedades de ser una medida de disimilitud, d? también lo serd, pues:

w d(s,8) =0« d(s,8)2=0
w d(s,t) >0=d(s,t)> >0
w d(s,t) =d(t,s) = d(s,t)? = d(t, s)?

Obsérvese en cambio que la desigualdad triangular no estd garantizada (como
contraejemplo, tenemos que 3+3 > 5 pero 324 3% = 9+ 9 = 18 # 5% = 25). Sin
embargo, es posible demostrar para el caso de distancia de edicién normalizada
que cumpla la desigualdad triangular, se puede afiadir una holgura h [32] para
que la versién cuadratica la cumpla:

Proposicion 1 Dada la distancia de edicion normalizada sobre una cierta ma-
triz de pesos W, con peso mdximo Wiyrax, de manera que con dichos pesos la
distancia de edicion normalizada cumple la desigualdad triangular, para una hol-
gura h = Warax se cumple la desigualdad triangular para la version cuadrdtica.

Demostracion: Dadas tres cadenas s,t,r € ¥* y la distancia de ediciéon normali-
zada con Wjrax peso maximo de una operacion de edicion, estamos buscando
la holgura h tal que se cumpla:

(d(s,t) + h)* + (d(t,r) + h)*> > (d(s,7) + h)?
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Desarrollando los cuadrados, esto nos queda:
d(s,t)® + h? 4 2hd(s,t) + d(t,r)* + h® 4+ 2hd(t,7) > d(s,7)* + h* 4 2hd(s,r) —

d(s,t)® +d(t,7)* + h*® + 2h(d(s,t) + d(t,)) > d(s,7)* + 2hd(s,T)

Si ahora tomamos h = Wiy x, nos quedara:
d(s,t)2+d(t,r)?+ W3 4 x F2Warax (d(s, t)+d(t,r)) > d(s,r)*+2Waraxd(s,r) —

d(s,t)2 + d(t, r)2 —d(s, r)2 + W]@AX + 2Whrax (d(s,t) + d(t,r) —d(s,r)) >0

) X
para s',s” € ¥* [53], con lo cual tendremos que d(s,t)? + d(t,r)? — d(s,r)? >
~W32, 4 Por tanto:

d(s,t)* +d(t,r)* —d(s,7)* + Wi ax + 2Warax (d(s,t) +d(t,7) —d(s,7)) >

7WJ%JAX + WJ%4AX + QWMAX (d(57 t) + d(ta T) - d(S, 7’)) =
2Warax (d(s,t) + d(t,r) — d(s,7))

Y si d cumple la desigualdad triangular, tenemos que d(s, t)+d(t, r)—d(s,r) > 0,
con lo cual:

d(s,t)* +d(t,r)* —d(s,7)* + Wi ax + 2Warax (d(s,t) + d(t,7) —d(s,7)) >

2Warax (d(s,t) +d(t,r) —d(s,7)) >0

Y se cumple la desigualdad triangular.
O

El uso de la distancia cuadrética garantiza que situaciones como las que
ocurrian con la definicién dada en (1.21) para dos cadenas no se van a producir,
tal como establece la siguiente proposicion:

Proposicién 2 Dado el conjunto de cadenas S = {s,t}, con s # t, si la medida
de distancia usada cumple la desigualdad triangular, entonces la cadena media
cuadrdtica de S, mg, cumple que mg # s y mg # t.

Demostracion: Sila distancia entre s y t vale ds ¢ y la medida de distancia usada
cumple la desigualdad triangular, la distancia acumulada de cualquiera de las
otras candidatas a cadena media también valdrd d, ., ya que esta es la minima
distancia posible. Si m es una de estas candidatas, tendremos que d(m, s) = d’.
Por tanto, d(m,t) =ds — d'.

Si tomaramos m = s o m = t como solucién usando la definicién cuadratica,
tendriamos una distancia acumulada de d2 ; 4+ 0% = d2 ,.

Si tomamos que m es cualquiera de las otras candidatas se tendria una
distancia acumulada de d(m, s)? + d(m,t)? = d'* + (ds — d')? = d2,, + 2d”* —
2ds 4 d'.
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Cuadro 4.1: Conjuntos de 3 y 4 cadenas en los que la cadena media clésica y
cuadratica usando la distancia de edicién normalizada difieren

| Conjunto de datos | Clésica | > d | > d? | Cuadrética | > d | Y d* |

{aba, bbc, baa} baba | 220 | 1'94 bba 2’33 | 1’89
{aba, bbc, baa, caa} baa 3’17 | 3’69 baba 3’20 | 294
¥yla b ¢ A
al0 2 3 2
b2 0 2 2
c|3 2 0 2
A2 2 2 -

Figura 4.1: Matriz de pesos usada para las pruebas del Cuadro 4.1

Es claro que d2 , + 2d"* —2d, 4d' < d2,, yaque d’ < d,; y, consecuentemente,

2 . . ..
2d'” — 2ds+d’ < 0. Por tanto, s o ¢ no alcanzan la distancia acumulada minima
con la definicién cuadrética y no pueden escogerse como cadena media.

O

Si aplicamos la definicién de cadena media cuadratica al ejemplo previo de
s = ab y t = ba, vemos ahora que las cadenas que cumplen la condicién son a,
b, aa, bb, aba y bab, quedando las propias s y t excluidas, tal y como habiamos
demostrado.

Aunque inicialmente esta definicién se ha propuesto para solventar el proble-
ma con dos cadenas, existen ejemplos que aseveran que para conjuntos de més de
dos cadenas también se obtienen resultados distintos. En el Cuadro 4.1 se mues-
tran las cadenas medias obtenidas usando la definicién clasica y cuadratica, con
la distancia de ediciéon normalizada, para los conjuntos de cadenas presentados.
La matriz de pesos entre simbolos es la presentada en la Figura 4.1.

La cadena media cuadratica presenta, de todas maneras, el mismo proble-
ma computacional que la definicién clasica: encontrar la solucion exacta es un
problema NP-Duro. Esto se debe a que el tinico cambio que se estd haciendo
es usar otra medida de distancia, con lo cual el problema es idéntico al original
y tiene la misma complejidad. Por tanto, de nuevo es necesario la bisqueda de
aproximaciones a esta cadena media cuadrética.

Repasando los algoritmos de aproximacion presentados en la Seccién 3.1, la
incorporacion de la definicién cuadrética es tan simple como sustituir el calculo
de la distancia acumulada por el calculo acumulativo de distancias al cuadrado.
Esta modificacién no altera el coste del algoritmo, pues lo tnico que hay que
hacer es obtener la distancia de la manera habitual y luego elevar ese valor al
cuadrado antes de acumularlo.

Ya hemos visto que usar la cadena media cuadratica proporciona resultados
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distintos en ciertos conjuntos de datos, y estas diferencias también pueden pre-
sentarse a la hora de obtener las distintas aproximaciones. Esto se debe a que
la alteracion en el proceso de optimizacion puede variar el resultado final.
Queda ahora comprobar el efecto que tiene en la calidad de los prototipos
obtenidos usar esta nueva definicién de cadena media. Asi, la Seccién 4.2 va
dedicada a comparar las clasificaciones con los diversos prototipos obtenidos
usando ambas definiciones (cldsica y cuadratica) para el corpus Copenhagen.

4.2. Experimentos comparativos

En esta secciéon vamos a aplicar ambas definiciones de cadena media, la
clésica, dada en (1.21), y la cuadrética, dada en (4.2), para extraer prototipos
de diversos agrupamientos y usarlos con clasificadores k-NN. Estos experimentos
se realizaran sobre el corpus de cromosomas que se describe en el apartado 2.2.1.

La finalidad de realizar estos experimentos es comparar el efecto que tiene
usar una definicién u otra en la extraccién de prototipos mediante los algoritmos
propuestos en la Seccién 3.1, ya que al ser métodos aproximados, dicha definicién
influye en el prototipo extraido independientemente del tamano del conjunto de
cadenas tratado.

En primer lugar, vamos a verificar que las distintas funciones objetivo usadas
se optimizan como se espera. Para ello, mostramos en las graficas de la Figu-
ra 4.2 el valor de la suma de distancias acumuladas, normal y cuadratica, para la
cadena mediana y las medias aproximadas con inicializacién mediana y proceso
conjunto, haciendo uso de las definiciones clésica y cuadratica. Como se puede
apreciar, las diferencias a nivel de distancia acumulada entre el prototipo clasico
y el cuadratico son practicamente nulas, con lo cual parece concluirse que es in-
diferente el criterio de optimizacién empleado con respecto a este indice. Si que
existe diferencia cuando se comparan a nivel de distancia acumulada cuadratica
(las dos gréficas inferiores de la Figura 4.2), pero sélo para un nimero de agru-
pamientos alto (a partir de 30 agrupamientos). Esto se debe a que es entonces
cuando surgen agrupamientos con pocas cadenas, en los cuales la cadena media
cuadratica optimiza adecuadamente el criterio de distancia cuadratica, algo que
la cadena media clasica no consigue. De todas maneras, las diferencias resultan
tan inapreciables que puede esperarse una influencia escasa en la clasificaciéon
al usarse una u otra definicién.

Por tanto, se realizaron experimentos de clasificaciéon usando las cadenas
medias aproximadas obtenidas usando la definicién clasica y la cuadratica. Los
resultados de clasificaciéon con cadena mediana y las aproximaciones (usando
el método conjunto y la cadena mediana como cadena inicial) usando ambas
definiciones se presentan en las gréficas de la Figura 4.3 para un ndmero de
agrupamientos de 1 a 100 y £ = 1,6, 12. Para un nimero de agrupamientos entre
1y 10y k=1,3,6 se presentan los resultados en las gréficas de la Figura 4.4.

En las graficas se puede observar que en ciertos casos generales, y a nivel
absoluto, la distancia cuadrética consigue mejores prototipos que la distancia
clasica (por ejemplo, para la regla del vecino més cercano, primera gréfica de la
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Figura 4.2: Suma de distancias acumuladas (arriba) y distancias acumuladas
cuadraticas (abajo) de la cadena mediana y la cadena media aproximada, en
sus versiones clasica y cuadrética, con inicializacién mediana y método iterativo
conjunto, a sus respectivos agrupamientos, para los intervalos de 1 a 10 y de 1
a 100 agrupamientos
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Figura 4.3: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cade-
nas medias aproximadas segin la definicién de cadena media usada, usando la
cadena mediana como inicializacién y el método conjunto, para 1, 6 y 12-NN
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Figura 4.4: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cade-
nas medias aproximadas segin la definicién de cadena media usada, usando la
cadena mediana como inicializacién y el método conjunto, para 1, 3 y 6-NN
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Figura 4.3, parece presentar mejor comportamiento al aumentar el nimero de
agrupamientos). Pero en general las diferencias no son realmente significativas,
tal y como se esperaba, ya que los intervalos de confianza presentan un grado
de solapamiento muy alto (algo que es més acusado atin cuando el nimero de
agrupamientos es mas pequeno, como se ve en la primera grafica de la Figu-
ra 4.4).

A medida que aumenta el nimero de vecinos empleado en el clasificador
estas diferencias se van haciendo aun menos significativas, quedando las mas
destacadas reducidas a zonas mads localizadas. Por tanto, no parece que haya
diferencias claras entre usar una definicién u otra de cadena media.

A fin de verificar estas conclusiones para inicializacién voraz o método sepa-
rado, también se realizaron experimentos comparativos con dichas variantes,
cuyos resultados se muestran en el Apéndice A (Figuras A.5 y A.6 para iniciali-
zacion por mediana y proceso separado, Figuras A.7 y A.8 para inicializacion
voraz y proceso conjunto y Figuras A.9 y A.10 para inicializacién voraz y proceso
separado). Los resultados obtenidos resultan semejantes a los discutidos para
inicializacién por cadena mediana y proceso de optimizacién conjunto.

Todas estos resultados nos llevan a concluir que, en principio, usar una defini-
cién u otra de cadena media no va a tener excesiva influencia en nuestro proceso
de aproximacién a nivel de clasificacion. Es decir, aunque los prototipos que
se van a obtener usando una definicién u otra serdn en muchos casos distintos
(el indice a optimizar es diferente en cada caso), en promedio la calidad de los
prototipos serd semejante. Por tanto, puede concluirse que no es determinante
usar una definiciéon u otra de cadena media.

4.3. Resumen

En este capitulo hemos ofrecido una definicién alternativa de cadena media,
basada en la suma cuadrética, que resuelve algunas caracteristicas probleméticas
de la definicién clasica en algunos tipos de agrupamientos. Como dicha definicién
tiene influencia en el proceso de optimizacién que se realiza para la obtencion
de las aproximaciones, se ha realizado una experimentacion exhaustiva con el
corpus de cromosomas Copenhagen a fin de verificar la influencia de esta nueva
definicién en la obtenciéon de prototipos. Dichos experimentos han confirma-
do que no existen diferencias significativas entre usar una u otra definicién de
cadena media en estos procesos.
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Capitulo 5

Reduccién del coste
temporal de las
aproximaciones

En el Capitulo 3 hemos descrito métodos para obtener aproximaciones en un
tiempo razonable a la cadena media. Aun asi, estos métodos contintian siendo
costosos, por lo cual en este capitulo se describen técnicas que permiten reducir
el coste temporal de dichos métodos a costa de la precisién en la aproximacion.
La validez de los métodos se prueba mediante experimentacion con el corpus
descrito en el apartado 2.2.1.

5.1. Técnicas generales de reduccién de coste

Existen varias técnicas, aplicables a los algoritmos que usan calculos de dis-
tancia de edicién (entre ellos, los descritos en el Capitulo 3), que permiten
reducir el coste computacional de hallar una solucién, en muchos casos a costa
de perder precisién en la misma.

Una de estas técnicas puede emplearse en el célculo de la distancia de edi-
cién (en cualquiera de sus versiones) entre cadenas, que es una parte costosa
dentro del algoritmo (orden cuadrético). Es la técnica conocida como busqueda
en haz (o por su término anglosajén beam search) [4], y se basa en no explorar
exhaustivamente todos los caminos dentro del grafo de Programacién Dindmi-
ca, sino que se descartan aquellos cuyo peso acumulado sobrepasa un cierto
umbral. Esta técnica hace que la distancia calculada no sea la éptima, sino un
valor subéptimo superior (pues se pueden eliminar caminos que lleven al valor
6ptimo). Es una optimizacién implementable en cualquiera de los algoritmos de
perturbacion iterativa expuestos en la Seccién 3.1, pero no ha sido implementa-
da y ni se ha estudiado su posible influencia en la calidad y tiempo de obtencion
de los prototipos.

87
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En la linea de la técnica de la bisqueda en haz, otra técnica es la conocida
como busqueda en ventana. En dicha técnica, se define que los caminos validos
son aquellos que transcurren por un subconjunto de aristas del grafo tales que no
estdn alejadas mas de una cierta distancia (ventana) del camino més “diagonal”
posible en el grafo de Programaciéon Dinamica. Asi, el nimero de caminos a
explorar se reduce considerablemente, pero de nuevo se pueden perder soluciones
optimas. Esta técnica es adecuada cuando las cadenas a comparar son bastante
semejantes, ya que en ese caso si es frecuente que el camino éptimo transcurra
en las proximidades del camino mas “diagonal”. Al igual que la busqueda en
haz, se puede aplicar a cualquiera de los algoritmos de optimizacién presentados
aunque tampoco se ha realizado su implementacion.

Otra optimizacién evidente es no hacer el calculo completo de la distancia
de ediciéon acumulada. Es decir, si hasta ahora tenemos que nuestra solucion
presenta una distancia acumulada de valor dist, al llegar la suma de distancias
acumuladas para la nueva candidata a un valor superior a dist se puede descar-
tar dicha candidata, sin necesidad de hacer el sumatorio completo para las n
cadenas de S. De nuevo es una técnica aplicable a cualquiera de los algoritmos
presentados y ha sido implementada en la realizacion de todos los experimentos
de esta tesis.

Estas técnicas descritas son de uso general para cualquier algoritmo que
implique céalculo de distancias de edicién y distancias acumuladas. En las si-
guientes secciones propondremos, en cambio, técnicas especificas para los algo-
ritmos presentados en el Capitulo 3 y que han sido implementadas y probadas
experimentalmente.

5.2. Meétodo de la division

Si observamos de nuevo la complejidad temporal de los métodos iterativos
propuestos, que es O(I® - |X| - n), queda claro que el factor mas determinante en
dicho coste es la longitud de las cadenas de S. Por tanto, toda actuacién en-
caminada a reducir dicha longitud comportara una reduccién del coste temporal
(aunque no a nivel asintético) del algoritmo.

Asi, surge la idea de dividir las cadenas de S en varias subcadenas de aproxi-
madamente la misma longitud, y luego computar la cadena media aproximada
de cada uno de esos subconjuntos de subcadenas. La aplicacion de los algoritmos
iterativos a este subconjunto serd mucho menos costosa temporalmente, pues la
longitud de las cadenas se habré reducido un orden igual al nimero de divisiones
efectuado. La cadena media aproximada para S seria una concatenacion de las
cadenas medias aproximadas obtenidas para cada division.

Por tanto, este método consiste realmente en un preproceso que toma S y
crea D conjuntos de cadenas S, S?,...,SP, formados cada S* por las subcade-
nas producto de la divisiéon en D subcadenas de cada cadena de Sy siguiendo el
mismo orden. Por ejemplo, si tenemos S = {abaabb, aaba, bbaaa, aababba, ab} y
efectuamos la divisién para D = 2, tendriamos que S' = {aba, aa, bba, aaba, a}
y S? = {abb, ba, aa, bba, b}.
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Entrada: S = {s',s%,...,5"}, D € N nimero de divisiones
Salida: m € ¥* cadena media aproximada
Inicio
Parai=1,...,D S'= () FPara /* Inicializacién a vacio */
Parai=1,...,n
Paraj=1,...,D
5% = subcadena(s’, j, D) /* Hallamos la subcadena */
S = 87U {s"} /* La anadimos al conjunto */
FPara
FPara
Para i=1,...,D m’ = cadena_media_aproximada(S?) FPara
Devolver m =m! -m?-..m?

Figura 5.1: Algoritmo del método de la divisién

Una vez obtenidos los S para i = 1,...,D, se calcula la cadena media
aproximada de cada uno de ellos aplicando alguna de las aproximaciones vistas
en la Seccién 3.1 (también podria obtenerse la cadena mediana), obteniendo
D cadenas m', m?,...,mP, cada una de ellas extraida de S',S?,...,S8P. La
cadena media aproximada final usando este método seria m = m! - m2?-..mP.
La Figura 5.1 muestra el algoritmo a seguir [50]. En dicho algoritmo, la llamada
a la funcién “subcadena(s,i,7)” indica que se debe obtener la i-ésima divisién
de un total de j divisiones que queremos efectuar de la cadena s. Asimismo, la
llamada a “cadena_media_aproximada(S)” obtiene la cadena media aproximada

del conjunto de cadenas S por el método que se decida.

Respecto al coste computacional de dicho algoritmo, la particién en los con-
juntos de subcadenas S*, ..., SP es de orden O(n-D-1), al ser el coste de obtener
la subcadena de orden lineal con su longitud. Y la parte més costosa es el bucle
de célculo de las cadenas medias parciales aproximadas, que sera O(l’ 3. |2|-n-D),
donde I’ seria la nueva longitud méxima entre las cadenas de S*. Claramente,
U= %, con lo cual la complejidad asintética es O((%)3 -|¥] - n - D), que sim-
plificando queda finalmente en O(jlj—d2 -|X] - n). Por tanto, esta optimizacién no
produce una mejora del coste temporal asintético, pero si una mejora del coste
real, al quedar dividido por el niimero de divisiones al cuadrado. Nétese que el
coste total no es realmente ese, pues dentro del calculo de la cadena media parcial
el namero de iteraciones de perturbacién también influye, y no esté claro cémo
puede afectar a dicho numero de iteraciones el trabajar con cadenas méas cortas.
Lo méas probable es que al ser cadenas mas cortas, ese nimero de iteraciones
disminuya (pues el espacio de bisqueda que se explore serd méas reducido).

Este método es aplicable a cualquier aproximacion a la cadena media, no
s6lo la dada por los algoritmos iterativos (es decir, se puede aplicar a la cadena
mediana y al método constructivo voraz). Por otra parte, hay que senalar que,
aunque en la invocacién no se incluya, es necesario una cadena inicial para
cada conjunto de subcadenas de manera que se puedan empezar a hacer las
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perturbaciones sobre ella. Dicha cadena inicial puede ser la cadena mediana o
la obtenida por el proceso voraz.

5.3. Meétodo de la optimizacién local

Dentro de los algoritmos iterativos de obtencién de aproximaciones a la cade-
na media, hemos visto que la parte mas costosa es la dedicada a las operaciones
de sustitucion e insercién, pues es necesario repetir la perturbacién en una posi-
cién para cada simbolo de ¥. Esto hace que el coste temporal total tenga ese
factor |X|, que generalmente es menor que [ y, por tanto, tiene una influencia
menor. Sin embargo, conseguir eliminar del coste asintético dicho factor seria
una ganancia importante, sobre todo cuando el alfabeto sea grande.

Esta consideracién nos lleva a hacer una reflexién sobre el sentido de usar
todos los simbolos en la perturbacién. Parece razonable que cuando se prueba a
sustituir un simbolo no todos los simbolos disponibles del alfabeto tengan sentido
en la sustitucion; por ejemplo, si la probabilidad de que un simbolo a se confunda
por un simbolo b o ¢ es diez veces mayor que la probabilidad de que se confunda
con d o e, el cambiar a por b o ¢ dard, con toda probabilidad, una mejora mucho
mayor que el cambiar por d o e. Igualmente puede pasar en las inserciones:
ciertos simbolos del alfabeto tienen mas probabilidades de ser insertados en la
posicién actual que otros. No sélo se puede tener en cuenta la probabilidad
a priori de que un simbolo sea sustituido por otro, o sea insertado, sino que
también puede depender del contexto: los simbolos adyacentes a la posicion
actual pueden determinar si es mas probable insertar o sustituir determinado
sfmbolo.

Basandose en dicha idea, una modificaciéon de los algoritmos es evidente:
limitar las pruebas en sustitucién e insercién a un cierto nimero de simbolos
seleccionados. El problema es, por tanto, qué simbolos seleccionar. Evidente-
mente, esta seleccion de simbolos puede tener en cuenta factores muy complejos
(estudio estadistico de las diferencias y operaciones de edicién entre cadenas
del conjunto, influencia de la posicién de la cadena, etc.), pero lo deseable para
conseguir una complejidad temporal adecuada es un proceso rapido y basado
en datos poco costosos de obtener.

Siguiendo esta filosoffa, una forma evidente es proceder basdndose en la ma-
triz de pesos. Se puede asumir, siempre que la matriz de pesos esté bien disenada,
que la probabilidad de que dos simbolos se confundan es inversamente propor-
cional al peso que tiene asignada dicha sustitucion. Respecto a las inserciones
no existe un criterio tan claro. Una idea es que, de nuevo, los simbolos con
menor peso de insercién tienen mayor probabilidad de insertarse, pero esto nos
limitaria siempre a los mismos simbolos sin recurrir a ningiin tipo de informa-
cién contextual. Por tanto, otra idea es suponer que el simbolo previo (también
podria considerarse el posterior) a la posicién de insercién tiene influencia en
qué simbolos tienen mayor probabilidad de insertarse, siguiendo un criterio se-
mejante al de la sustitucién (es decir, basdndose en la matriz de pesos).

Basandose en esto, se define un conjunto de simbolos candidatos a sustitu-
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cién y otro de candidatos a insercion para cada simbolo del alfabeto basdandose
en un analisis simple de la matriz de pesos. Este andlisis consistiria en encon-
trar los k simbolos con menor peso de sustitucién para cada simbolo, lo cual
puede realizarse en O(|X|?) y es perfectamente aceptable. Los candidatos para
sustitucién serian esos k simbolos y los de insercion serian el propio simbolo
precedente y los k simbolos usados en sustitucién para dicho simbolo. A este
conjunto de k simbolos lo denominaremos vecindad o localidad, y de ahi viene
el nombre de esta técnica (optimizacién local). En la Figura 5.2 vemos la modi-
ficacién del algoritmo de perturbacién iterativo conjunto para hacer uso de esta
técnica. Dicha modificacién consiste en aplicar sustituciones e inserciones sélo
para los simbolos pertenecientes a la vecindad computada (es decir, en vez de
hacerlo Va € X, se hace Va € vy, siendo vy, los simbolos asociados a b € X). La
modificacion de la versién separada seria muy semejante.

Respecto a la complejidad computacional, resulta claro que el factor |X|
queda ahora eliminado del coste temporal de dichos algoritmos y en su lugar
entra la constante k. Como generalmente se buscan valores de k pequetios (sobre
todo con respecto al resto de factores que afectan el coste temporal), también
se puede obviar, con lo cual queda un coste temporal final O(I3 - n). Por tanto,
la complejidad asintética queda reducida en el factor |3| que buscébamos.

5.4. Experimentos comparativos

En esta secciéon vamos a comparar los resultados que se obtienen usando
los prototipos extraidos aplicando las técnicas de reduccién de coste expuestas
(divisién y optimizacién local) con los de los prototipos de las técnicas sin reduc-
cién de coste. La comparacién se hard usando de nuevo el corpus de cromosomas
descrito en el apartado 2.2.1. Debido a los resultados mostrados en el Capitulo 3,
reducimos la experimentacién en este caso a los prototipos obtenidos a partir
de la inicializaciéon por cadena mediana y el método iterativo conjunto, ya que
en el resto de casos el comportamiento es similar.

Las pruebas con el método de la division se hicieron para 2 y 3 divisiones. Con
respecto a la optimizacion local, uno de los factores que hay que determinar es la
vecindad de un simbolo, es decir, el conjunto de simbolos que se va a probar en
sustituciones e inserciones. En esta experimentacion, dicha vecindad se limita a
los dos simbolos con menor peso de sustitucion respecto al simbolo considerado.
Por ejemplo, para este corpus, con la matriz de pesos usada y para el simbolo
a, su vecindad vendria constituida por {=,b}.

Los resultados de clasificacion, con sus respectivos intervalos de confianza,
se presentan en las graficas de las Figuras 5.3 y 5.4. La Figura 5.3 presenta
resultados para clasificacién por vecino més préximo entre 1 y 100 agrupamien-
tos, mientras que las graficas de la Figura 5.4 presentan el detalle de 1 a 10
agrupamientos y para distinto ntimero de vecinos (1, 3 y 6).

Como era de prever, en lineas generales se verifica que las aproximaciones
obtenidas mediante el método de la divisién resultan de menor calidad a la ho-
ra de clasificar en términos absolutos. Sin embargo, el solapamiento entre los
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Entrada: m € ¥* solucién inicial, S = {s', s%,...,s"}, W matriz de
pesos de X x X
Salida: m € ¥* solucién final

Inicio
ParaTodo a € ¥ v, = vecindad(a, W) FParaTodo
Hacer
dp =321y d(m, s")
d, = d,
Parai=1,...,|m| /* Para todas las posiciones */
msub =m
sb=10
dsub = da
ParaTodo a € v,,; /* Aplica sust. para los simb. vecinos */
mi =aq
Siyi, d(m** s7) < dgu», Entonces  /* Hay mejora */
sb=ua
dsup = Z?Zl d(ms%, s7)
FSi
FParaTodo
Si sb # () Entonces m:"* = sb Sino m*** = m FSi
mbT = my - mi_ iy - M| /* Aplica borrado */
ml’rLS =m
sb=10
dins = dq
ParaTodo a € {m;} Uuv,,, /* Aplica ins. para los vecinos */
mins =mq---Mmi_1 am’bm\m|
Si >, d(m™,s’) < di,s Entonces  /* Hay mejora */
sb=a
dins = 2?21 d(mins | s7)
FSi
FParaTodo

Si sb # () Entonces m™ =my - -m;_1 - sb-m; - My
Sino m'™* =m

FSi

M = ArGMil e (. paub mbor minsy 51 A(8,87) /* La mejor */

dy = Z?Zl d(m,s’)

FPara

Mientras d, < d, /* Hasta que no hay mejora global */
Devolver m

Figura 5.2: Algoritmo del método iterativo conjunto aplicando la técnica de
optimizacién local.
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Figura 5.3: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana, la cadena
media aproximada sin optimizar y las cadenas medias aproximadas obtenidas
por optimizacién local y 2 y 3 divisiones, usando la cadena mediana como ini-
cializacién y el método conjunto, para 1-NN

intervalos de confianza entre la aproximacién no optimizada y la que usa dos
divisiones resulta lo bastante alto como para concluir que no hay diferencias
significativas entre usar la aproximacion sin optimizar y la optimizada median-
te dos divisiones. Este grado de solapamiento se reduce ostensiblemente para
tres divisiones (siempre para un nimero reducido de agrupamientos). Existen
algunos casos concretos en los que, de manera absoluta, los resultados de la
aproximacién usando division superan incluso a la aproximacién sin optimizar
(como puede verse en la Figura 5.3 para 60 agrupamientos). Lo que si parece
evidente es que, salvo excepciones como la citada, aumentar el nimero de divi-
siones conduce a una peor aproximacion.

En cambio, en estos resultados de clasificacion se ve que la diferencia de
calidad entre los prototipos obtenidos por optimizacién local y los obtenidos sin
optimizar es practicamente inapreciable. De hecho, los intervalos de confianza
se solapan en su practica totalidad. Por tanto, se deduce que la técnica de opti-
mizacién local obtiene prototipos que apenas reducen la calidad de la tarea de
clasificacién. Asi, se demuestra la gran ventaja a nivel de resultados de clasifi-
cacion de usar optimizacion local con respecto a la divisidon, pues mientras los
intervalos de confianza de los resultados por el método de la divisién presentan
un solapamiento moderado con los resultados no optimizados, en el caso del uso
de la optimizacion local este solapamiento es casi completo. Hay mas resultados
disponibles en el Apéndice A, Seccién A.6, en la Figura A.11.

En el Apéndice B se presentan resultados complementarios obtenidos sobre
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T T T T T T T
Mediana 1-NN
Media aprox. 1-NN --------- h
Media aprox. 2 div. 1-NN -
Media aprox. 3 div. 1-NN - -
Media aprox. Opt. local 1-NN -~ |
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T T
Mediana 3-NN
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Figura 5.4: Resultados de clasificaciéon usando la cadena mediana, la cadena
media aproximada sin optimizar y las cadenas medias aproximadas obtenidas
por optimizacién local y 2 y 3 divisiones, usando la cadena mediana como ini-
cializacién y el método conjunto, para 1, 3 y 6-NN
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Figura 5.5: Coste temporal de obtencién de la cadena mediana, la cadena media
aproximada sin optimizar y las cadenas medias aproximadas obtenidas por opti-
mizacion local y 2 y 3 divisiones, usando la cadena mediana como inicializacién
y el método conjunto

otro corpus de mayor tamano usando la optimizacién local. Dichos resultados
confirman las conclusiones obtenidas en este capitulo y muestran nuevas carac-
teristicas de la optimizacion local.

Por ultimo, queda comprobar la eficacia temporal de las optimizaciones. A
la hora de obtener una medida del tiempo necesario para obtener cada aproxi-
macién, se ha optado por usar el producto de las longitudes de las cadenas
comparadas (pues el coste temporal de obtener la distancia de edicién normali-
zada es, en promedio, del orden del producto de las longitudes de las cadenas
comparadas). Asi, se utiliza la suma de los productos de las longitudes de las
cadenas comparadas como medida de coste temporal.

Siguiendo dicho criterio respecto al coste temporal, se presentan los resulta-
dos en la gréafica de la Figura 5.5. Los costes temporales para un menor nimero
de agrupamientos no se muestran debido a que problemas de desbordamiento
restaban credibilidad a los datos de coste obtenidos.

Como se puede ver, para el método de la divisién la ganancia temporal es
espectacular, bajando practicamente un orden de magnitud con respecto a la
version no optimizada usando 3 divisiones. Igualmente, el uso de la optimizacion
local reduce en un factor considerable el coste de obtencién de la cadena media
aproximada. Como el comportamiento en clasificaciéon es casi idéntico al de
los prototipos obtenidos usando técnicas no optimizadas, se concluye que esta
técnica de optimizacion es realmente la mas adecuada como método de obtencion
de la cadena media aproximada, aunque su ganancia temporal no sea tan alta
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como la obtenida mediante el método de la divisién.

5.5. Resumen

Este capitulo se ha dedicado a abordar el problema de la reduccién del coste
temporal de la obtencién de las aproximaciones a la cadena media. Para ello,
inicialmente se ha hecho un somero repaso de posibles optimizaciones temporales
generales implementables para conseguir las aproximaciones con menor coste.
Tras ello se describen dos técnicas especificas, llamadas técnica de la division y
técnica de la optimizaciéon local, que permiten una reduccién notable del coste
temporal de la obtencién de las aproximaciones. Para demostrar la idoneidad de
dichas técnicas, se han realizado experimentos comparativos usando el corpus
Copenhagen que han demostrado la alta ganancia en el coste temporal de las
técnicas (especialmente la técnica de la divisién) y la escasa degradacién de
los prototipos obtenidos con respecto a tareas de clasificacién (especialmente la
técnica de optimizacién local). La técnica de la optimizacién local se ha revelado
asi como la mejor alternativa para un cdlculo menos costoso de prototipos de
calidad.



Capitulo 6

La cadena media exacta

En este capitulo se aborda la posibilidad de obtener la cadena media exacta,
hasta ahora descartada por su elevado coste computacional. Para ello, se pro-
pone un algoritmo basado en Ramificacién y Poda y se demuestran las cotas
necesarias para su implementacién. Posteriormente, se usa un corpus artificial,
con un numero reducido de simbolos y longitud limitada a fin de acotar razona-
blemente el tiempo de obtencién, para comparar como prototipos a nivel de
clasificacién y de distancia acumulada la cadena media exacta con sus diversas
aproximaciones.

6.1. Obtencion de la cadena media exacta

En esta seccién vamos a proponer un método para hallar la cadena media
exacta. Este método sigue el esquema general de Ramificacién y Poda [27], donde
se realiza una exploracién dirigida de todo el espacio de bisqueda (en este caso,
¥*). Este espacio de busqueda puede representarse mediante un drbol; un drbol
es un conjunto de elementos, llamados nodos, relacionados entre si mediante
una relacion padre-hijo. En un arbol existe un tnico nodo sin padre, llamado
raiz. A los nodos que no tienen hijos se les denomina hojas, que representan
las soluciones dentro del espacio de busqueda. A los nodos que no son hojas
se les denomina nodos internos y representan soluciones parciales. Asi pues,
la exploracion del espacio de busqueda se haria mediante un recorrido de este
arbol.

En la practica, el recorrido del arbol se va haciendo a medida que se genera.
Esta generacién se hace a partir de una lista de nodos del arbol pendientes
de evaluacién, llamada lista de nodos vivos; inicialmente, esta lista contiene la
raiz del drbol (lo que seria una solucién parcial trivial inicial). A cada paso del
algoritmo se va generando dinamicamente el arbol de exploracién hasta llegar a
una solucién (hoja en el drbol), la cudl es evaluada segiin el valor de la funcién
objetivo que se busca optimizar. Esta generacién se hace basandose en el nodo
vivo actual, del cuél se generan sus hijos (soluciones parciales derivadas del

97
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Entrada: s solucion parcial inicial
Salida: s, solucién éptima

Inicio
Inv = {s}; Sopt = $; Vopt = F(Sopt) /* Inicializacién */
Mientras Inv # ()
Escoger s, € lnv /* Tomamos el siguiente nodo */
Si hoja(sqc:) Entonces /* Es solucién */
Si F(sqct) < vopt Entonces /* Y mejor que la actual */
Sopt = Sact; Vopt = F(Sopt)
ParaCada s, € Inv /* Hacemos la poda */
Si g(Squz) > Vopt Entonces Inv = Inv — 4y FSI
FParaCada
FSi
Sino /* No es solucién */
hj = GenerarHijos(Sqct) /* Genera hijos */

ParaCada h € hj
/* Si su cota no es peor, lo inserta */
Si g(h) < vop: Entonces Insertar(h,lnv) FSi

FParaCada
FSi
Inv = Inv — Sqet
FMientras

Devolver s,

Figura 6.1: Esquema algoritmico general de Ramificacién y Poda para el caso
de minimizacion, donde F' es la funcién objetivo y ¢ la cota

mismo). Sin embargo, esta generacién estd limitada, pues existe una funcién,
llamada cota, que nos acota el valor de cualquier solucién final obtenible a partir
de la solucién parcial. De esta manera, si la cota del nuevo nodo a generar es
peor que la mejor solucién obtenida hasta ahora, dicho nodo no se incluye en
la lista de nodos vivos. De igual manera, al alcanzar una nueva solucién mejor
que la previa, se deben eliminar de la lista de nodos vivos todos aquellos cuya
cota sea peor que la nueva solucién.

El esquema algoritmico general de Ramificacién y Poda se puede ver en la
Figura 6.1. Como se puede ver, inicialmente la lista de nodos vivos la forma la
solucion inicial, y a cada iteracién se extrae un nodo de dicha lista. Si ese nodo
es una hoja (solucién final), se comprueba si es mejor que la mejor solucién
final actual. Si se da ese caso, se toma como nueva mejor solucién y se realiza
la poda. Si el nodo no es una hoja, se generan sus hijos y se insertan en la lista
de nodos vivos (siempre y cuando su cota sea mejor que el valor de la solucién
actual).

Particularizando para el caso que nos ocupa, sea S el conjunto de cadenas
sobre el cual pretendemos hallar la cadena media mg. La funcién objetivo a
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Entrada: s solucién parcial inicial
Salida: sop¢ solucién éptima

Inicio
Inv = {s}; Sopt = $; Vopt = F(Sopt) /* Inicializacién */
Mientras Inv # ()
Escoger s, € lnv /* Tomamos siguiente nodo */
hj = GenerarHijos(sqct) /* Generamos hijos */

ParaCada h € hj

/* Si su cota no es peor, lo inserta */

Si g(h) < vope Entonces Insertar(h,Inv) FSi
FParaCada
/* Si es mejor que la solucién actual, lo tomamos */
Si F(sqct) < Uopt Entonces

Sopt = Sact; Vopt = F(Sopt)

ParaCada s,,, € lnv /* Hacemos la poda */
Si g(Squz) > Vopt Entonces Inv = Inv — sgyy FSi
FParaCada
FSi
Inv = Inv — Sget
FMientras

Devolver s,

Figura 6.2: Esquema algoritmico de Ramificacion y Poda particular para el caso
en el que los nodos internos se consideran soluciones. Se muestra para el caso
de minimizacién, siendo F' la funcién objetivo y g la cota
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minimizar es:

F(s) = d(st) (6.1)

tes

donde d es la medida de disimilitud usada (distancia de edicién, distancia de edi-
cién normalizada,...) y s = $152...5; es la cadena considerada, perteneciente
al espacio de busqueda >*. Las soluciones parciales, al igual que las finales, son
cadenas sobre X (en nuestro caso una solucién parcial serfa un prefijo de la posi-
ble cadena media). Como las soluciones parciales también pertenecen al espacio
de busqueda, cualquier nodo que se genere se puede considerar solucién final
(es decir, cualquier cadena generada se puede tomar como solucién actual del
problema hasta encontrar una mejor). Esto nos hace particularizar el algoritmo
de Ramificacién y Poda para nuestro caso, adoptando el esquema que se pre-
senta en la Figura 6.2. En este caso, cada nodo que se toma de la lista de nodos
vivos siempre es solucién final, y como tal hay que hacer las comprobaciones
para quedarse con la nueva mejor solucién y hacer la poda (si se diera el caso)
en cada paso. Pero también dicho nodo es solucién parcial y se deben generar e
introducir adecuadamente sus hijos.

Respecto a la parte de Ramificacion, la generacién de los nodos hijos se
realiza anadiendo a la solucién parcial en exploracién todos los simbolos de X
(de manera que cada nodo genera |3| nodos hijos). Respecto a la parte de Poda,
para cada nodo se puede calcular el valor de una cota g(s) [27], el cual determina
si el nodo serd podado (se excluird de la lista de nodos vivos y no generard sus
hijos), ya que indica el valor minimo de cualquier solucién que descienda del
mismo.

La poda se realiza en dos momentos distintos dentro del proceso de gene-
racién de nodos, tal y como se ve en el esquema presentado en la Figura 6.2:

1. Cuando el nuevo nodo generado presenta una cota superior a la mejor
solucién actual, no se incluye en la lista de nodos vivos (se poda él mismo
y todos sus posibles hijos quedan implicitamente podados).

2. Cuando el nuevo nodo generado presenta un valor de la funcién objetivo
inferior al de la mejor solucién encontrada hasta ahora, se eliminan de la
lista de nodos vivos todos aquellos cuya cota asociada sea superior al valor
de la funcién objetivo de la nueva solucién.

El problema real de este algoritmo, como en la mayoria de las aplicaciones
de Ramificacién y Poda, es el hallar la funcién de cota g adecuada, es decir,
una funcién que sea cota (es decir, que dé una estimacién optimista de la mejor
solucién que puede hallarse a partir de una solucién parcial) pero que ademés
sea una “buena” cota (lo suficientemente ajustada a la funcién objetivo). En
nuestro caso, la funcién de cota tiene ademas la particularidad de variar segin
cudl sea la medida de disimilitud que se use en la funcién objetivo (ya que a
distintas funciones objetivo, distintas cotas). Por tanto, nuestro siguiente obje-
tivo es determinar las funciones de cota para las posibles funciones objetivo a
satisfacer.
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Figura 6.3: Secuencias de edicién para la cadena media m y s', s2,...,s"

6.2. Cota para la distancia de edicién

Sea un alfabeto X; sea su monoide libre generado X*. Sea S = {s*, s%,...,s"}
C X¥* el conjunto de cadenas sobre el cual pretendemos encontrar la cadena
media, siendo [* la longitud de s* y siendo s* = s’fslg . sfk parak=1,2,...,n.

Sea s = s153 . ..s; la cadena candidata actual. Sea D(k, ) = d(s¥sk ... s?, s)

para j = 0,...,1% siendo d la distancia de edicién no normalizada (es decir,

Dy(k, j) computa la distancia entre s y el prefijo de longitud j de s*).

Proposicién 3 g;(s) = > _; ming< ;< Ds(k, ) es una cota inferior del valor
de la funcion objetivo (6.1) cuando d es la distancia de edicion no normalizada.

Demostracion: Supongamos que m = mims ... m;, de longitud [, es la cadena
media real para S, siendo d la distancia de edicién no normalizada. Conside-
ramos el prefijo de longitud ¢ < I de m, mprer, = mima...m;, y el sufijo
restante Mgy, = Miq1 ... my. Para cada s* € 9, estd definida la secuencia de
edicién p(k) = p1,p2,- .., Pem que indica las operaciones de edicién entre m y
s®. Esta secuencia puede representarse como la concatenacién de dos secuencias

de edicién pfmf(k) = P1,D2,---sDj ¥ pf“f(k) = Dj+1s- -+ Dkm, de manera que

PP (k) representa la secuencia de edicién correspondiente a mypey, y pi*f (k)

la correspondiente a Mgy, .

La distancia final de s* a m viene dada por la suma de los pesos de pfmf (k)
suf

y de p;*’ (k), tal y como se puede ver en la Figura 6.3. Por tanto,

F(m) =Y d(m,s*) => W (k) + Wi (k) (6.2)
k=1 k=1
para it =1,...,l, donde W (p) representa el peso de una secuencia de edicién p.

Claramente, la secuencia de edicién pf“f (k) tiene un peso mayor o igual a

0, por lo cual >} _; W (pP"*! (k)) < F(m), y es una funcién que serfa cota. Sin
embargo, al desconocer la cadena media desconocemos el valor de p? " (k) para

cualquier 7, y, por tanto, desconocemos el valor de su peso.
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Sin embargo, sf que es claro que W (p?"* (k)) es igual a Dy, (K, j) para
algin j entre 1 y (*. Por tanto, Y ,_, D (

adecuado de ji. Por tanto, al ser min;_;
tendremos que:

mpres, (K Ji) < F(m) para el valor
1k Dmprefi (kvj) < Dmprefi(k’jk)’

.....

n n

91(mpres) = > it Dinyoy, (k) < Doy, (o Gi) S Fm) - (6:3)
k=1"""""" k=1

donde recordemos que g; es la funcién de cota estudiada y mprey, es el prefijo
hasta la posicion 7 de la cadena media exacta m.

Por tanto, cualquier prefijo de m de longitud 7 tiene como cota inferior gy,
tal y como queriamos demostrar.

O

6.3. Cota alternativa para la distancia de edi-
cion

La cota definida en la Seccién 6.2 no es la mejor cota posible si se conoce la
longitud de la cadena media, ya que en ese caso se puede hallar una cota que,
al menos, serd tan optimista como la definida previamente.

Sean dos cadenas s y t sobre X, de manera que la longitud de s es I y la
de t es l;. Sea p la secuencia de ediciéon 6ptima entre s y ¢, cuyo peso nos da
la distancia de edicién (ponderada o no) entre s y t. Dicha secuencia se puede
representar como el camino en el grafo de edicién de (Is 4+ 1) - (Ix + 1) nodos
que indica cémo se van emparejando los simbolos de s y ¢, como se puede ver
en la Figura 6.4. Recordemos que dicho grafo estd basado en el algoritmo de
Programacién Dindmica que resuelve el problema del calculo de la distancia de
edicién [80].

Proposicion 4 Para cualquier columna i del grafo de edicion, 0 < i < g, el
prefijo de la secuencia de edicion optima p que llega hasta dicha columna i acaba
en una fila j tal que max{0,l; — (Is — i)} < j <.

Demostracion: Por induccién: la posicion (i, j) del grafo de edicién sélo puede
ser alcanzable, debido a que tinicamente usamos las tres operaciones de edicién
bésicas, desde las posiciones (i — 1,3) por borrado, (i,7 — 1) por insercién y
(i —1,7 — 1) por sustitucién.

Como base de induccién, demostramos que para el punto final de la secuencia
de edicién Sptima entre s y ¢, es decir, (Is, 1), la subsecuencia 6ptima que acaba
en ls—1 estd entre l; — (I, — (Is—1)) = l; — 1 y l;. Partiendo de (Is, l}), éste punto
s6lo es alcanzable desde (I — 1,1;), (Is,l: — 1) y (Is — 1,l; — 1); como estamos
interesados en la subsecuencia que acaba en [; — 1, basta con quedarnos con los
puntos (Is—1,1;) y (Is—1,1; —1). Ninguna de las segundas coordenadas de estos
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Figura 6.4: Grafo de Programacién Dindmica para calcular d(s,t).

dos puntos supera a l; y tampoco ninguna de esas dos segundas coordenadas es
inferior a I; — 1, por lo cual queda demostrado.

Supongamos como hipétesis de induccién que para una columna i cualquiera
se cumple que el camino éptimo pasa por una fila j tal que max{0,l;—(ls—i)} <
J <l

El paso de induccion debe desarrollarse para i — 1. Hasta cualquier posicién
(i,7) por la que pueda pasar el camino éptimo (suponiendo j > 1), se puede
llegar a partir de las posiciones (i —1, j), (i,7—1) o (¢ —1, j—1). Como sélo bus-
camos para la columna ¢ — 1, nos quedamos con los puntos (i—1,j) y (i—1,5—1).
Tenfamos que méx{0,l; — (Is — i)} < j <l y se debe cumplir para i — 1 que
para el nuevo punto j' € {j,7 — 1} se dé max{0,l; — (s —i+ 1)} < j' < l;. Si
j' = j, se cumple directamente por la hip6tesis de induccién (pues en todo caso
hemos decrementado el limite inferior o lo hemos dejado a 0); si j' = j — 1, al
haber decrementado el limite inferior en uno, también se cumple la desigualdad
por la hipdtesis de induccién. En el caso de j = 0, como sélo es alcanzable desde
(i —1,7), se cumple lo dicho trivialmente.

O

Este hecho es aplicable a la cota que obtuvimos en la Seccién 6.2. En dicha
cota, considerdbamos el valor minimo de Dg(k, j) para cualquier valor de fila j
posible. Sin embargo, si conocemos la longitud de la cadena media [ (o una cota
méxima de dicha longitud), se puede reducir el rango del valor de j a las filas
que nos indican la Proposicién 4. Por tanto:
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Proposicién 5 ga(s) = Y Mily,aeqo,5—1—iyy<j<ik Ds(k, j) es una cota in-
ferior del valor de la funcidn objetivo (6.1) cuando d es la distancia de edicion
no normalizada y 1 es (una cota superior de) la longitud de m.

Demostracion: La demostracién se reduce a la demostracién de las Proposi-
ciones 3 y 4. Con la Proposicion 3 demostrabamos que la suma para los valores
minimos de los Dg(k, j) era cota inferior de la funcién objetivo, pero gracias a
la Proposicion 4 sabemos que solo ciertas secuencias de edicién son susceptibles
de ser la 6ptima, con lo cual podemos reducir la busqueda de los minimos de
los Ds(k, j) alos j por los que puede pasar esa secuencia de edicién éptima.

O

Claramente, se cumplird que ga(s) > g1(s), al ser el conjunto de valores para
g2 subconjunto del de g1, con lo cual dicha cota es mas satisfactoria. El problema
es que para la utilizacion de esta cota g es necesario conocer la longitud de la
cadena media o un valor médximo de la misma, a fin de garantizar que no se
ignoren posibles secuencias validas en una cierta columna del grafo de edicion.

6.4. Cota para la distancia de edicién normali-
zada

Las cotas propuestas g1 y g2 no son utilizables para el caso de la distancia
de edicién normalizada. Esto se debe a la no monotonicidad del camino éptimo
para la distancia de edicién normalizada (ya comentada en la Seccién 2.1),
caracteristica que si presenta la distancia de edicién clésica y en la que se basan
g1y go. Asi pues, la obtencién de la cota para la distancia de edicién normalizada
debe basarse en la definicién de la misma.

Sea un alfabeto ¥; sea su monoide libre generado ¥*. Sea S = {s', s%,...,5"}
C X* el conjunto de cadenas sobre el cual pretendemos encontrar la cadena
media para la distancia de edicién normalizada, siendo I* la longitud de s* y
siendo s¥ = shsk ... sfk parak=1,2,...,n.

Sea s = 5157 ...s; la cadena candidata actual. Sea D (k, j) = d(s}s5 ... sh,s)
para j = 0,...,l%, siendo d la distancia de edicién no normalizada. Sea I (una
cota de) la longitud de la cadena media.

Proposicién 6 gs(s) = >, _; ﬁ My, g (0,06 (1—i)} <<tk Ds(k, J) es una cota
inferior del valor de la funcion objetivo (6.1) cuando d es la distancia de edicion
normalizada.

Demostracion: Basada en la propia definicién de la distancia de ediciéon normali-
zada y en la demostracién de la Proposicion 5.
En primer lugar, la distancia de edicién normalizada entre dos cadenas sy ¢

se define por dy (s, t) = VZ(%JJVV)) ?

sy t para la distancia de edicién normalizada, W (py) indica el peso de dicha

donde py es la secuencia de edicién 6ptima entre
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secuencia de edicién y L(py) su longitud (ntimero de operaciones de edicién de
la misma) [53].

Como hemos visto en el ejemplo previo, py (secuencia de edicién para la
distancia normalizada) y p (para la no normalizada) pueden ser distintas, pero
lo que si es evidente es que d(s,t) = W (p) (por la propia definicién de la distancia
de edicién no normalizada) y por tanto W (p) es el valor minimo para cualquier
secuencia de edicién posible entre s y t. Por tanto, al ser py otra secuencia de
edicién entre s y ¢, posiblemente distinta de p, tendremos que d(s,t) = W(p) <

Igualmente, estd demostrado en [53] que L(py) estd acotado, de manera que
si la longitud de s es l5 y la de t es Iy, méx{ls,l;} < L(pn) < ls + ;. Por tanto,
d(s,t) > d(s,t)

L(pn) = L+l *

Si aplicamos este hecho a la cadena media, tendremos que para cualquier
sk € S se da que dy(s*,m) > lk—lﬂ - d(s*,m). Si aplicamos la cota go para
d(s*,m), tendremos que para cualquier cadena candidata s de longitud i se
dara que:

W (pn). Por tanto, se dard que dy(s,t)

nos queda que dy(s,t) >

1 1

dy(s¥, s) > —— = { Dy(k,j 6.4
N(s"8) 2 lk+l92(8) IF 1 max{0,5 (1ot} <j<is (k. J) (6.4)

y por tanto la suma para todas las cadenas también serd cota inferior, tal y
como queriamos demostrar.

O

El problema de la cota g3, al igual que el de g2, es la obtencién de la longitud
o una cota superior de la longitud de la cadena media de S. Sin este factor, las
cotas carecen de aplicabilidad, y es por tanto el siguiente punto a resolver.

6.5. Cota de la longitud de la cadena media

La longitud de la cadena media de un conjunto de cadenas S dependera de la
estructura de las propias cadenas de S, por lo cuél tendra que venir determinada
por las caracteristicas de S.

Sea ¥ un alfabeto; sea S = {s',s?,...,5"} el conjunto de cadenas sobre
el cual pretendemos obtener la cadena media, S C ¥*. Definimos por s* el

nimero de simbolos a presentes en la cadena s* paratodoa € Sy k=1,...,n.
Definimos M, = méxy—1,. .. n s’; para todo a € X.

Conjetura 1 La longitud | de la cadena media m para S cumple que | <
ZaEE M.

Para la Conjetura 1 no se ha encontrado, por el momento, demostracion.
Existen sin embargo una serie de razones intuitivas que permiten confiar que,
con un grado de confianza bastante alto, es cierto. Estas razones intuitivas se
basan en que la cadena media m debe cumplir que sea la que mejor se ajuste,
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en promedio, al conjunto de cadenas en los grafos de Programacion Dinamica
usados para el calculo de la distancia de edicién normalizada.

El mejor ajuste respecto a una cadena seria que se dieran siempre sustitu-
ciones correctas en el grafo de edicion. Evidentemente, para eso hay que tener
el mismo numero de simbolos de la cadena y en el mismo orden. Si luego se
buscan a partir de esa cadena ajustes a otra cadena, sin que se deshagan las
sustituciones correctas, serd necesario insertar una serie de simbolos en deter-
minadas posiciones para conseguir sustituciones correctas; el resto de simbolos
sobrantes son inserciones (o borrados, segiin se considere) respecto a la cadena
a la que se intenta ajustar.

Por tanto, para que la cadena media pueda ajustarse a todas las cadenas
del conjunto de esta manera deberia tener tantos simbolos a € ¥ como aquella
cadena de S que presente el maximo nimero de simbolos a. Incluir mas simbolos
a s6lo estarfa contribuyendo a mds inserciones (o borrados) dentro del grafo de
edicién (ese nimero de simbolos sobrantes no puede hacer sustitucién correcta
en ninguna cadena de S).

Este razonamiento es el que nos lleva a considerar que la cadena media
tiene esa cota de longitud méaxima. Sin embargo, la falta de una prueba formal
nos obliga a buscar mecanismos que nos permitan comprobar si la solucién
obtenida usando la cota dada por gs con esta longitud maxima es aceptable.
Estos mecanismos de comprobacién van a consistir en hallar cotas inferiores de
la distancia acumulada de la cadena media exacta para el conjunto de cadenas
S y en hacer pruebas empiricas que nos determinen si, en la préactica, se cumple
dicha conjetura.

6.6. Cotas de la distancia acumulada de la ca-
dena media exacta

En esta seccién buscamos encontrar cotas que nos digan el valor minimo
que puede tener la distancia de ediciéon acumulada de una cadena de ¥* a un
conjunto de cadenas S C X*. Al ser para cualquier cadena de X*, esto hace que
dicha cota sea a su vez cota de la distancia acumulada de la cadena media de
S a las cadenas de S. El obtener dichas cotas nos permitird verificar el grado
de desviacién respecto al 6ptimo de nuestras aproximaciones y de la solucion
exacta, con lo cual se puede estimar la calidad de la aproximaciones frente a la
solucién exacta (por la variacién de dicha desviacién).

La obtencién de dicha cota se puede basar en propiedades de la métrica o
de la propia cadena media. En los siguientes puntos, describiremos dos cotas
basadas en la desigualdad triangular y en las propiedades que debe cumplir la
cadena media.
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6.6.1. Cota obtenida por desigualdad triangular directa

Recordando la definicién de cadena media mg de un conjunto de cadenas
S = {s!,s% ...,8"} C X*, tenfamos que era:

mg = argminz d(s, s")

SEXT Gy

donde d es la medida de distancia escogida.
Siguiendo esta definicién, estd claro que la distancia acumulada que presenta
mg al conjunto de cadenas S es:

n

Zd(ms, s') = d(mg, s') + d(msg, %) + ...+ d(mg, s") (6.5)

i=1

Si tenemos que d es una distancia, es decir, entre otras propiedades cumple
la desigualdad triangular, es evidente que d(mg,s’) + d(mg,s?) > d(s%, s?).
Aplicando este hecho sobre la férmula dada en la Ecuacién (6.5), y suponiendo
que el nimero de cadenas n es par, tendremos que:

n
Z d(mg,s') = d(mg,s')+.. . +d(mg,s™) > d(s*, s*)+d(s>, s*)+.. . +d(s" !, s")
i=1
Si n fuera impar, no supone ningin problema, pues simplemente:

n

Z d(mg,s') = d(mg,s")+...+d(mg,s™) > d(s*, s*)+...+d(s"2,s" ) +d(mg, s™)

i=1
>d(s',s%) + ..+ d(s"% 8"

Realmente, esta cota que hemos escogido se basa en sumar las distancias
entre las cadenas de S dos a dos, de manera que no se repita ninguna de las
cadenas. A estas posibles combinaciones las llamaremos emparejamientos. Por
tanto, a pesar de que hemos expresado la cota mediante un emparejamiento
concreto, se puede expresar mediante un emparejamiento general de S, lo cual
podemos expresar mediante:

n [n/2]
Zd(ms,si) > Z d(s°tl | g2l (6.6)
i=1 j=1

donde el y e2 son dos conjuntos de indices sobre el rango [1...n], disjuntos
entre si y que no admiten valores repetidos, que indican los emparejamientos.
Para obtener la cota mas ajustada, lo que nos interesa es obtener el em-
parejamiento tal que nos dé la suma de distancias més elevada. La obtencién
de dicho emparejamiento es un problema combinatorio de magnitud bastante
elevada (para n cadenas, del orden n!). Por tanto, para simplificar la eleccién
del emparejamiento se ha optado por implementar una estrategia voraz la cual
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Figura 6.5: Distancias entre las cadenas del conjunto S = {s!, %, 5%, s*}

escoge el emparejamiento tomando las cadenas ain no emparejadas y empare-
jando aquellas dos que presentan entre si una mayor distancia.

Evidentemente, esta estrategia es suboptima con respecto a la obtencion de
la cota mas ajustada, ya que la forma de escoger las cadenas que forman el em-
parejamiento no permite corregir decisiones tomadas previamente que nos llevan
a valores de distancia acumulada inferiores. Como contraejemplo, supongamos
un conjunto formado por cuatro cadenas, S = {s!,s?, s, s*}, que presentan
entre ellas las distancias dadas en la Figura 6.5; se puede comprobar que, efec-
tivamente, en S se cumple la desigualdad triangular. Sin embargo, al escoger
las dos primeras cadenas a emparejar en S, podemos tomar el emparejamien-
to (s!,s%) inicialmente (aunque (s2,s*) también es posible), y eso nos lleva a
obtener el emparejamiento total {(s!,s?), (s2, s3)} con una distancia acumulada
de 4. Sin embargo, si hubiéramos escogido (s2,s*), hubiéramos llegado al em-
parejamiento {(s2,s%), (s, %)}, que presenta una distancia acumulada de 5. Por
tanto, queda claro que el orden en que se escogen los emparejamientos (aunque
presenten la misma distancia uno a uno) resulta determinante para obtener la
cota mas ajustada, con lo cual la solucién propuesta es subdptima.

La implementacion realizada para encontrar la cota propuesta crea la matriz
de distancias cruzadas y la utiliza, en primer lugar, para verificar que se cumple
la desigualdad triangular, y después para crear los emparejamientos. Para em-
parejar, se escogen las dos cadenas con mayor distancia entre si (en caso de
empate, es la primera que se encuentra siguiendo el orden de enumeraciéon ha-
bitual [1,2],[1,3],...,[1,n],[2,3],...), ¥ se eliminan para las posteriores selecciones,
anadiendo su distancia al acumulado que da el valor final de la cota. El proceso
acaba cuando quedan una o ninguna cadena por emparejar.

Evidentemente, esta cota es poco restrictiva, pero nos puede ayudar a hacer-
nos una idea de lo alejadas que estan del éptimo tedrico las soluciones obtenidas
por nuestro proceso de Ramificacion y Poda. Sin embargo, una cota més ajusta-
da, obtenida a partir de tener en cuenta otras posibles restricciones, es deseable,
ya que nos darfa una idea maés realista de lo que se aleja la soluciéon obtenida
del posible valor éptimo de la distancia acumulada.

6.6.2. Cota obtenida por programacion lineal

El problema de obtener la distancia acumulada de la cadena media mg al
conjunto de cadenas S = {s!,s% ..., s"} podria expresarse como el problema
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de minimizar la suma de distancias de mg a las cadenas de S, es decir:

n
min d(ms,s") = min d(mg,s') +d(ms,s*) +... +d(ms,s") (6.7)
mg€eX* pt mg€eX*
Naturalmente, debido a las caracteristicas de la medida de distancia d, y més
en concreto debido a la desigualdad triangular, se dan las siguientes restricciones
para minimizar la distancia acumulada:

d(ms, s') +d(ms, s’) > d(s', s)
d(msg, si_) + d(si_, sj_) > d(mg, 53) Vi,j€{1,2,...,n},i#j (6.8)
d(mg,s?) +d(s",s7) > d(msg, s*)

Ademas, otra restriccion viene dada por la no negatividad de la medida de
distancia, es decir:
d(mg,s") >0 Vie{l,2,...,n}

Con estas restricciones, y teniendo como funcién objetivo la Ecuacién (6.7),
el resultado es que nuestro problema es lo que se conoce como un programa
lineal [61]. Como tal, este programa lineal (y por tanto la cota) es resoluble por
las técnicas clasicas de optimizacion usadas en Investigaciéon Operativa, como
por ejemplo el popular algoritmo simplez [61]. Adem4s, estd demostrado que la
cota que se obtiene resolviendo este problema lineal es la 6ptima [31]. Es decir,
partiendo del conjunto de las distancias entre las cadenas de S no es posible
obtener una cota mas ajustada a la distancia acumulada de la cadena media de
S.

En el programa lineal a resolver, las variables son las distancias d(mg, s*),
y las restricciones son las indicadas en (6.8). Para resolverlo se hizo una imple-
mentacién sencilla del algoritmo simplex, usando el método de la M [61] para
obtener la solucién admisible inicial.

Esta cota se puede comparar con la cota obtenida usando la Ecuacién (6.6),
que aunque sea menos ajustada puede resultar lo suficientemente buena para
comprobar que nuestras soluciones al problema de la cadena media exacta se
acercan en un cierto intervalo de confianza al posible éptimo teérico. Eviden-
temente, usar esta ultima cota obtenida por programacion lineal resultard mas
discriminante, pero es interesante comprobar en qué grado son capaces de dis-
criminar una y otra.

6.7. Experimentos comparativos

En esta secciéon vamos a describir los experimentos y resultados obtenidos
usando como prototipo de clasificacién la cadena media exacta frente a sus
diversas aproximaciones. Debido a lo costoso del proceso de obtencién de la
cadena media exacta, se ha determinado usar un corpus de cadenas artificial,
con un numero reducido de simbolos y clases y una longitud moderada de las
cadenas, que pasamos a describir en el apartado 6.7.1.



110 CAPITULO 6. LA CADENA MEDIA EXACTA

Cuadro 6.1: Corpus abecede: caracteristicas que definen cada clase (longitud de
la cadena y frecuencia de aparicién de simbolos)

Clase Longitud cadena Frecs. de los simbolos
Media | Desv. tipica | a | b | ¢ | d
C1 5 1 05| 02|02]| 01
C2 7 1 01 103|05]| 01
C3 4 2 04104 |01]| 01
C4 8 2 02102|01| 05

Cuadro 6.2: Caracteristicas del corpus abecede

Numero de clases 4
Numero de objetos 400
Tamano del alfabeto 4
Longitud de las cadenas (minima-méxima) | 1-13

6.7.1. Corpus abecede

El corpus abecede es un corpus artificial creado con el fin de probar la ob-
tencion de la cadena media exacta. Este corpus se constituye en un total de 400
cadenas sobre el alfabeto ¥ = {a, b, ¢, d}; estas 400 cadenas se subdividen en
cuatro clases distintas, caracterizadas por la longitud de las cadenas y la frecuen-
cia de aparicion de los simbolos. En el Cuadro 6.1 se indican las caracteristicas
de cada una de las clases del corpus.

Para la creacién del corpus en realidad se fijaron previamente las caracteristi-
cas de cada una de las clases y posteriormente se generaron las cien cadenas
correspondientes a cada una de ellas. El proceso consistié en elegir en primer
lugar la longitud de la cadena usando una distribucién normal sobre un gene-
rador de ntimeros aleatorios descrito en [43], con la media y desviacién tipica
correspondiente a la clase y evitando longitudes negativas o nulas. Posterior-
mente, para cada una de las posiciones de la cadena se elegia el simbolo, usando
la generacién de nimeros aleatorios estandar del lenguaje C para determinarlo
y siempre teniendo en cuenta la probabilidad de aparicién de los simbolos para
dicha clase. El corpus completo obtenido se puede ver en el Apéndice C y un
resumen de sus caracteristicas en el Cuadro 6.2.

Respecto al desarrollo de los experimentos, quedan por determinar ciertos
factores. El primero de ellos es la matriz de pesos con la que se va a calcular la
distancia entre las cadenas; dicha matriz se presenta en la Figura 6.6. La medida
de distancia a usar sera, como en el resto de la experimentacién realizada, la
distancia de edicién normalizada. Luego también se debe determinar el niimero
de prototipos a extraer por clase, es decir, el nimero de agrupamientos en los
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Figura 6.6: Matriz de pesos usada con los experimentos del corpus abecede

cuales dividir el corpus. Se optd por una divisién en cinco agrupamientos distin-
tos (que corresponden a cada una de las columnas presentadas en el Apéndice C)
de manera arbitraria (es decir, no se aplicé ningtin criterio especifico para agru-
par muestras con caracteristicas comunes).

Los experimentos de clasificacion se hicieron mediante validaciéon cruzada
aprovechando la divisién por agrupamientos realizada. Es decir, de los cinco
agrupamientos, cuatro se usan para la extraccion de los diversos prototipos y
uno de ellos como conjunto a clasificar. Esto se hace para cada uno de los
cinco agrupamientos, y el error de clasificaciéon se promedia para estos cinco
resultados de clasificacién. En el apartado 6.7.2 se muestran los resultados de
la experimentacién llevada a cabo.

6.7.2. Comparacion entre la cadena media exacta y aproxi-
mada

Para la experimentaciéon partimos de un resultado basico de clasificaciéon
basado en usar todos los datos de cuatro agrupamientos como prototipos y los
datos del agrupamiento restante como datos de prueba, para promediar el error
de clasificacién. Este experimento previo nos da el error minimo al que se puede
tender con nuestros experimentos de clasificacién, y se mostrara como punto
6ptimo en las gréficas de resultados.

Para cada uno de los agrupamientos de cada una de las clases se obtuvieron
diversos prototipos: cadena mediana, ocho variantes de cadena media aprox-
imada (cambiando entre la definicién clésica o la cuadrdtica, la inicializacién
por mediana o voraz y el proceso conjunto o separado) y la cadena media ex-
acta. En los Cuadros 6.3 a 6.5 se presentan para cada agrupamiento y cada
tipo de cadena los prototipos obtenidos (en el Cuadro 6.3 para inicializacién
por mediana, en el Cuadro 6.4 para inicializacién voraz y en el Cuadro 6.5 para
la mediana). Las cadenas que estdn encerradas entre paréntesis corresponden
a soluciones parciales, obtenidas tras la generacién de alrededor de cuatro mi-
llones de nodos (es decir, el proceso no acabd y en ese estado obtuvo esa mejor
solucién). La distancia acumulada de cada prototipo al conjunto de cadenas del
cual se ha obtenido se presenta en los Cuadros 6.6 (inicializacién mediana) y 6.7
(inicializacién voraz), junto con el incremento relativo promedio de distancia
acumulada (tdltima fila). También se muestra la distancia de edicién normaliza-
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Cuadro 6.3: Cadenas obtenidas para la media aproximada con inicializacién por
mediana y proceso conjunto y separado, usando ambas definiciones de cadena

media (cldsica y cuadratica)

Clase- | Mediana Mediana, Mediana Mediana Media

Agrup. | Conj. Sep. Conj. Cuadr. | Sep. Cuadr. | Exacta
C1-1 bacab bacab cacab cacab bacab
C1-2 caaca caaca baca baca caaca
C1-3 acbbb acbbb abbcb abbcb babcb
Cl1-4 cabac caab cabac cabac cabac
C1-5 acaac acaac acaac acaac acaac
C2-1 cccbeeb cccbeeb ccebeeb cccbeeb ccebebe
C2-2 | cbceebe cbceecbe cbcbebe cbcbcebce (cbeeebe)
C2-3 cbbecbe cbbceebe bcbeebe bcbeebe bcbeebe
C2-4 cbebece cbcbece cbebecece cbcbece cbcbece
C2-5 cbceeeb cbceeeb cbceeeb cbceeeb cbceeeb
C3-1 babb babb babb babb babb
C3-2 bbbac bbbac babab babab bbbac
C3-3 abcbb abcbb abcbb abcbb bcabb
C3-4 bab bab bba bba bab
C3-5 bbcbb bbcbb bacbb bacbb bbcbb
C4-1 bdbdbdbd bdbdbdbd bdbdacdbc bdbdbdbd (dbdbdbdc)
C4-2 | bddbdcbcedb | bddbdcbedb | cdbddbedb bedbdebedb | (bddbdebedb)
C4-3 dacbdbdcb cbdcbbdcb dbbbdddb dbbbdddb (dacbedbdb)
C4-4 ddedbde ddedbde ddcbdbdc ddecbdd (ddcdbdc)
C4-5 | bdbddacbd | bddbdacbd | bedddacbd bedddacbd | (bdbddacbd)

da entre las distintas cadenas medias aproximadas y la media exacta obtenida
en los Cuadros 6.8 y 6.9.

Como puede verse en dichas tablas, en la mayor parte de los casos la media
exacta coincide con algunas de las aproximaciones realizadas. En otros casos no
es asi, pero la diferencia en la distancia acumulada es realmente despreciable
respecto a la mejor aproximacién. Por tanto, de esto parece concluirse que las
diferencias a nivel de clasificacion seran realmente minimas o nulas.

Antes de pasar a los experimentos de clasificacién, vamos a pasar a comparar
la desviacién de la distancia acumulada de la cadena media obtenida respecto
a las cotas descritas en la Seccién 6.6, a fin de observar la distancia que las
separa del 6ptimo tedrico. Para ello se obtuvieron las cotas por desigualdad
triangular y por programacion lineal para cada uno de los agrupamientos. Los
resultados y las desviaciones promedias respecto a las cotas para la mediana y
las medias exactas obtenidas se presentan en el Cuadro 6.10. Aqui se ve que la
desviacién de la mediana respecto a los limites tedricos propuestos es un 5%
superior a la desviacién de la media, la cual estd en torno al 15% de desviacién
con respecto a la cota més ajustada (la obtenida por programacién lineal), lo que
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Cuadro 6.4: Cadenas obtenidas para la media aproximada con inicializacién
voraz y proceso conjunto y separado, usando ambas definiciones de cadena media
(clsica y cuadrética)

Clase- | Voraz Voraz Voraz Voraz Media

Agrup. | Conj. Sep. Conj. Cuadr. | Sep. Cuadr. | Exacta
C1-1 baca baca baca baca bacab
C1-2 caaca caaca caaca bcaca caaca
C1-3 babcb acbbb babcb babcb babcb
Cl1-4 caab caab cbaac bcaac cabac
C1-5 acaa acaa acaa acaa acaac
C2-1 cccbeeb ccebeeb cccbeeb ccebeeb ccebebe
C2-2 | bebeebe bebeebe ccbeebe ccbecbe (cbceebce)
C2-3 cbbeebe cbbceebe bbccebe bcebecebe bebecebe
C2-4 cbebece cbcbece cbcbece cbebecece cbcbece
C2-5 cbceecb cbceech cbceecb cbceeeb cbceeeb
C3-1 bcab bcab bcab bcab babb
C3-2 bbba bbba babbc babbc bbbac
C3-3 bcabb bcabb bcabb bbacb bcabb
C3-4 bab bab bacb bacb bab
C3-5 bebbb bbbcb cbbbb bebbb bbcbb
C4-1 bdbdbdbd bdbdbdbd bdbdacdbc bdbdbdbd (dbdbdbdc)
C4-2 bdbddbdbc | bddbdcbedb | bdbddbdbe bdbddbdbc (bddbdcbedb)
C4-3 cbdbcdbdceb | cbdbedbdeb | dacbdbdch cbdbedbdceb | (dacbedbdb)
C4-4 | ddedbdc ddedbdc ddcbdbdc ddcbdbdc (ddedbdc)
C4-5 | bdbdbdcbe | bdbddabed | bdbdacbdb cbdbdacdac | (bdbddacbd)
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Cuadro 6.5: Cadenas obtenidas para la mediana y la media exacta

CAPITULO 6. LA CADENA MEDIA EXACTA

Clase- | Mediana Media exacta
Agrup.
C1-1 aacab bacab
C1-2 baca caaca
C1-3 abbba babcb
Cl-4 caac cabac
C1-5 aabab acaac
C2-1 cbeeeb cccbebe
C2-2 | bbceebe (cbeeebe)
C2-3 cbbeebe bcbeebe
C2-4 bbccece cbcebee
C2-5 cbeebeb cbceecb
C3-1 | babb babb
C3-2 babab bbbac
C3-3 abcbb becabb
C3-4 | bba bab
C3-5 | bacbb bbcbb
C4-1 | dbdddbd (dbdbdbde)
C4-2 | bddddbddb | (bddbdcbedb)
C4-3 | dbbbdddb (dacbedbdb)
C4-4 | ddddbdd (ddedbdc)
C4-5 | bedddacbd | (bdbddachd)
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Cuadro 6.6: Distancias acumuladas a cada agrupamiento de la cadena prototipo
obtenida (mediana, medias aproximadas con inicializacién mediana y media
exacta) y desviacién promedio de distancia acumulada

Clase- | Mediana | Mediana | Mediana | Mediana Mediana Media
Agrup. Conjunto | Separado | Cj. Cuad. | Sep. Cuad. | Exacta
Ci1-1 1773 16’91 16’91 17’14 1714 16'91
C1-2 19’23 18’55 18’55 19’23 19’23 18’55
C1-3 19’00 18’63 18’63 18’50 18’50 18’10
Cl-4 19’19 18’95 19’15 18’95 18’95 18’95
C1-5 17’50 16’16 16’16 16’16 16’16 16’16
C2-1 13’55 12’79 12’79 12’79 12’79 12’59
C2-2 13’56 13’35 13’35 13’48 13’48 13’35
C2-3 13’41 13’41 13’41 13’16 13’16 13’16
C2-4 12’69 12’20 1220 12’36 12’36 12’20
C2-5 12’47 11°96 11’96 11’96 11°96 11’96
C3-1 20’56 20’56 20’56 20’56 20’56 20’56
C3-2 22’70 21’75 21°75 22’70 23’70 21’75
C3-3 23’40 23’40 23’40 23’40 23’40 22’83
C3-4 23’16 21’83 21’83 23’16 23’16 21’83
C3-5 23’46 23’00 23’00 23’46 23’46 23’00
C4-1 19’32 18’45 18’45 18’84 18’45 18’44
C4-2 21’04 19’74 19’74 19’80 19’97 19’74
C4-3 21°52 19’72 19’98 21’52 21’52 19’60
C4-4 1777 1720 1720 17’45 17’68 17°20
C4-5 20’85 20°05 20718 20’85 20’85 20°05
| Prom. | 43% 0’5 % 0’6 % 22% 24% -
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Cuadro 6.7: Distancias acumuladas a cada agrupamiento de la cadena prototipo
obtenida (mediana, medias aproximadas con inicializacién voraz y media exacta)
y desviacién promedio de distancia acumulada

Clase- | Mediana Voraz Voraz Voraz Voraz Media
Agrup. Conjunto | Separado | Cj. Cuad. | Sep. Cuad. | Exacta
Cl-1 1773 17’12 17’12 17’12 17’12 16’91
C1-2 19’23 18’55 18’55 18’55 19°07 18’55
C1-3 19’00 18’10 18’63 18’10 18’10 18’10
C1-4 19’19 19’15 19’15 19’26 19’40 18’95
C1-5 17’50 16’37 16’37 16’37 16’37 16’16
C2-1 13’55 12’79 12’79 12’79 12’79 12’59
C2-2 13’56 13’48 13’48 13’71 13’71 13’35
C2-3 13’41 13’41 13’41 13’63 13’16 13’16
C2-4 12’69 12’20 1220 12’36 12’36 1220
C2-5 12’47 11’96 11’96 11°96 11°96 11’96
C3-1 20’56 21°03 21°03 21°03 21°03 20’56
C3-2 22’70 23’33 23’33 22’05 22’05 21°75
C3-3 23’40 22’83 22’83 22’83 23’25 22’83
C3-4 23’16 21’83 21’83 22’90 22’90 21’83
C3-5 23’46 23’60 23’03 23’77 23’60 23’00
C4-1 19’32 18’45 18’45 18’84 18’45 18’44
C4-2 21’04 20’04 19’74 20’04 20°04 19’74
C4-3 21’52 19’62 19’62 19'72 19’62 19’60
C4-4 1777 1720 1720 17’45 17’45 1720
C4-5 20’85 20’86 20’18 20’76 21’10 20°05

| Prom. | 4’3% 1’3% 1’'1% 7% 7% -
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Cuadro 6.8: Distancias de edicién normalizada entre las diversas cadenas medias
aproximadas obtenidas de cada agrupamiento (mediana y medias aproximadas
con inicializacién mediana) respecto a la media exacta obtenida y distancia

promedio
Clase- | Mediana | Mediana | Mediana | Mediana Mediana
Agrup. Conjunto | Separado | Cj. Cuad. | Sep. Cuad.
Cil-1 0’20 0’00 0’40 0’20 0’20
C1-2 0’60 0’00 0’00 0’60 0’60
C1-3 0’80 0’80 0’80 0’40 0’40
Cl-4 0’40 0’00 0’60 0’00 0’00
C1-5 0’80 0’00 0’00 0’00 0’00
C2-1 0’57 0’29 0’29 0’29 0’29
C2-2 0’14 0’00 0’00 0’14 0’14
C2-3 0’29 0’29 0’29 0’00 0’00
C2-4 0’33 0’00 0’00 0’29 0’29
C2-5 0’14 0’00 0’00 0’00 0’00
C3-1 0’00 0’00 0’00 0’00 0’00
C3-2 0’40 0’00 0’00 0’40 0’40
C3-3 0’80 0’80 0’80 0’80 0’80
C3-4 0’67 0’00 0’00 0’67 0’67
C3-5 0’20 0’00 0’00 0’20 0’20
C4-1 0’50 0’44 0’44 0’80 0’44
C4-2 0’40 0’00 0’00 0’40 0’10
C4-3 0’56 0’40 0’90 0’56 0’56
C4-4 0’29 0’00 0’00 0’25 0’29
C4-5 0’33 0’00 0’40 0’33 0’33
| Prom. | 042 0’15 0’25 0’32 0’29
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Cuadro 6.9: Distancias de ediciéon normalizada entre las diversas cadenas medias
aproximadas obtenidas de cada agrupamiento (mediana y medias aproximadas
con inicializacién voraz) respecto a la media exacta obtenida y distancia prome-
dio

Clase- | Mediana Voraz Voraz Voraz Voraz
Agrup. Conjunto | Separado | Cj. Cuad. | Sep. Cuad.
C1-1 0’20 0’40 0’40 0’40 0’40
C1-2 0’60 0’00 0’00 0’00 0’60
C1-3 0’80 0’00 0’80 0’00 0’00
Cl-4 0’40 0’60 0’60 0’40 0’67
C1-5 0’80 0’40 0’40 0’40 0’40
C2-1 0’57 0’29 0’29 0’29 029
C2-2 0’14 0’43 0’43 0’29 029
C2-3 0’29 0’29 0’29 0’29 0’00
C2-4 0’33 0’00 0’00 0’29 029
C2-5 0’14 0’00 0’00 0’00 0’00
C3-1 0’00 0’75 0’75 0’75 0’75
C3-2 0’40 0’40 0’40 0’40 0’40
C3-3 0’80 0’00 0’00 0’00 0’40
C3-4 0’67 0’00 0’00 0’50 0’50
C3-5 0’20 0’40 0’40 0’40 0’40
C4-1 0’50 0’44 0’44 0’80 0’44
C4-2 0’40 0’73 0’00 0’73 0’73
C4-3 0’56 0’50 0’50 0’40 0’50
C4-4 0’29 0’00 0’00 0’25 025
C4-5 0’33 0’60 022 0’50 0’91

[ Prom. | 042 | 031 | 030 [ 03 [ 041 ]
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Cuadro 6.10: Desviaciéon promedio de las distancias acumuladas de la cadena
mediana y la media exacta con respecto a las cotas por programacion lineal y
desigualdad triangular

Desviacién cota Desviacion cota
programacion lineal | desigualdad triangular
Mediana 20’8 % 26’8 %
Media exacta 15’8 % 21'8 %

puede considerarse un incremento notable. Ademas, en dicha experimentacion se
constaté que las diferencias entre la cota por programacion lineal y la basada en
desigualdad triangular no son muy altas (en promedio se diferencian apenas en
un 6 %), lo que nos permite concluir que la cota basada en desigualdad triangular
es una buena alternativa a la otra para hacer comprobaciones rapidas.

Como no parecen obtenerse confirmaciones concluyentes del uso de las cotas
propuestas, se recurri6 finalmente a hacer una comprobacién empirica para cier-
tos conjuntos de datos reducidos, a fin de comprobar que las soluciones obtenidas
fueran correctas y confirmar, de manera experimental, que las cotas usadas en
el proceso (y en particular la cota de la longitud presentada en la Conjetura 1)
funcionan en la practica. En este caso, debido a sus caracteristicas, se han es-
cogido los conjuntos C1.3 y C3.1, cuyas cotas de longitud son respectivamente 9
y 10, y cuyas cadenas medias obtenidas son respectivamente babch y babb. Para
ello se realiz6 una generacién de todas las cadenas existentes con el alfabeto
¥ = {a,b,c,d} hasta una longitud de nueve simbolos inclusive y se calculd la
distancia acumulada media del conjunto total de cadenas de una cierta longitud
a los conjuntos C1.3 y C3.1.

En la Figura 6.7 se ve la progresién de dicha distancia media al conjunto de
datos correspondiente, asi como la distancia acumulada de las cadenas de menor
y mayor distancia acumulada. Como se puede ver, en ambos casos se alcanza
el minimo para las longitudes correspondientes a las medias exactas obtenidas
(longitud 5 para C1.3 y longitud 4 para C3.1), y a partir de ahi presenta un
crecimiento continuado (tanto en el caso medio como en el minimo), no dando
en ningun caso una cadena mejor para esas longitudes que presentan el minimo.
Ademsds, esas longitudes resultan todas inferiores a la establecida como cota
por la Conjetura 1, con lo cual parece demostrarse empiricamente que dicha
conjetura es correcta.

En cuanto a los resultados de clasificacion usando dichos prototipos, se pre-
sentan en las graficas de la Figura 6.8. En ellas en principio no se observa una
diferencia sustancial al variar el ntimero de vecinos del clasificador. Si que es
destacable el hecho de que las medias que usan la inicializacién voraz presen-
ten un mejor comportamiento que las que usan la mediana. Estos hechos se
deben con toda probabilidad a la naturaleza artificial del corpus, que hace que
su distribucién de probabilidad no sea precisamente natural. Asi, el aumento



120 CAPITULO 6. LA CADENA MEDIA EXACTA

60 T T

50 1

©

g T

s !

3 ;

Eaft] i

8 |

o %,

8 35 4T
30 IS S (/ 1

B B //
25 1 4
20 | B
15 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Longitud

Figura 6.7: Distancia acumulada promedio de todas las cadenas de una cierta
longitud sobre ¥ = {a, b, ¢, d} a los conjuntos de datos C1.3 y C3.1 y distancias
de las cadenas de maxima y minima distancia acumulada para dicha longitud

del nimero de vecinos no resulta tan beneficioso (pues no hay una distribucién
“natural” de los datos) y la mediana tampoco es, por tanto, un buen punto
de partida para el proceso de optimizacién (pues tampoco serfa un prototipo
natural).

Respecto a la comparacion con la media exacta, los resultados de clasificacién
se muestran en la Figura 6.9. De nuevo se observan comportamientos un tanto
extranos, achacables seguramente a la naturaleza artificial del corpus y a la
arbitrariedad de los agrupamientos, como es el caso de que usando vecino mas
proximo el peor resultado se dé usando la cadena media exacta. Sin embargo,
si que es apreciable que a medida que aumenta el niimero de vecinos la calidad
de clasificacion con la media exacta se va incrementando, aunque las diferencias
con las cadenas medias aproximadas resultan poco significativas (inferiores a 2
puntos en cualquier caso con el mejor resultado de las aproximadas). Esto nos
lleva a concluir que las aproximaciones a la cadena media propuestas son, en
general, buenas aproximaciones para tareas de clasificacién con respecto a la
cadena media exacta.

6.7.3. Experimentos complementarios con un corpus no
sintético
Debido a la naturaleza artificial del corpus abecede, se buscd confirmar las

conclusiones obtenidas con un corpus no sintético. En este caso, el corpus escogi-
do es el Copenhagen descrito en el apartado 2.2.1. Debido a que la longitud de
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Figura 6.8: Resultados de clasificacién para el corpus abecede con la cadena me-
diana y las cadenas medias aproximadas por inicializacién por mediana (arriba)
y por inicializacién voraz (abajo). Se muestra también el 6ptimo (usando todas
las cadenas restantes de la clase como prototipos).



122 CAPITULO 6. LA CADENA MEDIA EXACTA

45

Optimo
Mediana -------
Mediana Conj. --------
Voraz Conj.
Media exacta —---

% Err.

30

25 1

20 ! ! ! ! !
1 2 3 4 5

No. Vecinos

Figura 6.9: Resultados de clasificacién para el corpus abecede con la cadena
mediana, las cadenas medias aproximadas por inicializacién mediana y voraz
(usando el proceso conjunto y la definicién cldsica), y la cadena media exacta.
Se muestra también el éptimo.

sus cadenas resulta excesiva para el tamano del alfabeto, se realizé una recodi-
ficacion de las cadenas para reducir la longitud de las mismas en un orden de
magnitud. Esta recodificacién se basé en sumar las diferencias representadas por
segmentos de diez simbolos consecutivos, codificando el resultado con el simbolo
que representa dicha diferencia final.

Con dicha recodificacién se llevé a cabo el computo de todas las aproxi-
maciones propuestas y de la cadena media exacta para tres clases (la 20, 21 y
22), que presentan las cadenas més cortas (longitudes de 3 y 4 simbolos). La
distancia acumulada de cada uno de los prototipos computados con respecto al
conjunto de entrenamiento se presenta en el Cuadro 6.11.

Como puede observarse, la desviacién de distancia acumulada que presentan
las diversas aproximaciones (incluyendo la mediana) son minimas respecto a la
media exacta calculada. Es destacable también que la media aproximada con
inicializacién por cadena mediana y proceso conjunto dé los mismos resultados
que la media exacta, lo cual confirma que es la aproximacion mas adecuada.

6.8. Resumen
En este capitulo hemos examinado la forma de obtener la cadena media exac-

ta mediante un proceso basado en Ramificacién y Poda. Se han propuesto las
diversas cotas aplicables, quedando por demostrar la conjetura sobre la longitud
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Cuadro 6.11: Distancias acumuladas para las clases 20, 21 y 22 del corpus Copen-
hagen de cadenas reducidas para la cadena mediana, medias aproximadas con
el método conjunto y media exacta

Prototipo | Mediana | Media aproximada | Media aproximada | Media
inic. mediana inic. voraz exacta
Datos proc. conjunto proc. conjunto
C20.A 105°0 104°0 107’3 104’0
C21.A 139’3 138’7 138’7 138’7
C22.A 81’4 81’4 81’4 81’4
C20.B 102°0 102°0 102°0 102°0
C21.B 151’3 151’3 151’3 151’3
C22.B 78’1 78’1 78’1 78’1

maxima de la cadena media para la distancia de edicién normalizada. Para
poder estudiar la fiabilidad de los resultados posteriores se han presentado las
cotas de la distancia acumulada de la cadena media a fin de comprobar la
desviacion entre los resultados obtenidos y dichas cotas optimistas. También
se ha realizado una exploracién exhaustiva de un conjunto mas reducido para
verificar empiricamente la validez de las conjeturas. La experimentacion sobre la
obtencion de la cadena media se ha efectuado sobre el corpus artificial abecede, a
fin de obtener resultados en un tiempo razonable, y en una versién alterada del
corpus Copenhagen. Los resultados tanto a nivel de distancia acumulada como
a nivel de clasificacién nos muestran que las diferencias entre la media exacta y
las aproximaciones propuestas no son significativas.
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Capitulo 7

Agrupamientos usando la
cadena media

Este capitulo va a estudiar la aplicaciéon de las aproximaciones a la cadena
media en la construccién de agrupamientos de datos. Se efectuard una com-
paracion entre agrupamientos obtenidos usando la cadena mediana y la media
aproximada. Esta comparacion se efectuara a nivel de resultados de clasificacién,
extrayendo diversos prototipos (cadena mediana y cadenas medias aproximadas)
de los agrupamientos obtenidos usando cada una de las posibles combinaciones.

7.1. El método k-medias generalizado

En el apartado 1.4.3 haciamos una descripcién de los métodos basados en
sumas de cuadrados mdas usuales para la obtencién de agrupamientos: el k-
medias y el k-medianas. En el caso de tratar con cadenas, el método k-medias
resulta inviable debido a que el calculo de la media implica, para cadenas, el
cdlculo de la cadena media (que es NP-Duro [11]). En cambio, la aplicacién del
método k-medianas inicamente implica el cdlculo en cada iteracién de la cadena
mediana, lo cual es abordable en la préctica. En dicha linea, se han realizado
trabajos previos [32].

Una alternativa clara al proceso de las k-medianas seria usar como nuevos
representantes las cadenas medias aproximadas de cada agrupamiento, obtenien-
do dichas aproximaciones mediante los algoritmos presentados en el Capitulo 3.
A este nuevo proceso se le denomina k-medias generalizado [49]. Bésicamente, se
trata de partir de nuevo de k& muestras iniciales que generan los k agrupamien-
tos correspondientes. Tras esta inicializacién, el proceso calcula la cadena media
aproximada de cada agrupamiento y obtiene asi el nuevo conjunto de represen-
tantes. El proceso se repite sobre el nuevo conjunto de representantes hasta que
los agrupamientos no cambian de una iteracién a otra. El algoritmo del proceso
k-medias generalizado se muestra en la Figura 7.1.

En este proceso hay que tener en cuenta un detalle. Como se vio en el

125
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Entrada: S = {s',s?,...,s"} conjunto de cadenas, R’ =
{rt 72 ... ¥} conjunto inicial de k representantes
Salida: R = {r',r2,...,7*} conjunto final de k representantes
Inicio
R=R
Para i = 1 Hasta k /* Hacemos agrupamientos iniciales */
Ci={seS:i=argmin;_, ,d(s,17)}
Fpara
Hacer
cambio = falso
Para i = 1 Hasta k /* Calcular nuevos representantes */
r* = cadena_media_aproximada(C;)
FPara
Para i = 1 Hasta k /* Calcular nuevos agrupamientos */
Cl={seS:i=argmin;_, ,d(s,17)}
Si C; # C! Entonces
cambio = cierto /* Cambian agrupamientos */
FSi
C; =0
Fpara

Mientras cambio = cierto /* Hasta que los agrup. no cambian */
Devolver R

Figura 7.1: Algoritmo k-medias generalizado
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Capitulo 3, los algoritmos de obtencién de la cadena media aproximada necesitan
una cadena inicial sobre la que realizar el proceso de perturbacién. Ademads,
dicho proceso no garantizaba que obtuviéramos un éptimo global, pero si que la
nueva cadena presenta una distancia acumulada con respecto al resto cadenas
igual o menor que la cadena inicial.

Asi, para calcular un nuevo representante necesitamos de una cierta cadena
inicial. Si esta cadena inicial no es adecuada, podemos obtener un nuevo repre-
sentante (cadena media aproximada) que presente mayor distancia acumulada
a las cadenas del agrupamiento que el representante previo. Para evitar este
riesgo, resulta necesario que la cadena inicial escogida para el proceso sea el
representante actual. A esta opcién la denominaremos k-medias generalizado
guiado por representante.

Una alternativa plausible es usar la cadena mediana del agrupamiento como
inicializacién, pero esto sélo debe hacerse cuando dicha cadena mediana presenta
menor distancia acumulada a las cadenas del agrupamiento que el representante
actual. A esta opcién la denominaremos k-medias generalizado guiado por me-
diana.

Al igual que k-medias y k-medianas, k-medias generalizado también necesita
un conjunto de k£ muestras iniciales para que actien como representantes. Los
métodos de inicializacién propuestos en el apartado 1.4.4 son también aplicables.
En particular, en nuestro caso tomaremos la inicializacion por maxmin con la que
se ha trabajado en los capitulos previos. Ademas, en la Seccién 7.2, proponemos
una modificacién del algoritmo maxmin para obtener nuevas inicializaciones.

7.2. Inicializacién con maxmin modificado

El esquema bésico del algoritmo maxmin para cadenas, presentado en la
Figura 1.2 de Capitulo 1 puede adaptarse de manera sencilla para que el conjunto
de representantes vaya variando de manera dindmica a cada iteracion. En el
esquema presentado en la Figura 1.2, este conjunto de representantes acaba
siendo un subconjunto del conjunto de muestras, y ademads se va construyendo
de manera monétona (es decir, S=1 C S?). Este hecho puede modificarse con
cierta facilidad, haciendo que antes de anadir el nuevo representante se haga el
recalculo de los representantes actuales.

Asi, el esquema baésico del algoritmo queda modificado en cada iteracién, ya
que previamente a elegir la muestra mas alejada a los representantes, se hace
un recélculo de este conjunto de representantes. La idea béasica de este recalculo
es usar algin método de reorganizacién de los agrupamientos (k-medianas o k-
medias generalizado) para obtener el conjunto de representantes de la siguiente
iteracién. Con ese nuevo conjunto de representantes es con el que se determi-
nara la muestra a anadir en el siguiente paso del maxmin. Esta modificacion del
algoritmo maxmin se presenta en la Figura 7.2. La llamada a “reagrupar” en
dicho algoritmo representa el uso de k-medianas o de k-medias generalizado.

Si en esta reorganizacién utilizamos el método k-medianas, el conjunto de
representantes en cada nuevo paso sera el conjunto de cadenas medianas de los
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Entrada: T C ¥* conjunto de cadenas, k niimero de agrupamientos

a obtener

Salida: S C ¥* conjunto de k representantes de los agrupamientos

Inicio

S=0

s = muestra_arbitr(7")

Parat=1,...,k /* Hasta alcanzar el ntimero de agrupamientos */
S =Su{s} /* Anadimos la seleccionada anteriormente */
S = reagrupar(T, S) /* Paso de reagrupamiento previo */

maxmin = 0
ParaTodo u € T — S /* Para todas las muestras no tomadas */
duv = o0
ParaTodo v € S
/* Se toma la distancia al representante més cercano */
Si d(u,v) < duv Entonces duv = d(u,v) FSi
FParaTodo
Si duv > maxmin Entonces /* Si estd més lejos, se toma */
s=u
maxmin = duv
FSi
FParaTodo
FPara
Devolver S

Figura 7.2: Esquema del algoritmo maxmin modificado con la inclusién de rea-
grupamientos en cada iteracién
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agrupamientos del paso previo. En este caso, tendremos que el conjunto final
S* de k muestras cumple S* C T, pero su construccién no se habra hecho de
manera monétona (es decir, S™™! no es necesariamente un subconjunto de S?).

En el caso de que la reorganizacién se haga aplicando el k-medias generali-
zado, el conjunto final de representantes S obtenido no es necesariamente un
subconjunto de T, al igual que la cadena media aproximada de un conjunto
de cadenas no pertenecia necesariamente a dicho conjunto. Al igual que en la
reorganizaciéon por k-medianas, la construcciéon tampoco es monoétona en este
caso. También hay que destacar que las dos variantes del k-medias generalizado
(guiada por representante o guiada por mediana) son aplicables en el proceso.

Una vez obtenidos los k representantes mediante el algoritmo maxmin modi-
ficado, queda por realizar la aplicacién de k-medianas o k-medias generalizado
a los agrupamientos que generan esos k representantes iniciales, tal y como se
ha descrito en la Seccién 7.1.

En la Seccién 7.3 se van a describir los experimentos hechos sobre el corpus
Copenhagen descrito en el apartado 2.2.1 para verificar el efecto de las distintas
formas de obtener los agrupamientos (teniendo en cuenta tanto el proceso de
inicializacién como la aplicacién posterior de k-medianas y k-medias generaliza-
do) y la influencia que tienen respecto a la calidad de los prototipos obtenibles
a partir de dichos agrupamientos. Dicha calidad se comprobard mediante los
resultados obtenidos a nivel de clasificacion, especialmente comparando con el
agrupamiento basado en k-medianas usado en el resto de experimentos realiza-
dos con este corpus.

7.3. Experimentos comparativos

En esta secciéon vamos a describir los experimentos hechos sobre el corpus
Copenhagen descrito en el apartado 2.2.1 para verificar el efecto de las distintas
formas de obtener los agrupamientos y la influencia que tienen respecto a la
calidad de los prototipos obtenibles a partir de dichos agrupamientos. Los resul-
tados van a estar en funcién del tipo de agrupamientos obtenidos, del nimero de
dichos agrupamientos y del prototipo obtenido de cada uno de ellos, y béasica-
mente se busca comparar los agrupamientos obtenidos mediante k-medianas
con los obtenidos mediante k-medias generalizado. También se busca verificar
la diferencia entre usar como inicializacién el algoritmo maxmin cldsico (Figu-
ra 1.2) y el modificado (Figura 7.2).

Los tipos de agrupamientos obtenidos se pueden subdividir en diversos tipos,
segun la inicializacion aplicada y el posterior proceso de reagrupamiento. Las
posibles inicializaciones son:

= Maxmin clésico (el usado en el resto de experimentos presentados previa-
mente sobre el corpus Copenhagen)

» Maxmin modificado usando k-medianas

= Maxmin modificado usando k-medias generalizado guiado por represen-
tante y usando el método conjunto
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Maxmin modificado usando k-medias generalizado guiado por represen-
tante y usando el método separado

Maxmin modificado usando k-medias generalizado guiado por mediana y
usando el método conjunto

Maxmin modificado usando k-medias generalizado guiado por mediana y
usando el método separado

Los posteriores métodos de reagrupamiento a usar dependen también del tipo
de inicializacién usada, ya que dada una cierta inicializacion hay métodos que
resultan equivalentes. Por ejemplo, si se inicializa con maxmin modificado usan-
do k-medianas, los representantes finales son las medianas de los agrupamientos.
Por tanto, no hay diferencia entre usar posteriormente k-medias generalizado
guiado por mediana o por representante (pues son lo mismo).

Tampoco se pretende realizar una experimentacién exhaustiva de todas las
combinaciones posibles, ya que estas son demasiadas. Las combinaciones efec-
tuadas, junto con un cédigo que las identifica, se presentan en el Cuadro 7.1.

A la vista de los procesos de obtencién de agrupamiento propuestos, existen
una serie de comentarios a realizar que se exponen en la siguiente lista:

Para las combinaciones 2 y 3 se ha elegido el guiado por mediana ya que los
representantes obtenidos de los agrupamientos son arbitrarios y su calidad
como cadena inicial es dudosa.

En la combinacién 4, el reagrupamiento no causa ningun efecto (pues la
ultima iteracién de maxmin modificado nos da un conjunto de agrupamien-
tos estables por k-medianas).

En las combinaciones 5 y 6, es indiferente usar guiado por representante
o por mediana (pues los representantes dados por la inicializacién son las
medianas de los agrupamientos).

En las combinaciones 8 y 9 se ha usado el método conjunto por coherencia
con la inicializacion; ademads, la combinacién 8 no provoca cambios en los
agrupamientos (pues no puede mejorar los representantes actuales que ya
han sido optimizados en la inicializacién).

En las combinaciones 11 y 12 se usa el método separado por coherencia
con la inicializacién; la combinacién 11 tampoco provoca cambios en los
agrupamientos.

En las combinaciones 14 y 16 es indiferente usar k-medias generalizado
guiado por mediana o por representante, ya que los representantes dados
por la inicializaciéon son la mediana o una cadena mejor que esta; por
tanto, aunque se use el guiado por mediana, el representante dado por la
inicializacién va a ser siempre igual o mejor. El método de optimizacion
es coherente con la inicializacién (conjunto en la 14 y separado en la 16).
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Cuadro 7.1: Combinaciones utilizadas para la obtencién de los agrupamientos

| Inicializacion | Reagrupamiento | Id. |
k-medianas 1
k-medias generalizado
maxmin guiado por mediana 2
clasico método conjunto
k-medias generalizado
guiado por mediana 3
método separado
k-medianas 4
k-medias generalizado
maxmin modificado guiado por mediana/representante )
usando k-medianas método conjunto
k-medias generalizado
guiado por mediana/representante 6
método separado
k-medianas 7
k-medias generalizado
maxmin modificado usando | guiado por representante 8
k-medias generalizado método conjunto
guiado por representante k-medias generalizado
método conjunto guiado por mediana 9
método conjunto
k-medianas 10
k-medias generalizado
maxmin modificado usando | guiado por representante 11
k-medias generalizado método separado
guiado por representante k-medias generalizado
método separado guiado por mediana 12
método separado
maxmin modificado usando | k-medianas 13
k-medias generalizado k-medias generalizado
guiado por mediana guiado por mediana/representante | 14
método conjunto método conjunto
maxmin modificado usando | k-medianas 15
k-medias generalizado k-medias generalizado
guiado por mediana guiado por mediana/representante | 16
método separado método separado
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Tras determinar las distintas formas de obtener los agrupamientos, hay que
determinar cudntos agrupamientos se van a obtener. A fin de comparar los re-
sultados de los experimentos con los presentados en el Capitulo 3, se ha usado el
mismo rango de agrupamientos, es decir, £k = 1,2,...,9,10,20,...,100. Hay que
destacar que para k = 1 los resultados con cualquier inicializacién son equiva-
lentes, pues tenemos un solo agrupamiento (todas las muestras de entrenamiento
de la clase). De la misma manera, para k = 100 también se tienen los mismos
agrupamientos (cada muestra es un agrupamiento en si).

Finalmente, para los agrupamientos obtenidos se deben extraer los k prototi-
pos a usar en la clasificacién. Los prototipos que se extrajeron fueron la cadena
mediana y las medias aproximadas por los dos métodos de perturbacién (separa-
do y conjunto). Dichos prototipos se usaron en los experimentos de clasificacién
de la misma forma que se ha hecho en el resto de capitulos con este corpus,
usando un clasificador k&-NN con k = 1,2,...,15 (k es el ntimero de vecinos, y
no tiene relacién en este caso con el nimero de agrupamientos).

En los siguientes apartados vamos a verificar la influencia de los agrupamien-
tos en la extraccién de los prototipos, dedicando un apartado a cada tipo de
prototipo extraido (mediana, media aproximada por perturbacién conjunta y
media aproximada por perturbacién separada).

7.3.1. Resultados usando la cadena mediana

En este apartado mostramos los resultados de clasificacién usando la cadena
mediana de cada uno de los agrupamientos obtenidos como prototipos. Estos
resultados se comparan con los obtenidos en el Capitulo 3 para el conjunto de
agrupamientos obtenido usando el algoritmo maxmin no modificado.

En las gréficas de la Figura 7.3 podemos ver el efecto de usar k-medianas y
k-medias generalizado guiado por mediana sobre los agrupamientos originales,
para clasificadores por 1, 6 y 12 vecinos y en el intervalo de 1 a 100 agru-
pamientos. Aunque no es demasiado apreciable, existe una ligera mejora para
un nimero pequenio de agrupamientos (entre 10 y 20) cuando se usa el reagru-
pamiento por k-medias generalizado.

En las graficas de la Figura 7.4 se muestran los resultados para 1, 6 y 12
vecinos en el caso de inicializacién con maxmin modificado por k-medianas y
reagrupamiento por k-medias generalizado, de nuevo en el intervalo de 1 a 100
agrupamientos. Aqui si que es apreciable una amplia mejora con respecto a los
agrupamientos originales en el intervalo de 10 a 30 agrupamientos, mejora que
se va reduciendo a medida que se aumenta el niimero de vecinos del clasificador.

Por ultimo, en las gréficas de la Figura 7.5 se muestran los resultados para los
agrupamientos de 1 a 100 usando un clasificador por vecino mas cercano para el
resto de combinaciones de inicializacién y reagrupamiento (las combinaciones de
la 7 ala 16 del Cuadro 7.1, incluyendo siempre la 4 y la original para comparar).
El comportamiento de estas combinaciones es muy irregular, aunque en general
se comportan peor que la inicializacién por maxmin modificado con k-medianas
y reagrupamiento k-medianas (combinacién 4) y que incluso los agrupamientos
originales.
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Figura 7.3: Resultados de clasificacién para 1, 6 y 12-NN usando la cadena
mediana como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la ini-
cializacién por maxmin cldsico y reagrupamiento por k-medianas y k-medias
generalizado (combinaciones 1, 2 y 3). Se muestran los resultados con los agru-

pamientos originales para comparar.
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Figura 7.4: Resultados de clasificacién para 1, 6 y 12-NN usando la cadena
mediana como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la
inicializacién de maxmin modificado usando k-medianas y el reagrupamiento
por k-medianas y k-medias generalizado (combinaciones 4, 5 y 6). Se muestran
los resultados con los agrupamientos originales para comparar.



7.3. EXPERIMENTOS COMPARATIVOS 135

16 T

T T T T 16 T T T T T
Agrup. Originales — Agrup. Originales —

Comb. 4 - Comb. 4 -
1 Comb. 7 - 1 Comb. 10 -

Comb. 8 Comb. 11

Comb. 9 ——- Comb. 12 -

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 2 0 4 % 60 0 & w0 10 0 1 2 0 4 N 6 0 & 0 10
No. agrup. No. agrup.
16 T T T T T 16 T T T T T
Agrup. Originales —— Agrup. Originales ——
Comb. 4 - Comb. 4 -
1 Comb. 13 - 1 Comb. 15 -
Comb. 14 Comb. 16

Yo Err.

Figura 7.5: Resultados de clasificacién para INN usando la cadena mediana
como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la inicializacién
con maxmin modificado usando k-medianas (todas las graficas, combinacién 4),
k-medias por representante conjunto (1.2 gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y sepa-
rado (2.2 gréfica, combinaciones 10, 11 y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2
grafica, combinaciones 13 y 14) y separado (4.2 grifica, combinaciones 15 y 16),
con todos los posibles reagrupamientos (k-medianas y k-medias generalizado).
Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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De estas graficas se deduce que los métodos que consiguen mejores agru-
pamientos para obtener como prototipos cadenas medianas son aquellos que u-
san la inicializacién maxmin modificada con el método k-medianas, independien-
temente del método de reagrupamiento (k-medianas o k-medias generalizado)
que se use después, siendo extensivo para diverso ntimero de vecinos (graficas
de la Figura 7.4). También mejoran resultados sobre los agrupamientos origi-
nales el reagrupamiento por k-medias generalizado (Figura 7.3), y puntualmente
otras combinaciones (tal y como se puede ver en las graficas de la Seccién A.7,
Figuras A.12 y A.13).

En todos los casos, esta mejora se da para un nimero de agrupamientos
reducido (menor o igual que 30 agrupamientos), y va reduciéndose a medida que
se usan mé&s vecinos para la clasificacién. Asi pues, para confirmar la ventaja de
los métodos propuestos para un nimero reducido de agrupamientos, se hicieron
experimentos de clasificacién en el intervalo de 1 a 10 agrupamientos.

En las graficas de la Figura 7.6 se muestran los resultados en ese intervalo
para 1, 3 y 6 vecinos, usando la inicializaciéon por maxmin clésico y los reagru-
pamientos por k-medianas y k-medias generalizado. En este caso si que resulta
ostensible la mejora de resultados que otorga hacer el reagrupamiento usando
k-medias generalizado.

En las graficas de la Figura 7.7 se muestran, también para el intervalo de
1 a 10 agrupamientos y para 1, 3 y 6 vecinos, los resultados con inicializacién
por maxmin modificado con k-medianas y reagrupamientos por k-medianas y k-
medias generalizado. Se percibe que el reagrupamiento por k-medianas provoca
peores resultados incluso que el agrupamiento original, mientras que k-medias
generalizado sigue siendo, en general, una mejor opcién.

Por ultimo, en las gréaficas de las Figuras 7.8 presentamos los resultados
obtenidos para el intervalo de 1 a 10 agrupamientos con un clasificador 1NN de
las combinaciones 7 a 16, donde de nuevo se aprecia el comportamiento irregular
y, generalmente, de peor calidad, de dichas combinaciones.

Con estas graficas se puede confirmar que inicamente mejoran los resultados,
en lineas generales, para un nimero pequeno de agrupamientos, los métodos
que usan inicializacién por maxmin cldsico o por maxmin modificado con k-
medianas, usando posteriormente k-medias generalizado en el reagrupamiento.
Hay que destacar que existen casos particulares en los que el agrupamiento
usado en el resto de experimentos funciona mejor (puede verse claramente el
minimo para cinco agrupamientos en todas las gréaficas, ventaja que se propaga
cuando se usa k-medias generalizado sobre dicho conjunto de agrupamientos).

También existen otros agrupamientos que otorgan resultados equiparables
al original (los que usan k-medias generalizado en la inicializacién y k-medias
generalizado guiado por representante en el paso de reagrupamiento, es decir,
las combinaciones 8, 11, 14 y 16). Otro hecho destacable es la robustez ante
la escasez de prototipos del agrupamiento original, de los que usan k-medias
generalizado a partir de éste, y de los obtenidos usando k-medianas en iniciali-
zacion y k-medias generalizado en el reagrupamiento: puede verse que usando
un nimero de vecinos bastante mayor que el nimero de prototipos por clase
extraidos (por ejemplo, seis vecinos con dos prototipos por clase), en todos los
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Figura 7.6: Resultados de clasificacion para 1, 3 y 6-NN usando la cadena me-
diana como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la ini-
cializacién por maxmin cldsico y reagrupamiento por k-medianas y k-medias
generalizado (combinaciones 1, 2 y 3). Se muestran los resultados con los agru-

pamientos originales para comparar.
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Figura 7.7: Resultados de clasificacion para 1, 3 y 6-NN usando la cadena me-
diana como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la ini-
cializacién de maxmin modificado usando k-medianas y el reagrupamiento por
k-medianas y k-medias generalizado (combinaciones 4, 5 y 6). Se muestran los
resultados con los agrupamientos originales para comparar.



7.3. EXPERIMENTOS COMPARATIVOS 139

16 T T T T 16 T T T T

Agrup. Originales — Agrup. Originales —
Comb. 4 - \ Comb. 4 -
Comb. 7 - Comb. 10 -

(TN Comb. 8 AW Comb. 11
%, Comb. 9 - N Comb. 12 --=

i1 012
R B
1l fl
10 10
9 9
gL 1 1 1 1 1 1 1 1 1 gL 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 § 7 8 9 10 1 2 3 4 § 6 7 8 9 10
No. agrup. No. agrup.
16 T T T T 16 T T T T
Agrup. Originales —— Agrup. Originales ——
Comb. 4 - N Comb. 4 -
Comb. 13 - Comb. 15 -
1 Comb. 14 Br § Comb. 16
14 14
13 13
i) 0 1
R B
1l fl
10 10
9 9
gL 1 1 1 1 1 1 1 1 1 gL 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 § 7 8 9 10 1 2 3 4 § 6 7 8 9 10
No. agrup. No. agrup.

Figura 7.8: Resultados de clasificacién para INN usando la cadena mediana
como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la inicializacién
con maxmin modificado usando k-medianas (todas las graficas, combinacién 4),
k-medias por representante conjunto (1.2 gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y sepa-
rado (2.2 gréfica, combinaciones 10, 11 y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2
grafica, combinaciones 13 y 14) y separado (4.2 grifica, combinaciones 15 y 16),
con todos los posibles reagrupamientos (k-medianas y k-medias generalizado).
Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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casos excepto para dicha situacién el error de clasificacién se dispara (como se
puede apreciar en la Figura 7.7 y en las que se muestran en la Seccién A.7,
Figuras A.14 y A.15).

Asi pues, las conclusiones que parecen desprenderse de estos resultados son
que de los diversos métodos, los que proporcionan un mejor resultado son los que
usan maxmin cldsico en la inicializacién y k-medias generalizado (independien-
temente de usar la perturbacién separada o conjunta), y que en todo caso estas
mejoras se dan para un nimero de agrupamientos reducido y un niimero de hasta
seis vecinos en el clasificador. También es destacable el buen comportamiento de
las combinaciones que usan maxmin modificado con k-medianas en el proceso
de inicializacién.

Naturalmente, estos resultados se refieren tinicamente a la extraccién de la
cadena mediana como prototipo y hay que confirmar con las cadenas medias
aproximadas la bondad de los agrupamientos obtenidos para la adecuada ex-
traccion de prototipos.

7.3.2. Resultados usando la cadena media aproximada por
perturbaciéon conjunta

En este apartado se ofrecen los resultados de extraer de los agrupamientos
la cadena media aproximada usando el método conjunto (el presentado en la
Figura 3.6). De nuevo los resultados se comparardn con los obtenidos a partir
de los agrupamientos usados en las experimentaciones previas.

En la Figura 7.9 tenemos los resultados de usar k-medianas y k-medias
generalizado guiado por mediana, extrayendo la cadena media aproximada por
método conjunto. Se presentan los resultados para clasificadores por 1, 6 y 12
vecinos mas cercanos en el intervalo de 1 a 100 agrupamientos. En este caso, la
mejora dada por aplicar k-medias generalizado es realmente minima con respecto
a los agrupamientos originales. Sélo en el caso de clasificacién por INN y un
nimero alto de agrupamientos (a partir de 50) se percibe una mejora clara res-
pecto a los agrupamientos originales, sea cual sea el proceso de reagrupamiento
usado.

En cambio, si observamos las gréficas de la Figura 7.10 (resultados para 1, 6
y 12 vecinos en el intervalo 1-100 con inicializacién por maxmin modificado con
k-medianas), s{ que es clara la mejora para un niimero pequeno de agrupamien-
tos (intervalo de 10 a 30 agrupamientos). Los tres métodos de reagrupamiento
parecen comportarse de manera semejante en dicho intervalo; sélo para la clasi-
ficacién por vecino més cercano se observa una notable ventaja del k-medias
generalizado respecto al k-medianas.

En cuanto al resto de posibles combinaciones, en las graficas de la Figura 7.11
se muestran los resultados obtenidos para un clasificador por vecino mas cercano
en el intervalo de 1 a 100 agrupamientos. De nuevo se pone de manifiesto el
comportamiento irregular de estas combinaciones y su peor comportamiento,
en general, que la alternativa que usa maxmin modificado con k-medianas en la
inicializacién y reagrupamiento por k-medianas.
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Figura 7.9: Resultados de clasificaciéon para 1, 6 y 12-NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién por maxmin cldsico y reagrupamiento por k-
medianas y k-medias generalizado (combinaciones 1, 2 y 3). Se muestran los
resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura 7.10: Resultados de clasificaciéon para 1, 6 y 12-NN usando la cadena
media aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agru-
pamientos obtenidos usando la inicializaciéon de maxmin modificado usando k-
medianas y el reagrupamiento por k-medianas y k-medias generalizado (combi-
naciones 4, 5 y 6). Se muestran los resultados con los agrupamientos originales
para comparar.
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Figura 7.11: Resultados de clasificacion para 1NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 gréifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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De estos resultados se concluye que, en el caso de extraer cadena media
aproximada como prototipo (usando en este caso el método conjunto), la mejor
alternativa para realizar los agrupamientos es usar inicializacién por maxmin
modificado con k-medianas y reagrupamiento posterior usando k-medias gene-
ralizado (independientemente del método usado, separado o conjunto). Esto
parece lo mas adecuado para cualquier niimero de vecinos usado en el clasificador
y un nimero reducido de agrupamientos (inferior a 30). En cualquier caso, van
reduciéndose las diferencias a medida que se incrementa el niimero de vecinos del
clasificador (como se puede apreciar también en las gréficas de la Seccién A.8,
de las Figuras A.16 y A.17).

De nuevo se llevaron a cabo los experimentos de clasificaciéon para un niimero
reducido de agrupamientos con el fin de verificar la influencia de los métodos usa-
dos en dicha situacion. Los resultados obtenidos con inicializacién por maxmin
clasico y k-medianas y k-medias generalizado en el posterior reagrupamiento,
para el intervalo de 1 a 10 agrupamientos y para 1, 3 y 6 vecinos, se presentan en
las gréficas de la Figura 7.12. En dichos resultados se aprecia que, al igual que
pasaba con la cadena mediana, se experimenta una mejora si los agrupamientos
se obtienen usando el reagrupamiento por k-medias generalizado, aunque en este
caso la mejora es mucho menos notable (al igual que pasaba en este mismo caso
para el intervalo de 1 a 100 agrupamientos).

En cambio, en los resultados obtenidos usando inicializacién por maxmin
con k-medianas y reagrupamiento por k-medias generalizado (presentados en la
Figura 7.13, de nuevo para 1, 3 y 6 vecinos), vemos como desaparece la ventaja
de los prototipos obtenidos a partir de esos agrupamientos con respecto a los
agrupamientos originales. Mas atn, la robustez que teniamos cuando se extraia
la cadena mediana en esta situacién (Figura 7.7) se pierde al extraerse la cadena
media aproximada (es decir, ahora utilizar méas vecinos que prototipos hay por
clase si que degrada los resultados, como se puede ver en el caso de 6NN).

De nuevo los resultados obtenidos para el resto de combinaciones (grificas de
la Figura 7.14) para clasificadores por vecino més préximo muestran la ineficacia
de las mismas también en esta situacién.

Viendo los resultados aportados, resulta evidente que sélo los métodos basa-
dos en inicializacién por maxmin clasico o por maxmin modificado con k-
medianas, y con posterior reagrupamiento por k-medias generalizado (en cualquiera
de sus dos variantes) dan resultados comparables (o incluso mejores) a los de
agrupamientos originales. En el resto de técnicas, el error de clasificacion resulta
mayor, como se puede ver en la Seccién A.8 (Figuras A.18 y A.19).

También es destacable la pérdida de la robustez de los prototipos que tenia-
mos en el caso de extraer cadena mediana: al extraer la cadena media aproxi-
mada, si el nimero de prototipos por clase es menor que el nimero de vecinos
empleado en el clasificador, el error de clasificacién se dispara ostensiblemente
(como se ve con claridad en la tdltima gréfica de la Figura 7.13 y en las de
la Figura A.19 que usan un 6NN). La tnica situacién en la que los resultados
no se degradan més que los agrupamientos originales (en lineas generales) es
la que usa la inicializacién por maxmin clésico y reagrupamiento por k-medias
generalizado (Figura 7.12).
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Figura 7.12: Resultados de clasificacién para 1, 3 y 6-NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién por maxmin cldsico y reagrupamiento por k-
medianas y k-medias generalizado (combinaciones 1, 2 y 3). Se muestran los

resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura 7.13: Resultados de clasificacién para 1, 3 y 6-NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacion de maxmin modificado usando k-medianas y
el reagrupamiento por k-medianas y k-medias generalizado (combinaciones 4, 5
y 6). Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.



7.3. EXPERIMENTOS COMPARATIVOS

147

8 T T T T
Agrup. Originales
Comb. 4

Comb. 8
ol Comb. 9

Comb. 7

Yo Err.

T T T T
Agrup. Originales ——
Comb. 4 -
Comb. 10 -
Comb. 11
Comb. 12

No. agrup.

No. agrup.

Comb. 4
Comb. 13

Comb. 14

T T T
Agrup. Originales ——

Yo Err.

T T T T

Agrup. Originales ——
Comb. 4 -
Comb. 15 -

Comb. 16

Figura 7.14: Resultados de clasificacion para 1NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 gréifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados

con los agrupamientos originales para comparar.
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De todos estos resultados parece deducirse que de nuevo los mejores métodos
para obtener los agrupamientos son los basados en inicializacién por k-medianas
con el maxmin modificado, y posterior reagrupamiento con el método k-medias
generalizado. Sin embargo, si esto parecia una regla general al usar la cadena
mediana como prototipo (o al menos asumible para cualquier niimero de agru-
pamientos por debajo de un cierto nimero), en el caso de obtener la media
aproximada por el método conjunto vemos que este rango en el que se produce
la mejora queda definido entre un minimo de 10 agrupamientos y un maximo
de 40, dependiendo también este rango del nimero de vecinos del clasificador
en cualquier caso.

En el caso de utilizar inicializacién por maxmin clasico y reagrupamiento por
k-medias generalizado no se da este fenémeno de degradacién, pero a cambio
las mejoras producidas en otras situaciones no son tan altas. De nuevo también
se da el fenémeno de que las diferencias entre las clasificaciones obtenidas a
partir de los distintos agrupamientos van reduciéndose al aumentar el nimero
de vecinos del clasificador.

Por dltimo, en el siguiente apartado vamos a mostrar los resultados usando
el método de perturbacion separado para obtener la cadena media aproxima-
da, tratando de verificar si de nuevo no existen diferencias significativas entre
usar un método u otro o si las diferentes formas de obtener los agrupamientos
si influyen en la calidad de hacerlo.

7.3.3. Resultados usando la cadena media aproximada por
perturbacion separada

En este apartado ofrecemos los resultados obtenidos al extraer como pro-
totipo la cadena media aproximada usando el método perturbativo separado
(el presentado en las Figuras 3.3 y 3.4). Se mostrarén los resultados tanto para
los nuevos agrupamientos obtenidos como para los agrupamientos usados en los
experimentos de los Capitulos 3, 4 y 5.

Presentamos en la Figura 7.15 los resultados para 1, 6 y 12 vecinos, con
agrupamientos de 1 a 100, de los agrupamientos obtenidos con inicializacion
por maxmin cldsico y reagrupamiento por k-medianas y k-medias generaliza-
do. Igualmente, en la Figura 7.16 se presentan los resultados en las mismas
condiciones (1, 6 y 12 vecinos, de 1 a 100 agrupamientos) para inicializacién
por maxmin modificado con k-medianas y reagrupamiento por k-medianas y
k-medias generalizado. Por ltimo, en la Figura 7.17 se muestran los resultados
para los agrupamientos desde 1 hasta 100 y un vecino més préximo para el resto
de combinaciones.

Los resultados obtenidos son muy semejantes a los que se obtuvieron con
el método conjunto. Por tanto, las conclusiones que se pueden extraer son las
mismas: las mejores inicializaciones son maxmin clasico y, sobre todo, maxmin
modificado con k-medianas, con posterior reagrupamiento usando k-medias gene-
ralizado y las ventajas que obtienen dichos métodos se van reduciendo a medida
que aumenta el nimero de vecinos. El incremento del nimero de vecinos pre-
senta en este caso diferencias algo menos acusadas (en todos los casos, como
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Figura 7.15: Resultados de clasificacion para 1, 6 y 12-NN usando la cadena me-
dia aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamien-
tos obtenidos usando la inicializacién por maxmin clasico y reagrupamiento por
k-medianas y k-medias generalizado (combinaciones 1, 2 y 3). Se muestran los
resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura 7.16: Resultados de clasificaciéon para 1, 6 y 12-NN usando la cadena
media aproximada por método separado como prototipo a partir de los agru-
pamientos obtenidos usando la inicializaciéon de maxmin modificado usando k-
medianas y el reagrupamiento por k-medianas y k-medias generalizado (combi-
naciones 4, 5 y 6). Se muestran los resultados con los agrupamientos originales
para comparar.
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Figura 7.17: Resultados de clasificacion para 1NN usando la cadena media
aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 grifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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se observa en las grificas de la Seccién A.8, Figuras A.16 y A.17) que en los
resultados dados por el método conjunto.

Igualmente se realizaron experimentos de clasificacién para un numero re-
ducido de agrupamientos. En las gréficas de la Figura 7.18 se presentan los
resultados para inicializacién por maxmin cldsico y reagrupamiento k-medianas
vy k-medias generalizado para 1, 3 y 6 vecinos y en el intervalo de 1 a 10 agru-
pamientos. En la Figura 7.19 tenemos los resultados en dichas condiciones para
inicializacién por maxmin modificado con k-medianas y reagrupamiento por k-
medianas y k-medias generalizado. Por ultimo, las gréaficas de la Figura 7.20
muestran los resultados para un clasificador por vecino més cercano del resto
de combinaciones del Cuadro 7.1.

Se observa de nuevo un comportamiento muy semejante al que se da usando
el método conjunto. De nuevo, los tinicos métodos de agrupamientos que mejoran
resultados son los que inicializan con maxmin cldsico y reagrupan con k-medias
generalizado. Otorgan resultados comparables los que usan la inicializacién por
maxmin modificado con k-medianas y el reagrupamiento por k-medias generali-
zado. En el resto de métodos el error de clasificacion aumenta de forma atin
mas acusada que en el caso de utilizar el método conjunto en la extraccion de
la cadena media aproximada (graficas de la Seccién A.9, de las Figuras A.22
v A.23).

De nuevo también hay que destacar que la mejora producida por el método
que usa inicializacién k-medianas y reagrupamiento k-medias generalizado que-
da reducida al rango de 10 a 40 agrupamientos, al igual que al usar el método
conjunto. Por tanto, parece que la equivalencia de los métodos separado y con-
junto a nivel de calidad de los prototipos extraidos queda confirmada en estos
experimentos.

Otras circunstancias que también se observaban en los experimentos reali-
zados con la cadena media aproximada usando el método conjunto vuelven a
aparecer en estos resultados. La primera de ellas es la falta de robustez de los
prototipos cuando el nimero de vecinos del clasificador supera al nimero de
prototipos por clase, y la segunda es la disminucién de diferencias entre los
errores de clasificacién entre los diversos tipos de agrupamiento a medida que
se incrementa en nuimero de vecinos usados en el clasificador.

Por tanto, en lineas generales se puede concluir que de los métodos de ob-
tencion de agrupamientos propuestos, inicamente ofrecen ventajas los que se
basan en inicializacion por maxmin clasico y por maxmin modificado con k-
medianas y la posterior reorganizacion por k-medias generalizado, sin haber
diferencias significativas entre usar el método separado o conjunto en este tulti-
mo paso. Ademds, estas ventajas solo se manifiestan en un rango del nimero
de agrupamientos posibles, que en el caso de corpus Copenhagen es de 10 a 40
agrupamientos, rango que se extiende para cualquier niimero de agrupamientos
inferior a 40 si el prototipo seleccionado es la cadena mediana. A partir de 40
agrupamientos, los resultados con estos agrupamientos resultan similares a los
obtenidos con los agrupamientos usados en los experimentos previos.
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Figura 7.18: Resultados de clasificacién para 1, 3 y 6-NN usando la cadena media
aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién por maxmin cldsico y reagrupamiento por k-
medianas y k-medias generalizado (combinaciones 1, 2 y 3). Se muestran los
resultados con los agrupamientos originales para comparar.



154 CAPITULO 7. AGRUPAMIENTOS USANDO LA CADENA MEDIA

% Err.
]

% Err.
N

% Err.
>

Figura 7.19

T T
Agrup. Originales
Eomb, 4
Comb. 5----
N Comb. 6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
No. agrup.
T T T T T T T T T T
Agrup. Originales
Eomb. 4 —
B Comb. 5--------- 7
Comb. 6

. . . . . . . . . L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
No. agrup.
Agrup. Originales
- Eomb, 4
L Comb. 5 |
Comb. 6

: Resultados de clasificacién para 1, 3 y 6-INN usando la cadena media

aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializaciéon de maxmin modificado usando k-medianas y
el reagrupamiento por k-medianas y k-medias generalizado (combinaciones 4, 5
y 6). Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura 7.20: Resultados de clasificacion para 1NN usando la cadena media
aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 grifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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7.4. Resumen

En este capitulo hemos abordado la posibilidad de usar las aproximaciones a
la cadena media en los métodos de obtencién de agrupamientos. Inspirandonos
en el método k-medianas, hemos propuesto el método k-medias generalizado, el
cual usa las aproximaciones a la cadena media en el proceso de reagrupamiento.
Todos estos métodos requieren de un conjunto inicial de £ muestras para poder
aplicarse, conjunto que puede obtenerse mediante diversos métodos, de entre
los cuales se ha escogido el método maxmin, usado en el resto de experimentos
realizados. Ademaés, hacemos una nueva propuesta de inicializacién consistente
en una modificacién del maxmin que incluye reagrupamiento (por k-medianas o
k-medias generalizado) en cada iteracién del algoritmo. Se han explorado muy
diversas combinaciones de inicializaciéon y reagrupamiento y se han obtenido
agrupamientos por cada una de ellas para el corpus Copenhagen. Los experi-
mentos de clasificacion han demostrado que las combinaciones que inicializan
usando maxmin clasico o maxmin modificado con k-medianas y reagrupan con
k-medias generalizado presentan mejor comportamiento para un cierto rango del
nimero de agrupamientos que el resto de alternativas y que los agrupamientos
obtenidos usando simplemente maxmin clasico.



Capitulo 8

La cadena media ciclica

En este capitulo se aborda la extension del concepto de cadena media a
los conjuntos de cadenas ciclicas, es decir, a aquellas que representan objetos
(generalmente bidimensionales) de manera invariante a la rotacién que estos pre-
senten. Se comprobara experimentalmente la ventaja de usar las aproximaciones
a la cadena media frente a la cadena mediana como prototipos en clasificacion
para cadenas ciclicas.

8.1. Cadenas ciclicas y sus medidas de distancia

Una de las formas habituales de representar un objeto mediante una cadena
es hacerlo determinando su cadena de contorno [16]. En estos casos, de la imagen
del objeto se toma un punto inicial en el borde del mismo y se va rodeando el
objeto por desplazamientos pixel a pixel. Cada uno de estos desplazamientos se
hace en una cierta direcciéon previamente definida, de manera que se aproxime
lo méas posible al contorno real de la imagen. Cada una de estas direcciones
tiene asociado un simbolo, y el recorrido de la imagen completa (acabando en
el pixel inicial) genera la cadena asociada a la secuencia de direcciones que ha
sido empleada. Un ejemplo de cédigo de contorno de 4 direcciones, junto con la
cadena que resulta, se presenta en la Figura 8.1.

Este proceso presenta la caracteristica de que la cadena obtenida depende del
pixel inicial que se haya escogido para el recorrido. Evidentemente, si los inicios
son distintos, las cadenas pueden ser distintas. Por tanto, tenemos el problema
de que el mismo objeto se puede representar por distintas cadenas dependiendo
del inicio del recorrido del contorno.

Una primera solucién es determinar de manera arbitraria un pixel inicial
genérico para cualquier imagen. Opciones habituales son tomar el pixel mas
inferior o més superior, o mas a la izquierda o a la derecha, de la figura repre-
sentada en la imagen. Pero esta opcidn sigue sin resolver realmente el problema
de que se asigne mas de una cadena a un objeto. Esto se debe a que para un mis-
mo objeto, segin su angulo de rotacion, el pixel inicial con respecto al contorno

157
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Figura 8.1: Ejemplo de cédigo de contorno con 4 direcciones y de la cadena
resultante

variard.

La solucién al problema pasa por hacer una representacion de cadenas de
contorno que sea invariante a rotaciones [20], de manera que para un mismo
objeto, independientemente de la rotaciéon que presente, la codificacién sea la
misma. Asi es como surge el concepto de cadena ciclica, que es aquella cadena de
contorno invariante a rotaciones. Una cadena ciclica se puede obtener a partir
de una cadena de contorno habitual haciendo una transformacion que se basa en
codificar cambios relativos de angulos, en vez de cambios absolutos, en funcién
de la longitud del contorno [20].

La definicién formal de cadena ciclica se hace mediante la definicién de una
clase de equivalencia. Para ello, se define el desplazamiento ciclico de la cadena
§=581-82--+5 como o(s) = 0(s1-82---8) = Sa-83---8 - 81. Sl se nota por
o* la composicién de k desplazamientos ciclicos, entonces se define la cadena
ciclica s como la clase de equivalencia que define la relacién s = s’ < s’ = o¥(s)
para un cierto k [55]. A partir de ahora notaremos simplemente por s la clase
de equivalencia que indica la cadena ciclica generada a partir de s.

Respecto a las medidas de disimilitud entre cadenas ciclicas, se demostrd en
su dfa para la distancia de edicién [45] que la distancia de edicién entre las
cadenas ciclicas s y t, notada por d¢(s,t), cumple la propiedad:

y k
de(s,t) = ogl&n\ﬂ d(s,c"(t)) (8.1)

El algoritmo trivial para calcular esta distancia tendra un coste O(|s|[t|?), ya
que para cada una de los posibles desplazamientos ciclicos de ¢, que son en total
|t|, se debe calcular la distancia de edicién entre s y o*(t), lo cual es de coste
O(]s]|t]). Existen, sin embargo, algoritmos més eficientes para proporcionar el
valor exacto de dicha distancia, como es el algoritmo de Maes [45], de com-
plejidad O(]s||t|1og |t]), el algoritmo de Gregor y Thomason [23] y el algoritmo
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de Ramificacién y Poda de Marzal y Barrachina [52]. También existen diversos
algoritmos aproximados, que sacrifican la obtencién de la distancia exacta a
cambio de reducir el coste computacional a un orden O(|s||t|). Es el caso de los
algoritmos de Bunke y Biihler [6] o los propuestos por Mollineda [56, 57].

La adaptacion de esta definicién de distancia entre cadenas ciclicas para
otras medidas de disimilitud, y mas concretamente para la distancia de edicion
normalizada, es inmediata: se basa en calcular el valor de la distancia escogida
para la cadena s y todas las posibles rotaciones de t, tomando finalmente la
menor de las distancias computadas como dicha distancia ciclica [52]. Asf pues,
seguiremos manteniendo el uso de la distancia de edicién normalizada con ca-
denas ciclicas.

8.2. (Cadena media ciclica

A partir de la definicién de distancia de edicién entre cadenas ciclicas, la
definicién de cadena mediana y cadena media de un conjunto de cadenas ciclicas
resulta inmediata. Asf, dado un conjunto de cadenas ciclicas S = {s!,s% ..., s"}
sobre ¥*, la cadena mediana ciclica de S, notada por smg, vendra dada por:

n
sm§ = argminz do (s, s") (8.2)
ses 4

Evidentemente, su coste computacional usando el algoritmo trivial serd O(n213),
con [ longitud maxima de las cadenas de .S, ya que el cdlculo de d¢ es de orden
cubico con la longitud de las cadenas implicadas.

De forma inmediata se obtiene también la definiciéon de cadena media para
cadenas ciclicas. Asf, dado S = {s!,s%,...,s"} conjunto de cadenas ciclicas
sobre ¥*, la cadena media ciclica de S, notada por mg, vendra dada en este
caso por [71]:

m§ = argminz do (s, s") (8.3)

sEX* i—1

También es posible hacer una definicién basada en la definicién alternativa
propuesta en el Capitulo 4, es decir, empleando el sumatorio de distancias al
cuadrado.

Dado que el calculo de de implica el cédlculo de una distancia de edicién
comun entre dos cadenas, esta definicién sélo viene a anadir un grado de com-
plejidad mas al proceso de busqueda de la cadena media. Por tanto, el problema
de encontrar la cadena media ciclica también serd al menos NP-Duro.

Los algoritmos aproximados presentados en el Capitulo 3 tenfan la carac-
teristica de ser independientes de la distancia usada entre las cadenas impli-
cadas. Por tanto, dichos algoritmos son aplicables inmediatamente para hallar
aproximaciones a la cadena media ciclica, aunque evidentemente sufriran el in-
cremento de complejidad computacional asociado al mayor coste de cémputo de
la distancia de edicién ciclica.
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La Seccién 8.3 va dedicada a describir los experimentos realizados para com-
parar la calidad como prototipos entre la cadena mediana ciclica y las aproxi-
maciones a la cadena media ciclica obtenidas por los algoritmos propuestos en
esta tesis.

8.3. Experimentos comparativos

En esta seccién describiremos un corpus de imégenes codificadas como ca-
denas de contorno que han sido transformadas a cadenas ciclicas, para poste-
riormente aplicar la extraccién de prototipos (cadena mediana ciclica y cadena
media ciclica aproximada) y realizar experimentos de clasificacién que nos per-
mitan verificar las ventajas de usar las aproximaciones a la media frente a la
mediana.

8.3.1. El corpus chicken

El corpus chicken es un corpus de imagenes de despiece de pollo, que com-
prende un total de 446 imagenes binarizadas [3]. Cada imagen contiene una
pieza de despiece, la cual puede clasificarse en cinco categorias distintas: ala
(117 muestras), cuarto trasero (76 muestras), muslo (96 muestras), contramuslo
(61 muestras) y pechuga (96 muestras).

En la Figura 8.2 se pueden observar distintos ejemplos de imagenes para cada
una de las cinco clases. Estas imagenes se obtuvieron a partir de las imagenes de
piezas reales en niveles de grises, colocadas en posicién aleatoria y aplicando la
caja de minima inclusién sobre cada una de ellas, efectuando posteriormente un
proceso de binarizacién. A estas imédgenes binarias se les aplicé un remuestreo
usando una rejilla de resolucién 16 x 16 pixeles.

A partir de estas imagenes binarias, se crean las cadenas de contorno usan-
do el clasico cédigo de 4 direcciones [16], obteniendo asi una representacién en
forma de cadenas no ciclicas y, por tanto, sensibles a rotaciones. Para obtener
las cadenas ciclicas equivalentes, se aplicé el proceso destinado a obtener una
cadena que indique los cambios relativos del angulo en cada uno de los desplaza-
mientos [20]. Para ello, si tenemos la cadena s = s1-s2- -+ 51, con s; € {0, 1,2,3},
definimos en primer lugar que sg = s;. A partir de aqui, se obtiene la cadena

I ol / / 1.
§ =881 S COMO™:

S/i:(si—si,1+4) m0d4,1§1§l

50 = Sm

Tras este proceso, se obtiene un conjunto de 446 cadenas ciclicas que repre-
sentan cada una de las imdgenes originales. Un resumen de las caracteristicas
del corpus obtenido se presenta en el Cuadro 8.1. En [55] se describe una experi-
mentacion exhaustiva con este corpus pero usando el muestreo de 64 x 64 pixeles.
Los resultados alcanzados en dicho trabajo se sitdan entre el 22% y el 33 % de

IEste conjunto de datos fue proporcionado con esta codificacién descrita en [55]
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Figura 8.2: Ejemplos de imagenes de piezas de pollo para las diversas clases

Cuadro 8.1: Caracteristicas del corpus chicken

Numero de clases 5
Ntmero de objetos 446
Tamano del alfabeto 4
Longitud de las cadenas (minima-méxima) | 40-78
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Figura 8.3: Matriz de pesos usada para el corpus chicken

error. Estas cifras que no son en absoluto alcanzables con el muestreo 16 x 16,
algo que tampoco es el objetivo de esta primera aproximacién al problema de
la cadena media ciclica.

A fin de obtener varios representantes por clase y poder realizar una clasi-
ficacion mediante validacién cruzada, se realizé6 un proceso de obtencién de
agrupamientos usando el algoritmo k-medianas inicializado por el algoritmo
maxmin modificado, tal y como se presenté en la Seccion 7.3. Dicho proceso se
realizé para obtener 5 y 10 agrupamientos por clase, de manera que se pudieron
obtener 5 (o 10) prototipos por cada una de las cinco clases.

En el proceso de clasificaciéon por validacién cruzada, siempre se tomara el
i-ésimo agrupamiento de cada clase para constituir el conjunto de datos a clasi-
ficar, usando como prototipos los obtenidos del resto de agrupamientos.

8.3.2. Comparacion entre la cadena mediana ciclica y la
cadena media ciclica

Los experimentos de clasificacién se han realizado para los prototipos obteni-
dos de cada agrupamiento, ya sea cadena mediana ciclica o cadena media aproxi-
mada (con las dos variantes del proceso de optimizacién) ciclica. La matriz de
pesos usada es la que se muestra en la Figura 8.3. Esta matriz trata de castigar
las sustituciones de un simbolo por el que representa el sentido opuesto (es decir,
0 contra 2 y 1 contra 3), dando un menor coste para direcciones no tan diferentes
(las perpendiculares).

Los experimentos de clasificacién se hicieron usando un clasificador k-NN,
usando la distancia ciclica como medida de disimilitud. Se opté por una vali-
dacién cruzada, tomando las cadenas extraidas de todos los conjuntos excepto
el de test como prototipos. Esto permitié hacer una clasificacién completa del
conjunto de datos, haciendo las clasificaciones parciales de cada uno de los agru-
pamientos obtenidos.

En el caso de los experimentos para cinco agrupamientos, el valor del nimero
de vecinos vari6 desde 1 hasta 5. Los resultados de clasificacién, junto con los
intervalos de confianza del 95 %, se muestran en la gréfica de la Figura 8.4. En
dicha grafica se puede apreciar que la cadena media aproximada ciclica presenta
un mejor comportamiento que la cadena mediana ciclica. A medida que aumenta
el nimero de vecinos usado en el clasificador estas diferencias van disminuyendo,
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Figura 8.4: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana ciclica y la
cadena media aproximada ciclica (con los métodos conjunto y separado) para
cinco agrupamientos variando el nimero de vecinos del clasificador. Se incluye
el 6ptimo (usar todas las muestras de entrenamiento como prototipos) para
comparar

debido a que se presentan ciertas irregularidades en la clasificacién con un mayor
numero de vecinos (como puede verse en el caso 6ptimo, es decir, cuando todas
las muestras no incluidas en el test actian como prototipos).

También se observa que el método separado ofrece, en términos absolutos,
mejores resultados, aunque los intervalos de confianza nos indican que dichas
diferencias con el método conjunto no son significativas. Se observa que el error
absoluto en este caso también va aumentando con el incremento del ntimero de
vecinos. Estas irregularidades, comunes a todos los casos excepto a la cadena
mediana ciclica, podrian achacarse a la escasez de datos, ya que 446 muestras
en total, repartidas ademds de manera irregular entre las clases (con lo cual no
existe igualdad entre las probabilidades de las mismas) es un ntmero a todas
luces escaso para otorgar una plena fiabilidad a los experimentos. Sin embargo,
si que es admisible que la cadena media ciclica tiene mejor comportamiento que
la mediana ciclica (pues presenta diferencias significativas en clasificacién).

Para confirmar los resultados, se recurre a la experimentacion con diez agru-
pamientos, cuyos resultados de clasificacién se muestran en la Figura 8.5. Como
puede verse, la cadena media aproximada se comporta mejor, sea cual sea el
método de optimizacién usado. Las diferencias con la cadena mediana ciclica
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Figura 8.5: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana ciclica y la
cadena media aproximada ciclica (con los métodos conjunto y separado) para
diez agrupamientos variando el niimero de vecinos del clasificador. Se incluye
el 6ptimo (usar todas las muestras de entrenamiento como prototipos) para
comparar

van disminuyendo al incrementarse el nimero de vecinos.

Se observa también que las diferencias entre las medias aproximadas obteni-
das usando el proceso conjunto o separado son ahora claramente favorables al
método conjunto en términos absolutos, aunque el solapamientos de los inter-
valos de confianza nos muestra que no son diferencias significativas. También se
muestra en dicha gréafica la evolucion del caso 6ptimo, es decir, cuando todas las
muestras que no se incluyen en el test se usan como prototipos. En este caso,
el comportamiento es también irregular, sin una tendencia clara a aumentar
o disminuir el error al aumentar el nimero de vecinos. De nuevo esto puede
deberse a la escasez de datos, lo cual hace que se deba tener ciertas reservas
ante los resultados obtenidos. De todas maneras, si se concluye que las cadenas
medias aproximadas para el caso ciclico tienen un mejor comportamiento que
la mediana (siendo las diferencias claramente significativas para un clasificador
que use pocos vecinos), aunque tampoco se libran de la irregularidad del com-
portamiento que tiene el caso éptimo (aunque es menos acusada que en el caso
de cinco agrupamientos).

Asi, se puede concluir que la aproximacién a la cadena media ciclica otorga
resultados mejores que la cadena mediana ciclica. Aunque las diferencias son
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significativas, esta conclusién necesitaria de una adecuada confirmacién usando
un conjunto de datos ma&s extenso que permitiera soslayar las dificultades e
irregularidades que presenta el corpus chicken y que son claramente apreciables
en el caso éptimo.

8.4. Resumen

En este capitulo hemos introducido el concepto de cadena ciclica como ca-
dena que representa a un objeto (bidimensional) de manera invariante a las
rotaciones que éste pueda sufrir. Asociado a cadena ciclica aparece el concepto
de distancia de edicién ciclica, que puede definirse en base a la distancia de edi-
cién clédsica (no normalizada), de manera que se computa la distancia de edicién
entre una cadena s y la rotacion mas parecida a s de la otra cadena t. Definida
esta distancia, de manera inmediata se sigue el concepto de cadena mediana y
cadena media ciclicas. El caso de cadena media ciclica vuelve a aparecer como
un problema NP-Duro que debe de resolverse de manera aproximada, usdndose
para ello los algoritmos del Capitulo 3. Dichas aproximaciones se aplican para
una tarea de clasificacién sobre un corpus de imagenes codificado como cadenas
ciclicas. De los resultados de clasificacién se concluye que también en el caso
de cadenas ciclicas la cadena media aproximada resulta mejor prototipo que la
cadena mediana.
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Capitulo 9

Aproximacion probabilistica
a la cadena media

Este capitulo establece una tltima asociacién entre el problema de la cadena
media y el marco probabilistico en el que se apoyan las técnicas paramétricas
de Reconocimiento de Formas. De esta manera, se establece la relacion entre
técnicas paramétricas y no paramétricas para este problema y se estudia ex-
perimentalmente la eficacia de un tipo de modelos paramétricos (los modelos
ocultos de Markov) para resolver el problema de clasificacién en el corpus de
cromosomas Copenhagen.

9.1. Aproximacion por maxima verosimilitud a
la cadena media

En el Capitulo 1, comentdbamos que se distinguia, en funcién de los modelos
usados, entre los métodos de clasificacién paramétricos y no paramétricos [15].
En los métodos de clasificacién paramétricos, las clases vienen representadas por
un modelo, el cual viene dado por un conjunto de pardmetros representativos.
En cambio, en los métodos no paramétricos son los propios objetos los que
constituyen el modelo, sin obtener explicitamente una descripcion paramétrica
de la clase.

La forma maés usual de representar un modelo en el caso paramétrico es
una distribucién de probabilidad. Estas distribuciones de probabilidad vienen
definidas por unos ciertos pardmetros fundamentales (por ejemplo, en el caso
de una distribucién normal, serian la media y la varianza de la distribucién), y
cada clase viene representada por una distribucién distinta.

A la hora de realizar la clasificacién de un cierto objeto, se recurre general-
mente al criterio de méxima verosimilitud [15]: el objeto se clasifica en aque-
lla clase cuya probabilidad de que el objeto esté generado por dicha clase sea
méaxima. Asi, dado un conjunto de clases C, cada una de las clases estd repre-
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sentada por una distribucién de probabilidad (modelo paramétrico). Por tanto,
el conjunto de clases estd representado por un conjunto de distribuciones de
probabilidad ©. Asi, dado un objeto x, éste se clasificaria en la clase 0 tal que:

0 = argmax Pry(z) (9.1)
€O

El criterio de maxima verosimilitud se aplica también en el aprendizaje de
los modelos. Asi, si tuviéramos un conjunto de objetos X = {x1,x2,...,x,} de
una cierta clase de la cual queremos estimar su modelo 6, dicho modelo seria:

é:argmax Pro(z;) = argmax log(Prg(x;)) =
g [ Prote) = sogmaic ) loa(Pro(e)

argmin Z —log(Pro(z;)) (9.2)
I et

Mediante esta formulaciéon del modelo paramétrico es posible formular el
problema de la cadena media, ya que existe una equivalencia con la definicién
de la misma. Asi, si asumimos que existe una definicién de distancia d entre
un modelo # y un objeto x, es posible definir la probabilidad de que un cierto
objeto = sea generado por la distribucién 6 como:

Pro(x) = exp(—d(z,0)) (9.3)

La definicién de la Ecuacién (9.3) es razonable ya que intutivamente es claro
que cuanto mas cercano esté el objeto a la distribuciéon, mayor probabilidad ten-
dré de ser generado por esta, alcanzando su mayor valor (1) cuando la distancia
es minima (0, por definicién). Igualmente, dicha probabilidad va disminuyendo
a medida que nos alejamos de la distribucién (debido al signo negativo de la
exponencial).

Si aplicamos ahora el criterio de méaxima verosimilitud para la estimacion
de 4, tal y como hemos definido en la Ecuacién (9.2), para esta distribucién
de probabilidad, tendremos que dicha estimacion sigue la regla de asignar el
modelo dado por 0 tal que:

0 = argmin — loglexp(—d(z;,0))] = argmin d(x;,0 9.4
Oge@; glexp(—d(z4,0))] Gge(_);() (9.4)

Asi, si asumimos que el conjunto de datos X es un conjunto de cadenas

S ={s!,s%,...,8"} C X* y que el conjunto de modelos es ¥*, tenemos que:
n n
0= argminz d(z;,0) = argminz d(s*,s) =mg (9.5)
0e® 4 SEXT oy

Por tanto, se concluye que el problema de la cadena media es abordable
mediante el uso de la aproximacién por maxima verosimilitud, usando como
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distribucién de probabilidad la exponencial negativa de la distancia entre la
cadena y el modelo de la clase. Dicho modelo es una cadena de ¥* (la cadena
media de 5).

Asi pues, el siguiente paso es recurrir a una formulaciéon mediante modelos
paramétricos del problema de clasificaciéon para cadenas. Dichos modelos po-
drian también emplearse para obtener la cadena de méxima probabilidad (que
serfa una aproximacién a la cadena media). Como estamos tratando con cade-
nas, que son secuencias de simbolos sobre un alfabeto, el modelo paramétrico
que mejor se ajusta a esta situacion son los modelos ocultos de Markov.

9.2. Modelos ocultos de Markov

Un modelo oculto de Markov [28] (generalmente conocido por sus siglas
HMM, del inglés Hidden Markov Models) es un modelo estocastico constituido a
partir de un cierto conjunto de estados @ = {q1,q2, ..., ¢n} y un cierto conjunto
de simbolos ¥, y definido mediante el conjunto de distribuciones de probabilidad
(A, B, ), con:

A:QxQ—1[0,1] taq Y Algd)=1 VgeQ

vq'eQ

B:QxX—[0,1 tq Y B(ga)=1 VYgeQ
Yaex

7:Q —1[0,1] t.q. Z w(g) =1

VqeQ

A estas tres distribuciones se les conoce respectivamente como probabilidad
de transicion entre estados, probabilidad de emisién de simbolos y probabilidad
de estado inicial.

Asi, un HMM puede utilizarse para modelar conjuntos de secuencias de
simbolos, lo cual lo hace ideal para actuar como modelo de un conjunto de
cadenas. Para ello, es necesario reestimar los pardmetros del HMM (principal-
mente las distribuciones de probabilidad A y B, pues se puede asumir que el
estado inicial sea tinico) a partir del conjunto de cadenas que tiene que modelar.

El algoritmo usual para este proceso de reestimacion es el algoritmo de
Baum-Welch [28], que utiliza un método de descenso por gradiente para es-
timar los pardmetros de un HMM basandose en las secuencias de estados que
se recorren dada una cadena. Existe sin embargo la posibilidad de utilizar el
algoritmo de Viterbi para este proceso de reestimacion [28]. En dicho proceso
se utiliza inicamente la secuencia de estados de maxima probabilidad en dicho
proceso de reestimacién, actualizando tnicamente las probabilidades implicadas
en dicha secuencia.

Un punto que es necesario resolver antes del proceso de reestimacion es la
inicializacién del HMM, es decir, dar un valor inicial a las probabilidades del
modelo. Entre otras técnicas, destaca la técnica de la segmentacién lineal, que
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serda la usada en los experimentos. Esta técnica parte de un HMM con una
topologfa lineal definida (es decir, se tienen definidos los estados y las transi-
ciones izquierda a derecha), y divide las cadenas a modelar en tantos segmentos
como numero de estados tenga el modelo. Asi, quedan definidas las frecuencias
de emisién por cada estado y las frecuencias de transicién entre estados, y a
partir de dichas frecuencias se obtienen las probabilidades iniciales correspon-
dientes.

Asi pues, con un HMM h podemos modelar un conjunto de cadenas S,
y para cada posible conjunto de cadenas tendriamos un HMM distinto. A la
hora de realizar la clasificacién de una cadena desconocida s en el conjunto de
clases representado por el conjunto de HMM H, la aproximacién por maxima
verosimilitud nos indicaria escoger la clase representada por el modelo h tal que:

h = argmax Prp(s) (9.6)
heH

Existe también la posibilidad de que una clase venga representada por mas
de un HMM (por ejemplo, que la clase esté dividida en diversos subconjuntos
de datos y que con cada uno de ellos se estime un HMM). En este caso, la
alternativa tomada es, tras estimar un HMM por cada agrupamiento, obtener
después la probabilidad a posteriori de cada uno de los modelos estimados. La
clasificacién se hace en la clase tal que la suma de probabilidades a posteriori
de los HMM pertenecientes a la misma (un HMM por cada agrupamiento de la
clase) sea maxima respecto al resto de clases.

Es decir, si tenemos que las cadenas de C; se han subdividido (utilizando
cualquier técnica de obtencién de agrupamientos) en los subconjuntos de cade-
nas C;, CJZ, ceey C’;” , v para cada una de ellas se ha estimado el correspondiente

modelo de Markov h;, la clasificacién de la cadena s se hace en la clase C
siguiendo la regla:

nj
C= argmaxz Pr(h}ls) (9.7)
i =1
En la Seccién 9.3 realizaremos experimentos de clasificacion usando HMM
como modelos y comparando los resultados obtenidos con los que otorgan los
clasificadores NN usando las aproximaciones a la cadena media descritas a lo
largo de esta tesis.

9.3. Experimentos comparativos

En esta seccion vamos a comparar los resultados de clasificacién entre clasi-
ficadores NN usando la cadena mediana y una aproximacién a la cadena media,
y la clasificacién mediante HMM. Para la experimentacién usaremos el corpus
Copenhagen descrito en el apartado 2.2.1, dividido en diversos agrupamientos
usando la técnica de agrupamiento k-medias generalizado por cadena mediana,
con inicializacién por maxmin modificado con k-medianas (tal y como se des-
cribe en el Capitulo 7).
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Cuadro 9.1: Error de clasificacion usando un HMM por clase para diversos
factores de longitud f (ntimero de estados del HMM igual a la longitud media
de las cadenas de entrenamiento por f)

Factor 0’5 0’8 1’0 1’1 1’2
% Error | 24°41% | 9'556% | 6'57% | 6°75% | 5'57%
Factor 1’3 1’4 1’5 17 2’0
% Error | 555% | 536% | 6’34% | 786 % | 757 %

Cuadro 9.2: Numero de parametros de cada uno de los modelos usado en la
clasificacién. Para los HMM es el ntimero total de componentes elementales de
las probabilidades iniciales, de transicion y de emision. Para las cadenas, el total
de simbolos

Numero de HMM Cadena | Cadena media aprox.
agrupamientos mediana inic. mediana
proc. conjunto
1 266503 2157 2156
1342718 10772 10575
10 2682255 | 21702 21277

Para la construccién de los HMM es necesario en primer lugar seleccionar
la topologia adecuada para la clase. En nuestro caso, la inicializacién por seg-
mentacion lineal determina que sea una topologia clasica de izquierda a derecha.
Las transiciones entre estados (incluyendo saltos y bucles) vienen determinadas
por la propia inicializacién. El tnico factor que queda por determinar es el
nimero de estados del HMM.

En nuestro caso, la implementacién de la creacién de los HMM nos permite
especificar el nimero de estados como una cantidad proporcional a la longitud
media de las cadenas de la clase. Es decir, si la longitud media de las cadenas a
modelar es [ y el factor usado es f, el HMM tendré [ - f estados.

Se hizo una bateria de pruebas sobre una serie de valores para este factor,
inicializando un HMM por cada una de las 22 clases disponibles y luego reesti-
mando sus parametros hasta la convergencia. En el Cuadro 9.1 se muestran los
resultados a nivel de error de clasificacién (siguiendo el protocolo por validacién
cruzada que se ha usado en el resto de este trabajo) para cada valor probado
del factor, lo que nos llevd a elegir como factor de longitud 1'4.

La estimacion de los modelos de Markov se hizo para 1, 5 y 10 agrupamien-
tos, realizdndose posteriormente la clasificaciéon. El nimero de parametros por
modelo usado se indica en el Cuadro 9.2, donde los parametros de los HMM
son el nimero de probabilidades a estimar (de estado inicial, de transicién entre
estados y de emisién de simbolos), y los parametros de las cadenas es el nimero
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Figura 9.1: Resultados de clasificacién usando modelos de Markov (HMM) y
clasificador por vecino més cercano usando como prototipos la cadena mediana
y la media aproximada por inicializacién mediana y proceso conjunto

de simbolos total del conjunto de prototipos. Puede verse que el crecimiento
del nimero de pardmetros resulta en todos los casos proporcional al nimero de
agrupamientos, pero el nimero de parametros de los HMM es mucho mas eleva-
do que el de las cadenas. Sin embargo, como la naturaleza de ambos pardmetros
es muy diferente, no se puede establecer una comparacién clara.

Los resultados a nivel de clasificacién usando HMM y usando clasificadores
NN utilizando cadena mediana y cadena media aproximada con inicializacion
por mediana y proceso conjunto se presentan en la grafica de la Figura 9.1.

De los resultados obtenidos se puede deducir que los HMM funcionan mejor
para un numero pequeno de agrupamientos. Esto es razonable, pues un niimero
pequeno de agrupamientos implica gran nimero de muestras por agrupamiento,
y a mayor numero de muestras la estimacion de los parametros de los HMM es
mucho méas precisa. Asi, a medida que aumenta el nimero de agrupamientos,
a pesar de disponer de varios HMM con los cuales computar la probabilidad a
posteriori para saber la probabilidad de que una cadena pertenezca a la clase,
estos modelos no se estiman adecuadamente (existen demasiados pardmetros
y pocos datos para estimarlos adecuadamente) y resulta mucho mejor a ni-
vel de clasificaciéon usar un clasificador NN con la cadena mediana o la media
aproximada de cada agrupamiento como conjunto de prototipos.

En términos absolutos, el mejor resultado hallado para HMM da una tasa
de error de un 5'36 % (caso de un solo agrupamiento), mientras que para NN
tenemos un mejor resultado de 5’91 % (usando todas las cadenas como prototi-
pos, es decir, el equivalente a 100 agrupamientos). Usando un clasificador k-NN,



9.4. RESUMEN 173

para k = 9 llegamos a mejorar los HMM obteniendo una tasa de error del 3’89 %
en las mismas condiciones que el NN. Hay que destacar que en dichas circuns-
tancias el numero total de simbolos de las cadenas alcanza a ser 212170, con lo
que se tiene un numero de pardmetros semejante al de los HMM con un solo
agrupamiento.

Hay que tener en cuenta de todas maneras que este estudio se ha hecho para
un caso muy especifico, con HMM con un ntmero de estados proporcional de
manera fija a la longitud media de las cadenas que modela, con inicializacién
por segmentacién lineal y reestimados mediante el algoritmo de Viterbi. Seria
necesario estudiar otras variantes en la obtenciéon de los HMM para validar de
manera completa los resultados obtenidos para este caso particular.

También quedaria por estudiar una aplicacién posterior a la obtencién de
los HMM, que seria obtener la cadena de maxima probabilidad generable por
el HMM. Este es un problema NP-Duro, aunque es abordable mediante una
aproximacién que use el algoritmo de Viterbi, aproximaciéon que es de coste
polinémico. El posterior uso de dicha cadena como prototipo en clasificadores
k-NN, nos permitiria comparar su efectividad como prototipo frente a la cadena
mediana y las cadenas medias aproximadas obtenidas mediante los métodos
basados en perturbacion descritos en este trabajo.

9.4. Resumen

En este capitulo hemos abordado la interpretacién probabilistica del proble-
ma de la cadena media, demostrando que existe una equivalencia entre un mode-
lo paramétrico por méaxima verosimilitud y la definicién de cadena media. Ello
nos ha llevado a considerar la representacién por modelos paramétricos, mas
especificamente por modelos ocultos de Markov, de conjuntos de cadenas. La
comparacién a nivel de clasificacion con el corpus Copenhagen muestra que
los HMM son excelentes modelos para un niimero pequeno de agrupamientos
(gran nimero de cadenas por agrupamiento), pero que su calidad se degrada
a medida que aumenta este nimero de agrupamientos, siendo superados en
clasificacién por un clasificador por vecino més cercano usando cadena mediana
o aproximaciones a la cadena media.
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Capitulo 10

Conclusiones y trabajos
futuros

En este capitulo hacemos un resumen final de las conclusiones que se han
ido obteniendo a lo largo del trabajo desarrollado en esta tesis. Finalmente, se
proponen futuras lineas de investigacién y trabajos a desarrollar dentro de la
aplicabilidad del concepto de cadena media para el Reconocimiento de Formas,
asi como sobre el propio concepto y sus métodos de obtencion.

10.1. Conclusiones

A lo largo de la tesis hemos trabajado primordialmente con algoritmos de
obtencién de aproximaciones a la cadena media, ya que desde el principio tene-
mos la limitacién de que dicha obtencién es un problema NP-Duro [11]. La
aproximacion clasica es la cadena mediana, obtenible en coste polindémico pero
de dudosa precisién en el caso general. Una aproximacion alternativa es obtener
la cadena media aproximada mediante un proceso constructivo voraz [9]. Sin
embargo, dicha aproximacién también resulta demasiado burda y estd ademads
basada en el proceso de obtencion de la distancia de edicién ponderada; esto la
hace dificilmente extrapolable a otras distancias entre cadenas, como es el caso
de la distancia de edicién normalizada [53], que es la distancia que se ha usado
a lo largo de este trabajo.

Basandonos asi en la propuesta de Kohonen de realizar un proceso de per-
turbacién [38], se han propuesto dos algoritmos que, a partir de una cadena
inicial dada, realizan un proceso de perturbacién buscando decrementar la dis-
tancia acumulada al conjunto de cadenas (ya que la cadena media es aquella de
menor distancia acumulada). Los resultados en clasificacién de dichas aproxi-
maciones resultan claramente superiores a los obtenidos usando la cadena me-
diana [46, 48], con lo que se concluye que nuestros algoritmos proporcionan
una mejor aproximacién para representar un conjunto de datos. Todo ello, por
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desgracia, bajo la necesidad de incrementar espectacularmente el coste com-
putacional de la obtencion de dichos representantes.

Igualmente, los resultados obtenidos por aplicar uno u otro algoritmo han
demostrado que la diferencia de calidad de los representantes obtenidos no es
significativa, con lo cual ambos procesos son igualmente efectivos para la obten-
cién de aproximaciones de calidad a la cadena media.

Los algoritmos propuestos se basan en realizar perturbaciones a partir de
una cadena inicial, con lo cual son sensibles a la inicializaciéon. Este punto era
necesario estudiarlo, usando para ello inicializaciones razonables, como pudieran
ser la cadena mediana o la cadena obtenida por el proceso constructivo voraz [9].
Los experimentos realizados para verificar posibles diferencias debidas a la ini-
cializacién han descartado que dichas diferencias sean significativas, lo cual nos
permite concluir que nuestros algoritmos son lo suficientemente robustos con
respecto a la inicializacién.

Por otro lado, se ha propuesto también una definicién alternativa de ca-
dena media, basada en suma de distancias al cuadrado [47], que evita ciertas
incoherencias conceptuales cuando se define la cadena media para conjuntos de
dos cadenas. El uso de dicha definicién alternativa como criterio de optimali-
dad no arroja, en la practica, diferencias significativas en las aproximaciones
obtenidas por el algoritmo, las cuales presentan un comportamiento semejante
en clasificacion con respecto a las obtenidas usando la definicién clasica.

Como hemos comentado previamente, el precio a pagar por obtener estas
aproximaciones es el incremento de la complejidad computacional. Por tanto,
el estudio de técnicas que permitieran la reduccién del coste era necesario. Dos
técnicas han sido propuestas para permitir esa reduccién del coste [50], incidien-
do en dos factores distintos al respecto. Por un lado, la técnica de la division,
la cual incide sobre el coste asociado a la longitud de las cadenas. Por otro
lado, la técnica de la optimizacién local, que incide en el tamano del alfabeto
sobre el que se definen las cadenas. Ambas técnicas han sido experimentadas,
proporcionando una reduccion de la complejidad temporal notable, pero tam-
bién degradando la calidad de las aproximaciones obtenidas. Esta degradacion
varia segun la técnica aplicada, y es, como cabia esperar, directamente propor-
cional a la reduccién de coste obtenida. Los resultados obtenidos muestran que
esta degradacién es minima para optimizacién local. En general, todas resultan
mejores aproximaciones que la cadena mediana y ademds presentan un coste
temporal més reducido que las aproximaciones no optimizadas.

Todas estas técnicas se han experimentado intensivamente sobre un corpus de
cromosomas bastante usado en tareas de Reconocimiento de Formas [44], usan-
do diferentes tamanos de conjuntos de cadenas y usando una divisién estandar
en dos partes iguales para hacer validacién cruzada !.

Por otra parte, no era posible renunciar a buscar una solucién exacta al
problema de la cadena media. Ya que dicho problema es NP-Duro, se planted su
resolucién mediante una estrategia de Ramificacién y Poda, lo cual llevé a la

1Se realizaron también experimentos preliminares con un corpus de cromosomas de mayor
tamano, presentados en el Apéndice B
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necesidad de definir funciones de cota para una cierta cadena (indicando la
minima distancia acumulada que podria obtener cualquier cadena de la que la
cadena actual fuera prefijo). La cota proporcionada para la distancia de edicién
normalizada (basada en una cota para la no normalizada) presenta el problema
de depender de la longitud méxima de la cadena media. Se ha propuesto una
cota para dicha longitud méaxima, pero su veracidad ha quedado como simple
conjetura, aunque razones intuitivas nos llevan a pensar en su admisibilidad. La
falta de esta demostraciéon se suple con la demostracion de cotas inferiores para
la distancia acumulada de la cadena media, a fin de verificar la desviacién de
distancia acumulada del resultado obtenido frente al éptimo teérico, y con la
comprobacién empirica para ciertos conjuntos de datos de que la conjetura se
cumple sobradamente.

Los experimentos realizados para la obtencién de la cadena media exacta se
realizaron sobre un corpus artificial controlado, con cadenas sobre un alfabeto
reducido y longitud limitada. Aun asi, la complejidad natural del problema
llevé a que de ciertos experimentos sélo se obtuvieran resultados parciales, que
de todos modos obtenian mejoras respecto a nuestras aproximaciones a nivel de
distancia acumulada al conjunto de cadenas. Los resultados obtenidos a nivel de
clasificacién nos permiten concluir que las aproximaciones propuestas son razo-
nablemente buenas con respecto a la media exacta, a pesar de haberse obtenido
con un corpus artificial (aunque se hicieron pequefias pruebas que lo validaban
para una codificacién reducida en algunas clases del corpus Copenhagen).

El siguiente paso fue la aplicacion de las aproximaciones propuestas en técni-
cas de obtencién de agrupamientos. Asi, se propone un nuevo algoritmo de ob-
tencién de agrupamientos, denominado k-medias generalizado [49], directamente
inspirado en los algoritmos k-medias [15] y k-medianas [33]. Adem4ds, como di-
cho proceso requiere de un método de inicializacién, se ha propuesto un nuevo
método de inicializacién basado en el algoritmo maxmin [34], pero incorporando
en el mismo la optimizacién de los agrupamientos con los métodos propuestos.
Las diversas combinaciones entre inicializacién y posterior reagrupamiento han
sido experimentadas sobre el corpus Copenhagen y comparadas entre si y con
los agrupamientos estandar usados para dicho corpus en el resto de la tesis,
demostrando que algunas de las técnicas (en concreto, las que inicializan con
la versiéon modificada del maxmin con k-medianas y reagrupan con k-medias
generalizado) proporcionan una mejora de resultados para un cierto rango del
nimero de agrupamientos.

Tras ello, se ha extendido el concepto de cadena mediana y cadena media
al caso de cadenas ciclicas, es decir, cadenas que representan un objeto bidi-
mensional de manera invariante a las rotaciones. De igual manera, se han podi-
do extender los algoritmos de obtenciéon de aproximaciones a este caso. Dichas
aproximaciones, asi como la cadena mediana, han sido computadas para extraer
prototipos de un corpus de despiece de piezas de pollo [3], de tamano reduci-
do, codificado en cadenas de contorno ciclicas en cédigo de 4 direcciones [16].
Los resultados obtenidos muestran que las aproximaciones a la cadena media
tienen mejor comportamiento que la cadena mediana en las tareas de clasifi-
cacion, aunque el reducido tamano del corpus hace que los resultados presenten
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ciertas irregularidades que provoca que se deba tener ciertas reservas sobre la
representatividad de los mismos.

Finalmente, se ha abordado el problema de la cadena media desde una pers-
pectiva probabilistica, reduciéndose el problema de hallar la cadena media a una
estimacién por maxima verosimilitud de una distribucién de probabilidad. Dada
dicha equivalencia, se han podido estimar modelos ocultos de Markov (HMM)
para modelar conjuntos de cadenas y probar posteriormente su calidad en la
clasificacién frente a clasificadores NN que usan cadenas como prototipos (en
particular, las cadenas medias aproximadas obtenidas con los métodos propues-
tos). Dicha experimentacién ha revelado un excelente comportamiento de los
HMM cuando el niimero de agrupamientos es reducido (y por tanto hay un
numero suficiente de cadenas para estimar sus pardmetros), pero que se degrada
rapidamente cuando existen varios agrupamientos. El clasificador NN muestra
un comportamiento inverso.

En resumen, las aportaciones realizadas se pueden concretar en los siguientes
puntos:

= Propuesta de dos algoritmos aproximados para la obtencién de la cadena
media.

= Propuesta de una nueva definicién de cadena media que resuelve los proble-
mas que presenta la definicién clasica para ciertos casos concretos.

= Propuesta de optimizaciones de los algoritmos aproximados a fin de reducir
el coste de computo de las aproximaciones sin perder por ello calidad en
las mismas.

= Experimentacion intensiva con los algoritmos y definiciones propuestas
con un corpus de cromosomas.

= Experimentos complementarios de indole preliminar con un corpus de cro-
mosomas de gran tamaino.

= Propuesta de un algoritmo basado en Ramificacién y Poda (con sus con-
siguientes cotas) para la obtencién de la cadena media exacta y aplicacién
del mismo a un corpus sintético.

= Propuesta de un algoritmo de obtencién de agrupamientos para cadenas
(k-medias generalizado) basado en las aproximaciones propuestas a la ca-
dena media y aplicacién del mismo a un corpus de cromosomas.

= Propuesta de un algoritmo de inicializacién para los algoritmos de ob-
tencién de agrupamientos basado en el algoritmo maxmin y los métodos
k-medianas y k-medias generalizado y aplicacién del mismo a un corpus
de cromosomas.

= Aplicacién de los algoritmos de cémputo de cadena mediana y cadena
media aproximada para el caso de cadenas ciclicas y aplicacién de los
mismos a un corpus de imagenes de piezas de pollo.
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= Modelado con HMM de cadenas y comparacion de los mismos como mode-

los en tareas clasificacion respecto a las cadenas medias aproximadas.

Las publicaciones de caracter cientifico que se han desarrollado a partir del

trabajo recogido en esta tesis son las siguientes (por orden cronolégico):

1.

C. D. Martinez Hinarejos, A. Juan, y F. Casacuberta. Use of median string
for classification. En Proceedings of the 15th Int. Conf. on Pattern Recog-
nition (ICPR 2000), volumen 2, paginas 907-910, Barcelona, Septiembre
2000.

C. D. Martinez Hinarejos, A. Juan, y F. Casacuberta. Improving classi-
fication using median string and NN rules. En Proc. of the IX Spanish
Symposium on Pattern Recognition and Image Analysis, volumen 11, pagi-
nas 391-395, Benicassim, Mayo 2001.

C. D. Martinez Hinarejos, A. Juan, F. Casacuberta, y R. Mollineda. Re-
ducing the computational cost of computing approximated median strings.
En Terry Caelli, Adnan Admin, Robert P. W. Duin, Mohamed Kamel,
y Dick de Ridder, editores, Structural, Syntactic and Statistical Pattern
Recognition, Joint International Workshops SSPR 2002 and SPR 2002
Proceedings, Lecture Notes in Artificial Intelligence LNCS/LNAT 2396,
péaginas 47-55, Windsor, Ontario, Canadd, Agosto 2002. Springer-Verlag.

C. D. Martinez Hinarejos, A. Juan y F. Casacuberta. Prototype Extrac-
tion for k-NN Classifiers using Median Srings. En D. Chen y X. Cheng ed-
itores, Pattern Recognition and String Matching, paginas 465-476, Kluwer
Academic Publishers, Diciembre 2002.

C. D. Martinez Hinarejos, A. Juan, y F. Casacuberta. Median strings
for k-nearest neighbour classification. Pattern Recognition Letters, 24(1-
3):173-181, 2003.

C. D. Martinez Hinarejos, A. Juan, y F. Casacuberta. Generalized k-
Medians Clustering for Strings. En Francisco José Perales, Aurélio J. C.
Campilho, Nicolds Pérez de la Blanca y Alberto Sanfeliu, editores, Pattern
Recognition and Image Analysis, First Iberian Conference IbPRIA 2003
Proceedings, Lecture Notes in Computer Science LNCS 2652, paginas 502-
509, Port d’Andratx, Mallorca, Espana, Junio 2003. Springer-Verlag.

10.2. Trabajos futuros

A partir de los trabajos desarrollados en esta tesis existen una gran cantidad

de temas interesantes sobre los cuales seguir trabajando, tanto respecto al uso
de la cadena media en tareas de Reconocimiento de Formas como al concepto
de cadena media en si mismo.
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Por un lado, y desde el punto de vista tedrico, resultaria interesante poder
demostrar la conjetura sobre la longitud de la cadena media, la cual resulta fun-
damental para asegurar que las cotas usadas son completamente correctas. En
el mismo camino, la obtencién de nuevas cotas més ajustadas y que, por tanto,
llevarian a una busqueda maés eficiente, es un objetivo a asumir en desarrollos
posteriores que impliquen este concepto.

En esta tesis nos hemos limitado a la obtencién de la cadena media usando la
distancia de edicién normalizada la cual, por otra parte, parece la mas adecuada
para las tareas de clasificacién efectuadas. Sin embargo, existen otras tareas de
clasificacién en las cuales la medida de distancia més adecuada entre cadenas
puede ser cualquier otra. Si bien los algoritmos de obtencién de las aproxima-
ciones son aplicables a cualquier otra distancia definida, las cotas necesarias para
la obtencién de la cadena media exacta varian con toda seguridad respecto a las
definidas para la distancia de edicién normalizada. Por tanto, desde el punto de
vista tedrico también resulta interesante el uso de otras medidas de distancia
para la definicién de la cadena media y estudiar como afectan dichas medidas a
la obtencién de las aproximaciones y de la media exacta.

Desde el punto de vista practico, se abre un campo muy extenso para la
experimentacion con la cadena media y sus aproximaciones. Su aplicacion a di-
versas tareas de clasificacién, usando corpora distintos de los utilizados en esta
tesis, resulta algo inmediato. Ahora bien, esto no quiere decir que el uso de la ca-
dena media sea la técnica més adecuada en cualquier corpora, ya que en muchas
tareas (como OCR, por ejemplo), la calidad de las aproximaciones basadas en
métodos geométricos es tan alta que ya cuestiona de por si la codificacion de los
objetos como cadenas. Sin embargo, para datos que presenten una codificacion
natural en cadenas de simbolos (como secuencias bioldgicas), es de inmediata
aplicacién el concepto de cadena media para obtener prototipos.

Evidentemente, los algoritmos propuestos en esta tesis se han basado tnica-
mente en el enfoque de perturbaciones sucesivas y minimizacién de la distancia
acumulada tal y como se propuso por Kohonen [38]. Sin embargo, existen otras
posibilidades de aproximar la cadena media, como pudiera ser ir obteniendo
aproximaciones de manera incremental, es decir, obtener la media aproxima-
da de dos, y con la resultante obtener la media aproximada con otra més, y
asi sucesivamente [30]. Esta aproximacién se basa en el concepto de media pon-
derada [7], por el cual se puede controlar cuanto queremos que pese cada una de
las cadenas consideradas en el cémputo de la media. Sin embargo, dichos traba-
jos sélo se han desarrollado para conjuntos de datos muy especificos y haciendo
uso de la distancia de edicién clasica. Por tanto, la ampliaciéon de dichos con-
ceptos para la distancia de edicién normalizada (u otras medidas de distancia
entre cadenas) y su aplicacién a otros corpora (como los usados en esta tesis)
es una de las tareas a abordar.

Ademds de esta posible aproximacién, es claro que pueden existir otras
muchas aproximaciones basandose tanto en el concepto de perturbacién de una
cadena (por ejemplo, combinar multiples perturbaciones seria otra alternativa)
como en otros métodos (correccién de errores, algoritmos genéticos, etc.).

De la misma manera, aunque se han explorado diversas combinaciones en
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la obtencién de agrupamientos, existen otras posibles combinaciones que no se
han experimentado y que seria interesante comprobar. En particular, resulta
interesante la tarea de saber hasta qué punto es dependiente de la iniciali-
zacion el algoritmo k-medias generalizado. Ya hay estudios desarrollados para
k-medianas [34], pero no existen ese tipo de estudios para este nuevo algoritmo
y seria interesante verificar su robustez ante la inicializaciéon. Igualmente, la
aplicacién de k-medias generalizado en el A&mbito del aprendizaje no supervisado
es una aplicacién interesante por estudiar.

Por otro lado, la experimentacién con cadenas ciclicas, debido a las dificul-
tades que entrafia (su alto coste computacional ante todo) ha sido muy reducida.
Varios puntos de investigacién se abren por esta area: aplicacién de un algoritmo
eficiente para el computo de distancia de edicién normalizada para cadenas cicli-
cas [52], aplicacién de métodos de aproximacién para ese célculo, propuesta de
nuevos métodos para hallar la cadena media ciclica,...Si bien se han realizado
otros trabajos respecto a la obtencién de la cadena media de cadenas ciclicas [71],
estos no se basan en un trabajo directo con las cadenas, sino en recodificaciones
de segmentos de la cadena como funciones matematicas, calculando posterior-
mente la media de dichas funciones y retornando a la codificacién original por
cadenas. Por tanto, dicha aproximacion conlleva una nueva dificultad: el ajuste
de una funcién al contorno representado. Asi pues, la necesidad de explorar
métodos que no requieran de este tipo de esfuerzos adicionales (semejantes a los
propuestos en esta tesis) resulta evidente.

El haber usado cadenas es realmente un caso particular de usar secuencias de
datos. Usando cadenas, hemos hecho que la secuencia de datos se forme a partir
de un numero reducido de unidades basicas. Sin embargo, la idea de una exten-
sién de dichas unidades béasicas a conjuntos no discretos, como nimeros reales o
puntos de un espacio real de n dimensiones, resulta inmediata, quedando asi se-
cuencias de (vectores de) niimeros reales. En estos casos, las ideas que funda-
mentan nuestros algoritmos (proceso perturbativo que mejore la aproximacién
actual) son aplicables, pero surgen una serie de problemas de planteamiento
dados por la infinitud del “conjunto de simbolos” en el cual se toman las posi-
bilidades de perturbacién. Y si bien la diferencia entre componentes elementales
se puede determinar de una manera mas clara (la distancia euclidea parece una
medida adecuada), su coste computacional también resulta otro escollo en la
resolucién de este problema. Por tanto, un cuidadoso estudio sobre las posibili-
dades de aplicar nuestras técnicas para secuencias (vectoriales) reales puede ser
una fuente de nuevas investigaciones.

Por ultimo, una linea de investigacién con eminentes consecuencias practicas
es la busqueda de la reduccion del coste temporal de los algoritmos de aproxi-
macién, mas alla de las técnicas propuestas en esta tesis. Si bien existe una
posibilidad inmediata a probar que es la combinacién de las técnicas de la di-
visién y de la optimizacién local, el desarrollo de otras alternativas que nos
proporcionen buenas aproximaciones en un tiempo inferior continiia siendo una
area abierta, donde una gran diversidad de aportaciones pueden ser realizadas.
También la propia mejora de las técnicas propuestas puede ser un campo in-
teresante; por ejemplo, determinar adecuadamente los simbolos a usar en la
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optimizacién local usando otros parametros ajenos a la matriz de pesos, o ha-
cer las divisiones atendiendo a caracteristicas locales de las cadenas (en vez de
hacerlas todas iguales) son posibilidades interesantes a estudiar.

10.3. Resumen

En este capitulo hemos expuesto las principales conclusiones obtenidas y
las aportaciones realizadas en el trabajo realizado en esta tesis y las diversas
posibilidades de continuar la investigacién dentro del drea desarrollada a lo largo
de este trabajo.



Apéndice A

Resultados
complementarios

Este apéndice presenta una serie de graficas de resultados omitidas en los
capitulos de esta tesis a fin de evitar la saturacién de gréficas.

A.1. Comparando inicializaciones para el méto-
do separado
Las siguientes graficas corresponden a la comparacién entre la inicializacién

voraz y por cadena mediana usando el método de optimizacién separado. Estos
resultados completan los ofrecidos en el apartado 3.3.2.
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Figura A.1: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cadenas
medias aproximada segin la distinta inicializacién, usando método iterativo
separado para 1, 6 y 12-NN
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Figura A.2: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cadenas
medias aproximada segin la distinta inicializacién, usando método iterativo
separado para 1, 3 y 6-NN
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A.2. Comparando métodos de optimizacion para
inicializacién voraz

Las siguientes gréaficas corresponden a la comparacién entre el método con-
junto y separado de optimizacién usando como inicializacién la cadena obtenida
por el proceso voraz. Estos resultados completan los ofrecidos en el aparta-
do 3.3.3.
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Figura A.3: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cadenas
medias aproximadas segin los distintos procesos de optimizacién, usando la
cadena voraz como inicializacién, para 1, 6 y 12-NN
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Figura A.4: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cadenas
medias aproximadas segun los distintos procesos de optimizacién, usando la
cadena voraz como inicializacién, para 1, 3 y 6-NN
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A.3. Comparando definiciones de cadena media
para inicializacion mediana y método sepa-
rado

Las siguientes gréficas corresponden a la comparaciéon entre la definicién
clasica y cuadratica de la cadena media usando como cadena inicial la cadena
mediana y el método de optimizacion separado. Los resultados ofrecidos com-
pletan los aportados en la Seccién 4.2.
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Figura A.5: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cade-
nas medias aproximadas segin la definicién de cadena media usada, usando la
cadena mediana como inicializacién y el método separado, para 1, 6 y 12-NN
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de clasificacién usando la cadena mediana y las cade-

nas medias aproximadas segin la definicién de cadena media usada, usando la
cadena mediana como inicializacién y el método separado, para 1, 3 y 6-NN
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A.4. Comparando definiciones de cadena media
para inicializacion voraz y método conjun-
to

Las siguientes gréficas corresponden a la comparaciéon entre la definicién
clasica y cuadratica de la cadena media usando como cadena inicial la cadena
obtenida por el proceso voraz y el método de optimizaciéon conjunto. Estos
resultados completan los mostrados en las Secciones 4.2 y A.3.
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Figura A.7: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cade-
nas medias aproximadas segin la definicién de cadena media usada, usando la

cadena voraz como inicializacién y el método conjunto, para 1, 6 y 12-NN
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A.5. Comparando definiciones de cadena media

para inicializacién voraz y método separa-
do

Las siguientes gréficas corresponden a la comparacién entre la definicién
clasica y cuadratica de la cadena media usando como cadena inicial la cadena
obtenida por el proceso voraz y el método de optimizacién separado. Con estos
resultados se completan los ofrecidos en las Secciones 4.2, A.3 y A4.



196

20
19
18
17

16

15
14
13
12
11
10

% Err.

N WAoo N

20
19
18
17
16

15

14
13
12
11
10

% Err.

ARG B RN

20
19
18
17
16

15 |

14
13
12
11
10

% Err.

ARG B RN

APENDICE A. RESULTADOS COMPLEMENTARIOS

' ' ' ' ' ' Def. clasica 1-NN
Def. cuadratica 1-NN --- 7
Mediana 1-NN ---------

|
20 30 40 50 60 70 80 90 100
No. agrup.

Def. élasica G-NN
Def. cuadratica 6-NN --- =
Mediana 6-NN --------- i

No. agrup.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ " Def. clasica 12-NN
Def. cuadratica 12-NN --- B
Mediana 12-NN --------- i

20 30 40 50 60 70 80 90 100
No. agrup.

Figura A.9: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cade-
nas medias aproximadas segin la definicién de cadena media usada, usando la
cadena voraz como inicializacién y el método separado, para 1, 6 y 12-NN
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Figura A.10: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana y las cade-
nas medias aproximadas segin la definicién de cadena media usada, usando la

cadena voraz como inicializacién y el método separado, para 1, 3 y 6-NN
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A.6. Comparando las diversas optimizaciones tem-
porales

Las siguientes gréaficas corresponden a la comparacién entre las cadenas
obtenidas sin métodos de optimizacién y las obtenidas usando los diversos méto-
dos de optimizacién usando como cadena inicial la cadena mediana y el método
de optimizacién conjunto. Con estos resultados se complementan los ofrecidos
en la Seccién 5.4.
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Figura A.11: Resultados de clasificacién usando la cadena mediana, la cadena
media aproximada sin optimizar y la cadenas medias aproximadas obtenidas
por optimizacién local y 2 y 3 divisiones, usando la cadena mediana como ini-
cializacién y el método conjunto, para 6 y 12-NN
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A.7. Comparando los diversos tipos de agrupamien-
to para cadena mediana

Las siguientes graficas corresponden a las comparacién de los resultados
obtenidos con los diversos métodos de obtencién de agrupamientos usando la
cadena mediana de cada uno de los agrupamientos obtenidos como prototipo en
clasificacién. Estos resultados completan los del apartado 7.3.1, especificamente
los de las Figuras 7.5 y 7.8.



A.7. AGRUPAMIENTOS Y PROTOTIPO MEDIANA

16 T

201

T
Agrup

T T T

. Originales ——
Comb. 4
Comb. 7 -
Comb. 8

Comb. 9 ——-

T T T T
Originales ——
Comb. 4

Comb. 10

Comb. 11

T
Agrup.

Comb. 12 -~

No. agrup. No. agrup.
16 T T T T T 16 T T T T T
Agrup. Originales —— Agrup. Originales ——
15 Comb. 4 - 15 Comb. 4 -
Comb. 13 - Comb. 15 -
Comb. 14 Comb. 16

Figura A.12: Resultados de clasificacion para 6NN usando la cadena mediana
como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la inicializacién
con maxmin modificado usando k-medianas (todas las grificas, combinacién 4),
k-medias por representante conjunto (1.2 gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y sepa-
rado (2.2 gréfica, combinaciones 10, 11 y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2
grafica, combinaciones 13 y 14) y separado (4.2 grafica, combinaciones 15 y 16),
con todos los posibles reagrupamientos (k-medianas y k-medias generalizado).
Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.13: Resultados de clasificacion para 12NN usando la cadena mediana
como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la inicializacién
con maxmin modificado usando k-medianas (todas las graficas, combinacién 4),
k-medias por representante conjunto (1.2 gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y sepa-
rado (2.2 gréfica, combinaciones 10, 11 y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2
grafica, combinaciones 13 y 14) y separado (4.2 grafica, combinaciones 15 y 16),
con todos los posibles reagrupamientos (k-medianas y k-medias generalizado).
Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.14: Resultados de clasificacion para 3NN usando la cadena mediana
como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la inicializacién
con maxmin modificado usando k-medianas (todas las grificas, combinacién 4),
k-medias por representante conjunto (1.2 gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y sepa-
rado (2.2 gréfica, combinaciones 10, 11 y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2
grafica, combinaciones 13 y 14) y separado (4.2 grafica, combinaciones 15 y 16),
con todos los posibles reagrupamientos (k-medianas y k-medias generalizado).
Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.15: Resultados de clasificacion para 6NN usando la cadena mediana
como prototipo a partir de los agrupamientos obtenidos usando la inicializacién
con maxmin modificado usando k-medianas (todas las graficas, combinacién 4),
k-medias por representante conjunto (1.2 gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y sepa-
rado (2.2 gréfica, combinaciones 10, 11 y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2
grafica, combinaciones 13 y 14) y separado (4.2 grafica, combinaciones 15 y 16),
con todos los posibles reagrupamientos (k-medianas y k-medias generalizado).
Se muestran los resultados con los agrupamientos originales para comparar.
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A.8. Comparando los diversos tipos de agrupamien-
to para cadena media por método conjunto

Las siguientes graficas corresponden a las comparacién de los resultados
obtenidos con los diversos métodos de obtencién de agrupamientos usando la
cadena media obtenida por el método conjunto de cada uno de los agrupamientos
obtenidos como prototipo en clasificacion. Estos resultados completan los del
apartado 7.3.2, especificamente los de las Figuras 7.11 y 7.14.
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Figura A.16: Resultados de clasificacién para 6NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 grafica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.2 grifica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.17: Resultados de clasificacién para 12NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 gréifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.18: Resultados de clasificacién para 3NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 grafica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.2 grifica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.19: Resultados de clasificacién para 6NN usando la cadena media
aproximada por método conjunto como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 gréifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados

con los agrupamientos originales para comparar.
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A.9. Comparando los diversos tipos de agrupamien-
to para cadena media por método separado

Las siguientes graficas corresponden a las comparacién de los resultados
obtenidos con los diversos métodos de obtencién de agrupamientos usando la
cadena media obtenida por el método separado de cada uno de los agrupamientos
obtenidos como prototipo en clasificacion. Estos resultados completan los del
apartado 7.3.3, especificamente los de las Figuras 7.17 y 7.20.
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Figura A.20: Resultados de clasificacién para 6NN usando la cadena media
aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 gréifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.21: Resultados de clasificacién para 12NN usando la cadena media
aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 grafica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.2 grifica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados
con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.22: Resultados de clasificacién para 3NN usando la cadena media
aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 gréifica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.* grafica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados

con los agrupamientos originales para comparar.
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Figura A.23: Resultados de clasificacién para 6NN usando la cadena media
aproximada por método separado como prototipo a partir de los agrupamientos
obtenidos usando la inicializacién con maxmin modificado usando k-medianas
(todas las graficas, combinacién 4), k-medias por representante conjunto (1.2
gréfica, combinaciones 7, 8 y 9) y separado (2.2 grifica, combinaciones 10, 11
y 12), k-medias por mediana conjunto (3.2 grafica, combinaciones 13 y 14) y
separado (4.® grifica, combinaciones 15 y 16), con todos los posibles reagru-
pamientos (k-medianas y k-medias generalizado). Se muestran los resultados

con los agrupamientos originales para comparar.



Apéndice B

Experimentos
complementarios

En este apéndice se pretenden dar unos resultados complementarios para
generalizar las conclusiones obtenidas en los Capitulos 3 y 5 sobre las carac-
teristicas como prototipos de las cadenas medias aproximadas. Para ello, se
realizard un trabajo preliminar sobre un corpus de cromosomas, conocido como
Cpr, de mucho mayor tamano, con el fin de confirmar dichas conclusiones.

B.1. Corpus de cromosomas Cpr

Otro corpus de cromosomas utilizado para la prueba de técnicas de clasifi-
cacién en RF es el llamado Cpr [63]. Este corpus comprende las imégenes de
los cariotipos de la metafase de 2804 células distintas, siendo 1344 femeninas y
1460 masculinas. De este total de células, existen algunas que presentan ciertas
anomalias, con lo cual sélo se consideran como normales un total de 2740 células.
Para nuestra experimentacién, inicamente consideraremos las células femeninas
(a fin de poder usar sin problemas los cromosomas sexuales en la clasificacién)
con una estructura normal, lo que da un total de 1318 células. Como cada célula
dispone de 46 cromosomas (23 pares), se tiene un total de 60628 cromosomas
disponibles (2636 por clase). Este conjunto de datos ha sido utilizado en varios
trabajos experimentales de clasificacién de cromosomas [68, 67, 66, 69]. Los re-
sultados obtenidos en dichos trabajos presentan una tasa de error muy baja (en
torno al 1 %), utilizando técnicas de codificacién y clasificacién muy sofisticadas.
Queda fuera de nuestros objetivos alcanzar resultados de tal calidad, buscando
tinicamente confirmar la ventaja que presentan las aproximaciones a la cadena
media frente a la cadena mediana como prototipo en clasificacion.

Por tanto, la codificacion del corpus en cadenas de simbolos se hace de mane-
ra muy semejante a como hemos descrito en el apartado 2.2.1, es decir, mediante
la extraccién de la traza del cromosoma a lo largo de su eje longitudinal. En este
caso, al ser mayor el nimero de cromosomas, se sacrifica la idoneidad de los mis-
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Cuadro B.1: Caracteristicas del corpus Cpr

Numero de clases 23
Numero de objetos 60628
Tamano del alfabeto 201
Longitud de las cadenas (minima-méxima) | 13-124

mos; es decir, no todos los cromosomas se presentan alineados en torno a un eje
longitudinal mas o menos recto, sino que varios de ellos presentan alineamien-
tos extravagantes (se encuentran muy deformados respecto al eje longitudinal
ideal), o también existen imdgenes tomadas en partes tardias de la metafase
en las que las cromatidas son dificiles de apreciar. Este es el motivo principal
por el cual en los trabajos mas exhaustivos se han aplicado otras técnicas de
extraccién de caracteristicas para cromosomas [69]. Debido a la complejidad de
las mismas y a la naturaleza preliminar de nuestros experimentos, seguiremos
usando la codificacién a partir de trazas del cromosoma.

Las trazas se consiguen a partir de ficheros de las imagenes de los cromoso-
mas en niveles de gris (en formato PGM) con una precisién de 8 bits (256 niveles
distintos). La codificacién numérica se hace promediando los niveles de gris del
eje normal muestreado, lo cual hace que el alfabeto de dicha codificacion sea
{0,1,...,254,255}. Como nuevamente lo interesante es marcar los contrastes
entre las bandas de los cromosomas, se recurre a la codificacién por diferencias,
asumiendo que el nivel 0 estd al inicio y el fin de la codificacién numérica inter-
media y construyendo la cadena final como la diferencia entre el niimero actual
y el siguiente. Con dicha codificacién tendriamos un alfabeto de 511 simbolos,
¥ = {-255,-254,...,—1,0,1,...,254,255}, pero considerando que una dife-
rencia de mdas de 100 entre simbolos es lo suficientemente extrema, podemos
codificar como —100 cualquier simbolo de menor valor y como 100 cualquiera
de mayor valor. Por tanto, el alfabeto final de la codificacién en cadenas de
diferencias es ¥ = {—100,-99,...,—1,0,1,...,99,100}. Las caracteristicas re-
sumidas del corpus se describen en el Cuadro B.1.

B.2. Experimentos con el corpus Cpr

En el corpus Cpr la longitud de las cadenas es semejante al corpus Copen-
hagen, pero el tamano del alfabeto es mayor (un orden de magnitud mayor, pues
pasamos de 11 a 201 simbolos). Esto hace que sea inviable una experimentacién
exhaustiva con todos los tipos posibles de prototipos, lo cual hace que nos limi-
temos a una experimentacién con la cadena mediana, la media aproximada
con inicializacion por cadena mediana y proceso conjunto, y esa misma media
aproximada pero usando optimizacién local (la cual permitird, claramente, una
ganancia temporal extraordinaria en este caso).

Respecto a la realizacién de los agrupamientos, y debido al caracter prelimi-
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nar de estos experimentos, se ha tomado la decisién de hacerlo de manera trivial:
fijado el niimero de agrupamientos c, para cada clase se introduce el i-ésimo cro-
mosoma de la lista en el agrupamiento ¢ mod c. Debido a que la cantidad de
datos es considerable (hablamos de més 2600 muestras de cada clase), se puede
asumir que los agrupamientos seran lo suficientemente representativos de los
diversos elementos de cada clase. Se ha optado por la realizaciéon de los agru-
pamientos para 10, 100 y 1000 agrupamientos, lo cual nos da un promedio de
265’4, 26’5 y 2’7 cromosomas por agrupamiento, respectivamente.

En cuanto al uso de la validaciéon cruzada, en este corpus se ha optado
por hacerlo en base a los propios agrupamientos realizados para la extraccion
de prototipos. De esta manera, si se han realizado ¢ agrupamientos por clase,
escogeremos los datos del agrupamiento de indice ¢ (para todas las clases) como
datos de prueba y los prototipos obtenidos de los ¢ — 1 agrupamientos restantes
como los auténticos prototipos a usar por el clasificador k-NN. Como la creacién
de los agrupamientos se ha realizado por el método trivial, es de suponer que
no habré diferencias significativas en los resultados de clasificacién al clasificar
un agrupamiento con los prototipos obtenidos del resto de agrupamientos.

La matriz de pesos usada se define por la diferencia absoluta entre los dos
simbolos a sustituir en el caso de los pesos de sustitucién (es decir, sustituir
—9 por 17 tendria un peso de 26). Con esto se consigue que la probabilidad
de sustituciéon de simbolos que representan variaciones de brillo semejantes sea
alta (peso de sustitucién bajo), mientras que la de las variaciones de brillo muy
diferentes tiende a ser menos probable (peso de sustitucién alto). Las inserciones
y borrados de un simbolo tienen como peso el promedio de los pesos de sustitu-
cién de dicho simbolo, garantizando de esa manera que los simbolos que indican
una evolucién méas uniforme del brillo tienen mayor probabilidad de darse en la
secuencia que representa el cromosoma.

Para las clasificaciones se ha usado un clasificador k-NN con valores de k
desde 1 hasta 10. Dicho clasificador se aplica usando como prototipos las cadenas
extraidas de cada agrupamiento (tal y como se han definido previamente).

Para cada agrupamiento, se extrajeron la cadena mediana, la media aproxi-
mada con inicializacién mediana y proceso conjunto, y la media aproximada con
optimizacién local con inicializacién por cadena mediana y proceso conjunto. Los
resultados de clasificacién, para 10, 100 y 1000 agrupamientos, con k variando
de 1 a 10, se pueden ver en las graficas de la Figura B.1. En estas graficas no
se muestran los intervalos de confianza debido a que la gran cantidad de datos
con la que se trabaja hace que, al obtener dichos intervalos mediante la aproxi-
macién a una distribucién normal, el intervalo de confianza sea practicamente
nulo (es decir, los resultados son significativos por si mismos).

Como se puede ver, el uso de la cadena media aproximada provoca una
mejora en la clasificacién (para cualquier valor de k de los tomados) con respecto
al uso de la cadena mediana. Para 10 agrupamientos, la mejora es cercana a 2
puntos en términos absolutos en varios casos, lo cual es aproximadamente un
9% de mejora en clasificacién. Para el mejor resultado de ambos, la diferencia
absoluta es de 1’3 puntos de error (un 5’7 % de mejora en términos relativos).

Respecto a los resultados con 100 agrupamientos, lo primero que llama la
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Figura B.1: Resultados de clasificacién para el corpus Cpr con 10, 100 y 1000
agrupamientos, segun el valor del nimero de vecinos (k) del clasificador, para la
cadena mediana y las medias aproximadas con inicializaciéon por cadena mediana
y proceso conjunto
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atencion es la gran disminucién de la tasa de error en clasificacion con todas
las clases de prototipos. Esto era de esperar, pues en general un aumento del
namero de prototipos provoca una disminucién del error de clasificacién, y eso
es algo que también queda a la vista en los resultados de la Seccion 3.3.

En cuanto a los resultados para 1000 agrupamientos, donde el nimero de
cadenas en cada agrupamiento es pequeno (entre 2 y 4 cadenas por agrupamien-
to), se ve en primer lugar que el incremento del ndmero de prototipos afecta
notablemente a los resultados de clasificacion, provocando descensos de hasta
un 5% con respecto a los resultados obtenidos para 100 prototipos por clase
(nétese el cambio de escala de la gréfica).

Respecto a los resultados alcanzados con el uso de la optimizacién local,
presentan una diferencia bastante significativa respecto a los obtenidos sin usarla
en el caso de 10 agrupamientos (en términos absolutos de alrededor de 0’8
puntos, con lo cual la mejora relativa que ofrece usar el método no optimizado
es de alrededor de un 3’6 %). Sin embargo, a medida que aumenta el nimero
de agrupamientos esta diferencia se hace menos significativa, llegando incluso
en el caso de 1000 agrupamientos a dar mejores resultados la aproximacién con
optimizacién local.

Otro hecho apreciable es el irregular comportamiento del error de clasifi-
cacion a medida que aumenta el valor de k. En principio, para 10 y 100 agru-
pamientos apenas es apreciable (incluso en 100 agrupamientos se ve un ligero
aumento del error en ciertos casos) y sélo para 1000 agrupamientos es notable la
caida del error al aumentar k. Asi pues, parece haber una relacién directa entre
la cantidad de prototipos disponibles y la influencia de k. También se pueden
achacar las irregularidades descritas a la forma de obtener la codificacién y a la
forma de hacer los agrupamientos.

Asi pues, de estos resultados presentados se puede concluir que usar la cadena
media aproximada como prototipo es, en general, mejor que usar la cadena
mediana.

Un experimento equivalente al de 1000 agrupamientos con el corpus Copen-
hagen (usando 40 agrupamientos, lo que da un promedio de 2’5 muestras por
agrupamiento, cantidad semejante a la de Cpr con 1000 agrupamientos) se reali-
z6 para validar estas conclusiones. Dichos resultados se presentan en la grafica
de la Figura B.2, donde se aprecia un comportamiento casi idéntico al de la
grafica de Cpr con 1000 agrupamientos. De nuevo, las diferencias entre media-
na y medias aproximadas van disminuyendo con el incremento de ntimero de
vecinos y la aproximacion que utiliza optimizacion local presenta un mejor com-
portamiento que la no optimizada, aunque las diferencias son pequenas entre
ellas.

De los resultados de la Figura B.1 parece deducirse también que usar opti-
mizacion local es sensible al tamano del alfabeto, ya que las diferencias no son
significativas cuando éste es reducido (tal y como vimos en los experimentos
del corpus Copenhagen en la Seccién 5.4), pero si que son destacables cuando
el alfabeto es mds amplio (aunque dichas diferencias varfan segin el nimero de
agrupamientos).

Para confirmar este aspecto, se hizo un experimento manteniendo estos 100
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pamientos (2’5 muestras de media por agrupamiento), segiin el valor del nimero
de vecinos del clasificador, para la cadena mediana y las medias aproximadas
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Figura B.3: Resultados de clasificacion para el corpus Cpr con 100 agrupamien-
tos y con una codificacién en 101 simbolos, segtn el valor del niimero de vecinos
del clasificador, para la cadena mediana y las medias aproximadas con iniciali-
zacion por cadena mediana y proceso conjunto
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agrupamientos y recodificando las cadenas para un alfabeto de 101 simbolos,
es decir, desde —50 hasta 50, de manera que —100 y —99 pasaban a ser —50,
—98 y —97 a ser —49...97 y 98 a ser 49 y 99 y 100 a ser 50. Los resultados de
clasificacién pueden verse en la grafica de la Figura B.3. Lo primero a destacar
es el incremento del error que se produce al usar el nuevo alfabeto y codificacion,
error que llega a superar al obtenido al usar sélo 10 agrupamientos. También es
destacable el irregular comportamiento del clasificador k-NN, pues en este caso
el error aumenta con el nimero de vecinos. Este hecho tan extravagante sélo
puede achacarse a la forma de hacer la codificacién y a la obtencién arbitraria
de los agrupamientos llevada a cabo.

Lo maés significativo con respecto al comportamiento de la optimizacién local
es el mantenimiento de las diferencias entre la cadena media aproximada no
optimizada y la obtenida usando optimizacién local. De nuevo, las diferencias
de los resultados entre ambos tipos son muy bajas (0’3 puntos a nivel absoluto
es la mayor diferencia, lo cual vuelve a ser sobre un 1% de mejora relativa).

De todos estos resultados parece concluirse que la sensibilidad de la opti-
mizaciéon local es tanto mayor cuanto mas cadenas estén implicadas en la ex-
traccién del prototipo, y que la influencia de la talla del alfabeto no es tan alta
como en principio podia suponerse. Si para tamanos grandes hemos visto que se
aprecia una clara diferencia entre usar o no optimizacién local (primera gréfica
de la Figura B.1), esta diferencia se ha convertido en insustancial con agru-
pamientos pequenos, llegando incluso a ser beneficioso el uso de la optimizacion
local a nivel de resultados de clasificacién (tercera gréfica de la Figura B.1).
De esto parece deducirse que el uso de la técnica de optimizacién local estd es-
pecialmente indicado para agrupamientos de menor tamaifio, algo que estd en
consonancia con los resultados obtenidos en la Seccién 5.4.
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Apéndice C

Corpus abecede

En este apéndice se muestra la composicién de cada una de las clases del
corpus abecede usado para los experimentos de obtencion de la cadena media
exacta. Cada columna muestra uno de los agrupamientos (subclases) en los que

se ha dividido el total de cadenas de la clase.

C.1.

caccd
aaca
baba
bddb
caba
aacaa
aada
bcb
abba
dacb
cacaa
cdadb
aabcaa
aaaa
ddcab
acbb
baa
ddcach
abaacc
aacab

Clase C1

dbbca
dac
bdaadda
chabac
aaa
aabaad
aaacdd
baca
aaba
acacac
adabaa,
ccbdb
caaba
aaa
cbcaa
dacad
ac
aadba
aadca
bbab

abca
dbcc
baccd
cededd
baac
cabab
acaaa
ababb
dabcaa
bdaaca
aabcab
aaaca
baa
bbb
aabbc
ac
adbb
aba
acbaa
abbba

caaad
acaa
addc
babacd
dcacba
ddca
baa
caac
aaab
cab

ac

caa
aaaaad
dbcc
aaabba
aaab
aaaaa
dbab
caac
bbaba
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caaac
bdac
aaa
ccaa
ccaadc
aacaa
aabc
aaa
acba
abbbbaa
caa
bbbbac
aadaaac
aac
acba
acbca
aabab
ccaaa
aaabab
aaaac
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C.2.

cbcedbb
cbcecb
cddccb
cabbcb
cbbdbc
ccbeeed
beceece
bbcda
dcabcc
baacab
ddcbcebe
cccacdd
cbcebebe
ccbbeb
cdceced
beedeb
ddbcc
ccbebebb
bcebdbbe
cddcbeb

C.3.

cabbd
aab

ab

bb

abd
dbba,
baa

a

ca

ba
adabc
babb
bdabbb
bca
acda
dba

a
bcaaab
aaddcab
abbb

Clase C2

bbcbbeb
cbcad
acbbcceedce
cabcaabc
cccab
dbcbdaca
adcbbbdc
bceeca
ccbdcce
ccaccdce
deddecbe
cacbcbe
bbbacbc
cdbece
beedcebe
cabccebe
ccbe
bcaccce
bbcecbe
bdccbe

Clase C3

babdd
b
abbababcc
aacabd
b
bebdac
bdbadd
ac

bb
bababa
aabbada
abbd
dbaba
a

abaa
babab

a

daba
abbbd
bba

abccab
beeebe
bbbdach
beddecbe
beddcb
ccbddce
cbbcecece
cbbcecbe
cccbbebb
bbddccce
bbccbbab
cbbbacd
cbcce
beeeb
ccecbbbe
cdbce
bcacch
bcecac
dcbcecaa
bbccbaa

ab

aa
abcbb
aadacad
ac

aadb
aaad
cabb
bbabbad
bcbbab
cdcedb
ddbba
d

C
abab

ba

aabab
bdabb
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ccecbee
ccbbece
beeecb
caadbcbce
bbcbecab
cccbbb
cbcecece
bcbebb
cbcabb
bebee
dcce
bcacc
ccecbece
baacbc
ccaabbcc
bbcecb
cbbceceed
bbcece
dbdcdc
cdcceed

abbdb
ac

baa
bcabbb
ababab
bb

b

aab
bba

b

a

d
bbabaac
ba
aabbba
baa
adac
aab
ddb
baba

dbcceece
cbcebe
cecece
cccbea
ccecbeca
cbcebeb
caccee
ccdaa
ccbbed
cceeddech
cbede
cdbceceedb
cdbcececbe
bedbe
cbbbcee
ccaccha,
badcced
beeeedb
bcbeecbd
bceedbb

bddca
bba

d

dcb
baacbb
cbaab
bab

b

cb
aabaaaad
d

bcebaa
bbaaaabaa,
a

abd
babb
bacbb
abbca
aabbdac
abab



C.4. CLASE 4

C.4. Clase C4
dbdddabdb ddaadaabc
dedbddd ddda
ddadab adbdadadaadda
adacaa abddbddcda
dbdddbd ddbd
dcdbddde ddddaddddd
dbbddad dddddcadda
daadd dbdbdb
baacab bbadbd
dddbdb ddbddacddc
ddddacddd bdcabddbdcc
bddbdacd bdadacdd
dbbdbddddd  dbadddbdb
cdbddde dddbd
bddaddcd abddaabd
bdbcbab ddbdbbada
dcada db
acddddbdbb acddddad
bdbadadadad bddddbddb

adabdddd

dddcdab

dcedceb
addadc
ddabcaabb
dddddcbbddb
aaadbb
bacddbdd
cadddbdc
dbbbdddb
dacaddbadda
cddbcedaabb
ddaaacddca
ddddbbdca
ddddb
daada
cbdbbdbd
da

bdddbb
adadd
dbcbebbda
dabbbdbdd

ddddbdadd
dddcbd
ddaaada
dddaabbdda
bdddbdaadd
ddabdd
dddbd
ddedddd
ddddbdd
ddddb

dca

dddd
cddddadaddd
dacdad
bdcacbcadd
ddccdaa
ddbbdddc
cdddddb
dbededd
acdddbdd
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bedddachd
dbddaba
dddda
ddbabad
ddddaccddd
abdbddcbd
addddab
abdaa

bdaaac
ddadabccebbdd
aacd
dbdadbddbd
dbadddddbdbda
daaa

badadda
dcbdadcd
ddddbbdda
dbbdcbdde
bdbbdbdaddd
bdddbbad
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