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Introduccion

Dada una matriz invertible de tamafio n x ny un vector b € R" la Gnica
solucién del sistema

Ax=0>b
es
x=Apb

@ Nosotros trabajaremos con matrices vacias (sparse) es decir
matrices con un numero de elementos no nulos (nz(A)) del orden
nz(A)=c-n

con c independiente de n.
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Introduccion

@ No se puede hacer la inversion de A ya que:
@ A" puede dejar de ser vacia, es decir se llena, = no se puede
almacenar.
@ Calculo de A~ puede costar O(n®) operaciones (tiempo de CPU:
anos).
@ Buscaremos métodos aproximados para la resolucién del sistema
que se basan esencialmente en el producto matriz-vector.
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Conceptos basicos

@ Un método iterativo obtiene una solucién aproximada de Ax = b
construyendo una sucesion de vectores:

X1, X2, ..oy Xk

desde un vector inicial arbitrario xg.
@ Un método iterativo se dice convergente si

lim X, = x .

k—oo

@ El vector error, en cada iteracién, se define como

e =X — Xk .
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Conceptos basicos

@ El vector residuo, en cada iteracion, se define como
re = b— AXk .
@ Se puede probar

lim X4 =x <= lim |[g)|=0 <= lim ||, ]| =0
k—o0 k—o0

k—oo
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Conceptos basicos

@ Un método iterativo nunca da la solucién exacta incluso en
precision infinita.

@ Los métodos directos teéricamente producen la solucién exacta;
pero en un ordenador dan errores numéricos.

@ Se da a priori una precisién para nuestra solucién. Sea TOL el
error maximo permitido.

llex|| < TOL, (error absoluto) 0 Hek” < TOL (error relativo)

@ Pero x, y e, no son conocidos el criterio de parada no es util.
@ Se utiliza el criterio del residuo

7|l < TOL (absoluto) o ||’| [lg(|’| < TOL (relativo)
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Conceptos basicos

@ La relacion entre el error y el residuo es
re = b— Axy, = Ax — Axyx = Aey .
@ Usando normas matriciales:
Ircll < 1ANllexll (1) llexll < 1A~ llIrell (1b)
@ Notar ademas

IX[I < 1A 1]l (22); [Ib]] < [ AI[IA~"bI| = [IA][|x|| (2b)
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Conceptos basicos

@ Combinando (1a) con (2a) y (1b) con (2b) obtenemos

7
16]

1 Il llexll
IAINA=Y (bl = Ix) —

< JAIA~ 15

@ Finalmente, recordando que «(A) = ||A||||A~"]:

17k

1[Il _ llexll
r(A)
16]

(A) bl = [lx] —

Conclusién: Test del residuo es fiable si x(A) no es muy grande.
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Métodos iterativos estacionarios

Sea A la matriz del sistema Ax = b. Podemos considerar la particion
(splitting)
A=M-N

donde M # A es una matriz invertible.

Se construye el sistema iterativo

Xk+1:M_1NXk+M_1b: HXk+q, k:071a

donde H es la matriz de iteracion y xg el vector inicial.

Definicion

Se dice que un método iterativo es estacionario si la matriz de
iteracion H es constante en todo el proceso.
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Métodos iterativos estacionarios

@ Sea Atal que a; # 0y consideremos la particion
A=L+D+U
o L es la parte estrictamente triangular superior de A,

e D es la parte diagonal de A,
e U es la parte estrictamente triangular superior de A.

@ Método de :M=Dy N=—(L+D)

Xk+1:—D71(L+U)Xk—|—D_1b, k=0,1,...

@ Método de M=D+Ly N=-U

Xep1 =—(D+ L) "Uxx+(D+L)"'b, k=0,1,...
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Métodos iterativos estacionarios

@ Una iteracion de Jacobi es muy barata. Sélo hay que hacer
multiplicacién matriz-vector “vacia”. El nimero de multiplicaciones
es del orden nz(A)) ademas de invertir los elementos diagonales

de A.
1
X1k+1 = a {—amxg — a13xé‘ — = a1,,x,’7‘ + b1}
1
= — {—321 — ApaXy — -+ — AppXp + bz}
a2
Kk+1 1
Xn = —amXy — an3Xz — -+ — an,n—1 + bn
ann
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Métodos iterativos estacionarios

@ Una iteracion Gauss-Seidel es barata. Ademas tiene que resolver
un sistema triangular inferior (D + L)xx+1 = b — Ux, “vacio”.
Recordar que hay que evitar invertir matrices.

@ En el método de Gauss-Seidel las componentes de xx, 1 que ya
conocemos se utilizan en la propia iteracion k + 1.
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Métodos iterativos estacionarios

Teorema

Sea A invertible. Un método iterativo estacionario converge, para
cualquier vector inicial xg € R”, a la solucidon exacta del sistema lineal,
si y solo si,

p(H) <1

es decir, el mayor valor propio en valor absoluto de la matriz de
iteracidbn es menor que uno.

Una matriz A = [a;] de tamafio n x n se dice que es estrictamente
diagonal dominante si

|a,-,-|>zj'-7:17#,|a,-j|, paratodo i=1,2,...,n.
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Métodos iterativos estacionarios

Teorema

Si la matriz A es estrictamente diagonal dominante entonces el
método de Jacobi y de Gauss-Seidel son convergentes.

@ Se llama radio de convergencia a R = —10g4q (p(H)). Cuanto mas
pequeno sea p(H) mayor sera la convergencia.
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Métodos iterativos estacionarios

Podemaos definir otra descomposicién de la matriz A de la forma
wA=(D+wl)—(—wU+ (1 —w)D),

que da lugar al método ietrativo conocido como el método SOR
(successive over relaxation)

(D + wL)x**!' = (—wU + (1 —w)D)x* + wb,
Andlogamente, se puede definir otro método SOR de la forma

(D + wU)x** = (—wL+ (1 —w)D)x* + wb .
Un método SOR simétrico, SSOR, viene definido por las ecuaciones

(D + wl)xk*1/2 = (—wU+ (1 — w)D)x* +wb ,
(D +wU)xK = (—wl 4+ (1 —w)D)xk*1/2 1 wb .
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Métodos iterativos estacionarios

Lema de Kahan

Sea A € C"™" con elementos diagonales no nulos. Entonces el
método SOR converge solamente si

O<w<?2
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Precondicionadores. Introduccion

@ Precondicionar un sistema lineal no es otra cosa que
(pre)multiplicar el sistema por una matriz nonsingular, denotada
por M—1,

@ Produce el sistema equivalente

M~"Ax =M"b

e Qué hay que tener en cuenta para elegir el precondicionador?

@ Condicionar mejor el sistema inicial,

@ El precondicionador M—", debe ser facil de invertir, es decir, debe
producir un sistema lineal

My =c
facil de resolver.
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Precondicionadores clasicos

@ Precondicionador de Jacobi
M = D donde D es la matriz diagonal D = diag(A), es decir,
di = aji
Calculo de M~"ry 1 cuesta O(n) operaciones: muy barato.

@ Factorizacién incompleta de Cholesky
M = LLT donde L es una aproximacion del factor triangular
obtenido por la factorizacion de Cholesky. Tenemos que resolver
un sistema con la matriz M queremos que e L sea lo mas vacia
posible. Para ello se permite que L tenga los elementos no cero
en las posiciones donde los tiene A, esto es

aj=0=1l;=0,  IC(0)

@ LU incompleta
Se construye M = LU donde L es una matriz vacia triangular
inferior que aproxima a L y U es una matriz vacia triangular
superior que aproxima a U.
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Precondicionadores clasicos

Fijado un subconjunto S C [1,...,n] x [1,..., n] de posiciones de
elementos en la matriz, entonces

aj si(i,j) ¢S

da una factorizacion incompleta de A que mantiene las propiedades
(SPD).

@ Si se hace una factorizacion LU con el mismo patrén de ceros que
la matriz A se obtiene el precondicionador ILU(0). ILU(m), si se
permite que se llenen m posiciones en cada fila.

@ La factorizacion incompleta puede fallar incluso si la matriz inicial
admite factorizacion.

1 PP
2 {a,-j —akay ay Si(i,j)eS
ij =

@ El fallo ocurre cuando ay = 0. Sin embargo, en la practica es raro
qgue hayan fallos.
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