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Prodlogo

La modelizacion matematica de muchos fenémenos fisicos implica la uti-
lizacién de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) para los
cuales raramente se conoce una solucién analitica. Los fenémenos fisicos
relacionados con la difusion de particulas en un medio constituyen una impor-
tante fuente de problemas formulados en términos de ecuaciones en derivadas
parciales. De entre estos fendmenos destaca la modelizacion de la difusién de
neutrones en el interior del niicleo de un reactor nuclear, uno de los fenémenos
fisicos que mayor atencién ha merecido por su repercusion en la mejora de la
seguridad de las centrales nucleares. La resoluciéon numérica de la ecuacién
de la difusién neutrénica constituye de hecho una herramienta fundamental

para la simulacion y la prevencion de riesgos nucleares.

A partir de la ecuacién de la difusion neutrdénica se realizan dos tipos
de célculos distintos aunque complementarios. Un primer tipo de calculos
estaticos consistentes en la determinacion de la configuracion estatica del
reactor en un instante de tiempo, y que constituye de hecho un problema de
valores propios generalizado. El otro tipo de cédlculos son los que se realizan
para el estudio de un transitorio a partir de una perturbacién efectuada sobre
una configuracion estatica del reactor, haciendo uso para ello de la ecuacion

de la difusion neutronica dependiente del tiempo.

La forma tipica de resolver la ecuacion de la difusion neutrénica es dis-
cretizandola, es decir, aproximando las EDP mediante ecuaciones algebraicas

que involucran un numero finito de incégnitas. La utilizacién de numerosos
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Prologo

métodos de discretizacién permite reducir el problema original a la obtencion
de la solucion de sistemas de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes
es generalmente de gran tamano y con pocos elementos no nulos (vacia).

Ademas, estas matrices presentan una marcada estructura por bloques.

Tradicionalmente se han utilizado métodos directos para la soluciéon de
sistemas de ecuaciones lineales por su robustez y comportamiento predecible.
Sin embargo, con el desarrollo en las tltimas décadas de computadores de
altas prestaciones y arquitecturas paralelas, para la solucion de sistemas de
ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es de gran tamano y vacia
se ha asistido a una creciente utilizaciéon de métodos iterativos frente a los
métodos directos. El motivo fundamental de este hecho es que el proceso
de eliminacién gaussiana raras veces puede explotar el caracter vacio de las
matrices. Por contra, la multiplicacién matriz-vector (operaciéon bésica en
un método iterativo) puede ser optimizada para beneficiarse de ésta y otras

caracteristicas especiales de las matrices.

El objetivo principal de la presente memoria es estudiar distintos métodos
para la resolucion numérica de los sistemas de ecuaciones lineales que apare-
cen en la integracién de la ecuacion de la difusién neutrénica dependiente del

tiempo, centrandose por tanto en el analisis de transitorios.

Los contenidos de la memoria se han estructurado en cinco capitulos. En
el primer capitulo, se revisan algunos conceptos del Algebra Lineal utilizados
en capitulos posteriores. También se describen tanto los métodos iterativos
clasicos como los modernos basados en subespacios de Krylov, asi como su
precondicionamiento. Se introducen brevemente las bases de las modernas
técnicas multinivel que seran utilizadas en el capitulo quinto. Finalmente, se
revisan los antecedentes de esta linea de trabajo y se plantean los objetivos

que han motivado la presente memoria.

En el capitulo segundo, se detallan los métodos de discretizacion utiliza-
dos para la resolucién numérica de la ecuacion de la difusion neutrénica,

asi como la estructura de los sistemas de ecuaciones lineales que se obtienen.
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Prologo

Concretamente para la parte espacial de las ecuaciones se utilizan un método
de colocacién nodal y el método de las diferencias finitas centradas, y para
la discretizacion temporal se hace uso de diferentes métodos en diferencias
hacia atras. También se presentan los transitorios bidimensionales y tridi-
mensionales que seran utilizados en los experimentos numéricos encaminados
a la evaluacion de las prestaciones de los diferentes métodos que se proponen.
Ademas, se estudian experimentalmente los dos métodos de discretizacién de

la parte espacial presentados.

En el capitulo tercero, se estudian las propiedades de convergencia de
métodos iterativos por bloques de segundo grado para la solucién de los sis-
temas de ecuaciones lineales que se obtienen en la integracion de la ecuacion
de la difusién neutronica. El estudio se completa con los resultados de los
experimentos numéricos correspondientes a la simulacién de transitorios bidi-

mensionales y tridimensionales.

En el capitulo cuarto, se presenta una técnica variacional para acelerar la
convergencia de los métodos de segundo grado presentados en el capitulo ter-
cero. La técnica variacional consiste en un método de proyecciéon del residuo
sobre un subespacio de dimensién dos, con el objetivo de obtener un método
de facil implementacion y de bajo coste por iteraciéon. Las prestaciones del
método de segundo grado acelerado son evaluadas y comparadas con otras

técnicas basadas en subespacios de Krylov al final del capitulo.

Por ultimo, en el capitulo quinto se presenta una técnica multinivel basa-
da en el nimero de polinomios utilizado en el método de colocacion nodal.
El objetivo que se persigue con esta técnica es la reduccién del tiempo de
computacién cuando se desea obtener una elevada precision en la solucién.
También se presentan los resultados de los experimentos numéricos de la

simulacion de transitorios bidimensionales y tridimiensionales.

Al final de la memoria se exponen las conclusiones més significativas y se

esquematizan algunas lineas futuras de trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presentan y revisan algunos conceptos y resultados
que seran utilizados en capitulos posteriores. En la seccién 1.1 se describe
escuetamente el comportamiento de un reactor nuclear. A continuacién, en
las secciones 1.2 y 1.3 se revisan conceptos basicos sobre normas y resulta-
dos de la teoria de matrices no negativas. En la seccién 1.4 se describen
diferentes métodos iterativos para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales (clasicos y basados en subespacios de Krylov) y diferentes técnicas
de precondicionado. También se da una breve introduccién a los métodos
multinivel. Finalmente, en la seccién 1.5 se plantean los objetivos que han

motivado la presente memoria.

1.1 Funcionamiento de una planta nuclear

Un reactor nuclear es un sistema que utiliza la energfa liberada al fisionar-
se los atomos de uranio para calentar agua. Este agua ya en la fase de vapor
se utiliza para generar electricidad mediante una turbina [30]. En particular,
la estructura de un reactor de agua en ebulliciéon (BWR) se muestra en la

figura 1.1.

Los problemas de estabilidad de estos reactores han sido una preocupacion



1.1. Funcionamiento de una planta nuclear

1.-Micleo del reactar
¢ - Barras de control
3- Separador de humedad
q-Secador
h-%asija
E.- Turhina
7 - Alternadar
a.-Bomba
9- Condensadar
10.-Agua de rio o mar

11.- Salida de energia eléctrica

—mm Circuito agua-vapor

Figura 1.1: Estructura de un reactor BWR.

constante ya desde los primeros experimentos de diseno de los mismos alrede-
dor de 1950. Generalmente, en condiciones de bajo caudal y potencia alta
[65], que se pueden alcanzar en el arranque o en la parada de estos reactores
se producen oscilaciones de la potencia y del caudal. Tanto en pruebas es-
peciales de estabilidad de los reactores y en algunos sucesos de inestabilidad
durante la operacion comercial de este tipo de reactores se han observado dos
tipos de oscilaciones. En el primer tipo de oscilaciones detectadas la potencia
de todo el reactor varia de la misma forma con una frecuencia cercana a los
0.5 Hz y se conocen con el nombre de oscilaciones en fase. En el otro tipo de
oscilaciones se observa que la potencia de una parte del reactor crece mien-
tras que en la otra parte del reactor decrece manteniéndose la potencia media
aproximadamente constante, y se denominan oscilaciones fuera de fase [60].
La deteccion y supresion de estas y, en la medida de lo posible, la prediccién
de estas oscilaciones es de vital importancia para mejorar la seguridad de los
reactores BWR.

Para el estudio de estas oscilaciones, un camino ha consistido en tratar de
estudiar y predecir este tipo de oscilaciones desarrollando modelos matematicos
para el reactor, cuya integracion permita predecir el comportamiento del mis-

mo en diversas situaciones.

Los modelos mateméticos de un reactor nuclear suelen dividirse en dos

partes o médulos. Una parte que modeliza el comportamiento de la poblacion
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Capitulo 1. Introduccién

neutrénica en el ntcleo del reactor, que se conoce como moédulo neutronico,
y otro médulo que da cuenta de la dinamica del liquido y el vapor en el
reactor, la transferencia de calor y el cambio de fase. Este es el modulo
termohidraulico. Los modelos correspondientes a estos dos modulos se suelen
tratar de modo separado y el “acople” entre ellos depende del tipo de esquema
de integracién que se utilice para el modelo global. En esta memoria se trata

exclusivamente la parte correspondiente al mdédulo neutrénico.

La ecuacion que modeliza la evolucion de la poblacion neutrénica en el
interior del nucleo del reactor es la ecuacion del transporte de Botzman. No
obstante, asumiendo una serie de aproximaciones sobre el comportamiento
de los neutrones en el interior del ntcleo, se puede utilizar la ecuacién de la
difusion neutronica para modelizar el comportamiento de los neutrones en
el nicleo [102, 50]. En particular se suele utilizar la ecuacién de la difusién
neutrénica en la aproximacién de dos grupos de energia y se supone que
los neutrones se producen en el grupo réapido de energia y no hay trasvase
de neutrones del grupo térmico al rdpido [102]. Este modelo consiste en un
sistema de ecuaciones en derivadas parciales lineales con coeficientes variables
que hay que integrar para la geometria del nicleo del reactor. Su descripcién

detallada se dara en el capitulo 2.

Un primer problema asociado con este modelo es la resolucién de la
ecuacién de los modos lambda [50], que es un problema parcial de valores
propios generalizado asociado a un operador diferencial no autoadjunto. La
obtencion de los valores propios dominantes y las correspondientes funciones
propias asociadas tanto a este problema como al problema adjunto es de in-
terés ya que el valor propio dominante, conocido como la constante efectiva
del reactor, nos da una idea de la distancia de la configuracion estudiada
del reactor de una configuracion critica, en la que la reaccién en cadena se
mantiene. La correspondiente funcién propia (el modo fundamental) describe
el estado estacionario del reactor para la configuracion dada y, por tanto, es

el punto de partida de cualquier transitorio que se quiera estudiar.
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1.2. Notacién y definiciones previas

Es precisamente la simulacién del comportamiento dindmico de un reac-
tor nuclear el motivo principal de esta memoria. Para su estudio hay que
ser capaz de integrar la ecuacién de la difusion neutrénica dependiente del
tiempo. En el capitulo 2 se describe el proceso de discretizacién de la parte
espacial de esta ecuaciéon y su integraciéon temporal. Se mostrard como su
resolucién numérica se reduce a la obtencion de la soluciéon de sistemas de
ecuaciones lineales. La resolucion de estos sistemas de ecuaciones constituye

el objetivo primero de esta tesis.

1.2 Notacion y definiciones previas

A continuacion, se introduce la notaciéon que sera utilizada con poste-
rioridad para matrices reales. Mientras que no se indique lo contrario, se
trabajard con matrices de R™*™, es decir, del espacio de las matrices reales
de tamano n x n, y con vectores de R™. Normalmente, se utilizaran letras

mintsculas para vectores, y letras mayusculas para matrices.

Se dice que una matriz A es positiva (respectivamente, no negativa) y se
denota A > O (respectivamente, A > O), si tiene todas sus componentes
estrictamente mayores que 0 (respectivamente, mayores o iguales que 0).

Mediante la letra O representamos a la matriz nula en R™*"™.

Dadas dos matrices A y B, se dice que A > B (respectivamente, A > B)

si la matriz A — B es positiva (respectivamente, no negativa).

Dada una matriz A, |A| denota la matriz cuyas componentes son los
valores absolutos de las correspondientes componentes de A. De aqui se
obtiene que |A| > O, y que |AB| < |A||B|, para dos matrices de tamano
apropiado. Se dice que una matriz es mondtona si su inversa es no negativa,

es decir, si A7 > O.

Dada A = [a;j], se dice que A es una M-matriz invertible si a;; < 0, i # 7,

y A71 > 0. Se dice que es diagonal dominante si |a;| > > izilail, i=1.n,

4
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y estrictamente diagonal dominante si se da la desigualdad estricta para todo
1. La matriz A es reducible si existe una matriz de permutacion, denotada

m, tal que

By B
T 11 12
TAT" = [O 322} .

Se dice que A es irreducible si no es reducible. A es irreducible diagonal
dominante si es diagonal dominante, irreducible y ademas la desigualdad

estricta se da para al menos un 7.

Dada una matriz A, o(A) denota el espectro de A, es decir, el conjunto
formado por todos los valores propios de la matriz A. El méaximo de los
modulos de los valores propios, es decir, el radio espectral de A, se denotara
mediante p(A). La siguiente definicién guarda una estrecha relacién con el

espectro de una matriz.

Definicién 1 El campo de valores de una matriz A es el conjunto dado por
F(A) ={y"Ay : yeR", yTy=1}

Se denomina radio numérico al mayor elemento de F(A) en valor absoluto,

y se denota v(A).

El producto escalar en un espacio euclideo E se denotard mediante la
funcién (,). De especial interés en R"™ es el producto escalar canénico, o

producto euclideo, y que se define como,
(w,y) =a"y=> xiyi. (1.1)
i=1

Los conceptos de norma vectorial y norma matricial son de gran utilidad
en el analisis numérico. En concreto, se utilizan para definir la convergencia

de una sucesién de vectores o matrices.
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Definicién 2 En un espacio vectorial E sobre R, la funcion
I-:E — R

es una norma vectorial si satisface las siguientes propiedades:

1. ||z|| >0, VzeFE, y |lz]| =0 si, y sélo si x = 0.
2. ||ax| = lal||z||, YVeeFE, Vack.

3Nz +yl < llzll+lyll, Ve, yek.

A partir del producto euclideo (1.1), se define la norma euclidea como,
lally = VaTz = | a3, (1.2)
i=1

y que es el caso particular para p = 2 de la norma

1
n P
_ P
[ ]],, = (Z || ) :
i=1
conocida como l,—norma. Los casos p = 1, 2 son las normas més comunes.

El caso limite cuando p — 0o se conoce como norma infinito,

el = max |z
(2

Ly

A continuacién se recuerda el concepto de norma matricial y se muestran

algunos resultados importantes.

Definicién 3 La funcion || - || : R — R es una norma matricial, si

para todo par de matrices A, B € R satisface las siguientes propiedades,

1. JAl >0, y JJA|l =0 si, y solo st A= O.

2. ||kA| = |k||A], YEkeR.
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3. 1A+ Bl < [lAl +[B].

Si ademas cumple la propiedad submultiplicativa,

[AB]| < [lA]I Bl

se dice que la norma matricial es consistente.

Un caso particular de normas matriciales consitentes muy utilizadas en

el andlisis numérico son las normas matriciales inducidas.

Definicién 4 Sea || - || una norma vectorial sobre R™. Se llama norma ma-
tricial inducida por dicha norma vectorial, a la funcion definida sobre R™*"

dada por,

Toda norma matricial inducida por una norma vectorial es compatible,

en el sentido en que se verifica la igualdad
[Az| < |A[ll[=]], = eR",

ademds, si denotamos por [ la matriz identidad en R™*"| se tiene ||| = 1.
Entre las normas matriciales inducidas nos serd de gran utilidad la norma

matricial infinito, definida para una matriz A = [a;j]1<; j<, como,

n
4]l = max Z;Iaij! -
]:

El siguiente resultado muestra que cualquier norma matricial es una cota
superior del radio espectral. Ademads siempre es posible encontrar una nor-
ma matricial que calculada sobre una matriz dada, esté tan préxima como

queramos a su radio espectral (ver por ejemplo [74]).
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Teorema 5 Sea | - || una norma matricial y A € R™ ", entonces p(A) <
1Al

Teorema 6 Sea A € R"™". Entonces dado un € > 0, existe al menos una

norma matricial inducida || - || tal que ||A]] < p(A) + €.

La convergencia de una sucesion de vectores o matrices se puede definir

en términos de normas como sigue.

Teorema 7 Sea E el espacio vectorial R™ (R™"). La sucesion de vectores

(matrices) vy, v, ... converge a v € E si, y solo si para cualquier norma || - ||

definida en F,

klim |vp —v]| =0 (1.3)

Dado que en un espacio vectorial de dimension finita todas las normas
son equivalentes, la convergencia en una norma implica la convergencia en

cualquier norma definida en F.

1.3 Teoria de matrices no negativas y parti-
ciones de matrices

A continuacién se revisan algunos resultados de la teoria de matrices no
negativas y particiones de matrices mondtonas. Un resultado fundamental

sobre matrices no negativas es el teorema de Perron-Frobenius.

Teorema 8 [1.9, teoremas 2.1.1 y 2.1.4] Sea A una matriz de tamano n X n.

Si A es positiva, entonces p(A) es un wvalor propio simple, mayor que

cualquier otro en maodulo.
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Si A > O e irreducible, entonces p(A) es un valor propio simple, y
cualquier otro valor propio de A del mismo mddulo es también simple. Ademds,

A tiene un vector propio positivo x asociado a p(A).

Si A > O, entonces p(A) es un valor propio de A. Ademds, A tiene un

vector propio no negativo (x > 0) asociado a p(A).

Entre dos matrices no negativas, se puede establecer el siguiente resultado.

Teorema 9 [07, teorema 2.8] Sean A y B dos matrices de tamarno n X n no

negativas, tales que O < |B| < A. Entonces
o(B) < p(A)

A continuacion, se define el término particion de una matriz, y se mues-

tran algunos resultados para particiones de matrices.

Definicién 10 Sea A una matriz de tamano n X n, tal que
A=M—-N. (1.4)

Se dice que la expresion (1.4) representa una particion de la matriz A.

Mientras que no se indique lo contrario se asumira que la matriz M en
(1.4) es invertible.

Definicién 11 Se dice que la particion (1.4) es regular si M~ > O y N >
O. Se dice que (1.4) es una particion débilmente regular si M~ > O y
M=N > O. Se dice que (1.4) es una particion convergente si p(M*N) < 1.

Se observa que una particion regular es débilmente regular. Se tienen los

siguientes teoremas.
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Teorema 12 [15, teorema 5.6] Sea A una matriz invertible con A= > O y

sea A= M — N una particion débilmente reqular. Entonces

p(M™'N) < 1.

Teorema 13 [0, 97] Sea A una matriz invertible con A~ > O y sean

A = My, — Ny = My — Ny dos particiones requlares. Si
Ny < Ny,
entonces
p(My"Ny) < p(My'Ny) < 1.
En particular, si A= > O y
Ny <Ny, Ni# Ny,
entonces

p(M{'Ny) < p(My'Ny) < 1.

La teoria sobre particiones regulares y débilmente regulares es extensa.
Resultados similares y extensiones de los anteriores pueden encontrarse, por

eJemplO, en [ Y ) Y ) Y Y Y Y ]'

1.4 Métodos iterativos y precondicionadores

1.4.1 Métodos iterativos estacionarios clasicos

Dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma
Ax =b, (1.5)

10
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donde A es una matriz invertible de R"*", el vector de incégnitas, x, y el
vector b, son vectores de R", se pretende obtener mediante el uso de un
método iterativo una aproximacion “satisfactoria” de la tinica solucion del
sistema, x = A~1'b. Si se considera una particién de la matriz A = M — N,
un método iterativo estacionario obtiene una sucesion de vectores xg, z1, ...

de la forma,
Tpa1 = M 'Nay + M b= Hay, +c. (1.6)

La convergencia del esquema iterativo (1.6) a la solucién del sistema (1.5), no
estd garantizada para cualquier tipo de matrices, aunque existe una amplia
y rica teoria al respecto [97, 105]. Generalmente, la convergencia se estudia

a partir del analisis del error. En efecto, se verifica
k
Cgt1 = H €o ,

donde e, = x, — x es el error en la etapa k. Se tiene el siguiente lema.

Lema 14 [/, lema 7.3.6] Sea A = M — N wuna particion. Entonces el
método iterativo (1.6) converge a la solucion del sistema, v = A~'D, para
todo vector inicial zy si, y sélo si p(M~'N) < 1. En tal caso se dice que el

método iterativo es convergente.

Se llama matriz de iteracién a la matriz H = M~'N. De la definicién 11
y del lema 14 se sigue que un método es convergente si, y sélo si su particion

es convergente. Por ello, ambos términos se empleardn indistintamente.

Para comparar diferentes métodos iterativos se utiliza a menudo la ve-

locidad asintética de convergencia.

Definicién 15 [17, definicion 7.3.7] Para el esquema iterativo (1.6), asum-

iendo p(H) < 1, se define la velocidad asintdtica de convergencia como
Roo(H) = —log p(H) .

11
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Entre los métodos iterativos bésicos (clésicos) de la forma (1.6) para
resolver el sistema de ecuaciones lineales (1.5) se encuentran los métodos

de Jacobi, Gauss-Seidel y el método de sobrerrelajacion o SOR.

Considérese la matriz de coeficientes A = [a;;], 1 < 4,7 < n, del sistema
de ecuaciones (1.5). Asumiendo que los elementos de la diagonal son no
nulos, a partir de una solucién inicial xy el método de Jacobi genera una

sucesion de vectores de la forma

n

7, bz .
(Tpy1)i = — Z a](xk) +—, 1<i<n, k=0,1,..., (1.7)

j=tgri "
donde (zy); representa la i—ésima componente del vector x;. A partir de la
iteracién (1.7), si para el célculo de la nueva componente i—ésima del vector
x, se utilizan las nuevas componentes ya calculadas, se obtiene el método de
Gauss-Seidel cuya iteracion es por tanto de la forma,
n
(Tpa1)s Z_J.Tk+1 Z%<I’f)j+ﬁ7 1<i<n, k=0,1,...

]:1 ] ’L+1 (3 (3

(1.8)

Para acelerar la convergencia de un método iterativo de la forma (1.6)
es frecuente la introduccion de un parametro de relajacion, denotado como

w € R, w # 0, obteniéndose una nueva sucesién de vectores de la forma
Tpe1 = w1 + (1 — w)zg .

En particular, la iteraciéon dada por
T = wred) + (1 —w)ay, (1.9)

donde z{’?] es la aproximacién obtenida por el método de Gauss-Seidel, cor-

responde al método de sobrerrelajacion o SOR.

Para cada uno de los métodos anteriores se puede identificar una particién
de la matriz A distinta. En efecto, considérese la matriz A como la suma de

matrices

A=D-E-F,

12
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donde D es una matriz diagonal formada por los elementos diagonales de A,
—F y —F son las partes estrictamente triangular inferior y superior de A,
respectivamente. Asumiendo que D es invertible, es decir, todos los elementos
diagonales de A son distintos de 0, las siguientes particiones definen a cada

uno de los métodos anteriores:

Jacobi:
M=D, N=FE+F, (1.10)
Gauss-Seidel:
M=D-FE, N=F, (1.11)
SOR:
M=w'D-E N=w'(l1-w)D+F. (1.12)

Las matrices de iteracién para estos métodos, de la forma M !N, responden

a las expresiones:

Jacobi:
B=DYE+F), (1.13)
Gauss-Seidel:
L=(D-E)'F, (1.14)
SOR:
L,=(D—wE) (1 —-w)D+wF]. (1.15)

Existe abundante bibliografia en la que se estudian las propiedades de con-
vergencia de estos métodos y variantes suyas (por ejemplo [75, 74, 13] y la

bibliografia citada en cada referencia). Cabe citar los textos clasicos de Varga
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[97] ¥ Young [L05]. En ellos se estudian propiedades de convergencia de los
métodos anteriores fundamentalmente para M-matrices, matrices simétricas
y definidas positivas, y matrices consistentemente ordenadas. Un resulta-
do clasico que compara la velocidad de convergencia de los métodos SOR
y Jacobi es el conocido como teorema de Stein y Rosenberg, una de cuyas

versiones se da a continuacion.

Teorema 16 [/, teorema 7.5.21] Sea A = I — L —U € R con L >
O y U > O estrictamente triangular inferior y superior, respectivamente.

Entonces para 0 < w < 1,

1. p(B) <1 si, y solo si p(L,) < 1.

2. p(B) <1 (yp(L,) < 1) si, ysdlo si A es una M-matriz invertible, y
en tal caso p(L,) <1 —w+ wp(B).

3. Sip(B) > 1 entonces p(L,) > 1 —w+wp(B) > 1.

En [16] Hadjidimos introduce el método de sobrerrelajacién acelerado o
AOR, como una generalizacién de los métodos iterativos conocidos hasta la

fecha. La matriz de iteracion del método AOR viene dada por
Lo,.=I—-wL)'[(1-7)I+ (1t —w)L+7U], (1.16)

donde w es un factor de aceleracién, y 7 es un factor de relajacién. Se observa
que Ly coincide con el método de Jacobi, £;; con el método de Gauss-Seidel
y L, con el método SOR. Ademas, £, coincide con el método de Gauss-

Seidel acelerado [90], método que aparecerd en el capitulo 3.

Los métodos iterativos clasicos vistos, aunque normalmente son menos
eficientes que los métodos basados en subespacios de Krylov y los métodos

multinivel, todavia tienen un importante papel como precondicionadores.
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1.4.2 Meétodos iterativos basados en subespacios de Kry-
lov

A diferencia de los métodos iterativos anteriores los métodos basados en
subespacios de Krylov no tienen una matriz de iteracién y, por tanto, no estan

basados en la iteracién (1.6) que caracteriza a los métodos estacionarios.

Considérese el sistema de ecuaciones lineales (1.5). Los métodos basados
en subespacios de Krylov tratan de obtener la “mejor” aproximacion posible

del subespacio de Krylov de orden k,
Env{b, Ab,... K A*1b} (1.17)

asociado al vector b y la matriz A, y que denotaremos mediante Iy (b, A). Si
se desea utilizar el conocimiento de una aproximacién inicial de la solucion,

denotada xy, como espacio de soluciones se utiliza el espacio afin
zo + Ky (ro, A) (1.18)

donde rg = b — Axq es el vector residuo inicial. Como “mejor” se entiende

aquella solucién que sea 6ptima en el sentido de minimizacion de un funcional

dado.

Los métodos basados en subespacios de Krylov, también referidos en la
bibliografia como métodos del tipo gradiente conjugado, obtienen una solu-

cién del subespacio (1.18) mediante una recurrencia que se puede escribir

como,
Tp = Tp_1+ Qp_1Pr-1 , (1.19)
k—1
e = Apr— Z be—1,5p; (1.20)
j=k—s+1
donde s es un entero menor que n, a1 y bp—1;, j =k—s+1,... k-1

son coeficientes que se eligen para que la solucién sea 6ptima. Se puede
comprobar que los vectores de direccién pg, ... ,pr—1, con py = ro, forman

una base del subespacio de Krylov Cx(ro, A).
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Asi por ejemplo, cuando la matriz del sistema A es simétrica y definida
positiva, una opcién posible consiste en elegir como solucién, en la etapa
k—ésima, el vector xj € xg + Kr(rg, A) que minimiza la norma-A del vector

vector error e, = xj — x, es decir,

llexll 4 = 1/ et Aey, . (1.21)

A este método se le conoce como método del gradiente conjugado (abreviado
CG), introducido en primera instancia por Hestenes y Stiefel como un método
directo [71], y posteriormente utilizado como método iterativo. Este método
también fue formulado independientemente y de una forma diferente por

Lanczos [(2].

Cuando la matriz es simétrica pero indefinida la ecuacién (1.21) ya no
define una norma, y por tanto como “mejor” solucién se puede tomar alter-
nativamente el vector zj, € g + Kg(r0, A) que minimiza la norma euclidea

del vector residuo r, = b — Axy, es decir,
16— Azyl], -

El método del residuo minimo o MINRES genera esta aproximacién [78].

Una importante caracteristica de los dos métodos anteriores es que son
capaces de generar aproximaciones optimas a la solucién, en el sentido de
minimizacion de la norma del error, utilizando recurrencias cortas de tres
términos, es decir, tomando s = 3 en (1.19) y (1.20). Este tipo de recurrencias
conllevan un coste aritmético, a parte del producto matriz-vector, de tan sélo
O(n) operaciones por iteracién. Ademads, los requerimientos de memoria para
almacenar vectores son también muy bajos. Este hecho hace del gradiente

conjugado y del MINRES los métodos “preferidos” para matrices simétricas.

En cambio, los métodos conocidos para matrices no simétricas, o bien
no pueden extraer soluciones 6ptimas del subespacio (1.18) mediante recur-
rencias cortas (presentan costes aritméticos y de almacenamiento del orden

O(nk) en k iteraciones), o bien no obtienen soluciones 6ptimas. De forma
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més precisa, Faber y Manteuffel en [26] muestran que las tunicas matrices
para las que se puede obtener una solucién del subespacio (1.18) mediante
una recurrencia con s < y/n (ecuacién (1.20)), y que a su vez minimice el
error e, = I, — x en alguna norma asociada a un producto escalar inde-
pendiente del vector inicial, son matrices obtenidas de una rotacién y un

desplazamiento de una matriz simétrica.

Atendiendo a la observaciéon anterior, para matrices no simétricas los
métodos mas utilizados se pueden agrupar en dos grupos: métodos que gene-
ran aproximaciones optimas pero utilizando recurrencias largas, o métodos
que utilizan recurrencias cortas pero generan aproximaciones no éptimas en
el sentido de Faber y Manteuffel.

Entre los primeros, uno de los métodos mas utilizados es el método
del residuo minimo generalizado o GMRES [88, 101]. El método GMRES
puede ser visto como una extension del método MINRES para matrices no
simétricas. Por tanto, GMRES también obtiene del subespacio afin (1.18)
aquella aproximacién xj que minimiza ||b — Axy||,. A diferencia del método
MINRES, que se basa en el método de Lanczos para la construccién de una
base ortonormal del subespacio de Krylov KC(rg, A), el método GMRES uti-
liza el algoritmo de Arnoldi para construir dicha base (ver [I, 62, 87, 12]).
Béasicamente, el método de Arnoldi consiste en la aplicaciéon del método de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base del subespacio K(rg, A) dada

por,
B = {ry, Arg,... , A" trg} . (1.22)

En principio, si V = {po,p1,... ,pk—1} es la base ortonormal obtenida a
partir de la base B, el elemento k—ésimo de la base se obtiene mediante una
recurrencia de la forma (1.20) con s = k. Se puede demostrar (|37, teorema
6.2]) que para matrices simétricas la recurrencia (1.20) se reduce a tan sélo
3 términos (s = 3), que es la base del algoritmo de Lanczos (razén por la

cual los métodos del gradiente conjugado y MINRES utilizan recurrencias
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cortas). Cuando el numero de iteraciones necesario para resolver el sistema
de ecuaciones (1.5) es alto, las necesidades tanto de memoria como de trabajo
para almacenar y ortogonalizar la base B en (1.22) aumentan hasta el punto
de hacer inviable la aplicacion del método GMRES. En la practica se utiliza
una variacién de éste método, el método GMRES reiniciado o GMRES(k)
[88].  El método GMRES(k) se define simplemente reiniciando el método
GMRES cada k iteraciones, tomando el ultimo vector iterado como solucién
inicial para el préximo ciclo del GMRES. Como resultado se obtiene un

método que ya no genera soluciones optimas.

Entre los métodos no 6ptimos para matrices no simétricas pero que uti-
lizan recurrencias cortas se encuentran los métodos BiCG [28], CGS [93],
TFQMR [29, 30], BiCGSTAB [95], y algunas variantes del GMRES co-
mo el método GMRES(k) antes mencionado. De entre éstos métodos, son
el BICGSTAB, TFQMR y GMRES(k) los mas utilizados. Los métodos
BiCGSTAB y TFQMR se basan en el método de biortogonalizacién de Lanc-
zos [01, 62]. Como se ha dicho, el método de Lanczos genera una base
ortonormal del subespacio de Krylov Ky (ry, A) mediante una recurrencia
corta de tan s6lo 3 términos. En un intento de extender este algoritmo al
caso no simétrico, el método de biortogonalizacién de Lanczos utiliza dos
recurrencias cortas de 3 términos para generar dos bases biortogonales entre
si, una para el subespacio de Krylov Ky(rg, A) y la otra para el subespacio
K (79, AT). Uno de los problemas de los métodos basados en este algoritmo
es el trabajo extra que supone trabajar con la matriz traspuesta de A. En
este sentido, la popularidad tanto del método BiCGSTAB como del TFQMR

se debe a que no requieren la multiplicacién por la matriz A7,

Una extensa bibliografia sobre éstos y otros métodos relacionados se puede
encontrar por en [15, 5, 44 5787 14, 42], donde se muestran diferentes

énfasis y perspectivas.
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1.4.3 Métodos multinivel

En esta seccion se describen brevemente las ideas y conceptos basicos de
los métodos multinivel'. Los métodos multinivel surgen para intentar mejorar
la eficiencia de los métodos iterativos clésicos vistos en la seccién 1.4.1. Estos
métodos también se utilizan como precondicionadores de métodos basados en
subespacios de Krylov (seccién 1.4.2). Una excelente exposicién de las ideas
fundamentales de los métodos multinivel y su aplicaciéon puede encontrarse,

por ejemplo, en [15], [15], [50] y [65].

Counsidérese el sistema de ecuaciones lineales
Au = f, (1.23)

donde A es una matriz de tamano n X n. Frecuentemente la matriz de coefi-
cientes A se obtiene de la discretizacion de una ecuacién lineal en derivadas
parciales en un dominio que denotaremos con €). Por simplicidad, se asumird
que se ha discretizado el dominio {2 mediante una malla uniforme de tamano
h (figura 1.2). El dominio discretizado se denota por ". De esta manera,
cada elemento u;, © = 1, ... ,n representa el vector v en un punto de la malla
Q". Para simplificar la notacién, Q" también se utilizara para representar el

espacio vectorial de los vectores definidos en la malla Q" es decir, Q" = R".

Resolver (1.23) mediante un método iterativo supone el cdlculo de suce-

sivas aproximaciones a la solucién exacta u = A~' f de la forma
U1 — G(A, uy, ), (1.24)

donde G es funcién de la solucién anterior uy (solucién inicial para la primera
vez). El proceso (1.24) se conoce con el nombre de relajacion. Entre los
métodos iterativos més sencillos para obtener las sucesivas aproximaciones

en (1.24) se encuentran, por ejemplo, los métodos iterativos de Jacobi y

1Se podria decir que los métodos multinivel surgen de la aplicacién de las ideas de los
métodos “multigrid” a las técnicas de precondicionamiento basadas en la descomposicion
de dominios. En muchos casos se pueden emplear ambos términos indistintamente.
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Figura 1.2: Malla de 2 niveles: " linea discontinua, 2" linea continua.

Gauss-Seidel (ecuaciones (1.7) y (1.8), respectivamente). Estos métodos se
caracterizan por la propiedad de suavizado®, y que de hecho constituye una
limitacion. Esta propiedad se explica a partir de un analisis de Fourier del
error [15, 68]. En este tipo de andlisis el error se expresa como suma de
funciones seno, de frecuencias diferentes, también llamadas modos de Fouri-
er. En la terminologia utilizada en los métodos multinivel, se denominan
modos oscilatorios y modos suaves a los modos de alta y baja frecuencia,
respectivamente. Normalmente, los métodos iterativos basicos eliminan con
mayor o menor rapidez los modos oscilatorios. Desafortunadamente, una
vez que estas componentes del error han sido eliminadas el proceso iterativo
pierde eficacia en la eliminacién de los modos suaves restantes de forma que
parecen estancarse a partir de un cierto nimero de iteraciones. La siguiente

observacién es la base de los métodos multinivel [15],

modos suaves en una malla aparecen como oscilatorios en otra

malla mas gruesa,

2En la literatura, smoothing property.
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donde por malla gruesa se entiende aquella malla obtenida con un tamano
de discretizacion mayor. Este hecho sugiere que la aplicacién sucesiva del
método iterativo en mallas cada vez mas gruesas deberia eliminar todas las
componentes del error. Por tanto, la idea basica de los métodos multinivel es

el uso de diferentes mallas para mejorar la eficiencia de los métodos iterativos.

Otra posible forma de mejorar la eficiencia de un método iterativo es
mediante la obtencion de una solucion inicial ug proxima a la solucion del
sistema (1.23) a un coste tan bajo como sea posible. Esto se lleva a cabo me-
diante la generacién de la secuencia anidada de mallas, Q**, p =m, ... ,2,1,
donde ph indica el tamano de la discretizacion. La obtencion de una solucién
en cualquiera de éstas mallas resulta en principio menos costosa que en la
malla mas fina. A su vez, esta solucién puede utilizarse como solucién inicial
mejorada para la siguiente malla. Por ejemplo, la figura 1.2 muestra el caso
de 2 mallas anidadas. En un método de 2 niveles, la solucion obtenida en la
malla Q2" se utilizaria como solucién inicial en la malla més fina, Q. Para el-
lo se necesita un operador de interpolacién o prolongacién. Si I%, : Q%" — QF

denota este operador, la solucién inicial para la malla Q" viene dada por
h _ rh 2h
uy = Iyu™ .

A esta estrategia se le denomina iteracién anidada®. De forma equivalente,

I2h: Qh — Q2" define el operador de restriccion.

En la préctica, muchos de los algoritmos multinivel/multimalla més uti-
lizados realizan una iteraciéon anidada para obtener una estimacién inicial,
no de la solucion sino del error inicial cometido, que es utilizada para corregir
la solucion. A esta estrategia se le denomina habitualmente como correccion

de malla gruesa®.

En el capitulo 5 se utilizara el esquema de iteracién anidada para desar-

rollar un método multinivel para la solucién de los sistemas de ecuaciones

3En la literatura, nested iteration.
4En la literatura, coarse grid correction.

21



1.4. Meétodos iterativos y precondicionadores

lineales que aparecen en la integracion de la ecuacién de la difusién neu-

trénica.

1.4.4 Precondicionadores

Como se ha mencionado en la seccién 1.4.2, los métodos basados en sube-
spacios de Krylov obtienen soluciones aproximadas del subespacio (1.18). Es-
tos métodos convergen rapidamente a la solucién del sistema de ecuaciones
(1.5) cuando la matriz de coeficientes A es proxima a la identidad en algin
sentido. Desafortunadamente en muchas aplicaciones esto no es asi, pero se
podria pensar en reemplazar el sistema original por el sistema de ecuaciones

modificado
M7*Ar =M% o AM'i=0b, =M%, (1.25)
de forma que el nuevo subespacio de Krylov dado por

Env{M rq, (MTA)M rq, ..., (M7TA M)

Env{r, (AM_I)TO, o (AM_I)k_lro} ,

permita la obtencién de una solucién satisfactoria con un coste menor. Esta
técnica se conoce con el nombre de precondicionamiento a la izquierda y a
la derecha, respectivamente. Si M es simétrica y definida positiva, se puede

precondicionar simétricamente resolviendo el sistema lineal modificado
L7YAL Ty=L""%, =Ly,

donde M = LL*. L puede ser el factor triangular inferior de Choleski, la
raiz cuadrada de M, o cualquier otra matriz que cumpla M = LLT. En
cualquiera de los casos, sélo se necesita resolver sistemas de ecuaciones cuya

matriz de coeficientes es M, sin necesidad de calcular M1 .
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Habitualmente el precondicionador M se elige de forma que los sistemas
lineales con matriz de coeficientes M, sean faciles de resolver, y que la ma-
triz M—'A, AM~' o L~*AL~T aproxime la identidad. El sentido en el que la
matriz de coeficientes del sistema precondicionado debe estar préxima a la
identidad depende del método iterativo empleado para resolverlo. Si se pre-
tende utilizar un método basado en subespacios de Krylov, generalmente se
busca que el nimero de condicion, definido para una matriz A y una norma

matricial || - || como
cond(A) = [|A[[|A] ,

sea préximo a uno, o que la distribucién de los valores propios sea favorable
(posiblemente con los valores propios cercanos y localizados alrededor de

algun punto lejano del origen).

Cabria, incluso, anadir un tercer requisito para la eleccion de un pre-
condicionador. En los tltimos anos, y debido al desarrollo de maquinas de
computacién paralela cada vez mas potentes y eficientes, se ha asistido a
un creciente interés por el desarrollo de algoritmos paralelos que permitan
aprovechar la potencia de calculo que ofrece la nueva tecnologia en la solucion
de los sistemas de ecuaciones lineales. Por tanto, que un precondicionador

sea facil de paralelizar es una caracteristica deseable.

Una forma habitual de obtener un precondicionador es mediante una
particién de la matriz A = M — N (definicién 1.4). Ejemplo de este tipo
de precondicionadores son los precondicionadores basados en los métodos
estacionarios basicos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR y algunas variantes de
éstos (seccién 1.4.1), [1]. Es bastante habitual utilizar estos métodos en sus

versiones por bloques [21, 5].

También es posible obtener una particién mediante una factorizaciéon in-
completa de la matriz A. Si, por ejemplo, A es simétrica y definida positiva,
la factorizacion incompleta de Choleski induce una particién de la forma
A= LLT — R, donde L es el factor incompleto de Choleski [69, (1]. Este pre-
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condicionador se engloba dentro de los precondicionadores conocidos como
factorizaciones incompletas LU (abreviadamente ILU) [37]. Basicamente,
estos algoritmos realizan una eliminaciéon gaussiana de la matriz A, elimi-
nando aquellos elementos situados en determinadas posiciones fuera de la
diagonal segiin un patrén de llenado que puede ser fijo o dinamico. Entre
las factorizaciones incompletas con patrén de llenado fijo se encuentra el pre-
condicionador ILUO, que utiliza la estructura de elementos no nulos de la
matriz de coeficientes. Otros precondicionadores, conocidos como ILU(k),
permiten un cierto llenado adicional en los factores L, U hasta un nivel k
[841]. La idea de no fijar a priori un patrén se basa en eliminar aquellos ele-
mentos cuyo modulo no supere cierta magnitud relativa. Por tanto generan
el patron de llenado dindmicamente sin tener en cuenta la estructura de la

matriz A. Entre estos se encuentra el precondicionador ILUT [36].

Un problema que presentan los precondicionadores del tipo ILU, como
se pone de manifiesto en [21], es que son inestables para cierto tipo de pro-
blemas, generalmente con matrices indefinidas. Este inconveniente puede ser
minimizado en parte mediante técnicas de reordenamiento de matrices, como
proponen los autores en [23, 11]. Otro inconveniente se debe a que su par-
alelizacion es dificil ya que su aplicacion supone resolver sistemas triangulares

que son inherentemente secuenciales.

En los ultimos tiempos, en un intento de solventar estas dificultades,
se ha prestado mucha atencién a otro tipo de precondicionadores conocidos
como precondicionadores de inversa aproximada. Estos precondicionadores
explicitamente calculan una aproximacion de la inversa de la matriz A. Por
tanto, su aplicacion se reduce a una multiplicacién matriz-vector, operacion
que posee un elevado grado de paralelismo. Dentro de este grupo de precondi-
cionadores se pueden citar el precondicionador AINV [9], FSAI [60] y SPAI
[43]. En [12] se puede encontrar una revisiéon de todos los precondicionadores

citados.

Todos los precondicionadores mencionados son precondicionadores de pro-
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posito general, es decir, de aplicacion a cualquier tipo de matriz. Existen
otros precondicionadores disenados especificamente para el tipo de problema
que se quiere resolver. Dentro de éstos se encuentran los métodos multinivel
(seccion 1.4.3), y los métodos de descomposicién de dominios también cono-
cidos como métodos de Schwarz. En [91, (8] se puede encontrar una extensa
lista de referencias sobre el uso y aplicacion de estos métodos. Es impor-
tante citar que tanto los métodos multinivel como los métodos de Schwarz
también se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones lineales generales,
conociéndose con el nombre de métodos de Schwarz algebraicos [31, 10, 32]

y métodos multinivel algebraicos [32].

1.5 Antecedentes y objetivos de la memoria

Para el estudio del comportamiento dinamico de un reactor nuclear es
necesario integrar la ecuacion de la difusiéon neutréonica dependiente del tiem-
po.

Para la discretizacion de la parte espacial se han empleado tradicional-
mente diferentes métodos. En [18] se utiliza el método de los elementos
finitos, en [106] y [20] métodos en diferencias finitas, mientras que se han

utilizado métodos nodales en [19] y [99].

Para la integracién temporal de las ecuaciones, en [38] se desarrolla un
método en diferencias hacia atras de dos pasos y un método en diferencias
hacia atras de cuatro pasos, disenando, a su vez, una estrategia de inicial-
izacion que permitia variar el paso de integracion combinando estos métodos.
En [77] y [99] se utiliza un método cuasiestatico adaptado a la discretizacién

espacial utilizada.

Como se ha visto en las secciones anteriores, el hecho de utilizar métodos
implicitos para la resolucion de la ecuacion de la difusion neutrénica implica
la necesidad de resolver un sistema de ecuaciones lineales de gran tamano,

cuya matriz es no simétrica, para cada paso de integraciéon. En [99] se de-
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sarrollan métodos que aprovechan la estructura por bloques de las matrices
con muy buenos resultados. En [20] los autores resuelven estos sistemas
considerando la matriz globalmente por medio de la utilizacion de métodos

basados en subespacios de Krylov.

Recientemente en [541] y [55] los autores proponen la integracién de la
ecuacién de la difusion neutrénica en reactores tridimensionales mediante
la aplicaciéon de técnicas multinivel. Concretamente, proponen reducir la
complejidad del problema a geometrias de menor dimensién (punto y unidi-

mensionales).

Finalmente, destacar que para comparar los diferentes métodos prop-
uestos para la resolucion numérica de la ecuacién de la difusién neutréonica
se utilizan fundamentalmente los problemas del reactor TWIGL (bidimen-

sional) y el reactor de Langenbuch (tridimensional) [63].

A continuacion, se exponen los principales objetivos que se persiguen.
Como se ha mencionado, existen diferentes técnicas para discretizar la parte
espacial de la ecuacién de la difusién neutrénica. Las mas habituales son los
métodos en diferencias finitas centradas y los métodos de colocacion nodal,

que seran utilizados en la presente memoria.

Por otra parte, como se vera en el capitulo 2, la resolucién numérica de
la ecuacion de la difusién neutrénica requiere obtener la solucion de sistemas
de ecuaciones lineales de gran dimension y vacios, por lo que es conveniente
el uso de métodos iterativos para su resoluciéon. Debido al caracter disperso,
la no simetria y la clara estructura a bloques que presentan las matrices de
los sistemas de ecuaciones a resolver, es interesante desarrollar métodos que
exploten estas caracteristicas de las matrices. Por tanto, otro de los objetivos
de esta memoria es el estudio de las propiedades de convergencia de esquemas
iterativos que exploten la estructura a bloques de los sistemas de ecuaciones
lineales que aparecen en la resolucion numérica de la ecuacion de la difusién

neutronica.
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Debido al caracter no simétrico de las matrices, se pueden aplicar métodos
basados en subespacios de Krylov especialmente indicados para este tipo de
matrices como, por ejemplo, los métodos GMRES, BiCGSTAB y TFQMR.
Por esta razon, interesa disponer de un estudio comparativo de los difer-
entes métodos iterativos que se pueden aplicar para resolver los sistemas de

ecuaciones.

Los objetivos anteriores se cubren en los capitulos 3 y 4. En ellos se
realiza un estudio tedrico de las propiedades de convergencia de un método
de segundo grado acelerado y los experimentos numéricos encaminados a
evaluar sus prestaciones. Ademds se compara con los métodos basados en

subespacios de Krylov antes mencionados.

En la seccion 1.4.3, se han descrito brevemente las técnicas multiniv-
el para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales. En la actualidad este
tipo de técnicas son utilizadas con profusion para muy diversos tipos de prob-
lemas, empleandose también como precondicionadores para métodos basados
en subespacios de Krylov. Las especiales caracteristicas del método de colo-
cacién nodal, que se describird en la seccion 2.3.2, permiten el desarrollo de
métodos multinivel basados en el nimero de polinomios de Legendre utiliza-
do para la discretizacién de la ecuacion de la difusiéon neutrénica. Este es

otro de los objetivos de la memoria que sera desarrollado en el capitulo 5.
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Capitulo 2

Discretizacion de la ecuacion de
la difusion neutronica

2.1 Introducciéon

En este capitulo se presenta la ecuacién de la difusiéon neutrénica depen-
diente del tiempo utilizada para estudiar la distribucién de neutrones en el
interior del nicleo de un reactor nuclear. La ecuacién constituye un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales. Para su resolucion numérica se han de
aplicar métodos de discretizacién tanto para la parte espacial de la ecuacion,
como para la parte temporal. Es un objetivo del tema la presentacion de

diferentes métodos para llevar a cabo ambas tareas.

El capitulo esta organizado como sigue. En la seccion 2.2 se presenta la
ecuaciéon de la difusién neutréonica. En las secciones 2.3.1 y 2.3.2 se presen-
tan dos métodos para la discretizacién de la parte espacial de la ecuacion.
Concretamente, el método de las diferencias finitas centradas y un método
de colocacion nodal. En la seccién 2.4 se presentan diferentes métodos im-
plicitos en diferencias hacia atras para la discretizacion de la parte temporal.
En la seccion 2.5 se describen los problemas modelo que seran utilizados para
evaluar los diferentes métodos de resolucién propuestos en la presente tesis.

Finalmente, en la seccion 2.6 se presentan los resultados de los experimen-
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tos numéricos encaminados a evaluar los dos métodos de discretizacién de la

parte espacial de las ecuaciones presentados.

2.2 Ecuacion de la difusion neutrdénica

Como se mencioné en el capitulo 1, una de las magnitudes que interesa
estudiar a la hora de predecir el comportamiento de un reactor nuclear es
la distribucién de neutrones en el nicleo del reactor como una funcién de la
posicion, la energia y el tiempo. Asi pues, uno de los principales problemas
de la teoria de reactores consiste en predecir esta distribucion. La distribu-
cion de neutrones dentro del reactor se modeliza mediante la ecuacién de la
difusion neutrénica que es una aproximacién de la ecuacién del transporte de
Boltzman [102]. Esta ecuacién se obtiene teniendo en cuenta que la variacion
del flujo neutrénico dentro de un volumen del reactor es igual a la proporcion
de neutrones que entran menos la proporcién de neutrones que salen del vol-
umen. Generalmente es suficiente considerar la aproximacion de dos grupos
de energia que divide el espectro energético de los neutrones en dos grupos,
un grupo rapido, correspondiente a los neutrones cuya energia es superior
a unas unidades de electronvoltios y que denotaremos por ¢;, y un grupo
térmico, correspondiente a los neutrones cuya energia es menor que esta can-
tidad y que denotaremos por ¢,. Ademas, se supone que no hay procesos de
dispersién del grupo térmico al rapido y que no se producen neutrones en el
grupo térmico. También se asume que no hay fuentes externas de neutrones.
Con estas consideraciones se obtiene un sistema de ecuaciones en derivadas

parciales para los grupos répido y térmico dada por [102],

2 0) = V- (D OV D) =~ )+ Saalr D))
+ (1 _ﬁ)<’/2f1(r’ t)¢1(rv t)
+ vEp(r t)da(r,t))
+ Z MeCr(r,t) (2.1)
k=1
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__¢2(T7 t) -V (D2(T7 t)VgZh(T, t)) = _202(T7 t)¢2<T, t)
+ Spa(r t)pr(r,t), (2.2)

donde (r,t) indica las magnitudes espacial y temporal respectivamente, que
en adelante se asumiran sin indicarse. Dy y Y44 son el coeficiente de difusion
y la secciéon eficaz de absorcion para el grupo g, respectivamente. 15 es la
secciéon eficaz de dispersion del grupo rapido al térmico. El término vX¢, es
la cantidad de neutrones producidos por fisién en el grupo g. La velocidad
del grupo g se denota por v4. Ci, es la concentracién de precursores del tipo
k. La tasa con la que un precursor de tipo k decae es \,C.. Ademas, fj es la
proporcion de neutrones de fisién diferidos debidos a la transformacion de un
precursor de tipo k, con 3 = Z,[f:“l Ok, donde K, es el nimero de precursores

de neutrones que se consideran.

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) se expresan en forma matricial como sigue:

K.
e+ Lo=(1-BMo+x D MCk (2.3)
k=1
donde
r— =V - (D1V) + a1 + X2 0 1) = yil 0
- —Yo —V - (D;V) + a2 |’ L0
y

| vEp ovX | ¢ |1
S R B PR b

La ecuacién para la concentracion del grupo k-ésimo de precursores de neu-

trones es de la forma
C’k:ﬁk[VZfl VZfQ]QZ)—)\ka s k= 1, ,K. (24)

Las condiciones de contorno para el flujo neutrénico son ¢|r = 0, donde T
es la frontera del reactor. Ademas se asume una distribucién inicial de neu-

trones en el reactor, ¢(r,0) que corresponde al comportamiento del reactor
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en régimen estacionario, cuyo calculo supone la solucién de un problema de
valores propios generalizado que ha sido estudiado por ejemplo en [34] y [100].
Para la integracién numérica de las ecuaciones (2.3) y (2.4) en primer lugar
se realiza una discretizacién de la parte espacial de las ecuaciones, seguida

de una discretizacion temporal, como se detalla a continuacion.

2.3 Discretizacién espacial

Para la discretizacién espacial de las ecuaciones (2.3) y (2.4) se pueden
utilizar el método de los elementos finitos [18], métodos en diferencias finitas
[106] y [20], o métodos nodales [19],[99] y [38]. A continuacién se muestra el
resultado de discretizar estas ecuaciones mediante el método en diferencias
finitas centradas y el método de colocacién nodal, métodos utilizados en los

experimentos numéricos de capitulos posteriores.

2.3.1 Meétodo en diferencias finitas centradas

Los métodos en diferencias finitas se basan en la aproximacién local de
las derivadas parciales que aparecen en una ecuacién en derivadas parciales,
como es el caso de la ecuacién de la difusién neutrénica (2.3), mediante un
desarrollo en serie de Taylor. Para ello, se genera una malla de puntos divi-
diendo el reactor en pequenas regiones o celdas, normalmente rectangulares,
y en cada punto de la malla la derivada se aproxima mediante un cociente
en diferencias. El error que se comete en la discretizaciéon es tanto menor

cuanto mas fina es la malla generada.

Se parte de la ecuaciéon matricial (2.3) [12]. En la figura (2.1) se muestra
un ejemplo para el caso bidimensional, donde una regién (reactor) rectangular
de tamano [0, 1] x [0, 1] se ha dividido mediante una malla uniforme de puntos
{z;yy; = i =0,1,...,n, +1,5 = 0,1,... ,n, + 1, con espaciado h, =
1/(n, + 1) en la direccién x, y h, = 1/(n, + 1) en la direccién y.
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h
9
|
y
13 14 15
10 u|(Ljt) - gp
7 8 9
(i- 1) (i.J) (i+1)
4 5 6
(i.j-1)
Y 1 2 3

Figura 2.1: Discretizacion en diferencias finitas centradas. Ordenamiento
natural.

Los términos de la forma

o, 0p,. O _ 00,

-V (ng¢g) = _(Dg%) 8_y( ga_y

=1,2
a.T )ag )y &

se aproximan en el punto de la malla (4, j) mediante la ecuacién en diferencias

centradas dada por

Q. Oy, . Dyiv1/2,(Dgit15 — Pgij) — Dygi-1/2,5(dgiij — Pgi-1.5)
%(Dg awg)(l’]) ~ g J g J 9,0 h% g J 9, g J 7
a D (%g) (i, §) ~ Dy,ij+1/2(9g,ig+1 — @) — Dyij—1/2(dg,ig — Pgij—1)
Ay Sy T 02 !

donde Dyit1/2; = Dg(@i £+ ha/2,y;), Dgijrrsz = Do(@i,y; £ hy/2), ¥ ¢,
representa la aproximacion para ¢, en el punto (z;,y;). Esta aproximacion
se denomina aproximacion centrada de cinco puntos. La dependencia de la

derivada en un punto, con respecto a los puntos de su alrededor se representa
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(a) (b)

Figura 2.2: Patrones de cinco puntos: (a) patrén estdndar (b) patrén diago-
nal.

habitualmente mediante un patrén de cinco puntos como se muestra en la
figura 2.2 (a). Otro posible patrén se muestra en la figura 2.2 (b), donde se
utilizan los cuatro puntos localizados en las diagonales, cambiando el tamano
de la malla. Utilizando el patrén de cinco puntos (a) en cada nodo de la malla

se obtiene la ecuacion

o —1
=V - (D,Vy)(i,j) = W (Dygiv1/25(Bgit1.j — Pgiig)—

- Dg,ze1/2,j(¢g,i,j — ¢g,i71,j)) +

-1
+ 75 (Doigrra(Sgiger = bgig)—
Y
= Dyij-172(gij — Geij-1)) - (2.5)

Después de un ordenamiento natural de los nodos, que consiste en numerar
los nodos de izquierda a derecha en cada linea, y progresando desde las lineas
inferiores hasta las superiores (figura 2.1), se obtiene un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de la forma

—1 .
e B 2 e = ase | G e

Uy
+ [ Zf;bAka } : (2.6)
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Cr = Br[Myy Myg)p — M\Che (2.7)

donde T = [ V1, Yo, }T, UY1n Y Yo, son vectores de R™ cuyas componentes
corresponden a los flujos rapido y térmico respectivamente, discretizados en
cada nodo de la malla. 215:01 M:Ck es un vector de R” y corresponde a los
precursores de neutrones en cada nodo. n = n, X n, es el numero de puntos
interiores en la malla. L;; y M;; son matrices cuadradas de dimensioén n x n,
siendo las matrices My, M5 y Lo matrices diagonales cuyos elementos son

positivos o nulos. Definiendo

Dyivi/25 + Di—1)25 n Dyijviy2+ Dyij—1/2

d; ; =
i, hi h,z )
b _ —Dgiv1p2; _ —Dgijr1y
i+1/2,5 = 12 y Ci1/2,5 = h2— )
x )

las matrices Li; y Loo son matrices banda pentadiagonales, con ancho de

semibanda n,, con la siguiente estructura

S1 Ty
Li=| 1 , (2.8)
: Tny71/2
Tny—1/2 Sny
donde
dij bz
= |t T , (2.9)
'.. . bn‘L_1/27j
bnm—l/Q,j dnx,j
C1,5+1/2
Tjt12 = o : (2.10)

Cny,j+1/2
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2.3. Discretizacion espacial

Debido a que los términos D,, g = 1, 2 son mayores que cero, el siguiente
teorema garantiza que cada una de las matrices Li; v Lgs son simétricas y

definidas positivas.

Teorema 17 [/2, teorema 9.1.1] Si Dg > « > 0, entonces la matriz de
coeficientes definida en (2.8), (2.9) y (2.10) es simétrica y definida positiva.

La generalizacion de la discretizacién presentada a problemas en ge-
ometrias 3D es sencilla. En ese caso, después de aplicar un ordenamiento
natural a los indices de los nodos, numerando por planos horizontales de
abajo a arriba, y en cada plano horizontal como el caso 2D, se obtienen ma-
trices L1; v Log banda, simétricas y definidas positivas, con siete diagonales

y ancho de la semibanda n, x n,,.

Es importante hacer notar que la discretizacion de ecuaciones elipticas
de segundo orden, como es el caso del operador de Laplace que aparece en
la ecuacién de la difusion neutrénica (2.3), mediante métodos en diferencias
finitas, conduce a matrices cuyo nimero de condicién crece como O (1/h?)
para problemas 2D (O (1/h%) para problemas 3D)(ver por ejemplo [12, coro-
lario 9.1.2] donde se obtiene un resultado de este tipo para la ecuacién de
Poisson, siendo h = h, = h, el tamano del mallado). Como se verd en la
seccién 2.6, para lograr una precisién suficiente en la resolucién numérica de
la ecuacién de la difusién neutrénica discretizando mediante el método de
las diferencias finitas centradas, se necesita utilizar tamanos de malla muy
pequenos. Esta es una de las razones por las que en posteriores capitulos
de la tesis se trabajard exclusivamente con el método de colocacién nodal,

especialmente para transitorios tridimensionales.

2.3.2 Meétodo de colocacion nodal

El método de colocacion nodal desarrollado para la ecuacién de la di-

fusion neutronica es una adaptacién de los métodos de colocacién clasicos
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

para la discretizacion de ecuaciones en derivadas parciales, basados en el de-
sarrollo de la solucién como combinacion lineal de una base de funciones [93].
En particular, el método de colocacién nodal para la ecuacién de la difusién
neutrénica hace uso de un desarrollo del flujo neutrénico en términos de poli-
nomios ortonormales de Legendre. Nos restringiremos al caso tridimensional,
en el que se considera al reactor dividido en nodos paralelepipedos como se
muestra en la figura 2.3. Cada nodo se denotara por e. Las ecuaciones (2.3)

en cada nodo se pueden escribir como

-V- (Dl,ev¢l,e + (Zal,e + 212,€)¢1,6 = Sl e

)

-V (D2,€v¢2,e) + 2&2,6¢2,6 = 52,3 (211)
donde
K
- 10
Ste = (1=0)WEpnd1 + 1) + kz:; MCr — VT% ,
_ 1 ¢y
Soe = Mo ST

se interpretan como términos fuente de neutrones.

En esta seccion se presentan las caracteristicas principales del método
considerando s6lo un grupo de energia. La generalizacion al caso de dos
grupos de energia es sencilla. Asumiendo que las propiedades nucleares del
reactor permanecen constantes en cada nodo y, considerando una ecuacién

genérica, se obtiene

0*¢. 0% 0’
— — — — — — + 2 = S . 2.12
xr,e ax2 y,e 8y2 z,e 822 + T€¢€ Se ( )

Realizando el cambio de variables (ver figura 2.3)
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2.3. Discretizacion espacial

1 1

u = N [z — §($m71/2 + $m+1/2)],
1 1

Vo= A ly — E(ynfl/Q + Ynt1/2)], (2.13)
1 1

wo = A [z — 5(2’19—1/2 + Zpy1/2)],

la ecuacién (2.12) se expresa en la forma

Ay. Az, 0,
= X — D —
‘/ese re‘/e¢e A o T,e Ou2
2 2
B Ax, Az, Dyef) Qe B Ax Ay, Dzeﬁ Oe |
Ay, T ov? Az, " Ow?

donde V, = Az Ay.Az,.

(2.14)

Como funcién de prueba para la solucién en cada nodo e, se utiliza el desar-

rollo truncado

u v, U) Z Z Z gbkl k2 k3P Pk;2< )Pk3(w)7 (215)

k1=0 k2 =0 k3=0
y para la fuente S, se toma
K K K

(u, v, w) Z Z Z Shikeks D (4) Py, (0) Pry (w) (2.16)

=0 k2=0 k3=0
donde K es el orden del desarrollo elegido y Py (u) son los polinomios de
Legendre ortonormales en el intervalo [—1/2,1/2], o lo que es lo mismo,
1/2
/ Po(u) Py(u)du = b, (2.17)
—1/2
donde dy; es la funcion delta de Kronecker. Estos polinomios difieren de la
definicién clésica de los polinomios de Legendre (véase por ejemplo [59], pag.
438-440), ya que son ortonormales y su dominio de definicién es [—1/2,1/2].
Ello es debido al cambio de variables (2.13) realizado para disponer de ele-

mentos cuyo volumen sea la unidad. Asi pues, se utilizardn los polinomios
de Legendre, P,(u), definidos por (ver [19])

Po(u)=1 , Pi(u)=2V3u , (2.18)
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

y la relacién de recurrencia

2k +3 2k +1 2%k+3 k
P =2 Pi(u) — By > 1
(W) =2 oy g e~ e P k2

(2.19)

Para estos polinomios se satisfacen las igualdades

Pu(1/2) =vV2n+1 , Pu(-1/2) = (-1)"V2n+1 , (2.20)

P/(1/2) =nn+1)V2n+1 |, P.(=1/2) = (=1)""'n(n+ 1)vV2n +1 .
(2.21)

Utilizando la integracién por partes, y las igualdades (2.20) y (2.21), se puede
desarrollar una funcién genérica f(u) en términos de polinomios de Legendre

como f(u) =Y 2, F1P(u), obtienéndose el siguiente resultado

1/2 d2 . d
/_ du Py (u )d Sflu) = \/2k+1{(—1) + {k(k+1)f(—1/2)+@f(—1/2)}

1/2
— |k(k+1)f(1/2) — —f(1/2)] (2.22)
N DA+ 1[k(k +1) — 11+ 1)]Fz} :

Introduciendo las expresiones (2.15) y (2.16) en la ecuacién (2.14), multipli-

cando esta ecuacién por la funciéon de ponderacion

thkz,ks (u7 v, w) = Pkl (U>Pk2 (U>Pk‘3 (w) )

integrando sobre todo el volumen del elemento e y utilizando la relacién de

ortonormalidad (2.17), se obtiene la ecuacién

V’eséfl,kz,ks — V’ezre¢’€€1,k2,k3 _ AyeAzeFkl Jkaks
— Az Az FlVRR — Ap Ay PRk (2.23)
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2.3. Discretizacion espacial

donde
Fhukaks ZA) Li {6l (u)},
Ry = Lo},
Feké,k%ks _ Z d{gbkl’kz( )}

Las funciones %% (u), ¢FyF (v), ¢k1¥2(w), son, respectivamente,

K
o) = Y okt Py(u)
k=0

K
o) = YRR,

k=0

K
g (w) = ) ok p(w),

k=0

y el término
1/2 pe

Lf@) = [ duba) i)

1/2
viene dado por la ecuacién (2.22).

Ahora se imponen las condiciones de continuidad del flujo y la corriente
en las seis celdas vecinas a la celda e. Para ello se numeran estos nodos de ¢e;
a eg, de la forma que se indica en la figura 2.3. Si, por ejemplo, se considera la
frontera comun entre los nodos e y ey, las condiciones de continuidad para el

flujo y la corriente sobre la cara comun de estos nodos, son, respectivamente,

1 1
Cbel(—,UU)) = ¢e(_§7vvw) ’
Dy., 0 Dy 0 1
Axel_¢el( w) = Ax68u¢e( 2" w)

Multiplicando estas igualdades por la funcién de ponderacién

Wk2,k3 - sz(v)Pks (w) )
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Discretizacion de la ec. de la difusion neutrénica

A
)
Yn+1/2] €4
€1 e €2
Yn—1/2]
€3
Tm-1/2 Tm+1/2
=

Figura 2.3: Posicion de los nodos adyacentes al nodo e.

e integrando sobre la superficie comin se obtiene

Dy, d

Az,

1
Feo i
(bef,:ps (5)
1
—r ()

du 2

A
z
Zp+1/2__ €6
€1 e €2
Zp—1/2]
€5
Tm—-1/2 Tm+1/2
1 } x -
1
kok3(  —
¢€,£E ( 2) ?
DCC e d kg k3 1
—). 2.24

Condiciones similares pueden obtenerse para las otras caras del elemento e.

Utilizando el resultado (2.22) y las igualdades (2.20)

obtener los resultados

1
E?a}kg(—g)

o (5) -

1)+

khks

o3 -

1

K(K +1)du

1
K(K +1)

1

K(K +1)

1

K(K +1)

¢k2 k‘3 _

) =

k1, k3
dv ¢

1
dvdﬂ #(5)

y (2.21), se pueden

K-1
- Y- o +1) ks
— K(K+1)) "¢ ’
(2.25)
K-1
I(l+1) ks, k
U+ 1(1- 2.k
2 VAT ( K<K+1>>¢e ’
K-1
<1l(l+1)) k1l ks
l:O K(K+1)
K-1
W+L) N\ ke
N+1(1- 1Lk
2 VAT (1~ ")
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2.3. Discretizacion espacial

K-1
1 1 1 I(1+1)
k1,ko - k‘l ko - — -1 l 2[ 1(1= k1,ka,l
fe” (= 2>+K(K+1)dw¢ (73) = LUV RE+D )
K-1
]{:17’62(1) _ 1 d k‘l k:z 2[ + l(l + ]‘) ¢k217k‘2,l
Q) T KK+ D dw? a TK(E+1) '

Utilizando (2.25) y las condiciones (2.24), se puede expresar

d k:2 k‘3 1 AxeDlZ,el

— () = 2.26
qu e (=3) Az, Dy + AzDyg, | (2.26)

K-1
Z V2l - 1[K(K+1)-1(l+ 1)]((_1)l¢é,kz,k3 ¢z k2, kg)
1=0

y combinando la ecuacién (2.26) y la ecuacién (2.25), se obtiene

va ko ks 1 ka,ks 1 _
RS [kl + 1) () + 0l (5] =
Dy ek(k+1) — +HD) N
Dol V2i+1(1- haiks
A lz:;( DV (1= ey ) o+
AweDaz,el k’ + ]_
Azxe, Dy e+ Az D, o, K +1)

X i V20U + 1K (K +1) = (I + 1)]((—1)'hrrs — ghk=ksy - (2.27)

De forma totalmente analoga, se obtiene que

1 d 1
kz k3 _ k2,k3 Y —

M Z VAT (1 0D gt

B Aaze el 1 kE(k+1) "
Azey Dy + AxeDy e, K(K+1)

X 20 + 1[K(K + 1) = I(1 + 1)]((—1) glh2hs — glkabsy = (2.28)
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

Utilizando los resultados (2.27) y (2.28) se obtiene que

Fhhaks — _ V2R T {D [K(K + 1) — k(k + 1))

e K(K+1) | Az,
k—2
XY (1 + (DML T I+ 1)ghPs
=0
K-1

DFIOVRIF IR (K +1) = 10+ 1)]oe™" +

l:k

K-1
o [K(K 4+ 1) = k(k+1)] ) V2A+1[K(K +1) = 1(1+1)] x
=0

1

2

|: D.Z‘,(:‘DLL‘,E1
AxeDy ey + Aze, D

Dy eDy e, Lkoks Lk ks
N oD, ks _ gLk, . 2.2
A-TeD:r:,ez + A3362Dx,e [( ) ¢ (z)e ] ( 9)

[(_1)l¢l€,k2,k3 _ ¢le71/€2,k3}_
T,e

Esta expresién es invariante si se permutan los indices k y [, lo que asegura
que las matrices generadas mediante este método para una sola ecuacion sean

simétricas.

Del mismo modo que se ha obtenido la relacién (2.29) para EFF2ks  se
obtienen expresiones similares para F| f;kkS y F éf;’kz’k, que se pueden reescribir

de la forma

=

kkaks  _
Fe X

M

kLK ko k k,l,K 1,kok kLK Lkok
(Acz" oa™™ = By m 9™ + O™ 057™)

e2

~
[en]

0

Fek’?ljk,k;g — (Ak R K¢§é,l,k3 Bk l; K¢I€1,l k3 + Ok l; K¢k1,l,k3) ’ (230)

=T

ki,ka,k kK k,ke,l kLK 1 ky,ko,l kK i k,ka,l
Fe,z - (A eb Be,z ¢e + C eb ) ’
=0

con los coeficientes

AREE — %\/ijtl\/QlJrl[K(Kjtl)—k(k+1)]x
X [K(K+1)—1(1+1)]W,

e,a

(2.31)
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2.3. Discretizacion espacial

kK = (7”)\/% VA H KK +1) = k(k+DIx 5 59y

2K (K +
x [K(K+1)—=1l(l+1)|WS

e, )

BhiK V2Ek+1V20+1 {D

e KEK+1) | Da

b U 1) — Rk DI 1) — 0+ D)L, + W;a]}

stl <k,

(2.33)
y

BEEK = \/2’;(?[(1\1215)+ L {iae B(k 4 D)L+ (— DK (K + 1) — 100 + D]+
b SURC +1) = Kk D] 4+ 1) — 10+ D] (LW, + W;a]}

sil>Fk,

(2.34)

donde a@ = z, y, z, y se han introducido los factores de acoplamiento de

diferencias finitas centradas, que se definen como

W,,=W}, = 2D,.D,.(A2.Dy,, + Az, D,.) 7"
Wh =W, = 2DpeDyey(AxeDye, + Ao, Dy )™
Wo,=Wi, = 2Dy.Dye,(AyeDy ey + Aye,Dyo) ™
WS, =W, = 2Dy.Dyc,(AyeDye, + Aye,Dyc) ™,
W, =Wt, = 2D..D,..(AzD. ., + Aze;D..)"",
W =W, . = 2D..D.(A2D. o+ Az, Do)~

Estos coeficientes para los elementos que forman el contorno del reactor
2D

tienen la forma W, = A ¢ si la superficie de la izquierda de e es un
9 ae
2D
contorno donde se anula el flujo, y WS, = Aa’e, si la superficie de la
b ae

derecha de e es un contorno de flujo cero.

Sustituyendo las expresiones (2.30) en la ecuacién de conservacién (2.23)

obtenemos una nueva ecuacién que involucra tan sélo a los coeficientes de
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

Legendre del flujo neutrénico, ¢F*2*3. Hay que hacer notar que el nimero
de incégnitas por elemento es K3, a pesar de usar (K + 1) polinomios de
Legendre en la aproximacién realizada. Para el caso K = 1, se comprueba
facilmente que el método de colocacién nodal es equivalente al método de las

diferencias finitas centradas [19].

En el método de colocacion nodal, es posible introducir consistentemente
la aproximacién de serendipita [19]. Esta aproximacién se aplica directa-

mente al método reemplazando las ecuaciones (2.30) por
K—1—ko—ks
kk2k3 E kK —ka—ks tlk2,k3 kK —ka—ks 1l.ka ks
Fe,ac - (Ae,;t ¢el - Be,x gbe (235)
=0
k7l;K_k2_k;3 l7k27k3
+ Ce,x ¢62 )7
K—-1—ky—ks
ki,k,ks kK —ki—ks 1 k1,lks kU, K—k1—ks (k1,lks
Fe,y - Z (Ae,y ¢63 - Be,y ¢e (236)
=0
kI K—ki—ks (k1,lks
+ Ce,y ¢e4 )7
K—1—ki1—ko
kl,kg,k _ k,l;K—kl—kQ kl,k27l k,l;K—kl—kg kl,kg,l
Fe,z - § (Ae,z ¢e5 - Be,z ¢e (237)
=0
kK —ki—ko 1k1,k2,l
+ Ce,z ¢e6 )7

Con/ﬁ:(),... ,K—l, k’QIO,... K—l—k’l, k'3:0,... K—l—k‘l—k’Q
Asi pues, generalizando la ecuacién (2.23) para dos grupos de energia,

utilizando las relaciones (2.35) y eligiendo una ordenacién adecuada de los

indices, a partir del sistema de ecuaciones diferenciales (2.11) se llega a un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias similar a (2.6) y (2.7), y por

tanto con la siguiente estructura por bloques,
-1
v, 0 Ly, O o My M
e B 2 e = ase |0 g e
>y MCr
b ]
(2.38)

Ck = 6k[M11 Ml2]¢ - )‘ka ) (239)
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donde ¢! = [ vy, Yo, }T, U1n ¥ Y2, son vectores de R™ cuyas componentes
son los coeficientes de Legendre del flujo neutrénico rapido y térmico respec-
tivamente, con la ordenacién derivada de la eleccién de los indices escogida.

,[::Cl ACl es un vector de R™ y corresponde a los precursores de neutrones en
cada nodo. L;; y M;; son matrices cuadradas de dimensiéon n x n. Ademas
las matrices My, Mys y Loy son matrices diagonales cuyos elementos son
positivos o nulos, siendo las matrices Li; y Loy simétricas y definidas posi-
tivas [19]. Si se utiliza el método de colocacién nodal con la aproximacién

1
de serendipita, la dimensién de estos vectores es n = 5[( (K + 1)N para

1
problemas con geometria bidimensional, y n = BK (K +1)(K + 2)N para
problemas con una geometria tridimensional, donde N es el nimero de nodos

en que se ha discretizado el problema [19].

2.4 Discretizacion temporal

Como resultado de discretizar la parte espacial de las ecuaciones (2.3)
y (2.4) mediante el método de colocacién nodal o el método en diferencias
finitas centradas se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

(2.38) y (2.39), que escribimos como

K

P+ Ly = (1=B)My+X > MG, (2.40)
k=1

Cv = Bu[Mu M) — MeCre (2.41)

donde v y ('} son vectores cuyas componentes son las incognitas correspon-
dientes al flujo neutrénico y a los precursores de neutrones en cada celda o
nodo, respectivamente. Recordemos ademéas que L, M, y [v™!] son matrices

con la siguiente estructura por bloques (véase la ecuacién (2.38))

_| Ln O _ | M My 4y [vt0 T
L_|:—L21 L22:|’M_|: 0 0 :|’[,U ]_|:0 U;l aX_
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

Los métodos de discretizacién espacial presentados anteriormente dan lugar a
bloques L11 y Lo simétricos definidos positivos y diagonal dominantes (véase

teorema 17 y [19]).

Para integrar la ecuacién (2.41) desde un instante de tiempo ¢, al ins-
tante de tiempo t,1, se supone que [My; Mi2]t) varia linealmente entre estos
instantes de tiempo, obteniéndose por tanto una aproximacién de (2.41) me-

diante la ecuacién [33][99],

Cr = MGy + B[ M M) " +
+ i—’:(t — to){[M11 MlQ]nH@/)nH — [Myy Myp]"y"} (2.42)

siendo hy; = t,41 — t, el paso de integracién temporal.

Integrando la ecuacién (2.42), tenemos que la solucién Cy, en t,, 41 se puede

expresar como
Cptt = CRe™™ 4 By(ag[Myy M) 9" + b [Myy Myo]" g™ty (2.43)

donde C7 es el valor de C}; en t,, y los coeficientes ay, y by, vienen dados por

(1 + )\kht)(l — G_Akht) 1 . )\kht -1 + G_Akht

- b
i A2, N X,

Para integrar la ecuacién (2.40) se tiene en cuenta que esta ecuacién
presenta problemas de rigidez debido principalmente a que los elementos de
la matriz diagonal [v™!] son muy pequenos, esto hace que para su integracién
sea conveniente recurrir a los métodos en diferencias hacia atrds'. Pasaremos

seguidamente a describir brevemente en qué consisten estos métodos [11].
Dada una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, de la forma
U(t) = f(t,U(1)),

un método en diferencias hacia atras general de m pasos para la resolucién

de esta ecuacién, consiste en una ecuacion en diferencias de la forma,

Ultn1) + anU(tn) + aU(tp-1) + - + O‘mU(tn*(mfl)) = hiBof (tni1, Ultni1))
(2.44)

Ldel inglés backward.
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m Bo aq Q9 Q3 QY error de truncamiento
1 1 -1 O(hy)
2 2/3 —4/3 1/3 O(hf)
3 6/11 —18/11 9/11 —2/11 O(h?)
4 12/25 —48/25 36/25 —16/25 3/25 O(hf)

Tabla 2.1: Coeficientes de los métodos en diferencias hacia atrés.

donde h; es el paso de integracion, By > 0, y aq,... ,q,, se eligen de forma
que se minimice el error de truncamiento. En la tabla 2.1 se muestran posi-
bles elecciones de los parametros del método en diferencias hacia atras para
distintos valores de m. Con esta eleccion de los parametros, los métodos en
diferencias hacia atrds obtenidos son estables [11]. Los métodos en diferen-
cias hacia atrds son métodos implicitos, y su utilizacién para la integracién
de un sistema de ecuaciones diferenciales implica la necesidad de resolver un
sistema de ecuaciones lineales en cada paso de integracién, pero es imposible
construir un método explicito que funcione bien para el tratamiento de prob-

lemas con rigidez compatible con la utilizacién de pasos de tiempo razonables
[41].

A continuacion, se desarrollan métodos en diferencias hacia atras de uno,

dos y cuatro pasos para la integracién de la ecuacién (2.40).

2.4.1 Meétodo en diferencias hacia atras de 1 paso

Discretizando la ecuacién (2.40) mediante un método en diferencias hacia

atras de un paso se obtiene,

K
hi[vl](lanrl _ ¢n) + Ln+1wn+1 _ (1 i @Mnﬂwnﬂ + X Z )\kCgH '
t k=1

(2.45)

Sustituyendo la ecuacién (2.43) en (2.45), y considerando la estructura

de las matrices L y M, podemos expresar (2.45) como el siguiente sistema
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de ecuaciones

K,
Tu T Fﬂ {&1mﬂ{w} - Ah[%}
n - A R ,
[ T21 T22 :| |: 2+1 0 R22 w; + ; K€ 0

(2.46)
donde
Lo n+1 n+1 S n+1
Tll = h—t[vl ] + Lll - (1 — /B)Mll - Z )\kﬁkblel ?
k=1
K.
T = —(1-AME" =S Nfbe M
k=1
T21 = _Lgrl )
1
T = ool')+ I3 (2.47)

K
1 (&

Ru = h—[Ufl] + ) MBrarMy
t k=1

K.
Ris = Z/\kﬂkakM&y

k=1

R22 = —[UQ ]

Como se muestra en la tabla 2.1, el método en diferencias de orden uno
tiene asociado un error de truncamiento proporcional al paso de integracion
h:. Esto implica que es necesario utilizar pasos de integraciéon muy pequenos
para no cometer un error muy grande en la resolucion del problema. Por
ello, también es conveniente utilizar métodos en diferencias hacia atras de
orden superior para la integracién de la ecuacién (2.40), ya que permiten el
uso de pasos de integracion mayores, al ser el error de truncamiento de estos
métodos proporcional a potencias del paso de integracién [11]. Mientras que
en el método de un paso es posible ir variando el paso de integracién en
cada paso de tiempo, en los métodos de orden superior el paso de integracion
ha de permanecer constante. Por tanto, en la practica también se utilizan
algoritmos combinados de 1, 2 y 4 pasos que permiten la utilizacion de pasos

de integracién grandes [35].
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2.4. Discretizaciéon temporal

2.4.2 Método en diferencias hacia atras de 2 pasos

Discretizando la ecuacién (2.40) mediante un método en diferencias hacia
atras de dos pasos de igual forma a como se ha hecho anteriormente, se

obtiene la ecuacion,

1 - n 4n 1n7 2n n
h_t[v 1](¢H—§¢ +§"¢ 1) _ —gLHwH-i‘

K
2
4 g ((1 o 6)Mn+lwn+l +XZ)\]€CI?+1) 7

k=1

Teniendo en cuenta la ecuacion (2.43), de la ecuacién anterior se obtiene el

sistema de ecuaciones lineales siguiente:

{TH Tl?]wnﬂ _ [R:h Rb}wn_'_[R% 0 }1?"14—

Ty Ty 0 Rj, 0 R3
K
2 o [ O
- 52Ake Ah { o } (2.48)
k=1
donde
1 2 2 2 —
T = o'+ L = (L= B)MIT = 2 NBebi MY
hy 3 3 3 —
2 2 —
Ty = —50- BYMp — 3 > MBibie M5
k=1
2
Ty = —§L31+1 ,
1 2
T22 = h—U2_1 + gL;gH s
t
K
41, 2 .
Ry, = 3n Y L 3 kz:; Akar O My (2.49)
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K
Ri? = % ; ANy B My
Ry = %hitvzl )

R = _éh%% b

R, = _éh%%l

Para utilizar el método de orden 2 hay que resolver el sistema (2.48) para
cada paso de integraciéon. Se observa que es necesario conocer el valor de la
solucién en dos pasos de tiempos anteriores, es decir, 1° y 9!, para lo cual

se puede utilizar un método en diferencias hacia atras de 1 paso.

2.4.3 Meétodo en diferencias hacia atras de 4 pasos
Discretizando mediante un método en diferencias hacia atras de orden 4

la ecuacién (2.40) se obtiene la ecuacion,

1 —1 n+1 48 n 36 n—1 16 n—2 3 n—3 _
Bl ](zﬂ 5 T TV Y )=

K
12
n+l, /n+1 n+1,/n+1 E : n+1

que, utilizando la ecuacién (2.43), se puede reagrupar en un sistema de la

forma
Ty Tio ntl Ri, Ri, n Ry 0 n—1
[Tm TQQM = 1o mRL VT 0 om YT @0
R} 0 n—2 R, 0 n—3
ﬂo R;Jw T

K

12 BN

35 2 e " { 0 } ’
k=1
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2.4. Discretizaciéon temporal

1 12 12

— Ly - = (1= p)M - )\ b MY

—=(1 =My - Z AkBrbi M5

K

481 ., 12 .

——vy '+ 25 E Ao B M7y (2.51)
k=1

Para utilizar el método en diferencias hacia atras de orden 4, se ha de

resolver el sistema (2.50) para cada paso de integracion y es necesario partir

del valor de la solucién en cuatro puntos, ¥°, 1!, ¥? y 9. Para ello se puede

utilizar un algoritmo combinado de métodos en diferencias de 1, 2, y 4 pasos

[35].

Los sistemas de ecuaciones lineales (2.46), (2.48) y (2.50) se pueden es-
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

cribir en forma mas compacta como
Ty Thio {LH _ | Ex
|: T21 T'22 :| |: g—i—l - E2 ) (252)

donde F; y FE5 dependen del método en diferencias escogido para la dis-
cretizacion temporal. Este sistema es no simétrico, de gran tamano y vacio.
Por tanto, para su resolucion serd recomendable utilizar un método iterativo.
Ademas, se ha de remarcar que, debido a la utilizacién del método de colo-
cacion nodal o métodos en diferencias para la discretizacion de la parte espa-
cial de las ecuaciones, los bloques 171, 112, T51, Ths son simétricos, mientras
que la matriz del sistema considerada globalmente no posee esta propiedad.
En general los bloques T7; y Thy son simétricos y definidos positivos para

pasos de integracion suficientemente pequenos.

A lo largo de la presente tesis se presentan diferentes algoritmos de resolu-
ci6én del sistema de ecuaciones (2.52) que tratan de aprovechar las especiales
caracteristicas de los bloques Ty, y Th. Preferentemente y por simplici-
dad, sin que ello reste generalidad al estudio realizado, en los experimentos
numéricos se utilizara el método en diferencias hacia atras de 1 paso para la

discretizacion temporal.

2.5 Problemas modelo

A continuacion, se presentan tres problemas modelo que se utilizaran en
los experimentos numéricos para evaluar los métodos de resolucion que se
presentan en los distintos capitulos. Los dos primeros corresponden a transi-
torios en el reactor bidimensional denominado Seed-Blanket, y el tercero es

un problema tridimensional conocido como transitorio de Langenbuch.

2.5.1 Transitorios bidimensionales

Como problemas con geometria bidimensional se estudiaran dos transi-

torios asociados a un reactor simplificado que denominaremos reactor Seed-

53



2.5. Problemas modelo
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Figura 2.4: Cuadrante del reactor Seed-Blanket.

Blanket o TWIGL. Este reactor es similar al reactor utilizado en [19, 63, 92],
y constituye un problema bidimensional ampliamente utilizado en la biblio-
grafia. En este reactor se distinguen tres tipos de materiales cuya distribucién
en su interior se puede ver en la figura 2.4. En las tablas 2.2 y 2.3 se recogen

las secciones eficaces y parametros del grupo de precursores, respectivamente.

Cuando se aplica el método de colocacién nodal para discretizar la parte
espacial de la ecuacién de la difusion neutrdnica, el reactor se divide en
8 x 8 nodos de 10 cm x 10 em cada uno. Para el método en diferencias finitas
centradas se escogen diferentes tamanos de malla, dependiendo de la precision
que se desea obtener con la discretizacién, y que se detallaran en su momento.
En este reactor se estudian dos transitorios particulares. El primero es una
perturbacion en rampa, y el segundo es una mezcla de las perturbaciones de
salto y de rampa, sin neutrones diferidos. Ambas perturbaciones se realizan
sobre la seccion eficaz de absorcién del grupo térmico asociada al material 1
(figura 2.4).

Para el transitorio 1 se ha supuesto que ) _, responde a la funcién dada
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

Regién | Grupo | D,(cm) Zag(cm)il szg 21
1 1 1,4 0,01 0,007 | 0,01
2 0,4 0,15 0,2
9 1 1,4 0,01 0,007 | 0,01
2 0,4 0,15 0,2
3 1 1,3 0,008 0,003 | 0,01
2 0,5 0,05 0, 06

Vl_l 1/2_1
1077107

Tabla 2.2: Secciones eficaces de los materiales en el reactor Seed-Blanket.

G A1
0,0064 | 0,08

Tabla 2.3: Parametros de los precursores de neutrones en el reactor Seed-
Blanket.

2.2
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Figura 2.5: Evolucién de la potencia relativa para el transitorio 1 en el reactor
Seed-Blanket. Para la discretizacion espacial se ha utilizado el método de
colocacion nodal con 4 polinomios. Paso de integracion de 1 milisegundo.
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Figura 2.6: Evolucién de la potencia relativa para el transitorio 2 en el reactor
Seed-Blanket. Para la discretizacion espacial se ha utilizado el método de
colocacion nodal con 4 polinomios. Paso de integraciéon de 1 milisegundo.

por

0,0035
EXﬂ:OJ5—’O2t,O§t§&2. (2.53)
a2 ’

La duracién de este transitorio es de 0,2 segundos, y su curva de potencia
relativa tipica se puede ver en la figura 2.5 [31]. Para el transitorio 2 se ha

elegido ) _, como la siguiente funcién dependiente del tiempo

OJ5—ng% <02
_ 0,0035
> M=% 015 2t 02<6<0,4 (2.54)
a2 s
0,15 o i>04

donde el tiempo, ¢, se mide en segundos. El tiempo de simulaciéon de este
transitorio es de 0,5 segundos. La evolucion tipica de potencia relativa para

este transitorio se muestra en la figura 2.6 [34].
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

Region | Grupo D, D aglem™) VY, oo
Fuel 1 1 1,423913 | 0,01040206 | 0,006477691 | 0,01755550
2 0, 3563060 | 0,08766217 | 0,1127328
Fuel 2 1 1,425611 | 0,01099263 | 0,007503284 | 0,01717768
2 0,3505740 | 0,09925634 | 0,1378004
Absorbente 1 1,423913 | 0,01095206 | 0,006477691 | 0,01755550
2 0,3563060 | 0,09146217 | 0,11273228
Reflector 1 1,634227 | 0,002660573 0,0 0,0275963
2 0,2640020 | 0,04936351 0,0

Tabla 2.4: Secciones eficaces de los materiales en el reactor Langenbuch.

Grupo 1 | Grupo 2 | Grupo 3 | Grupo 4 | Grupo 5 | Grupo 6

3, 10,000247 | 0,0013845 | 0,001222 | 0, 0026455 | 0,000832 | 0,000169
A(s71) | 0,0127 | 0,0317 0,115 0,311 1,4 3,87

Tabla 2.5: Parametros de los precursores de neutrones en el reactor Langen-
buch.

2.5.2 Transitorio tridimensional de Langenbuch

Para comprobar los algoritmos de resolucion numérica que se proponen
en los siguientes capitulos en geometrias 3D, se utilizara el transitorio tridi-
mensional de Langenbuch [63]. En la figura 2.7 se muestra la geometria del
reactor modelizado. El transitorio que se estudia consiste en el deslizamiento
del grupo de barras de control (1) con el absorbente desde el nivel 6 al nivel
10, y el desplazamiento del grupo de barras de control (2) desde el nivel 10 al
nivel 4. El desplazamiento de las barras de control de tipo (1) desde su posi-
cién inicial a su posicion final tiene lugar en el intervalo de tiempo de t =0
segundos a t = 26,6 segundos, y las barras de control de tipo (2) se mueven
desde el tiempo ¢t = 7,4 segundos, a t = 47,5 segundos. El transitorio se

sigue durante 60 segundos.

Las secciones eficaces de los materiales se muestran en la tabla 2.4. Para
este transitorio se suponen 6 grupos de precursores de neutrones, cuyos

parametros se recogen en la tabla 2.5.
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Figura 2.7: Geometria del reactor Langenbuch.
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

Todos los cédlculos se han llevado a cabo haciendo uso de la simetria 1/4
del reactor, y se han utilizado 350 nodos para la discretizacién mediante el
método de colocacion nodal. La curva tipica de potencia para este transitorio
se muestra en la figura 2.8 [31]. Ademas, en la figura 2.7 se indica el nodo
P11 que sera utilizado para cuando sea necesario detallar la evolucién local

de la potencia.

1.8

1.6 + \\ i
14 \ g

12+ / \ 4

Potenciarelativa
[

0.6 | ,

0.4

0.2

0O 10 20 30 40 50 60
Tiempo (sqg)
Figura 2.8: Evoluciéon de la potencia relativa para el transitorio en el reactor

Langenbuch. Obtenida con discretizaciéon espacial mediante el método de
colocacion nodal con 4 polinomios. Paso de integracion de 125 milisegundos.

2.6 Experimentos numéricos

En esta seccién se presentan los resultados de los experimentos numéricos
encaminados a evaluar dos aspectos importantes. En primer lugar es intere-
sante conocer cudl es el tamano de la malla para la discretizacion en difer-

encias finitas centradas que proporciona una precision en la solucién final

59
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proxima a la que se obtiene con el método de colocacion nodal. Para ello se

simulara el transitorio bidimensional 1 del TWIGL.

En segundo lugar, cudl es el efecto del niimero de polinomios de Legendre
utilizados para la discretizacion mediante el método de colocacion nodal en

la precision de la solucién.

Para comparar las soluciones se evaluara la potencia global del reactor,
relativa a la potencia del reactor en el estado estacionario, asi como posibles
efectos locales. El estado estacionario para los experimentos con el método
de colocacién nodal ha sido calculado, para ambos transitorios, mediante la
resolucién de la ecuaciéon de la difusion neutrénica independiente del tiempo,
que se ha estudiado en [34], [98] y [100]. Para la discretizacién en diferencias

finitas se ha utilizado el método de la potencia.

Mientras que no se indique lo contrario, todos los codigos utilizados en
la presente memoria para la obtencién de los resultados de los experimentos
numeéricos han sido escritos en FORTRAN 77 y compilados con la opcion
de optimizacion -O3 sobre la maquina HP Exemplar S Class. Los diferentes

precondicionadores y métodos de Krylov utilizados se han obtenido de las
librerfas ITPACK [58] y SPARSKIT [25].

2.6.1 Transitorio bidimensional

Para la resolucién de los sistemas de ecuaciones en cada paso de tiempo
se utiliza, en principio, el método BiCGSTAB precondicionado con ILUOQ 2.

Como criterio de parada se ha utilizado el test de error dado por,
il < [|rol| - Ttol + atol ,

donde r; = b — Ax; es el residuo, rtol = 107 y atol = 1075 son la tolerancia

relativa y absoluta, respectivamente. Para la discretizacion temporal se ha

2En posteriores capitulos se hara un estudio detallado de distintos métodos alternativos
para la resolucién de estos sistemas
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

discretizacion espacial n nnz
Nodal(2) 600 5360
Nodal(3) 1200 | 14960
Nodal(4) 2000 | 31920

Diferencias(h = 4cm) | 3042 | 17940
Diferencias(h = 3cm) | 5408 | 32032
Diferencias(h = 2,5c¢cm) | 7938 | 47124
Diferencias(h = 1em) | 50562 | 302100

Tabla 2.6: Tamano y nimero de elementos no nulos de las matrices para las
discretizaciones espaciales utilizadas para la simulacion del transitorio 1 del
TWIGL. n, nnz indican el tamano y el nimero de elementos no nulos de las
matrices a resolver en cada paso de tiempo, respectivamente.

utilizado un método en diferencias hacia atrds de un paso, con paso de tiempo

de integracion de 1,25 milisegundos.

En la tabla 2.6 se muestran los tamanos de las matrices y nimero de
elementos no nulos de las diferentes discretizaciones utilizadas. Para la dis-
cretizacion en diferencias finitas se utiliza un tamano de malla uniforme en
las direcciones de los ejes x e y, es decir, h, = hy. Se indica en la tabla me-
diante h, en centimetros. Para el método de colocacion nodal se ha utilizado
un numero de 2, 3 y 4 polinomios de Legendre. Esta discretizacién se de-
notard como Nodal(p), donde p indica el nimero de polinomios de Legendre

utilizados en el desarrollo del flujo neutrénico en cada nodo.

En la figura 2.9 se muestra la curva de potencia del reactor relativa a la
potencia del estado estacionario para el método de colocacién nodal. Se ob-
serva como el aumento en el niimero de polinomios se traduce en un aumento

en la precisién de la potencia pico final, es decir, en t = 0, 2 segundos.

En la figura 2.10 se muestra la curva de potencia para el método en
diferencias finitas con los diferentes tamanos de malla utilizados. Se observa
como con mallas mas finas la soluciéon obtenida se aproxima a la curva cor-
respondiente al método de colocacion nodal con 4 polinomios de Legendre,

siendo practicamente similares para un tamano de malla de 1 centimetro.
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Figura 2.9: Evolucién de la potencia relativa discretizando mediante el
método de colocacién nodal Nodal(p) con p = 2,3, 4.

2.4 T

1.8 f

Potenciarelativa

1.6 .

1.2 5
0.1 0.15 0.2

Tiempo (sg)

Figura 2.10: Evolucién de la potencia relativa discretizando mediante el
método en diferencias finitas. Se muestra también la curva para el método
de colocacién nodal, Nodal(4).
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Capitulo 2. Discretizacion de la ec. de la difusiéon neutrénica

La desventaja del método en diferencias en comparaciéon con el método de
colocacién nodal es que el tamano de las matrices a resolver y el nimero de
elementos no nulos son muy elevados. En la tabla 2.6 se puede apreciar este
hecho, por ejemplo, para tamanos de malla de 1 o 2.5 centimetros, tamanos
que proporcionan las soluciones mas precisas. Es importante mencionar que
para un tamano de malla de 3 centimetros se alcanza una precisiéon compa-
rable a la que se obtiene con el método Nodal(3), manteniendo un tamano y
nimero de elementos no nulos de las matrices proximos a los métodos nodales
(tabla 2.6). Posteriormente, se utilizard en los experimentos numéricos este

tamano de discretizacion para el método en diferencias finitas centradas.

2.6.2 Transitorio de Langenbuch

De los resultados del apartado anterior se observa que para obtener una
precision comparable a la del método de colocacion nodal con el método en
diferencias finitas, el tamano de discretizacién de la malla ha de ser pequeno,
aumentando en consecuencia la dimension y el niimero de elementos no nulos
de las matrices a resolver en cada paso de tiempo de integracion. Para el
analisis del transitorio tridimensional de Langenbuch se utilizaré exclusiva-

mente el método de colocacion nodal.

En esta seccién se pretende evaluar el efecto del nimero de polinomios
utilizados en el desarrollo del flujo neutrénico en la precisién de solucién
obtenida. Para ello se estudiard la evolucion de la potencia relativa en el
reactor. También se estudiaran posibles efectos locales de potencia. Concre-
tamente, se evaluara la evolucion de la potencia en el nodo P11 del reactor
(figura 2.7).

Al igual que en el apartado anterior, para la resoluciéon de los sistemas
de ecuaciones en cada paso de tiempo se ha utilizado el método BiCGSTAB
precondicionado con ILUO, con el mismo criterio parada. El ntimero de

polinomios de Legendre utilizados ha sido 2, 3 y 4. Para la discretizacion
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discretizacion espacial n nnz
Nodal(2) 2800 | 31280
Nodal(3) 7000 | 106600
Nodal(4) 14000 | 270000

Tabla 2.7: Discretizaciones espaciales utilizadas para la simulacién del tran-
sitorio de Langenbuch. n, nnz indican el tamano y el nimero de elementos
no nulos de las matrices a resolver en cada paso de tiempo, respectivamente.

temporal se ha utilizado un método en diferencias hacia atras de un paso,

con paso de tiempo de integracion de 125 milisegundos.

Los tamanos de las matrices correspondientes a cada discretizacion espa-

cial aparecen en la tabla 2.7.

En la figura 2.11 se muestra la curva de potencia relativa en un intervalo de
tiempo del transitorio de Langenbuch proximo al pico de potencia. Se observa
como el aumento en el niimero de polinomios se traduce en un aumento en
la precisién, aunque para el transitorio de Langenbuch no existen diferencias
muy significativas. En efecto, se observa como con 2 polinomios de Legendre

la curva de potencia es muy proxima a las obtenidas con 3 y 4 polinomios.

Para mostrar la dependencia de la potencia local en un punto del interior
del ntucleo del reactor del nimero de polinomios de Legendre utilizados en
la discretizacion con el método de colocacién nodal, en la figura 2.12 se
muestra la evolucién de la potencia en el nodo P11 (ver figura 2.7). Como
curva de referencia se ha tomado la curva de potencia obtenida con el cédigo
NEM, el médulo neutrénico del cédigo ampliamente difundido TRAC/NEM
[27, 6]. La figura muestra una dependencia més acusada de la evolucién de
la potencia local en el nodo PI1 en funcién del niimero de polinomios de
Legendre utilizado, que para la potencia global relativa a la potencia del
estado estacionario. Claramente se obtiene mayor precisiéon espacial en la
integracion de la ecuacion de la difusiéon neutrénica aumentando el ntimero

de polinomios. De esta manera, con 4 polinomios de Legendre se obtiene una
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Figura 2.11: Evolucién de la potencia relativa discretizando mediante el
método de colocacién nodal Nodal(p) con p = 2,3, 4.
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Figura 2.12: Evolucién local de la potencia para el transitorio de Langenbuch
en el nodo PI11.
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solucién mucho més proxima a la curva de referencia proporcionada por el
coédigo NEM.

Por tanto, para transitorios donde los efectos locales de potencia son
importantes es interesante integrar la ecuacién de la difusion con suficiente
precision, es decir, discretizando con un ntmero elevado de polinomios de

Legendre si se utiliza el método de colocacién nodal.
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Capitulo 3

Esquema iterativo de segundo
grado

3.1 Introduccion

En el capitulo 2, se ha presentado la ecuacién de la difusién neutrénica asi
como diferentes métodos para abordar su resoluciéon numérica. La aplicacién
de estos métodos supone la resolucion en cada paso de tiempo de un sistema

de ecuaciones lineales Ty = e de la forma,

Ty Tio 1 Ey
= ) 3.1
[ Ty o () By ( )
Este sistema de ecuaciones presenta una clara estructura por bloques siendo
cada uno de los bloques T1; y T2 una matriz simétrica y definida positiva.
Ademas, debido al gran tamano y al caracter vacio de la matriz del sistema

T en (3.1), es conveniente el empleo de esquemas iterativos que exploten al

maximo las caracteristicas de los bloques del sistema.

En este capitulo se estudian dos métodos iterativos que corresponden
a los algoritmos 1 y 2. En el algoritmo 1, w es un factor de relajacion,
similar al utilizado en el método SOR [11, |. A este algoritmo se le
denominara método iterativo de segundo grado A. Para mejorar la velocidad

de convergencia del método A, de forma similar a la obtencién del método
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Algoritmo 1 Método iterativo por bloques de segundo grado A.
1. Elegir v

2. Resolver T}19} = Ey — T2
3. Resolver Tyl = Ey — Ty
4. Paral=1,2,...

(a) Elegir w

(b) Resolver Ty 9™ = Ey — Thg(wibh + (1 — w)yh™)
(c) Resolver Thyhs™ = Ey — Ty (wipt + (1 — w)ypi™)

5. Hasta {|| 1™ — v [|<tol y | 5™ — b [|< tol}

de Gauss-Seidel a partir del método de Jacobi, si para el calculo de 1y se
emplea la actualizacién mas reciente de 1)1 se obtiene el algoritmo 2. Al nuevo
método se hara referencia en lo sucesivo como método iterativo de segundo
grado B. El método B se ha utilizado con éxito en [99] y [38] para resolver el
sistema de ecuaciones lineales (3.1). En ambos métodos se puede distinguir
entre iteraciones externas, las que corresponden al bucle en el paso 4 de los
algoritmos 1 y 2, e iteraciones internas, que corresponden a la solucion de los
sistemas de ecuaciones lineales con matrices 177 y Tae (pasos 4.(b) y 4.(c)).
Debido a que cada una de estas matrices es simétrica y definida positiva es
conveniente emplear el método del gradiente conjugado precondicionado. En
este capitulo se estudiaran las propiedades de convergencia de los métodos
iterativos de segundo grado A y B (algoritmos 1 y 2). Experimentalmente se
mostrard que siempre se obtiene una convergencia mas rapida del algoritmo
2, observandose en este sentido un comportamiento similar al ya conocido

para los esquemas iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel antes mencionados.

El capitulo estd estructurado de la siguiente forma. En la seccion 3.2 se
revisan algunos conceptos y resultados bésicos que se utilizaran posterior-

mente. En la seccién 3.3 se definen los métodos iterativos de grado . En la

68



Capitulo 3. Esquema iterativo de segundo grado

Algoritmo 2 Método iterativo por bloques de segundo grado B.
1. Elegir v

2. Resolver T}19} = By — T2
3. Resolver Tyl = Fy — Ty
4. Paral=1,2,...

(a) Elegir w

(b) Resolver Tyt = By — Tho(wiph + (1 — w)yh™)
(c) Resolver Thyhs™ = Ey — Toy(wip™ + (1 — w)ipt)

5. Hasta {|| 1™ — v [|<tol y | 5™ — ¢} [|< tol}

seccion 3.4 se particulariza el estudio para métodos de grado 2 o de segundo
grado, y se estudian las propiedades de convergencia de estos métodos, apli-
cando los resultados a los métodos iterativos A y B en las secciones 3.4.1,
3.4.2 v 3.4.3. Finalmente, en la secciéon 3.5 se muestran los resultados de los
experimentos numéricos realizados para la simulacién del transitorio 1 del

reactor bidimensional TWIGL y se dan algunas conclusiones.

3.2 Resultados y conceptos preliminares

En esta seccion se revisan algunos conceptos y resultados basicos que
seran de utilidad en el resto del capitulo. En general se trabajard con una

matriz T invertible y dividida en ¢ x ¢ bloques de la forma

Ty Ty --- qu
T = T?l T?Q T?l , (3.2)
qu Tq2 qu

donde los bloque diagonales T;;, 1 < i < g, son matrices cuadradas e in-

vertibles de dimensién n;, i = 1,...,q y >.{_, n; = n. Por tanto, la matriz
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3.2. Resultados y conceptos preliminares

diagonal por bloques

T, O --- O
po| 00
O O - T,

es invertible. Ademas, se puede escribir 7' como la suma de matrices

T=D—-FE—-F,
con
0) 0) 0) O —T12 qu
“T O e 0 :
E=| " o I
: - : : : —dg-14
Ty - _qufl 0) o ... O 0)

las partes estrictamente triangular inferior y superior a bloques de —T', res-

pectivamente. Los métodos iterativos basicos descritos en el capitulo 1, sec-

cién 1.4.1, se pueden extender a matrices dividas por bloques facilmente. Ya

que D es invertible, se definen las siguientes matrices de iteracién para los
métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, Gauss-Seidel acelerado (AGS) y SOR por

bloques:

e Jacobi:

B=D'YE+F)=L+U.

e (Gauss-Seidel:

L=(D-E)'F=(1I-L)'U,

o Gauss-Seidel acelerado:

EAGS = (D — wE)fl((l — w)E + F) = ([ — wL)fl((l — w)L —FWU)
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e SOR:

L,=(D—-wE) ((1-wD+wF)=(I-wL) (1 -w)I+wl),
(3.6)

donde L =D'EyU = D7'F.

Definicién 18 Una matriz T de tamano n x n se dice que es débilmente
ciclica de indice p (p > 1) (débilmente p—-ciclica) si existe una matriz de
permutacion 7, tal que

O O - Ty
T21 O ce O

7Tl =

O O T,, O

donde las matrices nulas de la diagonal son cuadradas.

Definicién 19 Si la matriz de Jacobi por bloques asociada a la matriz T en
(3.2) es débilmente ciclica de indice p (p > 1), entonces T es ciclica de indice

p (p—ciclica) con respecto a la division por bloques (3.2).

Se observa que si ¢ = 2 en (3.2), la matriz de Jacobi por bloques asociada
es débilmente ciclica de indice 2 y, por tanto, T" es 2—ciclica. Para matri-
ces débilmente ciclicas se tiene el siguiente resultado debido a Romanovsky
(1936),

Teorema 20 [97, teorema 2.4] Sea T una matriz débilmente ciclica de indice

p. Entonces,
.
det(t] —=T) =t" [ - o?) |
i=1
donde T’ tiene m valores propios iquales a cero, y rp valores propios distintos

de cero, ;.
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Del teorema anterior se tiene que si o; es un valor propio de T distinto

de cero, entonces también lo son todas las raices de la ecuacién ¥ — o} = 0.

Definicién 21 [97, definicion 4.2] Si la matriz T en (53.2) es p—ciclica,
entonces se dice que T es una matriz consistentemente ordenada si todos los

valores propios de la matriz
B(a)=aL +a ® VU |

que se obtiene de la matriz asociada de Jacobi B = L+U, son independientes
de o, para o # 0. En tal caso, también se dice que B es consistentemente

ordenada.

El siguiente resultado relaciona los valores propios de la matriz de itera-
cion del método SOR y el método de Jacobi.

Teorema 22 [97, teorema 4.3] Sea la matriz T como en (3.2) p—ciclica y
consistentemente ordenada, con bloques diagonales invertibles. Siw # 0 y
A es un valor propio distinto de cero de la matriz L, dada en (5.6), y si p

satisface la ecuacion
A +w—1)P = X"1oPur (3.7)

entonces pu es una valor propio de la matriz del método de Jacobi B en (3.3).
De la misma forma, si p es una valor propio de B y X satisface (3.7), entonces

A es una valor propio de L,,.

Corolario 23 [07] Sea la matriz T como en (3.2) p—ciclica y consistente-
mente ordenada, con bloques diagonales invertibles. Si p es un valor propio
de la matriz de Jacobi por bloques B en (5.3), entonces P es un valor propio
de la matriz de Gauss-Seidel L en (3.4). Si A es un valor propio distinto de

cero de L y puP = X, entonces 1 es un valor propio de B.
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Capitulo 3. Esquema iterativo de segundo grado

3.3 Meétodos iterativos de grado s

En esta seccién se presenta una forma general de expresar un método
iterativo lineal de grado s completamente consistente. Nuestro problema es

encontrar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales de la forma
Ty =e, (3.8)

donde T' = [t;;], 4,7 = 1,...,n es una matriz invertible, vacia y de gran
tamafo, divida en bloques como en (3.2). En general, un método iterativo
para resolver (3.8) se puede definir como un conjunto de funciones ¢o(7', ¢),
o1 (VT e), ..., ¢p(p©@, W DT ), donde la secuencia de vec-
tores iterados ¥, M .. 1™ se define de la forma

PO = ¢o(Te)

O = g, (0, W D T e

El método iterativo se dice que es estacionario de grado § si para algin
§ >0, ¢, es independiente de n, es decir, para todo n > §, ¥ depende de
=D =2 p(=8) pero no de ™) para k < n — 5. De esta forma se
puede representar un método iterativo estacionario lineal de grado s de la

forma
¢(n) = Z Gg_ﬂ/)(n_i) + k, (39)
=1

donde G;_; y k son funciones lineales de T" y e. Considérese el sistema de

ecuaciones lineales relacionado con el esquema anterior dado por,
(1= Gi)b=(I—-Hy =k, (3.10)
i=1

donde H = )7 | G;_;. Los siguientes teoremas relacionan el conjunto de

soluciones de (3.8) con el conjunto de soluciones de (3.10).
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Definicién 24 [105, pdg. 64] Sea S(T,e) el conjunto de soluciones de (3.8),
y sea S(I — H, k) el conjunto de soluciones de (3.10). El esquema iterati-
vo (3.9) se dice que es consistente con (3.8) si S(T,e) C S(I — H,k), y
completamente consistente si S(T,e) = S(I — H, k).

La definicién 24 implica que si un método iterativo es completamente

consistente, en el caso de que converja lo hace a una solucién del sistema.

Teorema 25 [105, teorema 3.2.2] Si T en (3.8) es invertible, entonces el

esquema iterativo (3.9) es consistente con el sistema (3.8) si, y solo si

k= (- H)T e

Teorema 26 [105, teorema 3.2.4] Si T en (3.8) es invertible, entonces el
esquema iterativo (3.9) es completamente consistente con el sistema (3.8) si,

y solo si es consistente y ademds I — H es invertible.

Teniendo en cuenta los teoremas 25 y 26, el método iterativo de grado §

dado en (3.9) es completamente consistente con (3.8) si
k==Y Gi)T e,
i=1

y lamatriz [—35_ | Gs_; es invertible, es decir, 1 ¢ o(3;_, G5_;). Una forma
de garantizar la invertibilidad de esta matriz es obtener el método de grado
§ a partir de un método de primer grado convergente (definicién 11, pag. 9).
Dada una particién de la matriz T' = M — N con M invertible, se obtiene
la matriz G = M~'N asociada a la particién. En el caso de que p(G) < 1,
es decir, la particién sea convergente, el siguiente resultado nos proporciona
una forma de tomar las matrices GG;_; para que el esquema iterativo de grado

s en (3.9) sea completamente consistente.
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Lema 27 Sea T'= M — N wuna particion de la matriz T del sistema (3.8),
y sea la matriz G = M™IN tal que p(G) < 1. Sean las matrices G;_; de la

forma
Ggfi:Gpgfi, Zzl, ,3, (311)

con matrices P;_; tales que Zle P;_; = 1. El esquema iterativo de grado §

(3.9) es completamente consistente con (3.8) si, y sdlo si

k= M'e.

Demostracién. Que la matriz (I — 35 . G;;) = (I — G) es invertible

es obvio. Si el método iterativo es completamente consistente, entonces se
tiene que k = (I — G)T~'e = M~'e, donde se ha hecho uso de la igualdad
(I-G)={I—-M"'N)=MYM~-N)= M"'T. La condicién suficiente es
obvia ya que k = M~'e = (I — G)T'e y por el teorema 25 el esquema (3.9)

es consistente con (3.8). [

Corolario 28 Sea T' = M — N una particion de la matriz T del sistema
(3.8), y sea la matriz G = M™'N tal que p(G) < 1. Sik = M ey
las matrices P;_; en (3.11) se toman de la forma P;_; = az ;I , donde
a;; €ER 1 =1,...,8, vy Zle az_; = 1, entonces el esquema iterativo de

grado § (3.9) es completamente consistente con (3.8).

Por tanto el esquema iterativo de grado s se puede obtener a partir de
un esquema iterativo de primer grado convergente, como son los métodos
definidos en el capitulo 1, seccién 1.4.1. Como se vera posteriormente, el
método iterativo A corresponde a un método de segundo grado obtenido a
partir de la matriz de iteracion del método de Jacobi por bloques aplicado al
sistema de ecuaciones (3.1). Por otra parte, el método iterativo B se obten-

dra a partir de la matriz de iteracién del método de Gauss-Seidel acelerado

(AGS).
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3.4. Métodos iterativos de segundo grado

3.4 Meétodos iterativos de segundo grado

La expresién para un método iterativo estacionario de segundo grado se

obtiene de la ecuacién (3.9) tomando § = 2 de la forma,

™) = Gp™ + G ™Y 4 k. (3.12)
El estudio de los métodos de segundo grado aparece en [10]. En [107]
se realiza un estudio detallado de los mismos. En [2], los autores estudian

el esquema (3.12) bajo ciertas condiciones. En particular, concluyen que si
la matriz G = G; + Gy > O, el esquema iterativo (3.12) no converge més
rapidamente que el método de primer orden asociado a la matriz G. Ademas,
estudian el caso particular en el que G; = wG y Gy = (1 — w)! concluyen-
do que bajo ciertas suposiciones adicionales de la matriz G, (irreducible y

2—ciclica) el esquema
P = LGY™ 4+ (1 — W)™V + I, (3.13)

obtiene una velocidad de convergencia superior al método extrapolado de

primer orden dado por,
P = LGY™ + (1 —w)yp™ + &

Resaltar que en [70] se propone un algoritmo paralelo basado en una versién

cadtica del esquema de segundo grado (3.13).

Considérese una particién de la matriz 1" de la forma T'= M — N y la

matriz de iteracion asociada
G=M"N.
Tomando las matrices Gy, G; v k de la forma
G =wG, Go=(1-w)G, k=M"e, (3.14)
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Capitulo 3. Esquema iterativo de segundo grado

se obtiene el método iterativo de segundo grado dado por,
P = Glwyp™ 4 (1 — w)p™ V) + k. (3.15)

Por tanto, el estudio que se realiza en esta secciéon asume una forma de las
matrices Gy y G, diferentes a las utilizadas en [2]. Ademas, el andlisis estd

basado en los valores propios de la matriz de iteracion G.

Asumiendo que p(G) < 1, por el corolario 28, este método es comple-
tamente consistente (basta con tomar Py = (1 —w)l y P, = wl). Para el
estudio de los métodos de segundo grado habitualmente se utiliza el método

auxiliar de primer grado siguiente ([10]),
™ o 1 (=1 0
[ 1/J(n+1) - Gy Gy ¢(n) + Ll (3'16)

El método (3.16) es convergente para todo @y 1M si p(G,) < 1, donde

A 0 I
a-[d ] o1m

N

es la matriz de iteracion del esquema (3.16). Ademaés, p(G,,) < 1 si todos los
valores propios de G., son menores que uno en médulo. Denotando por A los

valores propios de G, éstos se obtienen como las raices de la ecuacién
det(A\T — AG, — Gy) = 0. (3.18)

Sea p un valor propio de G. Utilizando la ecuacién (3.18) y la expresién para
Go y Gy en (3.14) se observa que los valores propios de la matriz AwG + (1 —
w)G = (Aw+ (1 —w))G son de la forma A\?| es decir (Aw+ (1 —w))u = A% Por
tanto, los valores propios de G., estan relacionados con los valores propios de

GG mediante la ecuacion cuadratica

N —wpA + (w—1)pu =0. (3.19)

A continuacion se define el radio de las raices de una ecuacion cuadratica.
Este concepto se utilizard mas adelante para determinar el valor del radio

espectral de G

77



3.4. Métodos iterativos de segundo grado

Definicién 29 [105, pdg. 176] Se llama radio de las raices de la ecuacion

cuadrdtica x> —bx+c = 0 al mdximo de los mddulos de sus raices. Se denota

por p(b, c).

El siguiente lema concerniente a las raices de la ecuacién cuadrética x? —

bx + ¢ = 0 se empleard posteriormente.

Lema 30 [105, lema 6.2.1]

Si b y ¢ son reales, las dos raices de la ecuacion cuadrdtica x? —bx 4+ ¢ = 0

son menores que uno en modulo si, y solo si
el <1ylb] <1+ec

De esta forma, si el lema 30 se cumple entonces p(b,c) < 1. Los siguientes
resultados se tienen para el caso en el que todos los valores propios de GG sean

reales.

Teorema 31 Sea G una matriz con valores propios reales y positivos, y sea

G la matriz de la ecuacion (3.17). Entonces p(Gy) < 1 si, y sélo si

u—1 i+ 1
—Mf <w<—ui|_ , Yy p<l,
24 fi

donde [ es el radio espectral de G.

Demostracién. Del lema 30 se sigue que el radio de las raices de la ecuacion
(3.19) es menor que 1 en médulo si, y sélo si se cumplen las siguientes condi-

ciones para cualquier valor de u:

Lfel = -1l <1,y
2. b =|wp| <1+c.
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A

Si p(G,) < 1, supongamos el caso p = fi. De la condicién 1 se deducen
las siguientes equivalencias,

(w—1)al <1 si,ysélosi |w—1p<1 si,ysélosi |w—1|<

=i =

1 1
si,ysolosi 1——<w<1+—
i i

De la condicion 2 se sigue

—l—(w—Dap<wp<l4+(w—-1)p.

Entonces, de la segunda desigualdad se tiene,

wig<1l+(w—-1)p si,ysélosi p<1,

y de la primera desigualdad se deduce,
—l—(w—-1Dap<wn si,ysolosi —2wp<l-—g,
y por tanto,
o—1 1
w > ’u—_ >1——"-
H H
De esta manera, el rango de valores para w queda acotado como sigue,
i—1 1
'u—, <w<l4+—-
20 fi

Para demostrar la condicién suficiente, del rango de valores para w se
obtiene,

que implica,
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y por tanto,

o] = |(w =] < (-1l < 1.

Por otro lado, para ver que |b| < 1+ ¢ consideremos dos casos:

1. Si b > 0, entonces

l+c—|b|=14+c—b=1—-pu>0.

2. Si b < 0, entonces

l+c—|b|=14+c+b=1—pu+2wu>0.

De esta forma |c| < 1y |b] <14 ¢, y por por el lema 30 se concluye que

N

p(Gy) < 1. [ |

Si los valores propios de GG son reales, no necesariamente positivos, el
rango valido para el factor de relajacion w queda restringido como establece

el siguiente resultado.

Teorema 32 Sea G una matriz con valores propios reales, y sea G, la matriz

de la ecuacion (5.17). Entonces p(G,) < 1 si, y sdlo si

i—1 i+ 1
PPy act,

20 20

donde 1 es el radio espectral de G.

Demostracién. Se procede de la misma forma que en el teorema 31. Del
lema 30 se sigue que el radio de las raices de la ecuacién (3.19) es menor que
1 en médulo si, y sélo si se cumplen las siguientes condiciones para cualquier

valor de pu:
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L = |w-Dul <1,y

2. bl =|wp|<1+c.

Supongamos que p(G,,) < 1. De la condicién 1 se deduce que |(w—1)p| < 1
para cualquier valor de p. En particular tomemos el valor propio u,, tal que

|fer] = 1. Se tienen las siguientes equivalencias,

[(w—1Du,| <1 siyysélosi |w—1p<1

1
si,ysélosi  |lw—1] < =

=

1 1
si, y s6lo si l——<w<1l4+—.
i fi
De la condicion 2 se sigue
—1—(w—Dp, <wip <14 (w—1)p, . (3.20)
Entonces, de la segunda desigualdad en (3.20) se tiene,
wit <1+ (w—1)p, .

Se pueden considerar dos casos:

(a) Si p, = —f se sigue que

_ . G i+ 1
wit <1 —wp+ [ si, ysolo si w<2—_-
i

(b) Si p, = [1 se obtiene

wit < 1l4+wp—p si,ysolosi p<1.
Por otro lado, de la primera desigualdad en (3.20) se deduce,
—1—(w—1Du, <wp .
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Nuevamente se consideran dos casos:

(a) Si p, = —f se sigue que

—1l4wi—pg<wpi si,ysélosi p>-—1.

(b) Si p, = i se obtiene

i— 1
—1—wi+pg<wp si,ysolosi 2wp>p—1 si,ysélosi w> Mz—_
I
De esta manera, el rango para w queda acotado como sigue,
0— 1 0+ 1
Pl o2 (3.21)

20 20

Para demostrar la condicion suficiente, de la expresion del rango para w

y i < 1 se obtiene,

—1 —1 1 a+1
i Aol BAl _pt

Por tanto,

—l<(w—-1ap<1l y [(w=1p|<1.

Ya que |u| < [ se tiene que |¢] = |(w — 1)p| < 1.

Por otro lado, para ver que |b| < 1+ ¢, consideremos dos casos:
1. b>0,
l4c—|bl=14c—b=1—-pu>0.
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2. b<0,

Il+c—|b|=14c+b=1—p+2wpn. (3.22)

Para evaluar la expresion anterior, fijemos un valor cualquiera de w en el
intervalo (3.21). La ecuacién (3.22) es una funcién lineal para valores de u

en el intervalo [—fi, i]. Para u = [ se tiene

2w > 1 —1 siyysolosi 1 —p+2wp > 0.

Para p = —pu se tiene de la misma forma,

—2wi < —(p—1) si,ysélosi 1—p+2wi>0.

Por tanto una funcién lineal, que toma valores positivos en los extremos del
dominio de definicién, es mayor que cero en todo el dominio. De esta forma
se ha comprobado que |c¢| < 1y |b] <1+ ¢, y por por el lema 30 se concluye

A

que p(G,) < 1. [ |

El siguiente corolario establece la convergencia, asumiendo que la matriz
del sistema T es 2-ciclica (definicién 19, pagina 71), cuando la matriz de
iteracion G corresponde a la matriz de los métodos de Jacobi o Gauss-Seidel

por bloques (ecuaciones (3.3) y (3.4)).

Corolario 33 Sea T una matriz 2-ciclica particionada en bloques como en
(3.2), con bloques diagonales invertibles Ty;, 1 < 1 < ¢, y sea B la
matriz de iteracion asociada al método de Jacobi por bloques, de forma que
los valores propios de B? son reales, no negativos, y ademds el radio espectral

es p(B) < 1. Sea L la matriz de iteracion asociada al método de Gauss-Seidel
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por bloques. Sea G, la matriz de la ecuacion (5.17) obtenida con G = B o

con G = L, respectivamente. Entonces p(G,) < 1 si, y sdlo si

0— 1 0+ 1
M—_<w<g con p=pG), G=L
24 f

Demostracién. Si T es una matriz 2-ciclica (definicién 19), la matriz aso-
ciada al método iterativo de Jacobi, B, es débilmente ciclica de indice 2
(definicién 18). Ya que los valores propios de B? son reales y no negativos, si
p; es un valor propio de B diferente de 0 entonces —y; también lo es (teorema

20). Por tanto
p(B) << p(B) < 1.

Por otra parte, para el método iterativo de Gauss-Seidel se tiene que los
valores propios también son reales y se encuentran en el intervalo 0 < p; <
p(B)* < 1 (corolario 23). Entonces, de los teoremas 32 y 31 se concluye la

demostracién. [ |

Los teoremas 31 y 32 establecen el rango para el factor de relajacién
donde se garantiza que el método de segundo grado converge. El problema
que queremos resolver ahora es determinar el factor de relajacién, wy, que
maximice la velocidad de convergencia del método iterativo. El siguiente
resultado nos da la respuesta para el caso en el que la matriz G, a partir de
la cual se obtiene el método de segundo grado, tiene valores propios reales
y positivos. Es decir, proporciona el valor 6ptimo, wy, de w que minimiza

N A

p(Gy). Ademés da una expresion del radio espectral p(G., ).

Teorema 34 Sea G una matriz con valores propios reales y positivos de

forma que i = p(G) < 1, y sea G, la matriz de la ecuacion (3.17). Siw, se
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define como

2
e — 3.23
i+ VI—g (3.23)
entonces,
A Wl —
pGo) = —-=V(w-1r (3.24)
Y St w # wy, entonces
p(Go) > p(Ga,).
0— 1 0+ 1
Ademas, para cualquier valor de w en el rango K — <w< %, se tiene
[i 202 —4(w — 1) 0— 1
A wu+\/(wu2 W-Dal Bl
p(G) = . (3.25)

1
V(w =1, siowp<w< B0
i

Finalmente, si a

< w < wy, entonces p(Gy,) es una funcion estrictamente

20
decreciente en w.
Demostraciéon. Primero daremos una prueba puramente analitica. Mas
adelante se darda una interpretacién geométrica, que a su vez sirve como

prueba alternativa.

En primer lugar hacemos notar que wy estda determinado de forma tnica

por las condiciones
Wit =4(wp,— i, 1<w, <2 .

Esto se debe a que wy, es una de las raices de la ecuacién cuadratica w?pu? =
4(w — D, que estd comprendida en el intervalo 1 < w, < 2. Ademéds, el
producto de las dos raices de la ecuacion anterior es —, mayor que 4 ya que
it < 1, por lo que necesariamente la segunda raiz no puede estar en el mismo
intervalo. Estudiaremos el intervalo para w dado por

i—1 1
Y iy
24 [
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ya que fuera de ¢l se tiene p(G,,) > 1 (teorema 31). Definamos la funcién

w4 /wW? — 4w - p

D(w, p) = D)

['(w, 1) es el maximo de los médulos de los valores propios A de Gw, que sat-
isfacen la ecuacién cuadratica (3.19) para un valor propio p de G. Probemos

primero el siguiente lema.

Lema 35 Bajo las hipdtesis del teorema 3/, se tiene que
p(G.) =T(w, i) , (3.26)

y la ecuacion (3.25) se satisface.

Demostracion. Primero veamos que

max ['w,p) =[(w, i) .

0<p<p

Si w?ji? —4(w — 1)z < 0, entonces w > 1 y ademds w?p® — 4(w — 1) < 0,

para p < 1. En este caso,

I, ) = Vw2p? + (4(w2— Dy — w?u?) — V-,

que es una funcién creciente en . Si por el contrario, w?ji? — 4(w — 1) > 0,

definamos p. mediante la expresion,

_ [ st
He 0, w<l

Claramente p,. es una cota para los posibles valores de p que hacen positivo

4(w—1
el término w?p? — 4(w — V)p. Si p < ., entonces p? < %u, y por

tanto se tiene

I(w, p) =V(w—=1u.
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4(w—1) :
T,u, y se tiene

Si pt. < p < i, entonces p? >

wit 4 /W? — 4w - p
2 )

F(wvu) =

que es una funcién creciente en p. Por tanto I'(w, u) < I'(w, 1), para p < fi.
Esto demuestra (3.26) ya que fi es un valor propio de G y I'(w, i) nos da el
maximo valor en médulo que puede tomar el valor propio A de G., asociado
a .

Para ver que se cumple (3.25) dividamos el intervalo en tres tramos, esto

es,
0—1 0+ 1
P cp<w<ac B2
24 f
Consideremos el intervalo 0 < w < 2. En este intervalo la funcién
4(w—1
LQ) es una funcién creciente en w ya que
w

d [(4(w—-1) 2

— | —— | =—=2-w)>0.

dw ( w? ) w3( w)

4(wp — 1 4(w—1
Ya que LQ) = [i, se sigue que si w > wy, entonces ji < M Por
Wy w
tanto p(G,) = \/(w — 1)z para 2 > w > wy. Por otra parte, si 0 < w < wy,
4(w—1
entonces [ > (w 5 Y se tiene
w
wit + Jwru? — 4w —1)u
D(w,p) = v :

2

Consideremos ahora el intervalo 2 < w < 0. La funcién w?ji* —4(w—1)

- _Ap :
es positiva en los extremos del intervalo. Ademas es una funcién mondtona
(decreciente) en dicho intervalo, como facilmente se obtiene al estudiar su

derivada

d, o _ o
(W —Aw = 1)) = 2w — 471
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Por tanto w?i* — 4(w — 1)7i > 0 en todo el intervalo, y

R e L

[(w, 1) 5

. . 0+ 1 ., _ _
Finalmente, en el intervalo 2 < w < BT 2 14 funcién Wi — 4w — D
. .. & .
es negativa como se comprueba facilmente al observar que es negativa en los
extremos, y ademas es una funcién monétona (decreciente) en dicho intervalo.

Por tanto

P(w, p) = V(w=Dn,

y el lema queda demostrado. [ |

A

Finalmente hay que comprobar que p(G.,) es estrictamente decreciente en

in—1
'u2—_ < w < wy. En todo este intervalo, se tiene
I

Cwi+ w? — 4w - j
_ . _

D(w, )

Ademds, de nuevo es facil comprobar que la funcién w?p? — 4(w — 1)j es

decreciente en ese intervalo y, por tanto,

C(w, @) > T(ws, 1),

en < w < wy completando la demostracion. [ |

T

A continuacién se da una interpretacion geométrica similar a la utilizada
en [97, teorema 4.4]. De la ecuacién (3.19), definiendo las funciones m(\) =
A g(\) = wpX + (1 — w)p, tenemos la igualdad m(A\) = g(A\). De esta
forma (3.19) puede interpretarse geométricamente como la interseccién de
ambas curvas, como se muestra en la figura 3.1. Para un valor determinado
de 1, g(\) es una linea recta que pasa por el punto (1, x), y cuya pendiente

aumenta mondétonamente al incrementar w. El valor de la abcisa del punto
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m@®)

9|,
leo @

g()\)lo.):ub /3

o A(wb) A

g()\)lo\ﬁuh g()\)lm: 5/4 wb

Figura 3.1: Grafica de las ecuaciones m(\) = A y g(\) = wp + (1 —w)py,
para u = i = 0,7995 y diferentes valores de w.

de interseccion mas alejado del origen decrece al incrementar w hasta que

g(\) es tangente a la curva m(A). El punto de tangencia se da para

2
1++1—p

es decir, cuando se tiene una rafz doble. En este punto el valor de A es
w
7“ = ++/(@ — 1)p. Para w > @ el polinomio en la ecuacién (3.19) tiene dos

raices complejas conjugadas de médulo ++/(w — 1)u, que aumenta en médulo

(3.27)

0=

al incrementar w. Por tanto, para este valor propio fijo p de G, el valor de w
que minimiza la raiz de mayor moédulo es ©. Ademas, claramente el maximo

valor para el médulo de A se obtiene para p = i = p(G), concluyéndose

min p(C) = p(G,) = - (3.28)

donde wy, se define en la ecuacién (3.23).

Utilizando el resultado del teorema 34, podemos establecer la velocidad

de convergencia del método de segundo grado (3.15). Teniendo en cuenta la
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definicion 15, la velocidad asintdtica de convergencia para el método iterativo

de segundo grado es

donde G,, es la matriz de iteracién. Si para formular el método de segundo
grado, elegimos la matriz de iteracion del método iterativo de Gauss-Seidel

por bloques (ecuacién (3.4)), se tiene el siguiente resultado.

Teorema 36 Sea T una matriz 2-ciclica invertible con submatrices diago-
nales invertibles T; ;, 1 <1 < q, y sea la matriz B correspondiente al método
iterativo de Jacobi por bloques, de forma que los valores propios de B? son no
negativos y p(B) < 1. Sea R(L) y R(G.,) las velocidades de convergencia de
los métodos de Gauss-Seidel y sequndo grado (3.15) respectivamente, donde

el factor de relajacion wy viene dado por (3.23). Si G = L se tiene
p(B)R(L)? < R(G.,) < R(L)"? (1 + R(£)1/2> , (3.30)

con la sequnda desigualdad cierta si R(L) < 3. Ademds,

R(G,,
( ;l =1. (3.31)
p(B)—1— R(E)/
Demostracién. Sea = —log(p), it = p(B), donde B es la matriz de

Jacobi por bloques asociada a T'. Sea R(G’wb) la velocidad de convergencia
del método iterativo (3.16) con el factor de extrapolacion éptimo (3.23) y con
G correspondiente al método iterativo de Gauss-Seidel. El radio espectral del
método de Gauss-Seidel es ji%. En estas condiciones se tienen las siguientes

igualdades que usaremos posteriormente,

Gup) = ———
PGu) =17 e

Segun se ha definido en (3.29),
R(Gy) = —10g(p(Giy)) = —(1 — log (V1= 72)) .
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Aplicando el desarrollo de Taylor a la funcién — log(1—x) para x comprendido

entre 0 y 1, se obtiene que —log(1 — x) > z. Por tanto,

—log(1 — /1 — 22

)>V1-@=V1-—eW=¢"\/e2_1.

Aplicando que e* — 1 > x para x > 0, se obtiene finalmente

e P\Ve2 —1>eP\/28 =paR(L)Y2

Por otra parte,

—log(p(GLy,))

N VAN VAN | I

—2log() +log(1l + /1 — ?)
R(L)Y? +1og(1 + /1 — e~29)
R(L)V2+ /1= ¢ 25
R(L)'? + /1 - (1-20)
R(L)Y? 4+ /23
R(L)'(1+ R(L)"?)

+
_|_

donde en la segunda desigualdad se ha utilizado e™ > 1 —y, para 0 <y < 3.

Por tanto,

AR(L)Y? < R(G.,) < R(L)Y*(1+ R(L)Y?) .

Por 1ultimo, se comprueba facilmente que

lim

R(G.,)

po1- R(L)2

concluyendo la demostracion.

Ejemplo 37 Considérese p(B) = 0,9995. En este caso se tiene las veloci-

dades de convergencia de los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y sobrerrela-

jacion (SOR) son respectivamente

R(B) =0,0005, R(£)=0,0010, y R(SOR) = 0, 0628
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N

mientras que R(G,,) = 0,0319 tomando G = L. De esta manera, para
velocidades de convergencia bajas de los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-
Seidel por bloques, el método iterativo de sequndo grado con el parametro de
relajacion optimo w, proporciona una mejora sustancial, y del mismo orden

que el método SOR optimo.

En el caso en el que la matriz G tiene valores propios complejos, el estudio
de la convergencia del método de segundo grado se realiza de forma diferente.
Recordamos que la matriz G,, del esquema iterativo auxiliar (ecuacién (3.16))

utilizado para estudiar el método de segundo grado (3.15) viene dada por

G, = { a _Ow)G WIG } . (3.32)

Para calcular el radio espectral utilizaremos el cuadrado de la matriz que
viene dado por
(3.33)

w

Hacemos notar que dada una matriz A en R"*" si para algin entero k > 0 se

tiene ||A*|| < 1, entonces p(A) < 1, como se deduce del siguiente resultado.

Lema 38 [7/, corolario 1.3.9] Sea A € R™". Entonces lim,_.o, A* = 0 si,
y solo si p(A) < 1. Ademds, ||A¥|| estd acotada cuando k — oo si, y sdlo si
p(A) < 1.

De esta forma, si |G2 || < 1 para alguna norma matricial, entonces el método
de segundo grado (3.12) converge. El siguiente lema define una norma ma-
tricial que serd utilizada en lo sucesivo. Se asume que, dada una matriz T
de orden gn X gn, esta particionada en ¢ x ¢ bloques cuadrados de tamano

n x n de la forma mostrada en (3.2).
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Lema 39 Sea una norma matricial consistente ||.||, en el conjunto de las
matrices de orden n X n, y sea una matriz'T de orden gn x gn particionada
como en (3.2). Si se define

17| = max Z 1Tl (3.34)

1<i<q

entonces, ||.|| es una norma matricial consistente sobre el conjunto de las

matrices de orden qn X qn.

Demostracion. Para la demostracion de este lema se comprobara que la
funcion definida en (3.34) verifica los cinco axiomas que definen una norma

matricial (ver definicién 3, pag. 6).

(1) La no negatividad de la norma se deduce directamente de la no nega-

tividad de la norma ||.|,.

1 = (), entonces - iilla =0parat=1,...,q, y por tanto
2) Si||T 0 ;’ 1 11155 0 =1
|T5jlla = 0 parai,j =1,...,¢. Como ||.|[4 es una norma matricial, se tiene

T, = O paratodo¢,7 =1,...,q.
(3) Tl = maxi<icy D5y [[cTijlla = |el maxicicy D25, (| Tijlla = lef-[|T]|-
(4) Sean A y B dos matrices de tamano gn x gn. Entonces

q

A+ Bl = fgagzz 14i; + Billa < max » ([ Al + 1 Bijlla)
4
< max Z 1Al + max Z 1Bijllec = l[All + | BI|

1<z<q

(5) Por ultimo, para comprobar la propiedad submultiplicativa, suponga-

mos que el maximo se alcanza en la primera fila de bloques

q
1Bl = max Z 1Biilla =D I1Byjla-
j=1
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Entonces,
|AB| = fg?gflz | ZA £Brjlla < max ZZ | Air Bj
j=1 k=1 521 k=1
< max ZZ il 1Bl = max Z I Aalo Z Bl
< Z 151 o max Z [Aiklloa = I1BI[ - Al
El otro caso se razonaria de igual forma. |

Como caso particular para g = 2 se tiene

17} = max Z 1T lec (3.35)

1<i<2

que es una norma en el conjunto de las matrices de tamano 2n x 2n, y que

fue utilizada en [70].

La norma (3.35) de la matriz dada en (3.33), que se denotars por ||G2],

responde a la expresion,

max {[|(1 = w)Glla + [|wGla, (1 = w)wG[la + [I(1 — w)G + u12G2||a(} 30
3.36

Del calculo de la norma anterior se obtiene el siguiente resultado de con-

vergencia del método de segundo grado (ecuacion (3.15)).

Teorema 40 Sea G la matriz de iteracion de un método iterativo de primer
grado convergente, y sea G., la matriz de la ecuacion (5.17) para el método
iterativo de sequndo grado (3.15). Si

1—p 1+ [

20 20

entonces p(G.,) < 1, donde i = p(G).
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Demostraciéon. Como G es la matriz de iteraciéon de un método iterativo
de primer grado convergente, entonces i1 < 1. Por tanto, existe un norma
matricial compatible (teorema 6, pag. 8), denotada por ||.||«, tal que ||G|lo <
1. A continuacién se estudian los diferentes intervalos para el pardmetro de

extrapolacion w.

1. Considérese 0 < w < 1. Sea ( una constante real tal que ||G||, < § <
1. Entonces se tiene para el primer término de la ecuacién (3.36) la

siguiente relacion,
11 = w)Glla + [[wGlla = (1 —w+w)[[Glla <5< 1.
De la misma forma, para el segundo término en (3.36) que denotaremos
F=](1-wwGa+]I(l -w)G+w’G?|la,
se tiene
F < (1= w)wGla + (1 = w)Glla + 0G|
= (1 -ww+w)|Gla+ (1 -w)GClla

Gl + (1 = )Gl
< Wtl-w)|Cla<p<1.

T
2. Considérese ahora el intervalo 1 < w < % Para el primer
i
término en (3.36) se mostrard que
147
Ha_mem+mﬂm<1si1gw<é¥5
i

Para w en este intervalo, existe 3 € R tal que
1+
1<w<f< —+_M :
24
1-(28-1pn
25-1)

norma matricial compatible tal que

Sea 0 < o < min(1 — f, ). Puesto que i < 1, existe una

A<|Glla<p+a<l.

95



3.4. Métodos iterativos de segundo grado

Se tiene entonces que,

11 = )G, + lwGll, = (2w = DG, < (26 = DG,

Ademas,
1 (20— )i
26-1)
y entonces
1
260—1) < .
@01 < ——
Se sigue finalmente que
1
260 — DGl < (28 — 1) ([ [i =1.
(26 = DIIGlla < (28 )(u+a)<ﬂ+a(/~b+&)

Procediendo de igual forma para el segundo término de (3.36), existe

£ € R tal que
T
1§w<ﬁ<\/g-
20

1— (2% =i
(267 —1)

al caso anterior se sigue que

Sea 0 < a < min(1 — f, ). Con un razonamiento similar
F< ol =w)Gla+ 11 = w0)Glla + 0G|l

= (2" =)o + (w = DIG]a
< (2w —wHw-1)]G|a

< (287 = DIGlla -

Ademas
1—-(26° = 1)p
eF-1)
y por tanto
1
267 - 1) < :
(25" 1) <
Se sigue finalmente que
1
26% — 1 <(28% - 1)(j T =1
(28" = DGl € 28" = )i+ @) < ——(i+0)
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T—
3. 51 — 2—_'u < w < 0, procediendo de manera similar al intervalo

anterior, para el primer término en (3.36) se mostrara que

1
(1= w)Glla+ |wG]la <1 si — WM <w<0.
Para w en este intervalo, existe 3 € R tal que
1
——_“ <f<w<0.
2[00
1—(1-28)u
Sea 0 < a < min(1 — f, M) Entonces se tiene que,
(1-20)
11 = w)Glla + lwGlla = (1 = 2w)[|Gla < (1 = 28)[|Gl|a -
1—(1-28)p :
Ademas, 0« < ——— or tanto (1 —20) < . Se obtiene
i_23 VP (1-28) Tia
finalmente la siguiente relacion,
1
1-20)G|la < (1=28)(n+ ) < 0+o)=1.
(1=20)[IGlla < (1 = 26)(n +a) ,1+a(“ )

Para el segundo término de la ecuacién (3.36) existe 5 € R tal que
T
— —7“<ﬁ<w<0. Sea
24
1—(26%+ 1)
2F+1)

0 < a < min(l — f,

).
Se tiene que,
F < o= w)Gla+ (1= w)Glla + |0*G?la

= (20 = W)[|G?la + (1 — w)||G|la
< (2w = 2w+ 1)]|Gla < 2w? + 1)]|G]la

< 282+ 1[Gl -
1—(268%+ 1)
Ya que o < (2(55_:_1) )M, se tiene (20% +1) < — = obteniéndose
finalmente
1
282 + D||Gll, < 282+ V(i + a) < i+a) =1
267+ DIIGlla < (267 + (i + o) ﬂ+a(ﬂ a)
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La demostracion es completa. [

Si se compara el resultado de este teorema con el teorema 32 se observa
claramente como para valores propios complejos el intervalo valido para el
factor de relajacién w se reduce, existiendo entre ambos intervalos la relacion
dada por la funcién raiz cuadrada. En las siguientes secciones se particu-
larizara el estudio de los métodos de segundo grado a los algoritmos A y B

propuestos en la seccién 1.

3.4.1 Meétodo iterativo de segundo grado A.

A continuacién mostraremos que el esquema iterativo A (algoritmo 1,
pag. 68) corresponde a un método de segundo grado. Para ello considérese

el sistema de ecuaciones (3.8) particionado como en (3.1), es decir

|:T11 T12:| [w1:|:|:E1:|
T21 T22 wZ E2 '

Sea la particion de la matriz T'= M — N correspondiente al método iterativo

de Jacobi por bloques, es decir,

| Tu O o O T
AN

Entonces, la matriz de iteracién del método de Jacobi por bloques viene dada

por,
O ~T'T O B
donde por conveniencia se han introducido las matrices By = —T1’11T12 y

B21 - —T231T21 .

Si se considera el esquema iterativo de grado 2 dado en la ecuacion (3.12),
con matrices Gop = wB y G; = (1 —w)B donde w es un factor de relajacién
o extrapolacién, y el vector k£ dado por

THE
Al | A
k=M "e= [T221E2 ],
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se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

Tyt = By — Tip(wdh + (1 —w)gh '),

Tt = By — Ty (wf + (1 —w)yi™"),
que corresponde claramente al cuerpo principal del método iterativo A. De
esta forma, todo el estudio anterior para un esquema iterativo de segundo

grado genérico se aplica directamente al método A (algoritmo 1).

3.4.2 Meétodo iterativo de segundo grado B.

Para el esquema iterativo B (algoritmo 2, pag. 69) también se pueden
identificar ciertas matrices Gy, G1 y k que, sustituidas en la ecuacién (3.12),
nos permitan escribirlo como un esquema iterativo de segundo grado. Con-
sidérense las matrices

. O —(1 — W)Blg
GO o O (1 — CL))(.UBQlBlQ :| ’ Gl

. O —CL)B12
o [ —(1 —w)321 w2321312 :| ’ (338)

TL'E
k= . ot : 3.39

|: T221E2 — WBnglllEl :| ( )
donde Bjy = THITH, By = T2_21T21 son los bloques fuera de la diagonal
principal de la matriz de Jacobi por bloques de la ecuacién (3.37). Al sustituir

en (3.12) se obtiene el sistema de ecuaciones

Tut™t = By — Tig(wibh + (1 — w)ht)
T22¢12+1 = FEy— T21(W¢i+1 + (1 - W)@%) )

que corresponde al método B (pdg. 69). Las matrices Go y G se pueden

factorizar como sigue,

= o — By @] O B
Co= { —(1=w)By wBa By } [ O (1—-w)l ] = HoFo, (3.40)
= 0 — B I O |
@ = |: _(1 - W)Bm wBy1 Bis :| |: O wl } = H.Pr (341)
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3.4. Métodos iterativos de segundo grado

y de esta forma, la matriz del método ampliado equivalente (3.16) se puede

escribir como

A 0 I
Gy = { H.P H.P, } . (3.42)

Facilmente se obtiene la relacion
H,P,+ H,P,=H,(P,+ P)=H, .
Ademas, si se factoriza la matriz H,, de la forma

szM—lN:{ v 0 }[ ( @ —Thp

_ _ ) 3.43
—nglTHl T221 1-— u))Tgl O :| ( )
se observa que el término k en (3.39) responde a la expresién
T O E
k=M"'e= n_o2 .

Por el lema 27, si ademas el radio espectral de la matriz H, es menor que
1, el método B es completamente consistente con el sistema de ecuaciones
(3.1). Obsérvese que la matriz H, se obtiene de una particién de la matriz
T del sistema de ecuaciones (3.1), T'= M, — N,. En efecto, de la ecuacion

(3.43) se sigue que,

T, O O —Ti9
M, = , Ny, = . 3.44
|: (.UTQl TQQ :| [ —(1 — w) 121 O :| ( )

Considerando las matrices,

[T, O [ o o [0 -T
D‘[o TQQ}’E_[—TQIO}’F_[O 0 }

se pueden escribir las matrices Ty H,, de la forma,

T = (D-wE)—(1-wE+F),
H, = (D-wE)Y ((1-wE+F). (3.45)

Claramente, la matriz de iteracion H, corresponde al método de Gauss-Seidel

acelerado (AGS) (ecuacién (3.5), pdg. 70), aplicado a la matriz T" del sistema
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de ecuaciones (3.1). En la seccién 3.4.3 se presentan algunos resultados de

convergencia para el método AGS.

El siguiente resultado establece un rango vélido para el factor de rela-
jacién w, de manera que el método iterativo B converge a la solucién del
sistema. Se asume que la norma infinito de la matriz H, es menor que 1
(ecuacién (3.43)). Al igual que en la seccién anterior, se evaluard la nor-
ma del cuadrado de la matriz (3.42), utilizando para ello la norma matricial

definida en el lema 39. Se tiene por tanto

GZ HwPO prl

w= | H,PH,Py HoPy+ (HP)? | (3.46)

Teorema 41 Sea H,, la matriz de la ecuacion 3.43, de manera que |H, || <
1. St

PR M St
[ Holloo 2[Holloo

entonces p(G,) < 1.

Demostracién. Si se aplica la norma matricial definida en el lema 39 a la

matriz de la ecuacién (3.46) se debe calcular
max {|HPolloo + |HP|lo , [HPHP|loo + [HPy + (HP1)? o} - (3.47)

Primero se calculara la norma de las matrices Py y P;.

1. w<1
[Polle = [Q-w)[=1-w,
[Pilloc = max{|[{|e, w]][c} =1
2. 1l <w
[Polle = [Q1-w)|=w-1,
[Pilloc = max{|[{|[ec, [w]]lec} = w -

101



3.4. Métodos iterativos de segundo grado

Por tanto, se tiene

1
12— <w<l1
[ ]oo
[Polloc = 1—w,
[Pillc = 1.
[Hlloo +1
2. l<w< ol
2[H |

[Polle = (w—=1),
[Pilloc = w-.

El siguiente paso consiste en evaluar la norma de la matriz GZ dada en la
ecuacion (3.47). Procediendo de la misma forma que en la demostracion del
teorema 40, se tiene para cada uno de los términos de la ecuacién (3.47) las

relaciones siguientes:

L H Bolloe + [|1H Pyl

Sea 2 — ——— < w < 1, entonces
| Bl|oo

[HFPolloo + [HPilloo < [[H [loo([[Polloo + [[Prlloo)
< JHloo(2 = w) =7

1

Ya que w > 2 — W, entonces se tiene

1
v < [1H|l =
[ H [| oo
: [ H||oo +1 :

Sil<w< ——, Se tiene entonces

2[|Hloo
IHPy|loo + [[HP oo < [[H oo ([[Polloc + [[P1]o0)
1
= [[Hlloo(2w = 1) < [[Hooi— =1,
1H [|oo

[Hlloo +1 . 1
————— implica (2w — 1) < .
2[|H | 1 oo

ya que w <
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2. |HPLHB||oo + [|[HP + (HP)?|| oo
Para el segundo término de la ecuacién (3.47), utilizando los resultados

anteriores, se sigue que

[HPLHPolloo + | HPo + (HP oo < [ oo {1 Prlloo (1 H Pollo +
+ [HPilloo) + [[Follo}

< N H [oo{ 1 Palloo + [1FPoloo }
<

1.

Finalmente, ya que la norma (3.47) es menor que 1, se tiene p(Gy,) < 1. W

Para finalizar esta seccién, obsérvese que las matrices Gy y G también

se pueden factorizar de la forma,

Go=B- { 8 _(11__‘23";912 ] , (3.48)
G, =B- { (1 _0“’)] _“zjf” } , (3.49)

donde B es la matriz de Jacobi por bloques asociado a la matriz T', y que se
muestra en (3.37). Se puede demostrar, de forma similar al teorema anterior,

el siguiente resultado.

Teorema 42 Sea B la matriz del método iterativo de Jacobi por bloques

dividida en 2 x 2 bloques como en (3.57), de manera que 0.5 < ||Bl|s < 1.

St
1 [fIBle+1
Bl 2Bl
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3.4. Métodos iterativos de segundo grado

3.4.3 Resultados de convergencia para el método AGS.

A continuacién se revisa la bibliografia existente sobre el método de
Gauss-Seidel acelerado (AGS). En la seccién anterior se observé que el método
iterativo B se obtiene a partir de la matriz de iteraciéon del método AGS
(ecuacién (3.43) para H,), para el caso en el que la matriz del sistema T es
una matriz divida en 2 x 2 bloques (ecuacién (3.1)). Por tanto, el método de
segundo grado B es completamente consistente si la matriz H,, tiene radio

espectral menor que 1.

El método AGS es un caso particular del método de sobrerrelajacién
acelerado (AOR), ecuacién (1.16) de la pdgina 14. En efecto, tomando 7 =1

en la ecuacion
Lor=I—-wl)'[(1-7)I+(r—w)L+7U],
se obtiene
Lo1=I—-wl)'(1-wL+U], (3.50)

que es la matriz de iteracién del método AGS, L s (ecuacién (3.5)). Ademés,
en [16] se muestra que AOR coincide con el método SOR extrapolado (ES-
OR) cuando wt # 0. Por tanto, de la amplia y rica bibliografia sobre los
métodos AOR y ESOR se pueden extraer muchos resultados de convergen-
cia particulares para el método AGS. La bibliografia mas relevante se cita a

continuacion.

El método clésico ESOR fue estudiado por primera vez por Sisler [90], y
posteriormente ampliado por Niethammer [103]. El método AOR fue intro-
ducido por Hadjidimos [16] donde se presentan resultados de convergencia
para matrices diagonal dominantes e irreducibles, y L-matrices [105, defini-
ci6én 2.7.1]. Algunos de los resultados que obtiene fueron hallados y ampliados
independientemente por Missirlis y Evans [72] que estudian el método ESOR,

y dos variantes del método de Gauss-Seidel extrapolado, una de las cuales
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Capitulo 3. Esquema iterativo de segundo grado

se identifica con el método AGS. Estos autores presentan algunos resultados
para M-matrices, y matrices simétricas y definidas positivas. El método AOR
6ptimo fue determinado, cuando la matriz del método de Jacobi asociado es
consistentemente ordenada y débilmente 2—ciclica, en [90, 103, 16, 72, 3, 71].
El estudio del caso de matrices p—ciclicas y consistentemente ordenadas se
realiza en [39]. Finalmente, en [17] se estudia el método AOR generalizado
(GAOR), completando el estudio para matrices simétricas y definidas posi-

tivas realizado en [72].

Como se ha puesto de manifiesto, el estudio del método AGS a partir del
estudio del método AOR es extenso. De cualquier modo, en esta secciéon se
presentan algunos resultados de comparacién entre el método AGS y el SOR,
que no aparecen especificamente en la bibliografia citada ya que en ella se

estudian métodos mas generales.

Sea T una matriz invertible de tamano n x n. Se asume que la matriz T’

tiene la forma,
T=1-L-U. (3.51)

donde —L y —U son las partes estrictamente triangular inferior y superior,
respectivamente. Cuando todos los elementos de la diagonal son positivos,
los resultados que se presentan se extienden de modo natural para matrices

en la forma general
T=D—-F-F. (3.52)

donde D es una matriz diagonal e invertible cuyos elementos diagonales son
los de T', —E y —F son las partes estrictamente triangular inferior y superior,
respectivamente. Esta técnica es bastante habitual. Por ejemplo en [105] y
[13], para M-matrices y matrices simétricas definidas positivas, el método
iterativo SOR. se estudia frecuentemente asumiendo que la matriz es de la
forma (3.51). Aunque en principio no se asume ninguna divisién por bloques
de la matriz, la generalizacién de los resultados que se presenten a matrices

dividas por bloques como en (3.2) es sencilla.
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3.4. Métodos iterativos de segundo grado

La matriz del método AGS (3.50) se denotard H,, notacién introducida

en el estudio del método de segundo grado, es decir,
Hw = [w,l ) (353)
y se obtiene para la particion de la matriz

T=M,—N,=(-wL)—[(1-w)L+U]. (3.54)

Observacién 43 La matriz de iteracion del método iterativo de Jacobi aso-

ciada a la matriz (3.51) es
B=L+U. (3.55)

Claramente, para w = 0, la matriz Hy coincide con la matriz B, y paraw = 1,
H, coincide con la matriz de iteracion del método de Gauss-Seidel que viene

dada por,
L=(I-L)'U. (3.56)
Finalmente, la matriz de iteracion para el método SOR se escribe como
L,=—wL) (1 -w)l+wl). (3.57)

Entre las matrices de iteracion del método SOR y el método AGS se tiene la

relacion dada por
L,=(1-w)l+wH, . (3.58)

Se observa que el método SOR coincide con el método AGS extrapolado, con

factor de extrapolacion igual al de relajacion.

A continuacion se compara la velocidad de convergencia del método AGS
en funcion del valor del parametro w. Este resultado es similar al que se tiene
para el SOR [13, teorema 7.5.23].
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Teorema 44 Sea T una M-matriz invertible, y sea 0 < wq < wy < 1. En-

tonces,
p(Hu,) < p(Hoy) <1,
de forma que

Roo(Huy) 2 Roo(Hoy) -

Demostraciéon. Sin pérdida de generalidad podemos escribir T'=1—L—U
y H, = M;'N,, como en (3.53). De la ecuacién (3.54), se observa M1 > O,
N, > Oy, por tanto, T'= M, — N, es una particién regular (definicién 11).

Ya que (1—w) es una funcién decreciente en w en el intervalo 0 < wy < wy < 1,
Nwz S Nwl )

y el resultado se obtiene del teorema 13, pag. 10. |

El siguiente resultado establece que el método también es convergente

para valores del parametro w mayores que 1, indicando una cota maxima.

Teorema 45 Sea T una M-matriz invertible. Entonces,
p(ng) < 1 9

para todos los valores de w en el intervalo

1+ p(B)
Sw< (3.59)

Demostracion. Nétese que para M-matrices el método de Jacobi es conver-

1+ p(B)
gente (p(B) < 1)y, por tanto, ————=
(p(B) < 1) o5

0 < w < 1 se sigue del teorema anterior, y por tanto se asumira que w > 1.

> 1. La convergencia en el intervalo

Considérese la matriz
T,=(—wL) Y ((w—1)L+U).
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Se tiene T, > O, y |H,| < T,. Sea A = p(1},). Por la teoria de Perron-
Frobenius (teorema 8, pag. 8), A es un valor propio de T, y existe un vector

no negativo z > 0 tal que Tr = Az. De aqui,
(2w —-1)4+U)x = Az,
y, por tanto,
A<p((2w—-1)+0).

Observando que O < 2w —1)4+U < 2w —1)(L+U) = (2w — 1) B, se sigue

que,
A< p((2w—1) +U) < (20— 1)p(B).

Si A > 1, entonces

> 1+p(B)
~ 2p(B)
1 B
Por lo tanto, si w < ;fpé)) entonces A < 1. Ya que |H,| < T, por el
p
teorema 9, pag. 9, se obtiene p(H,) < A < 1. [ |

Observacion 46 Para el método SOR existe un resultado similar al anterior

(ver [13, teorema 5.24]), pero para el intervalo

D<w< 2 (3.60)
w —_— . .
1+ p(B)

Entre el intervalo (3.60) y el intervalo (3.59) del teorema 45, se puede es-
tablecer la relacion,
< 2 _ 1+ p(B)

L+p(B) ~ 2p(B)

Por tanto, cuando T es una M-matriz, el método iterativo con matriz H,

0<0<w

converge en un intervalo mds amplio que el SOR. En [72] se obtiene para el
método AOR la misma cota que para el SOR, y que, particularizada para el

método AGS, proporciona una cota superior mds restrictiva que la obtenida

en (3.59).
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A continuacién se realiza una comparacion con el método SOR del estilo

del teorema de Stein y Rosenberg (teorema 16, pag. 14).

Teorema 47 Sea T' =1 — L — U € R donde L > O y U > O son
estrictamente triangular inferior y superior, respectivamente. FEntonces para

O<w<l,

1. p(L,) <1 si, y solo si p(H,) < 1. Ademds p(H,,) < p(L,) < 1.

2. p(Hy,) > 1 si, y sdlo si p(L,) > 1. Ademds p(H,) > p(L,) > 1.

Demostracién. Se tiene H, > O (ecuacion (3.53)), y ademas L, > O, en
el intervalo 0 < w < 1. En [10, ecuacién (2.7)] se muestra la relacién entre
los valores propios de los métodos SOR y AOR. Ya que el método AGS es

una caso particular de AOR, se obtiene facilmente la relacién siguiente,
A=(1—-w)+wp, (3.61)

donde los valores propios de L, se denotan por A, y los de H, se denotan
por fi.

H, > O implica que su radio espectral es un valor propio. Ademas,
|(1 — w) — wp| es una funcién creciente en |ul|, y por tanto el valor méximo
para el médulo de los valores propios de £, se alcanza para |u| = i = p(H,).
Ya que £, > O y por tanto su radio espectral es también un valor propio, se

obtiene

>~

— p(L.) = (1 - w) +wp(HL) .

Si it > 1, entonces
A=(l-w+wp>l-wtw=1,
que implica, si A < 1 entonces fi < 1. Ademas,

A=(l-wtwi=w@p—-1)+1<(A-1)+1=7q,
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obteniéndose fi > \ > 1.

Finalmente, si i < 1 entonces
A=(l-w4wi<l-wtw=1,
que implica que si A > 1 entonces i > 1. Ademds,
A=(l-wtwi=w@—1)+1>@E-1)+1=7q,

obteniéndose fi < A < 1, que completa la demostracion. [ |

Corolario 48 Sea T una M-matriz. Entonces para 0 < w <1,

p(Hy,) < p(Ly) <1.

Demostracién. SiT es una M-matriz invertible, 7! > O. Se puede asumir
que tiene la forma T'=1 — L —U, con L > O y U > O . Por tanto, del
teorema 45 se tiene p(H,) < 1. Aplicando el teorema 47, apartado 1, se
concluye la demostracion. Nétese que para 0 < w < 1, tanto H,, como L, se
obtienen de particiones (débiles) regulares de una matriz monétona. Ya que
T Y (Nsor—N,) = (1-w)A ' Msor = (1 —w)A YA+ Nsor) > O, es decir,
T *Nsor >T'N, > O, con Nsop = (1 —w)[+wUy N, =(1—-w)L+U,
respectivamente, la aplicacién de [79, teorema 4.18, apartado (i)] también

demuestra el resultado. [ |

Observacion 49 Sea T' una M-matriz invertible divida en bloques como en

(3.2), y sea la matriz diagonal por blogques asociada

T, O --- O
O Ty, -+ O
O O - T,
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Por ser cada uno de los bloques diagonales menores principales de T', la
matriz D es invertible, y ademds D~' > O. Por tanto, también podemos
considerar T de la formal' = I — L — U donde —L y —U son las partes
estrictamente triangular inferior y superior, respectivamente, de la matriz

T. Ademas, L > O y U > O, y se tiene,
(I-wh) ' =T+wL+ WL+ 4w >0,

donde q es el numero de bloques diagonales de T'. Claramente la particion
del método AGS (ecuacion (3.54)) para 0 < w, es una particion (débilmente)
reqular de 'T' y por tanto convergente. En consecuencia, los resultados de los

teoremas 44, 45 y el corolario 48 se aplican directamente.

3.5 Experimentos numéricos

En esta seccion se evalda la eficacia de los métodos de segundo grado A y
B (algoritmos 1 y 2) en la simulacién del transitorio 1 del TWIGL (capitulo
2, pag. 53).

Para la discretizacién de la parte espacial de la ecuacién de la difusién
neutronica se utilizara tanto el método de colocacién nodal con 3 y 4 poli-
nomios de Legendre, como el método en diferencias finitas con tamano de
malla uniforme h, = h, = 3 em . En las tablas Nodal(p) hace referencia
al método de colocacién nodal, donde p indica el niimero de polinomios de
Legendre utilizados en el desarrollo del flujo neutrénico en cada nodo. En la
tabla 3.1 se muestran las diferentes discretizaciones espaciales utilizadas, asi
como el tamano de las matrices del sistema de ecuaciones (4.42) que hay que

resolver en cada paso de tiempo.

Para la discretizacion temporal de la ecuacién de la difusiéon neutrénica
se utilizarda un método en diferencias hacia atras de 1 paso, con paso de
integraciéon de 1,25 milisegundos. Por tanto se necesita un ntmero total de

160 pasos para simular el transitorio completo.
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discretizacion espacial | n nnz
Nodal(3) 1200 | 14960
Nodal(4) 2000 | 31920
Diferencias 5408 | 32032

Tabla 3.1: Tamano y nimero de elementos no nulos de las matrices para las
discretizaciones espaciales utilizadas para la simulacion del transitorio 1 del
TWIGL. n, nnz indican el tamano y el nimero de elementos no nulos de las
matrices a resolver en cada paso de tiempo, respectivamente.

En cuanto a los cédigos y librerias utilizadas, son validas las considera-
ciones del capitulo anterior. Las pruebas se han realizado en la maquina HP

Exemplar S Class. Como criterio de parada se ha utilizado el test de error,
ldil| < || dol| - rtol (3.62)

con rtol = 107° la tolerancia relativa, y d; = ¥; — 1;_; el cambio previo en

la solucién.

Con los experimentos numéricos que se presentan se pretende comparar
los métodos de segundo grado A y B. También se pretende realizar un estudio
heuristico del parametro de extrapolaciéon w para las matrices que aparecen
en la integracion de la ecuacion de la difusion neutronica, cuya forma gen-
eral se muestra en la ecuacién (3.1) (ver también la seccién 2.4, pag. 53).
Ademas, se estudia el mejor precondicionador para el método del gradiente
conjugado que se utiliza para resolver las iteraciones internas correspondi-
entes a la solucion de los sistemas de ecuaciones con matrices T1; v Tos.
Finalmente, se compararan las diferentes discretizaciones utilizadas desde el
punto de vista de la precisién alcanzada en la solucién final, completando el

estudio realizado en el capitulo 2.

En primer lugar y tratando de responder la cuestién referente al mejor
precondicionador para el método del gradiente conjugado, en la tabla 3.2 se
muestran los resultados con el método de segundo grado B. Los precondi-
cionadores utilizados han sido Jacobi, SOR simétrico (SSOR) y diferentes

factorizaciones incompletas LU. Como criterio de parada para el método del
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precondicionador | tiempo (sg)
Sin precondicionar 57,81
Jacobi 53,24
SSOR 110, 53
ILUO 76,27
ILUT(5,1072%) 108, 6
ILUT(5,1) 60, 13

Tabla 3.2: Simulacién mediante el método iterativo B. Discretizacién medi-

ante el método nodal con 4 polinomios de Legendre. Factor de extrapolacion
w=1,5.

gradiente conjugado se ha utilizado,
73]l < ol - rtol

donde r; = E — T; es el residuo, y con una tolerancia de error rtol =
5 x 1075, El nimero méximo de iteraciones permitidas es 20 en todos los
casos. Ademas, el precondicionador se calcula sélo una vez, en el primer paso
de tiempo. Se puede observar que el precondicionador de Jacobi parece ser
el més apropiado. Esta conclusién sigue la linea mostrada en [99]. De los
precondicionadores restantes, los precondicionadores ILUO y ILUT (con nivel

de llenado 5 y magnitud relativa 1) obtienen resultados parecidos.

En las tablas 3.3 y 3.4 se muestran los resultados obtenidos por los
métodos de segundo grado A y B en la simulacién del transitorio utilizando
el método nodal con 3 y 4 polinomios de Legendre. En las tablas 3.5 y 3.6
se muestran los resultados correspondientes a la discretizacion con método
de las diferencias centradas finitas. En todas las tablas w es el factor de

extrapolacion y tiempo es el tiempo empleado en la simulacién en segundos.

Comparando los métodos de segundo grado, el método de segundo grado
B muestra una convergencia mas rapida que el método iterativo A para
todas las discretizaciones utilizadas. Por tanto, sera este el método que se

utilizard con preferencia en capitulos posteriores. Se observa que el tiempo
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tiempo (sg)

w | Nodal(3) | Nodal(4)
0 1 1
0,5 t f

1 58, 46 91,96
1,2 58,65 91,50

1,4 58,75 90,70

1,5 58, 64 90, 87

1,6 58, 64 92,32

1,8 58,92 93,05

2 T T

Tabla 3.3: Simulacién mediante el método iterativo A. w es el factor de
extrapolacion.

tiempo (sg)

w | Nodal(3) | Nodal(4)
0 1 T
0,5 1 T

1 34,46 53,93
1,2 34,57 53,78

1,4 | 34,42 53,60

1,5 34,41 53,24

1,6 34,93 53,45

1,8 34,50 53,96

2 T T

Tabla 3.4: Simulacién mediante el método iterativo B. w es el factor de
extrapolacion.
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w | tiempo (sg)
0 T
0,5 +

1 135, 94
1,2 135,57
1,4 | 13531
1,5 134,70
1,6 | 136,85
1,8 135,15

2 t

Tabla 3.5: Simulacién mediante el método iterativo A. Método en diferencias
con tamano de malla h, = h, = 3 cm. w es el factor de extrapolacion.

de simulacion mediante el método B es casi la mitad del que utiliza el método
A.

En cuanto a la convergencia en funcién del pardmetro de extrapolacion
w, se observa que en todos los casos, para valores de w en el intervalo [1, 2] el
tiempo de simulacién practicamente permanece constante, siendo ligeramente
menor para valores de w proximos a 1,5. Para valores de w fuera de ese
intervalo no fue posible simular el transitorio, indicandose en las tablas con
el simbolo . Este hecho sugiere que la precision en la determinacion del mejor
factor de extrapolacion no es excesivamente importante en la aplicacion del
método de segundo grado a las matrices que aparecen en la integraciéon de
la ecuacién de la difusién neutronica. En cualquier caso, se tomara un valor
préximo a 1.5 en las simulaciones posteriores que utilicen cualquiera de los

métodos de segundo grado A o B, en consonancia con lo expuesto en [99].

Finalmente, en cuanto a la potencia de pico alcanzada al final del tiempo
de simulacién (en ¢ = 0,2 segundos), en la tabla 3.7 se muestra una com-
paracién para las diferentes discretizaciones utilizadas. Como potencia pico
de referencia se ha tomado el valor 2,170. Esta potencia de referencia se ha
obtenido discretizando mediante el método nodal con 4 polinomios de Legen-

dre, y utilizando un paso de integraciéon de 0,625 milisegundos. Los valores
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w | tiempo (sg)
0 T

0,5 +

1 74,57
1,2 74,85
1.4 74,98
1.5 74,79
1,6

1,8

74,89
, 75,11
2 T
Tabla 3.6: Simulacién mediante el método iterativo B. Método en diferencias
con tamano de malla h, = h, = 3 cm. w es el factor de extrapolacion.

discretizacion | potencia
Nodal(3) 2,160
Nodal(4) 2,168
Diferencias 2,119

Tabla 3.7: Potencia alcanzada por los métodos de segundo grado A y B en
t = 0,2 segundos. Potencia de referencia 2, 17.

de potencia pico alcanzada por los métodos A y B fueron similares. Se puede
observar que mediante el método de colocacion nodal se obtiene una may-
or precision en la potencia final alcanzada. Ademas, la utilizacion de este
método disminuye el tiempo de simulacién si se compara con la discretizacién
mediante el método de las diferencias finitas. Por tanto, es recomendable la
utilizacién del método de colocacién nodal. También se observa que la pre-
cisién en la estimacion de potencia aumenta con el nimero de polinomios
de Legendre utilizados. Este hecho es de especial importancia si se desea
estimar con suficiente precisién las variaciones locales de potencia, como se

comprobara en el capitulo 5.

A modo de resumen se presentan las principales conclusiones a las que se
ha llegado en este capitulo. Asi se han estudiado métodos de segundo grado
obtenidos a partir de la matriz de iteraciéon de un método iterativo de primer

grado y un factor de extrapolacion o relajacion. Se han dado diferentes re-
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sultados de convergencia en funcion de los valores propios de la matriz de
iteracion del método de primer grado, reales o complejos. También haciendo
ciertas suposiciones se ha indicado el factor optimo de extrapolacion. Este
estudio se ha particularizado a dos métodos de segundo grado propuestos
para la solucién de los sistemas de ecuaciones que aparecen en la integracion
de la ecuacién de la difusién neutronica, referenciados como métodos de se-
gundo grado A y B. Con ellos se ha tratado de aprovechar las especiales
caracteristicas que presentan los sistemas de ecuaciones a resolver por blo-
ques. El método B se diferencia del método A en que aprovecha las soluciones
para el calculo tan pronto como estan disponibles. De esta forma entre am-
bos métodos existe una relacion similar a la existente entre los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel. Ademds, experimentalmente se ha comprobado que
efectivamente el método B emplea aproximadamente la mitad de tiempo en

la simulacién del transitorio 1 del reactor TWIGL.

Con respecto a los métodos de discretizacion espacial utilizados, los re-
sultados muestran que el método de colocacién aumenta la precision con el
numero de polinomios de Legendre utilizados. Ademas, tanto por precision
como por tiempo de simulacion parece estar especialmente indicado para la

resolucién de la ecuacién de la difusiéon neutrdnica.

Finalmente, el parametro de extrapolacion w = 1, 5 proporciona los mejores
resultados, aunque en este sentido los resultados también sugieren que la
precisién en la determinacion del mejor factor de extrapolacion no es excesi-

vamente importante para el método de segundo grado.
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Capitulo 4

Método variacional

4.1 Introduccion

En este capitulo se estudia una técnica variacional para resolver un sistema

de ecuaciones lineales de la forma
Az =b (4.1)

donde A € R™" es una matriz invertible. El objetivo final es aplicar esta
técnica para acelerar la convergencia del método de segundo grado (A o B),
presentado en el capitulo 3, para la soluciéon de los sistemas de ecuaciones
que se obtienen de la integracion de la ecuacion de la difusion neutrénica
(cuya forma se muestra en las ecuaciones (2.46), (2.48) y (2.50)). Asi mismo,
las prestaciones del método de segundo grado acelerado se compararan con
otras técnicas bien conocidas y ampliamente utilizadas para matrices no si-
métricas, como es el BICGSTAB, GMRES y TFQMR, cuya descripcién se

vi6 en el capitulo de introduccién (pag. 15).

El capitulo estd estructurado como sigue. En la seccién 4.2 se revisan
algunos conceptos sobre métodos de proyeccion que seran empleados poste-
riormente. En la seccién 4.3 se describe el método variacional, dandose una
interpretacion en términos de proyectores y algunas condiciones de conver-

gencia en las secciones 4.3.1 y 4.3.2, respectivamente. En la seccién 4.4 se
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da el algoritmo para acelerar el método de segundo grado y en la seccién
4.5 se muestran los resultados de los experimentos numéricos para simular el
transitorio bidimensional 1 del TWIGL. Finalmente, se dan algunas conclu-

siones.

4.2 Preliminares

En esta seccion se revisan algunos conceptos basicos sobre métodos de
proyeccion y las condiciones de Petrov-Galerkin para obtener una solucion
optima. Estas condiciones son bien conocidas y aparecen en otras areas del
calculo cientifico, como es el caso de los elementos finitos donde se utilizan
habitualmente para describir los métodos de proyecciéon en espacios de ele-
mentos finitos. Algunas referencias excelentes sobre métodos de proyeccion
son [53], [33] v recientemente [87] y [12]. La descripcién que sigue a conti-
nuacién se basa en la utilizada en [37] para el estudio de diferentes métodos

basados en subespacios de Krylov.

Un método de proyeccién extrae una solucion aproximada & para el prob-
lema (4.1) de un subespacio de R™, denominado subespacio de biisqueda y
que denotaremos K, imponiendo la condicién de ortogonalidad del nuevo
vector residuo con respecto a otro subespacio de R”, denominado subespacio
de restricciones y que denotaremos L£. Ambos subespacios, £ y I, son de
igual dimensiéon m. Se pueden distinguir dos grandes grupos de métodos
de proyeccién: ortogonales, cuando L = K, y oblicuos, cuando el subespacio
L es diferente del subespacio K. El problema por tanto se podria formular
como,

Encontrar ek,

tal que b— Az L L. (42)

Si se conoce una aproximacién inicial de la soluciéon del problema, digamos
xo, y se desea aprovecharla para una obtencién mas rapida de una solucién

& satisfactoria, el método consiste ahora en obtener una solucién para (4.1)
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en el espacio afin zy + K, formuldandose ahora el problema en los téminos

Encontrar = € xq+ IC,

tal que b— Az 1L L. (4.3)

De igual forma, si se escribe la nueva solucién del método de proyeccién como

sigue a continuacion
T=x0+0, 0 €K, (4.4)
la condicion de ortogonalidad del nuevo residuo se formula como
b—Ar=7=r9— A) LL, (4.5)

siendo rg = b— Axg. Nétese que A6 € AK. De esta manera para minimizar
la norma-2 de 7, esto es ||7||2, en el sentido de minimos cuadrados, se requiere
que Ao sea la proyeccion ortogonal del residuo r en el subespacio de R, AK.
De esta forma, la eleccién de £ = AK nos permite optimizar la bisqueda de
las nuevas soluciones en el sentido de minimizacién de la norma-2 del resid-
uo. Este esquema de trabajo se conoce como condiciones de Petrov-Galerkin
[87]. La mayoria de los métodos iterativos usan una sucesién de estos tipos
de proyecciones. Matricialmente se pueden representar de la siguiente man-
era. Sean V = [v1,v9,...,0p] v W = [w,ws,... ,w,] dos matrices cuyas
columnas forman una base de IC y L, respectivamente. De la ecuacién (4.4)

se sigue que la solucién aproximada se puede escribir de la forma
T= Zo + Vya
y el residuo se expresa como
b— Az =71=r9— AVy.

Aplicando ahora la relacién de ortogonalidad que expresa la ecuacién (4.5)

se tiene que

Wrr=0 = Whry—W7TAVY,
y = (WTAV) "W,
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Entonces las condiciones de optimizacion (4.4), (4.5) se escriben como,

& = zo+ VIWTAV) "W, (4.6)
ro — AV(WTAV) "Wy, (4.7)

>
I

donde se ha asumido que la matriz W7 AV es invertible. La matriz
P=AvwWTav)~twT, (4.8)

es la matriz de la proyeccién sobre AK ortogonalmente al subespacio L.
El siguiente resultado garantiza la invertibilidad de la matriz WT AV bajo

ciertas condiciones para las matrices A, V' 'y W.

Proposicién 50 [57, proposicion 5.1] Sean A, L, y K tales que satisfacen

una de las dos condiciones siguientes:

o A es definida positiva y L =K, o

o A es invertible y L = AK.

Entonces la matriz B = W7T AV es invertible para cualquier base V. y W

de IC y L respectivamente.

De esta manera, eligiendo £ = AK se garantiza que el método esta bien

definido para cualquier matriz A invertible.

4.3 Método variacional

En esta seccién se realiza el estudio de un método iterativo variacional

para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales de la forma

Ax =0,
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que responde a la ecuacion siguiente [35],
L1 = Ty, —+ LTk + ﬁkdk 5 (49)

donde r, = b — Az y d = x), — x)_1 son el residuo y el cambio previo en
la solucién aproximada en la iteracién k, respectivamente. Como se observa
en (4.9), el método responde a una recurrencia corta de tres términos con
el objetivo de realizar menos trabajo por iteraciéon reduciendo los productos
matriz-vector y vector-vector, ademas de utilizar menos memoria para el
almacenamiento de datos. Para deducir los valores de los pardmetros a y
[, se busca cumplir algiun criterio de optimizacién. En concreto en cada
iteracion se escogen los valores de o y (3 tales que minimicen la norma-2
del residuo, ||7%]|3. En el resto del capitulo y mientras que no se indique lo
contrario, se denotara la norma-2 mediante || - ||. La expresion para el residuo

viene dada por
Tl = 1 — QpAry — B Ady,. (4.10)
Por tanto,
I7kll* = (rk — caAry — BpAdp)" (1 — arAry — BrAdy). (4.11)

Las ecuaciones (4.9) y (4.10) definen el método variacional. Mediante un
proceso de derivacién estandar, se obtiene a partir de (4.11) el sistema de
ecuaciones siguiente:
Sl = 01
o (Imell?) = 0 f°
o equivalentemente,
—(ATk>T(Tk — C(kATk — ﬁkAdk) + (Tk — OdkATk — ﬁkAdk)T(—AT’k) = 0
—(Adk>T(Tk — OékATk — 6]4Adk) + (T’k - OékAT’k - ﬁkAdk)T(—Adk) =0 '
(4.12)
Desarrollando el sistema (4.12) y despejando los términos independientes se
obtiene,

ak(Ary, Ar) + Bi(Ary, Ady) = <A?“k77“k>} (4.13)

Oék<Adk,AT’k>+6k<Adk,Adk> = <Adk,7’k>
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cuyas soluciones son,

<A7”k, Tk> <Adk, Adk> — <Adk, T’k> <ATk, Adk>
(Ark, A?"k> <Adk, Adk> - <A7“]€, Adk>2

A —

(4.14)

<A7’k, AT’k><Adk, T’k> — <A7“k, Tk><A7’k, Adk>

B = (Arg, Are)(Ady, Ady) — (Ary, Adg)?

(4.15)

donde (a,b) = a’b denota el producto escalar euclideo. Es posible llegar a
las mismas expresiones de los coeficientes « y (3 reformulando el problema
de minimizacion en términos de proyectores. Ademads, la interpretacién del
esquema iterativo (4.9) como un método de proyeccién permitird simplificar

las expresiones de los coeficientes dadas en las ecuaciones (4.14) y (4.15).

4.3.1 Interpretacion como método de proyeccién

El método variacional definido en (4.9) y (4.10) se puede plantear de
una forma similar a las ecuaciones (4.2) y (4.3) que definen un método de

proyeccion general, en los términos siguientes:

Encontrar Tpa1 = T + Ok,

tal que Tpa1 = 1 — Adp L L. (4.16)

con § = aurg + Brdi. Se tiene en este caso que el subespacio de bisqueda de

soluciones corresponde a
Ki = Env{rg, di}. (4.17)
De la misma forma, el subespacio de restricciones viene dado por
Ly = AKXy = Env{Ary, Ady}. (4.18)

Por tanto se trata de un método de proyeccion oblicuo. Las condiciones de

Petrov-Galerkin (4.16) se formulan equivalentemente como:

Encontrar Tpy1 = Tp + 0 € xp + Ky,

tal que Tkp1 =Tk — Ady (€ i+ Ly) L Ly. (4.19)
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Para deducir el valor de los pardmetros ay y (i de las ecuaciones (4.9) y
(4.10) se busca, por tanto, que el nuevo residuo sea ortogonal al subespacio
L. Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Oék<A’l"k,A7”k>—|—ﬁk<Adk,A7“k> = <T’k,A7”k>}

4.20
Oék<AT’k,Adk>+ﬂk<Adk,Adk> = <7’k,Adk> ( )

que coinciden con las ecuaciones (4.13) obtenidas minimizando el residuo.
Por tanto las soluciones del sistema de ecuaciones (4.20) coinciden con las

expresiones de los coeficientes (4.14) y (4.15).

Estos coeficientes se pueden simplificar. Nétese que

Adk = A(:Z'k — xk,l) = Al’k — Al’k,l
= b—Ax,_ 1 —b+Axp, =11 — 1}
= op_1Arp_y + Br_1Adj_y.

Si se multiplican escalarmente los vectores ry v Ady, se tiene,
(ri, Ady) = a1 Tk, Arp—1) + Be—1 (7, Adg—1) = 0, (4.21)

donde se ha hecho uso de la ortogonalidad entre r; y el subespacio £, =
Env{Ary_1, Adi_1}. La interpretacion geométrica de este resultado es ahora

evidente. Debido a que
Ty =Tk—1 — Adk, (422)

se deduce que Ady, es la proyeccién ortogonal del residuo r,_; en el subespacio
Ly_1. De esta forma (ry, Ady) = 0, obteniéndose las nuevas expresiones para

los coeficientes oy y [ dadas por

<A’f’k, Tk> <Adk, Adk>
<A’I“k, Ark)(Adk, Adk> — <A7“k, Adk>2 ’
—(A’T’k, Tk> <A7”k, Adk>

= (Ary, Arp) (Ady, Ady) — (Arg, Adg)? (4.23)

o =

A continuacién se estudian las propiedades de convergencia del método

variacional (4.9) y (4.10) con los coeficientes definidos en (4.23).
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Observacion 51 Matricialmente se tienen las siquientes ecuaciones para la
solucion aprorimada que proporciona el método iterativo y el residuo en la

etapa k + 1:

_ -1
= e 420
donde la matriz P de tamano k x k se define como
P = AV ((AV)TAV) ™ (AV)T, (4.25)
siendo V' la matriz de tamano k X 2 definida como
V= [ T dg ] )
Denotando las matrices V. = [rg,dg] y W = [Arg, Ady], se tiene por la

proposicion 50 de la pdgina 122 que las ecuaciones (/.24) y (4.25), y por
tanto el método de proyeccion, estdn bien definidas. En este caso la ecuacion
(4.8) se escribe como (4.25), que corresponde a la matriz de la proyeccion
ortogonal en el subespacio L, = AKy. De esta forma se garantiza que el
vector residuo 1y (ecuacion (4.24)) es el vector con norma-2 minima en el

espacio afin r, + AK.

4.3.2 Propiedades de convergencia

De la ecuaciéon (4.23) se deduce que los coeficientes estén bien definidos

si el denominador no se anula durante el proceso de iteracion, es decir, si
(Ary, Arp)(Ady, Ady) — (Ary, Ady)? # 0. (4.26)
o lo que es lo mismo,
[ Arg|[[| Ady || # [(Arg, Adg)].

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz la igualdad en (4.26) se da sélo si los

vectores Ary y Ady son linealmente dependientes.
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La pregunta que surge de forma natural es la siguiente. Cuando los
vectores Arp y Ady son linealmente dependientes?. Teniendo en cuenta el
campo de valores de una matriz (definicién 1, pag. 5) el siguiente resultado
establece que los coeficientes ay, v (¢ en (4.23) estdn bien definidos siempre
que la solucion exacta del sistema no se ha alcanzado, respondiendo asi a la

cuestion anterior.

Teorema 52 Sea F(A) el campo de valores de A tal que 0 ¢ F(A). Los
coeficientes definidos en las ecuaciones (4.23) correspondientes al método

iterativo (4.9) y (4.10) estdn bien definidos si, y sélo si x_1 no es la solucion

de (4.1).

Demostracién. Supongamos que Ar, = cAdg, ¢ € R, (ry = cdy por la
invertibilidad de A). Bajo esta hipétesis, y debido a que (4.21) muestra que

rr es ortogonal a Ady, se tiene que
TL 1 ﬁk = EHV{ATk, Adk}

Entonces r es ortogonal también a Ary, es decir, (ry, Ary) = 0. Debido a

que 0 ¢ F(A), se tiene entonces
(rr, Ariy =0 si, y sélo sir, =0,

y de esta manera x;, = A7'b, es decir, se ha alcanzado la solucién del sistema
(4.1). Adn mas, ya que rp = 0 = cdy = c(rg_1 — ), entonces 1,1 = 75, y la
solucién del sistema se ha alcanzado en la etapa k — 1, es decir z;,_; = A~'b.
Por tanto, si x;_1 (y también xj) no es la solucién del sistema, los coeficientes
estdn bien definidos, es decir, Ary # cAdy.

Para demostrar la condicién necesaria, asumamos que la ecuacién (4.26)
se cumple. Supéngase ahora que zx_; = A7'h. Entonces rp_1 = 0 (y rx = 0),

obteniéndose Ady = 0 (pues dy = x — xx_1 = 0) en contra de la hipétesis.
[ |
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A continuacién se estudiara bajo qué condiciones el método converge a la

solucion del sistema, para cualquier valor de rg y dy. Antes de abordar esta

cuestién se reescribiran las ecuaciones del esquema iterativo.

En (4.21) se comprobé que rp L Ad,. Debido a que el nuevo residuo

rr+1 se calcula a partir del residuo anterior r; restdandole la proyeccién ortog-

onal en L, = Env{Ary, Ady} (ecuacién (4.24)), se puede realizar la misma

operacién restandole su proyeccién ortogonal en una direccién previamente

ortogonalizada con respecto al vector Ady, es decir, en la direccién A7y donde

Ty = 1 — brdg,

donde

<ATk, Adk>

b = (Ady, Ady)’

Ahora, los vectores solucion y residuo responden a las expresiones
Thy1 = Tp + ap ATy,

donde

an — <7nk,A77k>
BT AR, AR

Thy1 = Tk — QAT
De las ecuaciones (4.27),(4.28) y (4.29) se tiene que

<Tk7 Afk> = <T’k, ATk>,
<A7”k, Adk>2

Ar, AT = (Ar,. A -
( Tk, 7‘k> ( Tk, Tk> <Adk,Adk>

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
(4.31)

Se puede comprobar facilmente que 71 en (4.29) es equivalente a la ecuacién

(4.10), con los coeficientes ay, () definidos en (4.23).
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Observacion 53 De la ecuacion (4.51) se cumple,

17 < [ Arg]|*.

En el caso en que 0 ¢ F(A), el teorema 52 muestra que si la solucién
del sistema de ecuaciones no se ha alcanzado, los coeficientes (4.23) estan
bien definidos, y de esta manera la norma-2 del residuo se reduce en cada

iteracion como establece el siguiente resultado.

Teorema 54 La norma-2 del residuo en el método iterativo (4.9) y (4.10)
con coeficientes (4.23) decrece mondtonamente para cualquier vector inicial

ro y do, To # do, si, y solo si 0 & F(A).

Demostracién. La prueba es similar a la del teorema 2.2.1 de [12]. Supong-
amos que los coeficientes estan bien definidos, es decir, se cumple la ecuacién
(4.26). Si no fuera el caso, la solucién se habria alcanzado (teorema 52). Si
0 € F(A) y 7 es un vector que satisface (ry, Ary) = (ry, Ar) =rf Arp, =0
(véase la ecuacién (4.30)) , entonces ||rpi1|| = [|7x| (ecuacién (4.29)), en
contra de la hipdtesis. Para la condicién suficiente, si 0 ¢ F(A) entonces

(ry, A7) no puede ser 0y ||rer1|| < ||7x- [ |

Observaciéon 55 Las condiciones del teorema 5/ se satisfacen cuando A es

una matriz definida positiva.

El teorema 54 establece que el residuo en el método iterativo (4.9) se
reduce en cada iteracién. El siguiente resultado muestra ademas que la re-

duccion que se produce esta acotada por un factor minimo fijo.

Teorema 56 FEl método iterativo (4.9) y (4.10) con coeficientes (4.23) con-

verge a la solucion del sistema (4.1), A7'b, para cualquier vector inicial g
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y do, To # do, si, y solo si 0 ¢ F(A). En este caso, la norma-2 del residuo

satisface

[rreall <41 — —””rkHa

para todo k, donde d es la distancia del origen al campo de valores de la

matriz A.

Demostracién. El teorema 54 muestra que el residuo decrece mondtonamente.
Por tanto, para demostrar que el método iterativo converge a la solucion del
sistema basta ahora con demostrar que ademas lo hace reduciéndose en cada
iteracion al menos por un cantidad fija. Ya que el campo de valores de una
matriz es un conjunto cerrado [52], si 0 & F(A) entonces existe un entero

positivo d, la distancia del origen al campo de valores F(A), de forma que
TAT
yTy
el producto escalar del vector 7,1 consigo mismo, y usando las ecuaciones

Y

E | > d para todos los vectores y # 0. De la ecuacion (4.29), calculando

(4.30) y (4.31), y la observacién 53 se obtiene,

_ _ (re, ATp)® B (i, Ay.) |
<Tk+17rk+1> - <T/€7Tk> <A77k;7A77k:> - <Tk,Tk> <Afk,A77k>
= (rp, ) — ’<7"k7f47”k>|2 [

|7“;{T‘k|2 || Ay [|2

d2

||Al|, donde v(A) es el radio numérico de A

2
T B S
e | AP

2
< g (1 [Pl el
8 e | A

I

S Tk 2 (1—d2'
<

130



Capitulo 4. Meétodo variacional

(definicién 1, pag. 5). Entonces,

d2
sl <4 /1= T 7

Observacion 57 Un resultado similar se puede encontrar en [/2] para el
método ORTHOMIN(1). Del teorema 56 se tiene,

2
ri ATry,

LT

(Tha1,Thg1) < ”TkHQ (1 -

Y

donde 711 es el residuo que produce el método ORTHOMIN(1) (ver []2],

ecuacion (2.8)).

Cuando la matriz del sistema A es simétrica la norma-2 del residuo,
|7k+1]|, es minimizada sobre el espacio afin de dimensién (k + 1)

ro + Env{Aro, ..., Ary} ,

como establece el siguiente resultado.

Teorema 58 Sea A simétrica, 0 ¢ F(A), y considérese el método varia-
cional (4.4). Si la solucién del sistema A™'b no se ha alcanzado en el paso

k, entonces
(rhgr1, A7) = (ATpy1, A7) =0, Vj <k
Ademas, de todos los vectores del espacio afin
ro + Env{Ary, Arq,..., AT}, (4.32)

rrr1 es el vector con norma-2 minima. También se tiene que la solucion se
obtiene como mdximo en la etapan, es decir, r, = 0, donden es la dimension

de la matriz A.
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Demostracion. Por el teorema 54, los coeficientes del método iterativo
estan bien definidos hasta la etapa j < k — 1. La demostracion se hard por
induccién sobre k. Por construccién (ecuaciones (4.27), (4.28) y (4.29)) se

tiene
<T’1,A770> = <Af1,Ad1> = <A771,Af0> =0

y en general,

_ (Ary, Ady,) (Arp, ap—1 ATp_1) _
A = Ar,— ————=Ad, = Ar, — A7
Tk Tk <Adk, Adk> F "k a%_l <Afk,1, Afk,1> =127k
_ Ark _ <A7’k, AT’k_1> Afkfl,

(ATj_1, ATp_1)

y por tanto A7y, L Ar,_;. Supongamos que (ry, Ar;) = (Ary, Ar;) = 0, para
todo 7 < k — 1. Los coeficientes en la etapa k + 1 se eligen de forma que
(Tra1, Arg) = (Argiq, A7) = 0. Para j < k — 1 se tiene,

(i1, Arg) = (1, — apAry, Arj) = 0 (4.33)

por la hipétesis de induccién. Ademas,
(ATpir, ATy) = (Arpyy — i) APy, AT;)
= <A7“k+1w47”g> (Arkﬂ,% (rj = 7j+1))
(Aﬁc+1, a; (7 + bd; — Ty — bjadin)

= a; (ree, A(T; + b d — 71— bjidj)) =0,

donde en la ultima igualdad se ha aplicado (4.33). Nétese que por la ecuacién
(4.30), y las hipétesis del teorema, a; # 0. Ademds se comprueba facilmente

que, de la ecuacién (4.29), se tiene
Tkl € To + EHV{A?@, cee ,Afk} .

Ya que 7441 es ortogonal al subespacio Env{Ary, ... , Ar.}, se sigue que ri
es el vector con norma minima en (4.32). Por tanto, si la solucién exacta no

se ha alcanzado antes de la etapa n, entonces r,, = 0. |
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Observacion 59 Si se toma dy = 0, 7o = ¢, se puede comprobar facilmente

que
Env{Ary, A7, ..., A} = Env{Arq, Arg, ..., A" g}
y en este caso ryyq es el vector de norma minima en el espacio afin
ro + Env{Arq, A*rg, ..., A"} .

De esta manera, el método variacional es equivalente al método del residuo

minimo MINRES [75].

4.3.3 Implementacién practica

En esta seccion se propone una implementacién del método variacional
(4.9) y (4.10). En el teorema 52 de la seccién anterior se establecié que
los coeficientes . v (i (ecuacién (4.23)), estdn bien definidos, es decir, su
denominador no se anula, siempre que la soluciéon del sistema no se haya
alcanzado. El teorema es vélido bajo la hipdtesis de que el 0 no pertenece
al campo de valores de la matriz A, F(A). A continuacién se propone un
algoritmo més estable y valido para matrices invertibles en general, de forma

que los coeficientes ay, v B siempre se puedan calcular.

Como se expuso en la seccién 4.3.1 (pdg. 124), las condiciones de opti-
mizacién de Petrov-Galerkin para el método variacional (4.9) se expresan de

la siguiente manera (véase ecuaciéon (4.19))

Encontrar Tpy1 € xp + Env{rg, di} |

tal que Tri1 (€ 1 + Env{Arg, Adi}) L Env{Ary, Ady} . (4.34)

Las condiciones (4.34) garantizan que 7441 es el vector en el espacio afin
i + Env{Ary, Ad} con norma-2 minima. Por tanto, el método variacional

en la etapa k + 1 encuentra una solucion de la forma

Tpy1 = T + [Tk, di]yr
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con

89°
Y = .
DB
Los coeficientes en y;, se escogen de manera que se minimice el residuo en la

etapa k + 1, es decir,
Yp = arg myin e — Alre, diyl| - (4.35)

donde argmin, || - || es el valor de y que minimiza la norma || - ||. Debido
a que la matriz A es invertible, el problema de minimos cuadrados (4.35)
siempre tiene solucién unica. Para resolver la ecuacién (4.35) se construye

una base ortonormal del subespacio vectorial de R,
EHV{Tk, A?"k, Adk} > (436)

que denotaremos como B = {vy, va,v3}. Los vectores de la base B se calculan

como sigue a continuacién:

ﬁvl =Tk,
h21’02 = (A?“k — hllvl) y (437)
hapvg = (Adk — hypvy — h22U2) )

donde los coeficientes 3, h;; (i = 1,2,3, j = 1,2) vienen dados por

B=rll,
hi = (Arg,v1), har = |[(Arg — huol)| (4.38)
hiy = <Adk:7vl>a hay = (Adk,1)2>7 hsy = ”(Adk — higvy — hzzvz)H .

Las ecuaciones (4.37) y (4.38) corresponden al algoritmo de Gram-Schmidt
para construir una base ortogonal del subespacio (4.36) [39, pag. 218]. Ma-

tricialmente estas ecuaciones se escriben de la forma
Alry, di] = QrHsp (4.39)

donde las columnas de la matriz (5 son los vectores de la base ortonormal
B, Qi = [v1,v2,03], y la matriz Hs, es la matriz de Hessenberg triangular

superior de dimension 3 x 2 dada por,

hir haz
Hzo= | har ha | . (4.40)
0 ha
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Retomando la ecuacién (4.35) para el vector de incégnitas y, y utilizando
la relacién (4.39), se obtiene el problema equivalente de minimos cuadrados

siguiente:

yr = argmin, |1y — Alrg, dilyl|
arg min, |1y — QrHs 2y (4.41)
arg min, ||Qr(Ber — Hsoy)|| .
= argmin, ||fe; — Hs oy

donde e; = (1,0,0)”7. Hemos obtenido por tanto un problema de minimos
cuadrados de dimension 3 x 2, frente al problema de dimension n x 2 origi-
nal (ecuacién (4.35)), que se puede resolver facilmente mediante un método
directo. Ademas, la ecuacién (4.21) (pag. 125) muestra que rp L Ady, y en
consecuencia el coeficiente hio en (4.40) vale 0, reduciéndose asi la compleji-
dad del sistema (4.41). Una posible implementacién del método variacional

se muestra en el algoritmo 3.

Algoritmo 3 Implementacion practica del método variacional (4.9) y (4.10).

1. Elegir zq y dy. Calcular ro :==b— Axg, §:= ||ro]| y v1 :=10/.
2. Parak=1,2,...,

(a) Calcular wy := Ary y wy := Adj,
(b) Para j =1,2
i. Parat=1,... 7
. hy o= (wy, v;)
i, wj :=w; — hijv;
(€) hjsry = [lwsll

(d) vjs1 = w;/hjsn,J
3. Calcular y; que minimiza ||fe; — Hs oy

4. Calcular T+l = Tk + [T’k,dk]yk, Tky1 = T — Qngygyk y dk+1 =
Tr+1 — Lk
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4.4 Método de segundo grado acelerado

En esta seccion se presenta el algoritmo utilizado en los experimentos
numéricos para acelerar el método de segundo grado mediante la técnica

variacional descrita en la seccion 4.3.

El método de segundo grado utilizado preferentemente corresponde al
método de segundo grado B (algoritmo 2, pdg. 69), analizado en el capitulo
3. Este método se utiliza para resolver los sistemas de ecuaciones lineales

que surgen de la integracion de la ecuacién neutrénica que se escriben de la

Tll T12 711+1 El
Lo = , 4.42
le TQQH = o) (4.42)

Se comprob6 que obtenia mejores resultados que el método de segundo grado

forma,

A (algoritmo 1, pag. 68).

Para acelerar este método iterativo se utiliza la técnica variacional de-
scrita en la seccion 4.3. La aceleracion se realiza de la forma siguiente: cada
r iteraciones del método de segundo grado con parametro de extrapolacién
w, se realizan ¢ iteraciones del método variacional descrito (algoritmo 3). Al

método acelerado se denominard ASD(w, 1, q), y se muestra en el algoritmo

4.

Observacioén 60 La aceleracion del método de sequndo grado A (algoritmo
1, pdg. 68) mediante el método variacional se realiza de la misma forma,
obteniéndose un algoritmo similar al algoritmo 4 pero con el paso 4.(c) de la

forma,
T22¢§l+1) = Ey — Tzl(“‘”pgl) +(1— W)d’il_l)) .

El método de sequndo grado A acelerado se denotard mediante ASD*(w,r,q).
En el capitulo 5 se comprobo experimentalmente que el método de sequn-

do grado B empleaba menos tiempo de simulacion que el método A, hecho
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Algoritmo 4 Método de segundo grado acelerado, ASD(w,, q).

1. Elegir ¢\".

2. Resolver Tllwgl) = El — T12¢§0).

3. Resolver meél) = Fy — T21z/;§1).

4. Paral=1,2,... r

(a) Elegir w.

(b) Resolver T\ = By — T (wil) + (1-— w)wélfl)).
)
)

(C Resolver TQQ¢§H_1) = EQ — Tgl (w¢§l+1) + (1 — W)?/)Y))
(d) Si se cumple criterio de parada, FIN.

5. Acelerar con g iteraciones del algoritmo 3, tomando zg = "D, ry =
b— APt y dy = U+ — (),

6. Volver al punto 4.

que se repite para sus versiones aceleradas como muestran los experimentos

numeéricos que se presentan en la prorima seccion.

4.5 Experimentos numéricos

Para evaluar la eficiencia de los métodos de segundo grado acelerados de-
scritos en las secciones anteriores se ha analizado el transitorio 1 correspon-
diente al reactor bidimensional TWIGL (curva 2.5, pag. 55) y el transitorio

tridimensional de Langenbuch (curva 2.8, pdg. 58).

En cuanto a los cdédigos y librerias utilizadas, son validas las considera-
ciones de los capitulos anteriores. Las pruebas se han realizado en la maquina
HP Exemplar S Class.

Como criterio de parada se han utilizado dos test de error diferentes. El

primero de ellos, referenciado como Test 1, comprueba el valor relativo del
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4.5. Experimentos numéricos

residuo en cada iteracién y responde a la ecuacion,
lrill < [|rol| - rtol + atol , (4.43)

donde rtol y atol son la tolerancia relativa y absoluta. El segundo criterio
es similar al anterior pero utiliza el cambio previo en la solucién segin la

ecuacion,
;|| < ||do]| - rtol + atol , (4.44)

y serd referenciado como Test 2.

4.5.1 Transitorio bidimensional

En esta seccion se presentan los experimentos numéricos correspondientes
a la simulacién del transitorio 1 del reactor bidimensional TWIGL (figura
2.4, pag. 53) mediante el método de segundo grado B acelerado ASD(w,r, q)

detallado en el algoritmo 4 (seccién 4.4).

El reactor ha sido discretizado utilizando el método de las diferencias
finitas con tamano de malla uniforme h, = h, = 3 cm, y también mediante
el método de colocaciéon nodal con nodos cuadrados de tamano 8 cm. Esta
discretizacién se denotara como Nodal(p), donde p indica el nimero de poli-
nomios de Legendre utilizados en el desarrollo del flujo neutrénico en cada
nodo. Se han utilizado los valores p = 3 y p = 4. En la tabla 3.1 (pdg. 112)
se mostraron el tamano y el nimero de elementos no nulos de las matrices
del sistema de ecuaciones (4.42) que hay que resolver en cada paso de tiempo

para cada una de estas discretizaciones.

Para la discretizacién temporal de la ecuacion de la difusion neutrénica
se utilizarda un método en diferencias hacia atrdas de 1 paso, con paso de
integracién de 1,25 milisegundos. Por tanto se necesita un nimero total
de 160 pasos para simular el transitorio completo. Como potencia pico de

referencia se eligié el valor 2.17, calculada con una discretizacién espacial
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Nodal(4) y un paso de integracién h = 6.25 x 10™* segundos. La curva de

evolucién del transitorio se puede ver en la figura 2.5 (pag. 55).

El método ASD(w,r,q) se comparard con el método de segundo grado
A acelerado, que serd denotado como ASD*(w,r,q). Para resolver las itera-
ciones internas en los métodos acelerados ASD(w,r,q) vy ASD*(w,r,q), es
decir, los sistemas de ecuaciones correspondientes a las matrices 111 y 1o
(pasos 4.(b) y 4.(c) en el algoritmo 4), se utilizard el método del gradiente
conjugado precondicionado con el método de Jacobi (JCG). Los experimentos
realizados en el capitulo 3 mostraron que era el método mas apropiado para
resolver estos sistemas. Ademads, esos mismos experimentos mostraron que
w = 1,5 era el mejor valor del factor de extrapolacion, aunque ligeras varia-
ciones del pardmetro en el intervalo [1,2[ no degradaban significativamente

la convergencia.

También se ha realizado un estudio comparativo con otros métodos basa-
dos en subespacios de Krylov (ver la seccién 1.4.2; del capitulo 1). En con-
creto con los métodos GMRES(k), TFQMR y BiCGSTAB precondicionados.
En el caso del GMRES(k), la dimensiéon méxima del subespacio de Krylov
serd k=10 o k=20. Como precondicionadores se utilizaran las factorizaciones
incompletas ILUO y ILUT (seccién 1.4.4). Es importante resaltar que estos
precondicionadores se calculan para los bloques diagonales T7; y T59 de la ma-
triz de coeficientes s6lo una vez en el primer paso del transitorio, ahorrando
tiempo y memoria en el paso de precondicionado. Ademas, se ha observado
que el numero de iteraciones es similar al caso del precondicionador calculado
sobre la matriz T' completa. De esta forma el tiempo de simulacién es menor

manteniéndose la velocidad de convergencia.

En las tablas de resultados (rtol, atol) indica la tolerancia relativa y abso-
luta utilizada para los test de error (4.43) y (4.44). En el caso de los métodos
ASD(w,r,q) y ASD*(w,r,q) método hace referencia al método utilizado en

las iteraciones internas. La columna iter. indica el nimero medio de itera-
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r | q | tiempo (sg)
11 39,85
o1] 34,82
22| 43,01
311 30,50
312 43,14
313 32,51
401] 30,93
412 44,03
413 32,80
4|4 45,18
501 29,20

Tabla 4.1: Tiempo de simulacién del método ASD(1.5,r,q) para diferentes
valores de r y ¢. Discretizacion utilizada: método nodal con 4 polinomios.

ciones' empleado para resolver el sistema de ecuaciones (4.42) en cada paso
de tiempo. El tiempo total de simulacién en segundos y la potencia (pico)
alcanzada en t = 0, 2 segundos se indican en las columnas tiempo y potencia,
respectivamente. Para los métodos BICGSTAB, GMRES(10) y TFQMR, la
columna precond. indica el precondicionador utilizado. Para el caso del
precondicionador ILUT se indica entre paréntesis el nivel y la tolerancia de

llenado.

En primer lugar se estudian dos aspectos importantes: la mejor combi-
nacién de los pardmetros r y g para el método ASD(1.5,r,q), y la efectividad
del método variacional para acelerar el método de segundo grado B. En la
tabla 4.1 se puede observar que el método ASD(1.5,r,q) conr =5y q =1,
es decir, una iteraciéon de aceleracién por cada cinco del método de segun-
do grado (algoritmo 4), obtiene los mejores resultados en cuanto a tiempo
de simulacion. Por ello, en el resto de experimentos se empleara el método
ASD(1.5,5,1). Ademas, si se compara con el método de segundo grado B
sin acelerar cuyos resultados se muestran en la tabla 3.4 (pag. 114), se ob-

serva que el método ASD(1.5,5,1) tarda aproximadamente la mitad que el

Tteraciones externas para los métodos ASD(w,r,q) y ASD*(w,,q).
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método rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
JCG(20,5x10°% | 10°5/0 | 6 12,9 2.160
JCG(100,5 x 107%) | 107°/0 6 13,0 2,160
JCG(20,107%) | 107°/0 | 6 12,3 2,112
JCG(20,1075) 10°7/0 | 6 12,6 2,123

Tabla 4.2: Resultados de simulacion del transitorio 1 del TWIGL con el

método ASD(1.5,5,1) para la discretizacién Nodal(3).

utilizado Test 2 (ecuacién (4.44)).

Criterio de parada

método rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
JOG(20,5 x 10°9) | 10°/0 | 6 29.2 2.168
JOG(100,5 x 1076) | 1075/0 | 6 30,5 2,168
JCG(20,1075) 105/0 | 6 26,2 2,097
JCG(20,1075) 10°7/0 | 6 26,2 2,097

Tabla 4.3: Resultados de simulacién del transitorio 1 del TWIGL con el
método ASD(1.5,5,1) para la discretizacion Nodal(4). Criterio de parada
utilizado Test 2 (ecuacién (4.44)).

método B sin acelerar para simular el transitorio completo. Este hecho pone
de manifiesto que el método variacional es muy efectivo en la aceleracion del

método de segundo grado B.

También es importante estudiar el efecto del grado de precision con el que
se resuelven las iteraciones internas. En las tablas 4.2, 4.3 y 4.4 se observa
que para el método ASD(1.5,5,1) el mejor resultado se obtiene resolviendo
mediante el JCG con un maximo de iteraciones de 20. Para este método, se

ha utilizado como criterio de parada el Test 1 con rtol = 5x107% y atol = 0.0.

método rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
JCG(20,5x 10°%) | 10°/0 | 6 31,4 2.119
JCG(100,5 x 1075) | 1075/0 | 6 31,6 2.119
JOG(20,107°%) | 107%/0 | 5 27,6 2,110
JCG(20,1079) 1077/0 6 29,0 2,110

Tabla 4.4: Resultados de simulacién del transitorio 1 del TWIGL con el
método ASD(1.5,5,1) para la discretizacién en diferencias finitas. Criterio
de parada utilizado Test 2 (ecuacién (4.44)).

141



4.5. Experimentos numéricos

discretizacion | iter. | tiempo (sg) | potencia
Nodal(3) | 24 41,0 2.160
Nodal(4) | 24 80.1 2,168
Diferencias 22 85,6 2,119

Tabla 4.5: Resultados de simulacién del transitorio 1 del TWIGL con el
método ASD*(1.5,5,1) para diferentes discretizaciones. Criterio de para-
da utilizado Test 2 con rtol = 107°, atol = 0 (ecuacién (4.44)). Método
JCG(20,5 x 107%) para las iteraciones internas.

Se indica como JCG(20,5.107%). Es importante resolver las iteraciones inter-
nas con suficiente precision para alcanzar un nivel de potencia satisfactorio,
como se pone de manifiesto en la tabla 4.2 para el caso JCG(20,107°). En
este ejemplo, incluso resolviendo las iteraciones externas con una tolerancia
del error de 1077, la potencia pico alcanzada es tan sélo de 2.123. Esto se
explica por la utilizacion de la solucion en un paso de tiempo como solucién
inicial en el siguiente. Si el transitorio no es muy abrupto la diferencia en
las soluciones en dos pasos de tiempo consecutivos no es elevada. Por tanto,
la solucién inicial puede satisfacer el criterio de error en pocas iteraciones,
obteniéndose una solucién para el nuevo sistema de ecuaciones practicamente
idéntica a la del paso de tiempo anterior. Conclusiones similares se deducen
para las discretizaciones Nodal(4) y diferencias finitas, tablas 4.3 y 4.4, re-

spectivamente.

Comparando con el método ASD*(1.5,5,1) (método de segundo grado A
acelerado) cuyos resultados se muestran en la tabla 4.5, se observa claramente
que los tiempos obtenidos por el método ASD(1.5,5,1) son sensiblemente
inferiores. Este hecho estd en consonancia con el comportamiento observado

para los métodos de segundo grado A y B (capitulo 3).

Las tablas 4.6 a 4.14 muestran los resultados para los métodos BiCGSTAB,
GMRES(k) y TFQMR.

Para el método BiCGSTAB se observa que los precondicionadores ILUT e

ILUO obtienen resultados muy parecidos para las dos discretizaciones nodales,
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precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia

ILUO Test 1 107°/0 56 22,3 2,160
ILUO Test 2 107°/0 41 18,7 2,160
ILUO Test 1 | 1075/107% | 27 14,2 2,159
ILUO Test 2 | 1075/1076 | 27 14,1 2,159
ILUT(5,1) | Test 1 |1073/10°5 | 37 12,0 2,160
ILUT(5,1) | Test 2 | 10-5/10°6 | 37 12,1 2,161
ILUT(5,10~2) | Test 1 | 107°/1075 | 32 14,8 2,160
ILUT(5,10~2) | Test 2 | 10-5/1075 | 32 15,02 2,160

Tabla 4.6: Resultados del método BiCGSTAB para la discretizacién
Nodal(3).
precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
ILUO Test 1 107°/0 7 74,7 2,167
ILUO Test 2 10_5/0 60 59,2 2,167
ILUO Test 1 10_5/10_6 39 43,3 2,167
ILUO Test 2 10_5/10_6 38 43,5 2,167
ILUT(5,1) | Test 1 | 1075/107 | 37 40,3 2,168
ILUT(5,1) | Test 2| 1073/1076 | 39 43,5 2,167
ILUT(5,1072) | Test 1 | 1075/107% | 53 46,9 2,169
ILUT(5,1072) | Test 2 | 1075/1076 | 39 42,9 2,167

Tabla 4.7: Resultados del método BiCGSTAB para la discretizacién
Nodal(4).
precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
ILUO Test 1 107°/0 58 157,13 2,128
ILUO Test 2 1075/0 39 109, 3 2,128
ILUO Test 1 | 107°/107¢ | 30 86, 8 2,128
ILUO Test 2 | 1075/1076 | 27 78.42 2,128
ILUT(5,1) | Test 1 | 1075/1075 | 96 174 2,128
ILUT(5,1) | Test 2 | 10°/10~% | 89 163 2,128
ILUT(5,1072) | Test 1 | 10°/107% | 21 04,7 2,128
ILUT(5,1072) | Test 2 | 1075/1076 | 19 87,73 2,128

Tabla 4.8: Resultados del método BiCGSTAB para la discretizacién en difer-

encias finitas.

143



4.5. Experimentos numéricos

precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
ILUO Test 1 107°/0 118 95 2,160
ILUO Test 2 107°/0 7 37,77 2,160
ILUO Test 1 | 1075/107% | 33 20,51 2,150
ILUO Test 2 | 107°/1075 | 33 20, 30 2,150
ILUT(5,1) | Test 1 |1073/1075 | 82 93,98 2,150
ILUT(5,1) | Test 2 | 1073/1075 | 85 924,29 2,150
ILUT(5,10~2) | Test 1 | 107%/1075 | 60 28, 87 2,152
ILUT(5,10~2) | Test 1 | 10-%/1075 | 60 28, 64 2,152

Tabla 4.9: Resultados del método GMRES(10) para la discretizacién
Nodal(3).
precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
ILUO Test 1 107°/0 119 151 2,167
ILUO Test 2 107°/0 75 99,3 2,167
ILUO Test 1 | 1075/107% | 38 56, 15 2,167
ILUO Test 2 | 1075/1076 | 38 56 2,167
ILUT(5,1) | Test 1 |1075/10¢ | 78 60,71 2.165
ILUT(5,1) | Test 2 | 10°/10°% | 79 61,3 2,167
ILUT(5,1072) | Test 1 | 1075/106 | 75 80,6 2,167
ILUT(5,1072) | Test 1 | 1073/1076 | 75 80,7 2,167

Tabla 4.10: Resultados del método GMRES(20) para la discretizacién

Nodal(4).

precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia

ILUO Test 1 107°/0 58 156 2,128

ILUO Test 2 107°/0 39 108 2,128

ILUO Test 1 | 1075/107% | 30 85,9 2,128

ILUO Test 2 | 1075/1076 | 27 77,9 2,128

ILUT(5,1) | Test 1 |107%/10°¢ | 97 173,9 2,128

ILUT(5,1) | Test 2 | 10°/10~% | 89 162, 2 2,128

ILUT(5,1072) | Test 1 | 1075/1070 | 21 04 2,128

ILUT(5,1072) | Test 1 | 1075/1076 | 19 86,7 2,128

Tabla 4.11: Resultados del método GMRES(10) para la discretizacion en

diferencias finitas.
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precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
ILUO Test 1 107°/0 63 33 2,160
LU0 Test 2| 1075/0 | 49 97.2 2.160
ILUO Test 1 | 1075/1076 | 37 21,79 2,160
ILUO Test 2 | 107°/107% | 37 21,8 2,160
ILUT(5,1) | Test 1 |107%/1075 | 71 22,6 2,159
ILUT(5,1) | Test 2| 1073/1075 | 71 22,5 2,159
ILUT(5,10~2) | Test 1 | 10-5/1075 | 53 26,9 2,159
ILUT(5,10~2) | Test 2 | 10-5/1075 | 52 26,7 2,159

Tabla 4.12: Resultados del método TFQMR para la discretizacién Nodal(3).

precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
ILUO Test 1 107°/0 85 104 2,167
ILUO Test 2 10_5/0 72 90,9 2,167
ILUO Test 1 10_5/10_6 51 67,3 2,167
ILUO Test 2 10_5/10_6 51 67 2,167
ILUT(5,1) | Test 1 | 10-5/1076 | 102 66, 2 2,167
ILUT(5,1) | Test 2 | 1075/1076 | 102 66,6 2,167
ILUT(5,1072) | Test 1 | 1075/107¢ | 84 81,9 2,167
ILUT(5,10~2) | Test 2 | 10-5/1075 | 84 82 2,167

Tabla 4.13: Resultados del método TFQMR para la discretizacién Nodal(4).

precond. Test | rtol/atol | iter. | tiempo (sg) | potencia
ILUO Test 1 107°/0 58 156 2,128
ILUO Test 2 107°/0 39 107 2,128
ILUO Test 1 | 1075/1075 | 30 85,8 2,128
LU0 Test 2 | 1073/10°5 | 27 7.1 2,128
ILUT(5,1) | Test 1 | 107°/10~ | 96 175 2,128
ILUT(5,1) | Test 2 | 105/1076 | 95 171 2,128
ILUT(5,10~2) | Test 1 | 10-%/1076 | 21 93,6 2,122
ILUT(5,10-2) | Test 2 | 1075/106 | 19 87,1 2,128

Tabla 4.14: Resultados del método TFQMR para la discretizacién en difer-

encias finitas.
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utilizando como criterio de parada el test de error Test 1. Para la dis-
cretizaciéon en diferencias es el precondicionador ILUO con criterio de parada
Test 2 el que mejor resultados proporciona. La tolerancia de error absoluta
(atol) se ha de tomar ligeramente inferior a la relativa, pero nunca 0 ya que

en este caso el tiempo empleado en la simulacion es excesivo.

Comparando el método BICGSTAB con el método ASD(1.5,5,1) se ob-
serva que para la discretizacién Nodal(3) los resultados en cuanto a tiempo
de simulacién y precisién en la solucién final son practicamente similares. Sin
embargo, para las discretizaciones Nodal(4) y diferencias finitas el método
ASD(1.5,5,1) se muestra claramente superior, empleando aproximadamente
la mitad de tiempo en la simulacién del transitorio. Es importante resaltar
como para este método el nimero de iteraciones externas permanece aprox-

imadamente constante para las tres discretizaciones empleadas.

Para los métodos GMRES(k) y TFQMR el mejor precondicionador es
ILUO. Hay que destacar que con el método GMRES(k) fue necesario utilizar
una base del subespacio de Krylov con 20 términos (k=20) para poder simular
el transitorio cuando la discretizacién espacial utilizada era Nodal(4) (tabla

4.10). Las conclusiones relativas al criterio de parada son similares a las del
BiCGSTAB.

Por otro lado, comparando los tres métodos basados en subespacios de
Krylov claramente el método que mejores resultados proporciona en cuanto a
tiempo de simulacion y precisién en la solucion final es el método BICGSTAB.
Esta observacién sigue la linea marcada en [20] donde los autores llegan a

conclusiones similares.

Finalmente, hay que hacer notar que el método ASD* presenta unas
prestaciones similares a los métodos GMRES y TFQMR para la discretizacion

en diferencias finitas.
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4.5.2 Transitorio de Langenbuch

En esta seccién se presentan los experimentos numéricos correspondi-
entes a la simulacién del transitorio del reactor tridimensional Langenbuch
(figura 2.7, pag. 58) mediante el método de segundo grado B acelerado
ASD(1.5,5,1) detallado en el algoritmo 4 (seccién 4.4) y estudiado numéricamente
para el transitorio bidimensional del reactor TWIGL en la secciéon anterior,
donde se observé que los valores w = 1.5, r = 5 y ¢ = 1 proporcionaban los

mejores resultados.

Atendiendo a los resultados de la seccién anterior y del capitulo 2, que
mostraban una mayor precision de la solucién mediante la discretizacion con
el método de colocacion nodal, los experimentos que se presentan a con-
tinuacion se han realizado tnicamente para este método. En la tabla 4.15
se muestran las diferentes discretizaciones espaciales utilizadas, asi como el
tamano de las matrices del sistema de ecuaciones (4.42) que hay que resolver

en cada paso de tiempo.

Para la discretizacién temporal de la ecuacién de la difusién neutrénica
se utilizarda un método en diferencias hacia atras de 1 paso, con paso de
integracién de 125 milisegundos. Por tanto se necesita un numero total de

480 pasos para simular el transitorio completo.

Ademas, también se ha realizado un estudio comparativo con los métodos
basados en subespacios de Krylov utilizados en la seccién anterior, es decir,
los métodos GMRES(k), TFQMR y BiCGSTAB precondicionados con ILUO.
Al igual que antes, el precondicionador se calcula para los bloques diagonales
T11 v Tss de la matriz de coeficientes s6lo una vez en el primer paso del

transitorio.

Como criterio de parada se han utilizado el Test 2 para el método de
segundo grado y el Test 1 para los métodos de Krylov (ecuaciones (4.44) y
(4.43)). El significado de las diferentes entradas de las tablas de resultados

es el mismo que en la seccion anterior. En éstas, no se hace referencia a
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discretizacion espacial n nnz
Nodal(2) 2800 | 31280
Nodal(3) 7000 | 106600
Nodal(4) 14000 | 270000

Tabla 4.15: Tamano y nimero de elementos no nulos de las matrices para
las discretizaciones espaciales utilizadas para la simulacion del transitorio de
Langenbuch. n, nnz indican el tamano y el nimero de elementos no nulos de
las matrices a resolver en cada paso de tiempo, respectivamente.

método rtol/atol | iter. | tiempo (sg)
ASD(15,5,1) | 10°/0 | 16 468
BiCGSTAB | 107°/107¢ | 19 565
GMRES(10) | 1075/1075 | 19 576
TFQMR | 1075/10°6 | 40 632

Tabla 4.16: Resultados de simulacién del transitorio de Langenbuch para la
discretizacion Nodal(2).

la potencia alcanzada ya que los resultados mostrados corresponden a la
obtenciéon de la solucién final con la misma precisién (préxima a la curva de

referencia dada en la figura 2.8, pag. 59).

En la tabla 4.16 se observa que para la discretizacién con el método
Nodal(2), el método ASD(1.5,5,1) emplea menos tiempo para simular el
transitorio completo. Para un ntmero de 3 polinomios (tabla 4.17) es el
método BICGSTAB el que proporciona mejores resultados seguido del GM-
RES, siendo el tiempo de simulacién empleado por el método ASD(1.5,5,1)
ligeramente superior, aunque todavia inferior al tiempo empleado por el
método TFQMR. Para 4 polinomios, claramente el método BICGSTAB ob-
tiene los mejores resultados en tiempo de simulacion, seguido del método de

segundo grado acelerado.

Por otro lado, de entre los métodos basados en subespacios de Krylov
es el método BICGSTAB el que menos tiempo emplea en la simulacion del

transitorio completo, al igual que ocurria para el transitorio bidimensional

del TWIGL.
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método rtol/atol | iter. | tiempo (sg)
ASD(15,5,1) | 10°/0 | 16 1462
BiCGSTAB | 107°/107¢ | 22 1200
GMRES(10) | 107%/10°% | 23 1369
TFQMR 1075/1076 | 41 1805

Tabla 4.17: Resultados de simulacién del transitorio de Langenbuch para la
discretizacion Nodal(3).

método rtol/atol | iter. | tiempo (sg)
ASD(15,5,1)| 10°/0 | 16 5160
BiCGSTAB | 107°/107¢ | 36 4620
GMRES(20) | 1075/1076 | 41 5090
TFQMR 1075/107% | 62 5578

Tabla 4.18: Resultados de simulacién del transitorio de Langenbuch para la
discretizacién Nodal(4).

Finalmente, es importante resaltar que habitualmente la simulacion de los
transitorios, cuando se discretizan las ecuaciones mediante el método de colo-
cacion nodal, se realiza con un nimero pequeno de polinomios, tipicamente
2 6 3. Solamente cuando se necesita estudiar con precisién los efectos locales
de la variaciéon del flujo neutréonico en el interior del reactor se utiliza un

nimero elevado de polinomios de Legendre.

En el capitulo 5 se presentard un método multinivel para resolver los
sistemas de ecuaciones cuando se utiliza un numero elevado de polinomios

en la discretizacion mediante el método de colocacién nodal.

Recapitulando lo anteriormente expuesto, se han realizado experimen-
tos numéricos para evaluar el comportamiento del método de segundo grado
acelerado, denotado como ASD(w,r,q). Se ha determinado que los valores
w = 1.5, 7 =5y q =1 proporcionaban el mejor comportamiento del método.
Asi mismo, se ha comparado con tres métodos basados en subespacios de
Krylov. Concretamente se ha comparado con los métodos BICGSTAB, GM-
RES(k) y TFQMR precondicionados. El estudio comparativo permite con-

cluir que el método ASD(w,r,q) presenta la mejor relacién tiempo de sim-
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ulacién / precision de la solucién para los transitorios bidimensionales del
TWIGL. Para el transitorio tridimensional del reactor Langenbuch esto con-
tinta siendo cierto para un nimero de polinomios de Legendre de 2. Para
un nimero de polinomios mayor el método BICGSTAB obtiene los mejores
resultados. También es importante resaltar que de los tres métodos basados
en subespacios de Krylov, es el método BICGSTAB el més indicado para el
tipo de problemas estudiado.

Por tanto, se puede concluir que para transitorios bidimensionales, y tran-
sitorios tridimensionales discretizados con un niimero de polinomios pequefio?,
el método ASD(w,r, q) es competitivo frente a los métodos BiICGSTAB, GM-
RES(k) y TFQMR. Destacar también que la modelizacién bidimensional (o
incluso unidimensional) es utilizada para la simulacién de transitorios en re-
actores 3D. Recientemente en [51, 55] los autores proponen la integracién de
la ecuacion de la difusion neutronica en reactores 3D reduciendo la compleji-
dad del problema a geometrias de menor dimensién (punto y unidimension-
ales). El paso a geometrias tridimensionales se realiza mediante un mecanis-
mo adaptativo inicamente cuando se detectan fuertes variaciones en el flujo

neutronico.

2Se utiliza un nimero elevado de polinomios cuando se necesita simular con suficiente
precisioén los efectos de variacién rapida y efectos locales del flujo neutrénico en el interior
del reactor.
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Métodos multinivel

5.1 Introducciéon

El analisis de transitorios donde aparecen grandes gradientes del flu-
jo neutrénico requiere el uso de discretizaciones de la parte espacial de la
ecuacion de la difusién neutrénica suficientemente precisas. Cuando se utiliza
el método de colocacion nodal, la precision se mejora aumentando el nimero
de polinomios de Legendre utilizados para la expansién del flujo neutronico
en el interior de cada celda del reactor (capitulo 2). Ya que el tamano de los
sistemas de ecuaciones lineales a resolver aumenta considerablemente con el
nimero de polinomios utilizados en la discretizacion, el coste por iteracién

también aumenta.

En este capitulo se presenta un método multinivel basado en el nimero
de polinomios de Legendre utilizado en el método de colocacién nodal. A
partir de la solucién obtenida discretizando con un nimero de polinomios
relativamente pequeno, se pretende obtener una aproximacion inicial de la
solucion lo suficientemente buena que permita resolver en un niimero menor
de iteraciones el sistema de ecuaciones de mayor tamano, es decir, aquel que
se obtiene discretizando con el niimero maximo de polinomios. Por tanto,
los algoritmos que se proponen son del tipo iteracién anidada, brevemente

descritos en el capitulo 1 (pag. 19).
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A diferencia de los métodos multinivel habituales, donde las diferentes
mallas se obtienen cambiando el tamano de los nodos (tamano de la trian-
gularizacion cuando se utilizan técnicas de elementos finitos, o el paso de
discretizaciéon para el método en diferencias finitas), la estrategia que se pre-
senta no esta basada en esta metodologia. Manteniendo un tamano de nodo
fijo, lo que caracteriza a cada malla o nivel es el nimero de polinomios uti-
lizado en la discretizacion. Por tanto, cada nivel estara asociado a un niimero

diferente de polinomios de Legendre.

El capitulo se estructura como sigue. En la seccién 5.2 se describen los
componentes basicos para la formulacion de los métodos multinivel propu-
estos (operadores de restriccién e interpolacién), y dos métodos multinivel
diferentes, denominados multinivel algebraico y geométrico. En la seccién 5.3
se presentan los resultados de los experimentos numéricos para los transito-
rios bidimensionales del reactor TWIGL y el tridimensional de Langenbuch.

Al final se revisan las conclusiones més destacadas.

5.2 Meétodos multinivel

Considérese el sistema de ecuaciones lineales que se obtiene de la dis-
cretizacion de la ecuacién de la difusion neutrénica y que habitualmente se

denota por,
Ty =F, (5.1)

donde T es una matriz de tamano n x n (ecuacién (2.52), padg. 53). La
matriz T' se obtiene discretizando dichas ecuaciones en el dominio del reactor,
que se denotara por {2, mediante un nimero de polinomios de Legendre
determinado, K. Este numero K, se elige lo suficientemente grande para

obtener una soluciéon con un grado de precision aceptable.

En los capitulos 3 y 4 se han presentado diferentes métodos iterativos
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para obtener la solucién de (5.1), y que responden a la forma general,
¢nueva — G(T’ wanteriores7 E). (5.2)

Una forma de mejorar la convergencia de estos métodos es mediante la obten-
cién de una solucién inicial préxima a la solucién del sistema (5.1), pero con
un coste tan pequeno como sea posible. Esta idea es la base de los métodos

de iteracién anidada (pag. 19).

A continuacién se detallan los componentes basicos que permitiran definir

diferentes métodos multinivel para resolver el sistema de ecuaciones lineales

(5.1) [15, 68]:

1. Un conjunto de m mallas o niveles QF, & = 1,...,m de tal forma
que Q' € Q2 C --- C Q™. Por similitud con la terminologfa habitual
utilizada en los métodos multinivel, Q¥ denota el dominio discretizado.
El nivel k£ corresponde a la discretizacién de la parte espacial de la
ecuacion de la difusién neutrénica con un numero de polinomios de
Legendre diferente e igual a P(k). La entrada k—ésima del vector
P € N contiene el niimero de polinomios utilizados en el nivel k&, con
P(m) = K, es decir, el nimero maximo de polinomios de Legendre

utilizados.

2. Asociado a cada nivel hay un sistema de ecuaciones lineales que hay

que resolver de la forma
TR — g (5.3)

y cuya solucién, obtenida mediante algiin método de relajacion, se uti-
liza como solucién inicial para el siguiente nivel (més fino). Ademas,
TH ¢ RNmxNnw gk EK) son vectores de RN ™ donde N es el
nimero de nodos en los que se divide el reactor, y n; es el niimero de
coeficientes del desarrollo del flujo neutrénico en un nodo cualquiera.

Como se vi6 en el capitulo 2 (pdg. 45) para problemas bidimensionales,

Ny = %P(k)(P(k) +1),
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mientras que para problemas tridimensionales,

ng = %P(k)(P(k) + 1)(P(k)+2).
OF también se utilizard para representar el espacio vectorial al que
pertenecen los vectores y matrices definidos en el nivel k, es decir,
OF = RV ™ con Q™ = R”. De esta forma, T™® se puede interpretar
como la versién (restriccién) en la malla Q2 de la matriz de coeficientes
del sistema (5.1), T = T™).

3. Para utilizar el vector ¢*¥) como solucién inicial para el problema asoci-
, / . .
ado con una malla més fina QF |, k’ > k, es necesario definir un operador

de interpolacion o prolongacion, I,’j/ - QF — QF. Entonces,
P*) = Z,f/zﬁ(k) ]

. ! . /
De igual forma, un vector ¥*) en el nivel Q¥ se representa en una
malla més gruesa QF, k < k’, mediante el operador de restriccion I} :

QF — QF, de la forma

P®) = TE )|

Como ya se ha mencionado, los algoritmos multinivel que se presentan para
el método de colocacion nodal se basan en la generacion de diferentes niveles
o mallas caracterizados por el nimero de polinomios de Legendre utilizados
en la discretizacién. En cada nivel, el nimero de nodos en los que se divide el
reactor permanece fijo, y lo que cambia es el niimero de polinomios utilizado

para la expansion del flujo neutronico en su interior.

Si se quiere resolver la ecuacion de la difusién neutrénica con K poli-
nomios de Legendre, para cada paso de tiempo, denotado ¢,,,1, se realiza una
iteracion anidada tomando como solucion inicial el vector de coeficientes del
paso de tiempo anterior para el nivel mds fino Q™, es decir, ¥(™(t,). El

algoritmo 5 muestra la forma general del método multinivel.
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Algoritmo 5 Algoritmo de la iteracién anidada general.

1. Elegir m niveles tales que, Q' c Q> C --- C Q™.
2. Elegir P € N, el nimero de polinomios de Legendre en cada nivel.
3. Restringir al nivel mas grueso: w(()l)(tnﬂ) =Tl pm(t,).

4. Resolver TMWypM(t,,1) = EW tomando ¢{" (t,11) como solucién ini-
cial.

5. Parak=1,... ,m

(a) Interpolar al siguiente nivel: /"™ (t,,1) = ZF ™ (t,,1).

(b) Resolver T*+ Dyt (¢, 1) = ECD tomando ™ (tp41) como
solucién inicial.

6. Fin.

Para completar el algoritmo se necesita definir los operadores de inter-
polacién y restriccion. Ademds, también se ha de definir como se genera
la matriz T™) en el nivel k. Se proponen dos formas diferentes de generar
estas matrices que dan lugar a su vez a dos algoritmos distintos: el algoritmo

multinivel algebraico y el algoritmo multinivel geométrico.

5.2.1 Operadores de interpolacién y restriccion

Supongamos que se desea determinar el flujo neutrénico utilizando ¢ poli-
nomios de Legendre en el paso de tiempo ¢, 1. Sea i el nivel correspondiente
al nimero de polinomios ¢, es decir, P(i) = £. Sea e un nodo del reactor (ver
figura 2.3, pag. 41). Si se utiliza el método de colocacién nodal con la aproxi-
macién serendipita, el flujo neutrénico en el nodo responde al desarrollo dado
por (véase ecuacién 2.35, pag. 45),

0—1 0—1—k1 6—1—k1—k2

¢€(ua v, ’LU) = Z ¢?k17k2’k3pk1 (u)PkQ (U)Pks (’LU) : (54)

k1=0 ko=0 k3=0
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o Ky Kok
P
000
001 A
002 ¢?
010 000
011 001
020 ¥ 010
100 100
101
110
200
P(j)=3 P(i)=2

Figura 5.1: Accién de los operadores prolongacién (Z7) y restriccién (Z3)
sobre los coeficientes en el nodo e. El ntimero de polinomios de Legendre
utilizado es P(j) = 3y P(i) = 2 para los niveles 7 y ', respectivamente.

El vector de incognitas, ¥ € Q) en la ecuacién (5.3) estard formado por

k2k3 correspondientes a todos los nodos del reactor ade-

los coeficientes @'t
cuadamente ordenados. La interpolacién del vector () desde el nivel ' al

nivel 7, con j > i (P(j) = ¢ > P(i) = (), se define para cada nodo como,

¢£/;k17k‘2,k3 (tn+1) — { qb?kl,kQ,kS (tn+1> SZ kl —I'_ kQ + kg < g - 1 ; (55)

(bg;kl’kQ’k?’ (tn) ) ]ﬁ + ]i]g + kg Z ﬁ —1 s

Conk’lz(),... ,gl—l, kQZO,... 7f/—1—k’1 yk:g:(), ,gl—l—kl—k’g.
Por tanto, para aquellos coeficientes del flujo neutrénico para los que no
se dispone de una actualizacién proveniente del nivel inferior en el paso de

tiempo t,,11, se utilizan los del paso de tiempo anterior y en el mismo nivel.

De la misma forma, la restriccion del vector 1) definido en el nivel Q)

al nivel Qi < j, se define como,
O (1) = O () (56)
conklz(),... ,g—l, 1{5220,... ,E—l—klyk;;:O,... ,g—l—kl—kg.
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Ambos operadores responden a la operacién de inyeccién que simplemente
copia coeficientes en las posiciones adecuadas sin ningin tipo de promedia-
do. Su eleccion se justifica de forma intuitiva por el hecho de que cualquier

funcién de la forma
Pkl (U)sz (U>Pk3 (w) ’

que forme parte de la expansién (5.4) en dos niveles diferentes, ¢ # ¢, debe

ka,k3

. . . . /. , .
tener el mismo coeficiente, es decir, ¢&kvk2hks = Gk, Ademas, si se

considera el espacio generado por el conjunto de funciones,
Pt = {Pkl (U)sz(U)Pkg(w) Dok = [07€ - 1]7

kQ == [O,g— 1 - kl],

ks =10, —1—ky — kol},
la operacién de restriccién dada en (5.6) simplemente es la restriccion de
la expansién del flujo neutrénico ¢¢ (ecuacién(5.4)) al subespacio generado
por el conjunto de funciones P¥ C P!, con ¢’ < ¢, y que corresponde a su
expansiéon con ¢ polinomios. De igual forma se justificaria la operacion de
prolongacion.

Para el ejemplo de la figura 5.1, el operador de restriccién de los coefi-

cientes correspondientes al nodo e en el nivel ¥ sobre el nivel Q¢ se expresa

matricialmente como,

10000O0O0O0O0O
Ti 01 000O0O0O0O0®O
J 00010O0O0O0O0O0
0000O0OO0OT1O0QO0G®O0

Formalmente, esta matriz puede escribirse como
7, = [LIO] ;. (57)

donde I; es la identidad en R™ y 7; es una matriz de permutacién en R™ .

La operacién de restriccion (5.6) se formula de forma equivalente como,

ORI 1) = TlH (1) (53

Wer, por ejemplo, [31] donde se introduce esta nomenclatura.
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5.2. Métodos multinivel

Obsérvese que el operador traspuesto del anterior, es decir,
7 = (7)" (5.9)

inyecta los coeficientes desde el nivel Qf en las posiciones adecuadas del vector

de coeficientes del nivel 7.

Si se define el operador I;i :R™ — R™ ™™ como,
77 =[Ol | (5.10)

donde I-; es la identidad en R™ ™" la operacién de prolongacion definida

por la ecuacién (5.5) se puede expresar como,
IR (1,0) = (T77) TR (1) + T] GRS () . (5.11)

La matriz (I;i)TI;i es una matriz diagonal de tamano n; X n;, con unos
en la diagonal en las filas donde (I;i)T tiene elementos distintos de cero. El
efecto que produce sobre el vector ¢ﬁl?k1’k2’k3 (t,) es anular aquellos coeficientes

que seran interpolados desde el nivel inferior.

Observacién 61 Los operadores de prolongacion y restriccion definidos por
las ecuaciones (5.7-5.11), son iguales para todos los nodos. Por tanto, los op-
eradores de prolongacion y restriccion completos equivalentes (los que actian
sobre los vectores de coeficientes completos, 9 y @ ) quedan perfectamente
definidos. Por ejemplo, sea V9 un vector en Q9 = RN donde N es el
numero de nodos en los que estd divido el reactor, y n; es el numero de
coeficientes del flujo neutronico correspondientes a un nodo cualquiera e en
el nivel j. De la misma forma, ¥ es un vector en Q' = RN™ con n; el
numero de coeficientes correspondientes a un nodo en el nivel i. El operador

de restriccion I;: RNV — RN tal que,

(i) — Tig(0)
P =Ty
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es una matriz diagonal por bloques de tamano N -n; X N -nj, con N blogques

diagonales rectangulares de la forma,

[ [L|O]

[1]O)m; ]

con la matriz [1;|O] m; como se indicd en la ecuacion (5.7). De forma similar
se construiria el operador completo equivalente a I;i, ecuacion (5.10), que
permite definir la operacion de prolongacion (5.11). Mientras que no haya
peligro de confusion, se utilizard indistintamente la misma notacion para los
operadores de restriccion y prolongacion restringidos a un nodo, y sus oper-

adores completos equivalentes.

5.2.2 Multinivel algebraico

Las matrices 7"+ que aparecen en el algoritmo 5, pueden generarse

utilizando el operador de restriccién dado en (5.7) de la forma,
Tk = gerpmign - (5.12)

es decir, la restriccién de la matriz de coeficientes T = T del sistema de
ecuaciones (5.1) al espacio columna de la matriz (Iffjl)T. Esta operacién
consiste en tomar de la matriz T aquellos elementos que aparecen en el nivel
QF+1. De la misma forma, el término independiente E*®) se obtiene de la re-
striccién del término independiente E™) = E al nivel Q*+1 . Con la eleccién
de T"+1 en la forma (5.12) se obtiene el algoritmo denominado multinivel
algebraico o AML.

El método AML se muestra en el algoritmo 6, con los operadores de

interpolacién y restriccién definidos en la seccion 5.2.1.
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Algoritmo 6 Algoritmo de la iteracién anidada AML.

1. Elegir m niveles tales que, Q' c Q> C --- C Q™.
2. Elegir P € N™ el niimero de polinomios de Legendre en cada nivel.
3. Restringir al nivel mas grueso: ¢(()1)(tn+1) =T pM(t,).

4. Resolver TWypM(t,.,) = EW tomando 1" (t,41) como solucién ini-
cial, T = L 7(mTm v O = 7L pm),

5. Parak=1,... ,m

(a) Interpolar al siguiente nivel:
k =i\ T i
¢(() +1)(tn+1) = (Ij ) Ij ¢(k+1)(tn) +I§+1¢(k)(tn+l)-

(b) Resolver T*+Dypt+D (1, 1) = EED tomando ™ (t,41) como
solucién inicial, T*+D) = ZEHT MM - plh+l) — TEH plm),

6. Fin.
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5.2.3 Multinivel geométrico

El algoritmo geométrico surge de la observacion de que los elementos
de la matriz T*+1) en (5.12), difieren de los que aparecen en la matriz de

coeficientes del sistema de ecuaciones
(Tep = B)*HY (5.13)

generado para un nimero de polinomios P(k+1) explicitamente. Este hecho
se puede apreciar al examinar la ecuacién (2.29) (pdg. 43), que muestra la
relacion entre los coeficientes del flujo neutrénico, y por tanto, la forma de
las entradas de la matriz T* Y. Se observa, que el nimero de polinomios
con los que se hace la discretizacion se utiliza para obtener el valor de dichos

elementos. Lo mismo ocurre con el término independiente E*+1),

De esta manera, la segunda estrategia multinivel se basa en la generaciéon
de la matriz de coeficientes y el témino independiente en cada nivel, tenien-
do en cuenta el nimero de polinomios. A este método se le denominard

multinivel geométrico o GML y se recoge en el algoritmo 7.

La notacién que se muestra en la ecuacién (5.13) se usard para indicar que
el sistema de ecuaciones ha sido generado a partir del nimero de polinomios,

en contraposicién a (5.12) que se obtiene de una restriccion.

5.3 Experimentos numéricos

Para evaluar la eficiencia de los métodos AML y GML descritos en las
secciones 5.2.2 y 5.2.3, respectivamente, se han analizado los dos transitorios
correspondientes al reactor bidimensional TWIGL (curvas 2.5 y 2.6) y el
transitorio tridimensional de Langenbuch (curva 2.8, pag. 58), descritos en

la seccién 2.5.1 (pag. 53).

En cuanto a los cédigos y librerias utilizadas, son validas las considera-

ciones de los capitulos anteriores. Las pruebas se han realizado en la maquina
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Algoritmo 7 Algoritmo de la iteracién anidada GML.

1.
2.

3.

7.

Elegir m niveles tales que, Q' C Q2 C --- C Q™.
Elegir P € N™, el nimero de polinomios de Legendre en cada nivel.
Restringir al nivel mas grueso: gb(()l)(th) =Tl pm(t,).

Generar (T = E)(l) para P(1) polinomios de Legendre.

. Resolver TWyM(t,,1) = E® tomando 1$"” (t,41) como solucién ini-

cial.

.Parak=1....,m

a) Interpolar al siguiente nivel:
(a) g
—i\T i
w(()kﬂ)(tnﬂ) — (Ij ) I,- w(”‘“)(tn)+I§+1w("”)(tn+1)-

(b) Generar (T = E)*™ para P(k + 1) polinomios de Legendre.

(c) Resolver T*+Dyk+1 (¢ ) = E®+D tomando 4™ (tp41) como

solucién inicial.

Fin.
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he (sg) | tiempo (sg) | método de relajacion
0,001 177

0,005 114 ASD(1.5,5,1)
0,01 92

0,001 293

0,005 79 BiCGSTAB
0,01 44

Tabla 5.1: Tiempo CPU (en segundos) utilizado por NOBACK1 para simular el
transitorio 1.

HP Exemplar S Class.

Al igual que en capitulos anteriores, en todos los experimentos se utiliza

una férmula de discretizacién temporal de un paso (capitulo 2, pag. 46).

5.3.1 Transitorios bidimensionales

En las tablas 5.1 a 5.6 se muestra el tiempo de CPU utilizado para simular
los transitorios 1 y 2 del TWIGL con diferentes pasos de tiempo. Las tablas
5.1 y 5.2 muestran el tiempo de simulacion utilizado por el algoritmo 7, sin
hacer uso del algoritmo multinivel?, es decir, para una sola malla correspon-

diente al nimero maximo de 5 polinomios de Legendre. Este algoritmo es
referenciado como NOBACKI1 [33].

Con 5 polinomios de Legendre, las matrices de coeficientes de los sistemas
de ecuaciones a resolver en cada paso de tiempo son de dimensién 3000 con

un total de 58480 elementos no nulos.

Para resolver los sistemas de ecuaciones lineales se utiliza el método de
segundo grado acelerado, ASD(1.5,5,1), descrito en los capitulos 3 y 4, y el
método BICGSTAB precondicionado con ILUO. Ambos métodos se muestran
como los més apropiados para el reactor bidimensional TWIGL (vedse los

experimentos numéricos en el capitulo 4).

2Hay que hacer notar que los algoritmos 6 y 7 coinciden cuando se aplican con una sola
malla, es decir, sin la técnica multinivel.
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he (sg) | tiempo (sg) | método de relajacion
0,001 521

0,005 252 ASD(1.5,5,1)
0,01 184

0,001 555

0,005 155 BiCGSTAB
0,01 94

Tabla 5.2: Tiempo CPU (en segundos) utilizado por NOBACK1 para simular el
transitorio 2.

Las tablas 5.3 y 5.4 muestran el tiempo utilizado por los algoritmos mul-
tinivel geométrico (GML) y algebraico (AML), para el transitorio 1. De
la misma forma, las tablas 5.5 y 5.6 muestran el tiempo para el segundo

transitorio.

En todas las tablas, h; corresponde al paso de tiempo utilizado en segun-
dos, tiempo es el tiempo de CPU utilizado en la simulacién del transitorio
completo. La columna método de relajacion indica el método utilizado para
resolver el sistema de ecuaciones lineales en cada nivel y en cada paso de
tiempo. El nimero de mallas méximo utilizado es m = 4, con un nimero
de polinomios de Legendre para cada nivel P(k) = {2,3,4,5}, k =1,2,3,4.
Para los algoritmos multinivel AML y GML, niveles indica las mallas uti-
lizadas. Por ejemplo, k = {2,4} indicaria el uso de los niveles Q2 y Q4
correspondientes a un numero de polinomios P(2) = 3 y P(4) = 5, respecti-

vamente.

Se observa que el tiempo utilizado por el algoritmo GML para los dos
transitorios siempre es menor que el tiempo de simulacién con NOBACKI1.
Este comportamiento se repite para los tres pasos de tiempo considerados.
Para pasos de tiempo pequenos, 0.001 y 0.005 segundos, ya que NOBACK1
obtiene la solucién del sistema de ecuaciones lineales con pocas iteraciones,
el uso de la estrategia GML con ciclos multinivel largos produce resultados
peores (el tiempo de simulacién aumenta), como se observa en las tablas 5.3

y 5.5 para el ciclo k = {1,2,3,4}. Esto se debe a que en la malla més fina
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hy (sg) | tiempo (sg) niveles QF método de relajacion
0,001 236 k=1{1,2,3,4}

0,001 150 k= 1{2,4)

0,005 61 k=1{1,2,34}| ASD(1.5,5,1)
0,005 50 k= {2,4)

0,01 31 k=1{1,2,34}

0,01 45 k= {24}

0,001 208 k=1{1.23,4)

0,001 298 k=1{2,4}

0,005 75 k=1{1,2,3,4} BiCGSTAB
0,005 55 k= 1{2,4)

0,01 36 k={1,2,34}

0,01 49 k= {24}

Tabla 5.3: Tiempo de CPU (en segundos) utilizado por GML para simular el
transitorio 1. Nimero de polinomios de Legendre, P(k) = {2,3,4,5}.

he (sg) | tiempo (sg) | niveles Q¥ | método de relajacion
0,001 353 k=1{1,2,34)

0,001 312 k= {2,4)

0,005 95 k=1{1,2,34}| ASD(15,5,1)
0,005 70 k=1{2,4}

0,01 35 k={1,2,3,4}

0,01 45

0,001 398 k=1{1,2,3,4}

0,001 350 k={24}

0,005 107 k=1{1,2,3,4} BiCGSTAB
0,005 87 k= {24}

0,01 51 k= {1,234}

0,01 64 k= {2,4}

Tabla 5.4: Tiempo de CPU (en segundos) utilizado por AML para simular el
transitorio 1. Ndmero de polinomios de Legendre, P(k) = {2, 3,4,5}.
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hy (sg) | tiempo (sg) niveles QF método de relajacion
0,001 674 k=1{1,23,4}

0,001 387 k= 1{2,4)

0,005 151 k=1{1,2,34}| ASD(1.5,5,1)
0,005 108 k={2,4}

0,01 76 k=1{1,2,3,4}

0,01 80 k= {24}

0,001 713 k=1{1.23,4)

0,001 561 k= {24}

0,005 152 k={1,2,3,4} BiCGSTAB
0,005 154 k= 1{2,4)

0,01 77 k={1,2,3,4}

0,01 86 k= {24}

Tabla 5.5: Tiempo de CPU (en segundos) utilizado por GML para simular el
transitorio 2. Nimero de polinomios de Legendre, P(k) = {2,3,4,5}.

he (sg) | tiempo (sg) | niveles QF | método de relajacion
0,001 920 k=1{1,2,3,4)

0,001 795 k={2,4}

0,005 224 k=1{1,2,34} | ASD(15,5,1)
0,005 189 k={24}

0,01 111 k={1,2,3,4}

0,01 122 k={2,4}

0,001 925 k=1{1.2,3,4}

0,001 834 k= {24}

0,005 227 | k={1,2,34} BiCGSTAB
0,005 208 k= {24}

0,01 127 k=1{1,2,34}

0,01 142 k= {2,4}

Tabla 5.6: Tiempo de CPU (en segundos) utilizado por AML para simular el
transitorio 2. Nimero de polinomios de Legendre, P(k) = {2,3,4,5}.
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(nivel correspondiente a 5 polinomios de Legendre) sélo se puede obtener una
pequena reduccion en el nimero de iteraciones, y de esta forma, el trabajo
extra del algoritmo multinivel GML no puede ser compensado. FEn estos
casos es necesario utilizar ciclos més cortos, en particular el ciclo k = {2, 4},
para mejorar los tiempos de NOBACKI1 si el paso de integracion es corto.

Los ciclos largos son adecuados para pasos de integracion grandes.

Con respecto al algoritmo multinivel algebraico, en las tablas 5.4 y 5.6
se observa que los tiempos de simulacion casi siempre son ligeramente mas
elevados a los que obtiene NOBACK1. Sélo cuando se utiliza como método
de relajacion el algoritmo de segundo grado acelerado, el algoritmo AML es
capaz de obtener mejores tiempos. Ademas, como se ha mencionado para el
caso GML, utilizando ciclos multinivel cortos para pasos de tiempo pequenos

se reduce el tiempo de simulacién.

Por otro lado, y completando el estudio realizado en el capitulo 4, si se
comparan los métodos de relajacién se observa que el método de segundo
grado acelerado, ASD(1.5,5, 1), resulta mas conveniente para los algoritmos
multinivel que el método BiICGSTAB.

Se puede concluir que el algoritmo multinivel GML combinado con el
método de segundo grado acelerado como método de relajacion para resolver
los sistemas de ecuaciones lineales en cada nivel, produce los mejores resul-
tados para los dos transitorios del TWIGL, independientemente del paso de

tiempo utilizado para integrar la ecuacion de la difusién neutrénica.

5.3.2 Transitorio de Langenbuch

Los resultados de simulacién de los problemas bidimensionales de la sec-
cién anterior mostraban un mejor comportamiento del algoritmo GML frente
al algoritmo AML. Por ello se ha elegido la variante geométrica para los ex-

perimentos numéricos con el transitorio de Langenbuch.

El nimero de mallas maximo utilizado es m = 3, con un nimero de
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h: (sg) | tiempo (sg) | niveles QF | método de relajacion
0,125 6188 |k ={1,2,3} | ASD(15,5,1)

4556 k={1,3}
0,125 3000 | k={1,2,3} BiCGSTAB
3128 k={1,3}

Tabla 5.7: Tiempo de CPU (en segundos) utilizado por el algoritmo GML para
simular el transitorio de Langenbuch. Numero de polinomios de Legendre,

P(k) = {2,3,4}.

ht (sg) NOBACK][BiCGSTAB] (Sg) NOBACKI[ASD] (Sg) NEM (Sg)
0,125 4620 5160 64800

Tabla 5.8: Tiempo de CPU en segundos utilizado por los codigos GML,
NOBACK1 y NEM para simular el transitorio de Langenbuch. Entre
corchetes se indica el método de relajacién utilizado para NOBACK1.

polinomios de Legendre para cada nivel P(k) = {2,3,4}, k = 1,2,3. Los
métodos de relajacién utilizados han sido el método ASD(1.5,5,1) y el
método BiICGSTAB precondicionado con ILU0O. Ademds, se ha compara-
do con el método NOBACK1 y con el cédigo NEM [27, 6].

Como en la seccién anterior, NOBACK1 hace referencia al algoritmo
que no utiliza la técnica multinivel, es decir, el algoritmo 7 para una so-
la malla correspondiente al niimero maximo de 3 polinomios de Legendre.
Los métodos de relajacién utilizados con NOBACK1 han sido el método
BiCGSTAB y el método ASD(1.5,5,1).

En la tabla 5.7 se observan los resultados para el método GML con los
métodos de relajacion ASD(1.5,5,1) y BICGSTAB. Se han utilizado dos
ciclos multinivel, los correspondientes a k = 1,2,3 y kK = 1,3. Se observa
que el algoritmo GML relajado con el método BiICGSTAB obtiene mejores
resultados que con el método de segundo grado acelerado. Ademas, el ciclo

k = 1,2,3 obtiene resultados ligeramente mejores que el ciclo méas corto

k=1,3.

Por otro lado, la tabla 5.8 muestra el tiempo de CPU utilizado para sim-
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ular el transitorio por los codigos NOBACK1 y NEM. Se observa claramente
que el algoritmo multinivel GML obtiene el mejor tiempo de simulacién,

especialmente si se compara con el cédigo NEM.

Resumiendo, mediante la simulacion de los dos transitorios correspon-
dientes al reactor TWIGL se han comparado los dos algoritmos multinivel

AML y GML con el método denominado NOBACK1, observandose que el

algoritmo GML obtiene tiempos de simulacién considerablemente mejores.

Ademas, también se ha simulado el transitorio de Langenbuch mediante el
algoritmo GML y se ha comparado con el codigo NEM, cédigo de produccion

muy difundido, obteniéndo unos resultados excelentes.

Para los transitorios bidimensionales, el método GML relajado con el
método de segundo grado acelerado ASD(1.5,5,1), obtiene mejores tiempos
que con el método BiCGSTAB. Este comportamiento se invierte para el

transitorio tridimensional de Langenbuch.

Finalmente, es importante resaltar que la estrategia multinivel presenta-
da proporciona una herramienta bésica para implementar métodos de inte-
gracion capaces de cambiar la precision de la solucion de un paso de tiempo
al siguiente. De esta manera, la estrategia multinivel posibilita la imple-
mentacién de un control para la precision espacial similar al control exis-
tente en muchos codigos de produccién para la integracion temporal, y que

basicamente consiste en el cambio del paso de tiempo de integracién.

169






Conclusiones y lineas futuras

Las conclusiones principales que se pueden extraer de los estudios presen-

tados en esta memoria son las siguientes.

Se han aplicado diferentes técnicas de discretizacion para la parte espacial
y temporal de la ecuacion de la difusion neutronica dependiente del tiempo.
Concretamente, para la parte espacial se ha utilizado el método de las difer-
encias finitas centradas y un método de colocacién nodal que se basa en el
desarrollo del flujo neutrénico en términos de polinomios de Legendre. La
parte temporal se ha ha discretizado mediante métodos implicitos en difer-

encias hacia atras.

Los experimentos numeéricos realizados con los transitorios bidimension-
ales correspondientes al reactor TWIGL y el transitorio tridimensional de
Langenbuch han mostrado la conveniencia de utilizar el método de colo-
cacion nodal para la discretizacion de la parte espacial. Esto es debido a que
con el método en diferencias finitas se han de resolver sistemas de ecuaciones
con matrices de mayor tamano y con un elevado nimero de elementos no
nulos para obtener precisiones similares a las obtenidas mediante el método

de colocacion nodal.

Con respecto a la resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales en
cada paso de tiempo de integracion, se han estudiado métodos de segundo
grado obtenidos a partir de la matriz de iteracion de un método iterativo
de primer grado y un factor de extrapolacién o relajacién. Se han dado

diferentes resultados de convergencia en funcion de los valores propios de la
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matriz de iteracion del método de primer grado, reales o complejos, indican-
do, bajo ciertas suposiciones, el factor éptimo de extrapolacion. Este estudio
se ha particularizado a dos métodos de segundo grado para la solucion de los
sistemas de ecuaciones que aparecen en la integracion de la ecuacion de la di-
fusion neutronica, referenciados como métodos de segundo grado A y B. Con
ellos se ha tratado de aprovechar las especiales caracteristicas que presentan
los sistemas de ecuaciones a resolver por bloques. El método B se diferencia
del método A en que aprovecha las soluciones para el cdlculo tan pronto como
estan disponibles. De esta forma entre ambos métodos existe una relacién
similar a la existente entre los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Ademas,
experimentalmente se ha comprobado que efectivamente el método B em-
plea aproximadamente la mitad de tiempo en la simulacién del transitorio

bidimensional del reactor TWIGL.

Para acelerar la convergencia del método de segundo grado B se ha pre-
sentado un método variacional. El método minimiza la norma del residuo
proyectando sobre un subespacio bidimensional. Ademas, se han dado cier-
tas condiciones para su convergencia. De los experimentos numéricos para
evaluar el comportamiento del método de segundo grado acelerado (denotado
como ASD(w,r,q)) realizados, se ha determinado que los valores w = 1.5,
r = 5y q = 1 proporcionaban el mejor comportamiento del método. Se
ha observado que el método ASD(1.5,5,1) tarda aproximadamente la mitad
que el método de segundo B sin acelerar. Este hecho pone de manifiesto
que el método variacional es muy efectivo en la aceleracion del método de

segundo grado B.

Asi mismo, se ha comparado con los métodos BICGSTAB, GMRES(k)
y TFQMR precondicionados. El estudio comparativo permite concluir que
el método ASD(w,r,q) presenta la mejor relaciéon tiempo de simulacién /
precision de la solucion para los transitorios bidimensionales del TWIGL.
Para el transitorio tridimensional del reactor Langenbuch esto contintia sien-

do cierto para un nimero de polinomios de Legendre de 2. Para un ntmero
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de polinomios mayor el método BiCGSTAB obtiene los mejores resultados.
También es importante resaltar que de los tres métodos basados en sube-
spacios de Krylov, es el método BiCGSTAB el mas indicado para el tipo
de problemas estudiado. Por tanto se puede concluir que para transitorios
bidimensionales, y transitorios tridimensionales discretizados con un ntmero

de polinomios pequeno, el método ASD(w,r,q) es competitivo frente a los
métodos BiCGSTAB, GMRES (k) y TFQMR.

Finalmente, se han presentado dos algoritmos multinivel para la inte-
gracion de la ecuacién de la difusion neutrénica dependiente del tiempo, de-
nominados GML y AML. Estos métodos se basan en el método de colocacién
nodal para la discretizacion de la parte espacial de la ecuacién, de manera
que los diferentes niveles se caracterizan por el nimero de polinomios de Leg-
endre utilizados para la expansion del flujo neutrénico. La diferencia entre
ambos radica en la forma de generar las matrices de coeficientes en cada

nivel.

Mediante la simulacion de los transitorios bidimensionales del reactor
TWIGL se ha observado que el algoritmo multinivel GML combinado con
el método de segundo grado acelerado ASD(1.5,5,1) como método de rela-
jacién para resolver los sistemas de ecuaciones lineales en cada nivel, produce
los mejores resultados independientemente del paso de tiempo utilizado para

integrar la ecuacion de la difusién neutrénica.

Para el transitorio tridimensional de Langenbuch, se han comparado los
dos algoritmos multinivel con otros métodos. En particular el método de-
nominado NOBACK1 y el c6digo NEM, cédigo de produccién muy difundido.
Se ha observado como el algoritmo GML relajado con el método BiCGSTAB
obtiene tiempos de simulacion considerablemente mejores. Incluso el método
ASD(1.5,5,1) sin estrategia multinivel resulta ser muy competitivo frente al
codigo NEM.

Es importante resaltar que la estrategia multinivel presentada propor-

ciona una herramienta basica para implementar métodos de integracion ca-
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paces de cambiar la precision de la solucién de un paso de tiempo al sigu-
iente. De esta manera, la estrategia multinivel posibilita la implementacion
de un control para la precision espacial similar al control existente en muchos

c6digos de produccién para la integracion temporal.

Por todo lo dicho anteriormente, para integrar un transitorio tridimen-
sional donde se produce una variacién brusca de la potencia, como es el caso
del problema de Langenbuch, se recomienda utilizar un método optimiza-
do del tipo GML relajado con el método BiCGSTAB. Para el analisis de
sistemas mas pequenos o con una variacion de la potencia mas pequena se
puede abordar de forma efectiva con un método GML relajado con el método
ASD(1.5,5,1).

Mencionar que parte de los resultados presentados en esta memoria apare-

cen recogidos en [18], [19], [36], [37] v [38].

A continuacién se esquematizan algunas lineas de trabajo de interés para
su desarrollo futuro. Uno de los objetivos fundamentales que se persigue
es la utilizacion de algoritmos numéricos paralelos para la resolucién de los
sistemas de ecuaciones lineales que se obtienen en cada paso de integracion.

En este sentido se pueden identificar dos vias de actuacion.

La primera seria considerar el sistema de ecuaciones a resolver en su to-
talidad y aplicar alguna técnica general para su resolucién en paralelo. Con-
cretamente, dado que el método BICGSTAB ha demostrado ser una opcion
interesante especialmente para problemas con geometrias 3D, se buscaria
paralelizar su aplicacion en este tipo de problemas. Como se mencioné en el
capitulo de introduccién, la eficiencia de los métodos basados en subespacios
de Krylov depende de su precondicionado. Por tanto, para la paralelizacién
del método BICGSTARB se ha de buscar alguna técnica de precondicionamien-
to con un alto nivel de paralelismo. Es importante recordar que en los experi-
mentos numéricos presentados los precondicionadores que mejores resultados
proporcionaban eran del tipo ILU, de dificil paralelizacién pues su aplicacion

requiere la solucién de sistemas triangulares. Por tanto, no son en principio
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una opcion valida.

De entre las diferentes técnicas de precondicionamiento existentes, los
precondicionadores basados en multiparticiones y precondicionadores poli-
nomiales permiten la obtencién de precondicionadores paralelos. En [73,

, 17, 22] se pueden encontrar ejemplos de precondicionadores de este tipo

susceptibles de ser utilizados para conseguir el fin que se persigue.

Otro tipo de precondicionamiento que estd despertando un creciente in-
terés son los denominados precondicionadores de inversa aproximada (breve-
mente descritos en la seccién 1.4.4 del capitulo 1). De entre ellos destaca por
sus prestaciones el precondicionador AINV. En [7, &] se propone la paraleli-
zacion de este precondicionador mediante técnicas de particionado de grafos,
aplicandose con éxito a la solucién de diferentes problemas incluidos proble-
mas de difusion. Por tanto seria interesante su aplicaciéon a las matrices que

se obtienen en la discretizacién de la ecuacién de la difusién neutrénica.

El otro camino para la obtencion de paralelismo surge de las especiales
caracteristicas de los sistemas de ecuaciones lineales que hay que resolver. Es
por tanto un paralelismo dependiente de la aplicacién, en contraposicion a
las lineas de actuacién propuestas anteriormente. Después de reordenar las

incégnitas, el sistema (2.52) (pag. 53) se puede reescribir como

Ty Tu|[v2] _[ B
Ty T (0 Ey |-
Debido a que el bloque Ty, es invertible (el bloque T2 no tiene necesariamen-

te esta propiedad), mediante un proceso de eliminacién gaussiana se obtiene

el sistema equivalente,

[ S 0 HwQ}:{El—TuT;EQ}
T22 T21 ¢1 E2 ’

donde
S =T — T11T2_11T22 )
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es el complemento de Schur del bloque T5;. El calculo de las incégnitas en
1y se puede llevar a cabo independientemente aplicando un método basado
en subespacios de Krylov. Si se distribuyen adecuadamente las matrices
entre los procesadores este proceso posee un elevado grado de paralelismo.
Ademas, una vez calculadas las incégnitas en 15, 11 se calcula directamente
en paralelo como ¢, = Ty,'(Ey — Thotpy). En [35] los resultados presentados

muestran que esta metodologia es una opciéon de paralelizaciéon prometedora.
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