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4 oflen

gz 42y -y =0

Dividing through by 4z to put the equation into standard form. we obtain -

37 (16.1%)

-~ and on comparing with (16.7) we idenuly ptz) = 1,/(12) and gizy = 1740) Clearly = = Q

i a singular point of (10,171 put since zp(z1 = 172 and 2ig(z) = = 4 are Hnite there. it
is a regular singular point. We therefore substitute the Frobenius series v = 50 i
it (16.17). Using (16.13) and (16.14), we obtain

v 7,

k ata—21 | 1 ' s (- 1 i" EES
S nta)nta =Dz S @+ D =0

n=0 n=0 =t

which. on dividing through by 777, gives

Z [(ii Lo)nda—1+ %EH +a) ;:\ ayz" = 0. (16,181
n=0

If we set z = 0 then all terms in the sum with n > 0 vanish, and we obtain the indiciul

~equation

o‘{arlH-‘Ea:—-O,

which has roots ¢ = 1/2 and 0 = 0. Since these roots do not differ by an integer. we
expect to find two independent solutions to { 16.17). in the furm of Frobenius series.

Demanding that the coetlicients of =i vanish separately in (16.18). we obtain the
recurrence relation

(i o)+ 0 = Dy -+ 300+ T + Yy = 0. (16.19:
I we choose the larger root. & = 1 /2. of the indicial equation then {16.19) becomes

{4!13 4+ nda, - dpmy = = Uy = e 8
=g U= T oa2n+ LY

Setting ¢y = L. we find @, = (- 1) /12n — 11!, and so the solution W (16.17) is given by

wE = EX GrE

To obtain the second solution we set o = 0 (the smaller root of the indicial equation) in
(16.19). which gives

(= 2ty A ey = 0 o
‘ i 2ne2n - 1

Seiting ap = 1 now gives a, = {1y /{2 and so the second (independent solution @
: £ g P
(16.17) 18

Y“" (—1)" _
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INTEGRACION POR SERIES 209 -

PROBLEMAS RESUELTOS

Resolver por series 2x%y" — xy’ + (¥ + Ly = 0.
Sustituyendo
y = Aog"+Alx’“i+A2x“2+ PP v 550050 5.6 $ Agam T s )
y' o= ndgx” "+ (m+ 1Ay + {m+ 2yAgx T 4 s B W g T
y' = (m- l)mADznmz + {m+ l)mAixﬂ-l + (m+l)(m+ 2),4?1‘ P s (mbn- 1)(m+n)/%ﬂxn§ﬁ-2 bees

en la ecuacién.diferencial dada se obtiene
2

4 sescove

(R 1) (28 = DAgz™ + m(zn+ DAyx" + + {[(m+2)(2m+ 1) + 14z + Ag}x"

REN

+ {[(m+n)(2me 2 -3) + LAy + Anaglx’  + seeecees = 0.

Ahora bien. todos los términos. excepio los dos primeros, s¢ anulan si A, 45 satisfacen la formula de
recurrencia

1 An = - - Anez, 2%
(m+n)(2m+2n -3y +1

Las raices de la ecuacion determinante, (m — 1)2m — 1} = 0, sonm = 4, |, y para cada uno de los dos va-
Jores se anuia el primer lérmine. Sin embargo. como pard ninguno de estos valores se anula el segundo término,
se tomara 4, = 0. Medante {) se deduce que 4, = Ay = As = - = 0. Se tiene. pues,
Foe Ax"( - ] £ 4 ; PR

(m+2)(2m+1) +1 [m+2)(2n+1) +1){(m+4)(2m+5) + 1]

1efae 2-p w—_p 2 - - L3

satisface 2y —xy' ¢ (T L)y = (m~1)(2n - DAgx

y ¢l miembro de la derecha se anulard cuando m = § o bien m = L.

Cuando m =+ y Ay = | se tiene ¥y = VE(L - xz/s + x"/zss - x"/uega F oaeesens cean)

n

y cuando m = 1, con Ay = 1, se tienc y, x(l - xz/},{) + xl}/se{) - xb/zaosg + essavaenes),

Luego la solucién completa es
Ays + Bya
Avz(l - x’/e + z /168 - 15/11088 + vee) o+ Bx(l ~ xZ/LO + x'/360 ~ x0/28080 + ++0)s

“t
]

1"

Como x = 0 es el Unico punto singular finito, la serie converge para todos los valores finitos de x.

Resolver por series 3xp” + 2 + 2%y = 0.

Sustituyendo y. ¥ € 37 como en €l problema anterior se lieng

-1 1 2
a(3n-DAgx" 4+ (a+1)(3m+ Aa” + (4 2)(3m+ ByApzt 4 [(m+3)(3m+8)Ag + A)=™"
+ sessse + [(m+n)(3m+3n-1)An + An_afxm’w'l % eiewns =20
Todos los términos a partir de! tercero se anularan si Ay, Aq. - satisfacen la férmula de recurrencia

Ay = - ! Mg HE
(m+r)(3m+3n-1)
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Las raices de la ecuacion determinante mi3m — 1) = 0 sonm = 0, 1/3. Como con ninguna se anulan los tér-
minos segundo v tercero se tomard 4, = 4, = ¢, Entonces. utilizande 1a férmula de recurrencia, 4, = 4, =
AT:--‘xoyAZ:AS=AQ=~-‘-.tO. Luego ]a serie
1) ¥ o= Aox (1 _.__“.,__i__“_xi * ! 5 - teeses)

(m+3)(3m+8) (M*3)(M+6}(3m+8)(3m+17)
: i g 2. M-l
satisface 3y v 2§+ 275 - m(3m — DAsz" ",

Para m = 0, con Aq = 1, s¢ obtienc de 1) Y1 o= 1~ xj/zez + xb/’zqqa —eeciaan

Y para m o= 143, con A, = 1, se obtiene Yz = xUj(l = :;’5,"3{) + xbfsqzo S % Ve ).

La solucion completa es

Y o2 Aviv By, s AL -j2a 4 <0r2aag - ey wau-x5/3o+;ﬁ/34m_.....),

La serie converge para todos los valores finitas de .

RAICES IGUALES DE LA ECUACION DETERMINANTE,

3. Resolver por series Ny~ =0

Sustituyendo », y' e ¥ como en los anteriores Problemas | y 2 se obtiene

ml40x™ Y & [(m s B8 < dade® [om+ %4, - 4,1

E e & [(m+n)2,4n .,A,n__llxm*n"l L =

Todos los términos, excepto el primero, se anulan s Ay Ay o satisfucen la [érmula de recurrencia

1

1) An = -——~»-—2-An._1, ng 1,
(m+n)
Asi |
1
:)7 = onmgl-i»—m.l__zz{v*——-%_—m&_?zz{» - 2 2,~.|;-5+.- seiaa)
(m+1) (m+ 1) (m+2) (m+ 1y (m+2) (m+3)
satisface
2) ay? ¥yl §F = mZonm-l,

Las raices de la ecuacién determinante son 1 = 0, 0. Por tanto, corresponde solamente una solucidn en serie

que satisfaga 2) con m = 0, Sipn embargo, considerando a ¥ como una funcién de las variables independientes
X ¥y m,

E__}i: g E(E:Ly) - _3_(%;)7) = (_}_)’
3m am Iz dx Im am
ay” 3 3 3y ‘ 3 9y y ¥
y S . P :_(21) = B _(@Z) - 2 é(?ﬁ) = (?1) e
Dim am 9x dx ox 3m Ax dx Jx I om
¥ derivando 2) parciaimente respecte de mi. se tiene
3) I@’Z)” ; {3{), s &Z 2mAgx + mAex” T Ingx,
Gm Sm am
De 2) y 3y se deduce quey, = 95?_(; Y oy = % son soluciones de s ecuacion diferencial dada.

Tomands 4, = 1 se halla
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20.2. Halle la solucién general cercade 2 = 0 de 222" + T2(x+ )y’ — 3y = 0.

En este caso P(x) — Tz +11/22 v Q) = —8/21%; entonces, » = 0 es un
aplicarse el método de Frobenius, Sustituyendo {1}, (2)
diferencial y combinando términos, obtenemos

punto especial regular y puede
¥ {3) del Problema 20.1 en Ila ecuacién

2MEA ~ gy + Thay ~ 3a,]

2O Daay + Thag + T+ Day — Ba,) + .-
T RN+ )+ 0~ 1)a, + T+ n—1a,_ + 1A+ n)a, — 3a,]
_5_ P

= f

Dividiendo por z* ¥ simplificando obtenemos
(A% + BX ~ Bja, + Z[(2X2 4 9N + g)a, + Taay] +
et {200+ )2 L B+ 0) — Ba, = TN+n— Ya,_} + .-

=0

Descomponiendo en factores el coeficiente de «, e igualando cada coeficiente a cero, encontramos

(2M2 =50 = 3)a, = 0 (1)

¥, para n = |,
2(n = n) — AL a) + 3la, = Th~n— Vagwy == 0
—TA+n—1)
iy —-_*—"-—"'h'-'*_ﬁ'—-—-_’

° “ RO = 1[0 + ) 7 5] Y (2
De(l)biensea ay=0 &

D+ -3 = 9 (8)

Es conveniente mantener ag arbitrario; por lo tanto necesitamos i para satisfacer ia ecuacién indice
(2). Las raices de (3) son M =4y =—3 Como M =2 = T, la solueién se da por {20.3) y (20.4).
Sustituyendo A = 4 en(2)y simplificando, obtenemos

=7{(2n—1)

YT oaEnrm r . =)
o N T
Entonces, 4 = g 4 = TaM T oy
J!
7 147
25 = 172 — = b =2 L,
¥ yilz) = gl (1 w5 7oz &0 )
SBustituyendo A = —3 en {2) y simplificando, obtenemos
—T{n — 4)
=R i n =1
an 71.(2”—7) (rn 1 (ﬁ b
2 49 7 43 .
Entonces o, = -ﬂglao, ay = "g"(i’.l = 5 % Uy = — —ay = 15 e 0y =

¥,eomo a, =0, «, =0 para n = 4. Entonces

21 49 343 Y
= 28 1~ g o Tpa B39 4
wolw) = au (\} T+ 5 T /

La solucién general es

¥ = e(w) + oeqpa(e)
7 147 3 v 21 40 . 343
e b g o . vy : ,_ 343
B G v-E j Rl a G )




