La integral de linea

Problemas resueltos

1. Halle la longitud de la curva dada por la parametrizacién

4 1 bnd
alt) =t7+ §t3/2 T+ 5tk €02

Solucion:

o) = (1212 ), teo2]

La curva « es de clase C! y, por tanto, es rectificable.

/ 11
/()] =1/1+ 4t + 1= 5\/5 + 16t

La longitud de « seréa:

2
s:/WMﬁMﬁ:
0

21 1
:/ 5\/5+16tdt:
0

12 1
—.= = —(37V37-5V5
16'3 0 B v5)

O |

2. La ecuacion de una curva es y? = 23. Halle la longitud del arco que
une (1,—1) a (1,1).

Solucion:
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Parametrizamos la curva de la forma: = = t2, Yy = t3, (con esta parametrizacion
evitamos los radicales). Asi:

alt) = (12,13),  o/(t) = (2t,3t?), VteR

a es de clase C! en R y ademés la parametrizacion dada recorre la curva en el
sentido que se pide porque:

a(-1) = (1,-1), a(0)=(0,0), a(l)=(1,1).

o/ (t)]| = V4t2 + 9t* = |t|v/ 4 + 9t2.

La longitud del arco seré:

1
s= [ lla'lar =
-1

1 1 0
/ |t|\/4+9t2dt:/ t\/4+9t2dt—/ t\/ 4+ 9t2dt =
-1 0 1

1

1 1 0 1
— (449232 — (449232 = —(26V13 — 16).
27( + 9t%) 27( + 9t%) B 27(6 3 —16)

0

3. Calcule fa z, donde « es la curva descrita por la parametrizaciéon
a(t) =tcostT+tsentj+tk  con 0<t< 2.
Solucion:

a(t) = (tcost,tsent,t), o (t) = (cost —tsent,sent+tcost,1), t € [0,27].
a es de clase C! (o es continua).

lo/ (@)l = V2 +¢2

Sea f(z,y,z) = z. Entonces

2= [ sta@n el =

27 1
= / W2+ 2dt = (2 + t2)3/2]
0

2

( 2+ 4n2) — 2f2) .

Wl =

0
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4. Calcule [(z +y), siendo C un tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y
(0,1).

Solucion:

(0,1)

Y

(0,0) oy (1,0)

Sea C' la trayectoria del tridngulo recorrida en sentido contrario a las agujas
del reloj. Siendo

al(t) = (t,O), O/l(t) = (LO)v Hall(t)H =1, te [07 1}'

a2(t) - (1 - t7t)v al2(t) = (_17 1)7 HO/Q(t)H = \@7 te [07 1]'

Oé3(t) = (Oa 1- t)7 Oég(t) = (07 _1)¢ ||O/2(t)|| = 17 le [07 1]
y puesto que

a1(0) = (0,0) = as(1), (1) =(1,0) =0a2(0) y (1) =(0,1) = as(0)

podemos considerar C' como el arco unién C'= a1 U oo U avg. Entonces:

/C<x+y>—L1<w+y>+L2<x+y>+Ag<x+y>—

1 1 2
:/ tdt+/ \/idt+/(1t)dt:[t2+\/§t+t—t =
0 0

1
0
=1+V2.
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5. Un alambre tiene forma de circunferencia, 2> 4+ y? = a?. Determine
su masa y su momento de inercia respecto de un didmetro si la densidad en un
punto (x,y) del alambre estda dada por la funcion f(z,y) = |z| + |y|.

Solucion:

La masa del alambre viene dada por la expresion:

M:Af(w,y)=/7|x|+y|

siendo 7 la curva cuya trayectoria representa la forma del alambre, en este caso
una circunferencia que parametrizamos por:

~(t) = (acost,asent), t € [0,27]
que es de clase C?

7' (t) = (—asent,acost) — 1Y @) = a

27

27
M = F@)I @))dt = / (lacost| + |asent|) adt =
0 0

/2 T
= a? / (cost +sent)dt + a? / (—cost + sent)dt+
0 w/2

3m/2 27
—|—a2/ (—cost—sent)dt+a2/ (cost — sent)dt =
™ 3r/2

= a”[sent — cos t]g/Q + a? [~sent — cos tre+
3r/2

s

+ a® [—sent + cost] + a? [sent + cos t]g;ﬂ = 8a?.
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Para calcular el momento de inercia respecto de un didmetro necesitamos la
distancia de un punto cualquiera (x,y) a dicho didmetro. Para simplificar,
tomaremos como eje el eje OX, por tanto, la funcién que da la distancia de
un punto al eje es r(z,y) = |y|. Teniendo en cuenta la definicion (1.11) del
momento de inercia respecto de un eje se tiene:

ley2<rx| ) =

27

w/2
=a’ sen ?t(|sen t| + | cost|)dt = a4/ sen 2t cos tdt—
0 0
3r/2 2 ™
—at sen %t cos tdt + a* / sen %t costdt + a* / sen 3tdt—
/2 37m/2 0

2

27 4
— a4/7r sen 3tdt = % ([sen 3t]g — [sen 375] i%z + [sen 3t] g:ﬁ) +
i
+a* / (sent — sen t cos? t) dt — a4/ (sent — sen t cos® t) dt = 4a*.
0 T

6. Calcule la integral del campo vectorial
F(z,y) = (2% — 22y) T+ (y° — 22y) 7,

a lo largo de la pardbola y = 22 desde (—1,1) a (1,1).

Solucion:
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La integral curvilinea del campo F a lo largo de la parabola es

/a F= / ! Fla(®)o (0t

siendo o una parametrizacion de dicha parabola. Hacemos x = t, y = t? para
obtener la parametrizacion:

alt) = (t,t%), te[-1,1]

que es de clase C! y va desde (—1,1) a (1,1) pues a(—1) = (=1,1) y a(l) =
(1,1). Asi:

d(t) = (1,2t),  Fla(t)) = (t* —2t3,t* — 2t3)

1 1
= / (t2 — 23,11 — 2t3).(1, 2t)dt = / (t — 2t 4 26° — 4thydt =

7. Calcule la integral curvilinea
/(:1; + 2)dx + 3zdy + y*dz,
.

siendo v una parametrizacién de la curva intersecciéon de las superficies
$2+y2+22:1, z=x—1.

Solucion:

Parametricemos la curva:

B +yP =1

1 }—>m2+y2+x2—2x+1—1H2x2+y2—2x—0—>
z=x—
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_ 1y2 2
:% B Gl e i

= 2Ae =gty /4 12

1
2

Para que se cumpla esta condicién podemos tomar el parametro ¢ tal que:

1

$_§:cost, L:sent, z=x—1

1/2 1/v2

—i—l t 1 t 1+1 t
T = — 4 =cos = ——sen z=—=—4=c

g T %k U= AR g T g

con t € [0, 27] pues de esta forma se recorre toda la curva. Asi:

1 1 1 1
v(t) = (z + = cost, —=sent, —= + = cost), t € [0,27]

22 /2 23
'(t) (1 tl t ! t), te€]0,2n]
= (—=sent, — cost, —=sen
’y 2 Y \/5 b 2 ) b T
Calculamos ahora la integral:
/(ac + 2)dx + 3zdy + y?dz =
g
2w
1 1 3 1 1 1 1
= /0 {(2 + 5 c08 t)(—gsent) + 7 cos t(§ cost — 5) — 2sen2t(28ent)] dt =
1 27
=1 / (—5sent — sent cost + 3v/2cos® t — 3v/2 cost — sent(1 — cos? t)) dt =
0
1 201" 27 2t 2 34177
= (-= +3\/§/ L cosat dt — 3\/§sent] _ o =
4 2 2 0 3
0 0 0
3v2 sen2t1?™  3v2
8 2 |, 4

8. Calcule la integral fa zdy, siendo « el arco contenido en el primer
octante (z,y,z > 0) dado por la interseccion de las superficies

22 +y? + 22 = R?
2?2 +9? =Ry

El sentido de « es desde el punto (0,0, R) al punto (0, R, 0).
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Solucion:

La curva es la interseccién de una esfera y un cilindro:

Parametrizamos la curva
2? +y* + 22 = R?

2%+ 42 = Ry } — Z+Ry=R" — z=VR-Ry

R R?
2 +y* =Ry — x2+(y—5)2=I.

Estas ecuaciones se cumplirédn si tomamos el pardmetro ¢ tal que:

R R R R2 R2 1— t
x=§cost; y:_+536nt; Z=\/R2———75ent=R\/—;en =

2 2
B 1—cos(g—t) RN Tt
—R\/f—R\/sen(1—5)—Rsen(z—§).
T

siendo t € |[——, T para que la curva se recorra desde (0,0, R) hasta (0, R,0
d 272

t
y sea sen(% - 5) > 0. Por tanto:

T T

R R R Tt
t) = (= cost, — + = G ~Z. 0
a(t) = (= cost, — + sent,Rsen(4 2)), te] 5 2]

2 2 2

que es de clase C! en el intervalo considerado. Por la expresiéon del integrando

tinicamente necesitamos calcular o) (t) =y = 5 cos t. Asi la integral vale
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9. Calcule la integral
/ z2ydx + 2ydy + xdz
.

a lo largo del camino cerrado ~ limitado por los arcos 71, v2 y ~v3 dados por
las ecuaciones

2?4yttt =1 2r+2=1 4 +y2 =1
7y =0 Y2 Y= 139 2=0
y>0,22>0 z>0,22>0 z>0,y>0
Solucion:
z
(0,0,1)
if; T
(0,1,0)
¥
(17,0,0) &
X

Cada una de las curvas estd en un plano coordenado de modo que se unen en
1
los puntos (0,1,0), (0,0,1) y (5, 0,0).

Las parametrizamos de la siguiente manera:

11y =0 —>y2+22:1—>x:0,y:cost,z:sent—>
y=20,220

y(t) = (0,cost,sent), te |0, g]

T
~1 es un cuarto de circunferencia y habremos de tomar ¢ € [0, 5] para que vaya

T
(=

desde (0,1,0) = 71(0) hasta (0,0,1) =, 2).
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204+ 2z=1 1_9
z=1-2z
12{ y= - — () = (0,1 —2t)
z>0,22>0 y

1 1
y tomaremos ¢ € [0, =] para que vaya desde (0,0,1) = 72(0) hasta (5, 0,0) =

1 2
72(5)-
422 +y? =1 I‘I%COSt 1
734 z2=0 —  y=sent —  y(t) = (5 cost,sent, 0)
z>0,y>0 z=0

1
que con t € [0, g] va desde (5,0,0) =v3(0) a (0,1,0) = 73(%).

De esta manera, como

1(0) = 0,1,0) = 25(5), 1(5) = 0,0,1) = 1200}, 2(5) = (5,0,0) = 2300

2 2 2

el camino v dado es la uniéon de los otros tres, v = v U~y U3 y la integral
serd la suma de las tres integrales siguientes:

w/2
/ 22ydx + 2ydy + xdz = / 2 cos t(—sent)dt = cos? t] 3/2 =-1.
i 0

1/2 1
/ 2?ydx + 2ydy + xzdz = / t(—2)dt = —tz}(l)/Q =—_,
V2 0 4

/2 1 1
/ 2ydx + 2ydy + xdz = / <4 cos? tsent(—§sent) + 2sent cos t) dt =
73 0

1 (™2 sen22t 1 (™21 —cosdt
= —/ e e p— ST g 1=
0

8 1 0 32 Jo 2
11, 1 /2 ™

— | =t — —sendt 1=——" 41,
32 [2 g ]0 * 128
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Sumando los tres resultados obtenemos:

/$2ydx+2ydy+xdz:—1——+1:___
.

10. ;Para qué valores de a € R el campo vectorial
F(‘T7y7 2) = (aa:y - 23 ’ (CL - 2):62 ) (1 - a)JZZZ)

es el gradiente de una funcién potencial? Para esos valores, calcule la funcién
potencial.

Solucion:

Para cualquier valor de a el campo F es de clase C' en R? (convexo) y seré
conservativo si su rotacional es cero V(z,y,2) € R3. Calculamos el rotacional

7 7 k

rotF = D1 D2 D3 =

ary — 22 (a—2)2% (1 —a)xz?

= (0, =322 — (1 —a)2?, 22(a — 2) — ax),
que se anula si se cumplen las ecuaciones:

1— 2 2 _
(1-a)2"+32" =0 Y(z,y,2) € R® de donde a=4.
2z(a—2) —ax =0

Por tanto, para a = 4 el campo F es el gradiente de una funcién potencial y

3f:R* =R talque Vf=F =4y — 2>, 22 —3z2°).

Entonces: of .
“J = Ay — 23
o (z,y,2) = dzy — 2
g‘;(x,y, z) = 227
0 2
a(x,y, z) = —3xz
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Integrando la primera ecuacién respecto de x y teniendo en cuenta que hay
que anadir una funcion de las otras variables (que hace el papel de constante
de integracion al calcular la primitiva de F; respecto de x) queda:

flz,yy,2) = /(4xy — zg)dx =222y — x + h(y, z)

Para calcular la funcion h(y, z),calculamos las derivadas parciales de f respecto
de y y z y comparamos con la segunda y la tercera ecuacién en el sistema

anterior.
h h
) =2t =2 ) T =0 o hls) = k),
razonando igual que antes, k(z) es una funcién que no depende ni de z ni de
1,asi:
of

oh
) — _ 2 — 2 — _ 2 / / —
P (x,y,2) 3xz 3xz” + 2, (y,2) 3xz+k(2) — k(2)=0

Luego k(z) = C y la funcion potencial del campo F' es

f(‘r?y, Z) = 21‘2y - ng + C

11. Pruebe que la integral
/ (6ay® — y*)dx + (62°y — 3wy®)dy ,
¥

es independiente del camino que une los puntos (1,2) con (3,4). Calcule el
valor de la integral

a) parametrizando el segmento,

b) utilizando la funcién potencial del integrando.

Solucion:

La integral serd independiente del camino si el campo

F(z,y) = (6zy* — y°,62°y — 3ay?)
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es conservativo. Como el campo es C' en R? bastara con comprobar que se

0F, OF
cumple la condicion 8—; = a—yl, Y(z,y) € R% En efecto:
OF: OF'
T2 gy — 3yt = = V(z,y) € R

Ox oy’

el campo es conservativo y la integral es independiente del camino.

a) Parametrizamos -y como el segmento que une el punto (1,2) con (3,4):

y(t) = (1,2) +t((3,4) — (1,2)) = (1+2t,2+2t), ~'(t)=(2,2), Vte][o,1],

1
/F | Fo@)y @ -
0

1
/ (1+2t)(2 4 2t)* — (24 2t)°] 2dt+
0

+/ [6(1+2t)%(2+2t) — 3(1+ 2t)(2 + 2t)%] 2dt =
0

1
= 2/ (16 -+ 84¢ + 132¢ + 64¢%)dt = 2 [16t + 426> + 446> + 16t*] =
0

= 2(16 + 42 + 44 + 16) = 236

b) Calculamos la funcion f: Vf = F (funcién potencial del campo F'):

% = 6ay® —y
— f= /(nyQ—y?’)dm =32y —ay’ +h(y) —
g = 622y — 3xy?
dy
- g;j = 62°y—3wy® = 62%y—3xy’+h'(y) — My =0 — h(y)=C
Luego

f(z,y) =32%y* —ay® + C

La integral, utilizando la funcién potencial, es:

[ F= [V = 1) - £6(0) = £, - £(1,2) = 200~ 4 = 236.
il Y
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12. Dado el campo de fuerzas F(z,y) = (y°> + 1) 7+ (3zy®> + 1) 7.
a) Halle el trabajo realizado al mover un objeto desde el punto (0,0) al (2,0),

a lo largo de la semicircunferencia (z — 1)2 +y? =1 con y > 0.

b) Halle el trabajo realizado al mover el objeto a lo largo de la circunferencia

completa.

c¢) (Es F conservativo? Halle la funcion potencial de F.

Solucion:

Vamos resolver primero el apartado c) porque si el campo es conservativo los
otros dos apartados los resolveremos mas facilmente.

c) Fla,y) = (y* + 1)7+ (3ay? + 1) J:
D1 Fy(z,y) = 3y* = DoFy,  V(z,y) € R?
y el campo F es conservativo. Calculemos su funcion potencial f: Vf = F:

0
8—£=F1=y3+1 - f=/(y3+1)dx=wy3+w+h(y)

0
<9z];=F2:3:cy2+1=3wy2+h’(y) - Nhy)=1 — hy)=y+c
Luego f(x,y)=xyd +z+y+C.

a) Como F es conservativo la integral es independiente del camino, tinicamente

depende de los puntos inicial y final. El trabajo realizado al mover el objeto
desde (0,0) hasta (2,0) sera:

/F:/Vf:f(Q,O)—f(0,0):2—0:2.

b) A lo largo de la circunferencia completa, como es una curva cerrada, el

AF:LVf:O.

trabajo sera nulo:
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1.6 Problemas propuestos

1. Parametrice la curva y? + 222 — 2Rz =0 (R > 0).

2. Halle la velocidad, la aceleracion y la rapidez de una particula con
vector de posicion r(t) = (t2, !, tel).

3. Una particula inicia su movimiento en 7(0) = (1,0,0) con velocidad
inicial v(0) =7 — j + k. Su aceleracion es a(t) = 4ti + 6t] + k. Determine su
velocidad y posicién en el tiempo t.

Solucion: v(t) = (2t + 1)i + (3t2 — 1)j + (t + 1)k.

2 - -1 .
r(t) = (gt?’ +t+1)i+ (- t)] + (§t2 + t)k.

4. Utilizando coordenadas polares, parametrice las siguientes curvas:

2) (2 +y?) = 2ay.
b) La lemniscata (2% + 3?)? —9(2? —y?) =0
c¢) La porcion de pardbola y? —8x —16 =0, con z <4(1++2).

_62 2
d) La elipse (%81)+Z5:1

Solucion:

a) a(f) = (y/sen(20) cosh, \/sen(20) send), con 8 € [0, g}.
b) a(f) = (3vcos 26 cost, 3V cos20senf), con § € [—E, E].

4° 4
1+ cosf 1+ cosd T T
c) af) = 4m 0039,4m senfl), con € [Z’ Z]
1 1
d) a(f) = (ﬁ cosb, ﬁ senf), con 6 € [0,27].

5. Parametrice la curva interseccién de la esfera 22 + 3% 4+ 22 =1 con
el plano x4+ z =0 y calcule su longitud del arco.
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Solucion: La curva dada es una circunferencia en el plano = + z = 0
parametrizada por:

. 1
cost,sint, ———cost), t € [0,2m].

Longitud de la curva: 2.

6. Halle la longitud de los siguientes arcos de curva
a) a(t) = e teostT+ e tsent 7+ etk donde 0 < ¢ < 1.

b) a(t) = (t + sent, 1 + cost) con t € [0, 7] (cicloide).

Solucion:
1
a) V3(1 - o)
b) 4.

7. Calcule la longitud de la cardioide p = 2a(1 4 cosf) con 6 € [0, 27],
a > 0 fijo.

Solucion: 16a.

8. Calcule fa(m2 +4?), donde « es la curva dada por
a(t) = 2(cost +tsent)?+ 2(sent —tcost) ) con 0 <t <2m.

Solucion: 16m%(1 + 27%)

9. Calcule la integral [, c y2dx + zydy + x2dz, siendo C la curva intersec-
cion del cilindro 22 4+ y? = 1 y el plano y = 2.

10. Calcule la integral curvilinea del campo vectorial F(z,y, 2) = (x, z,y)
a lo largo de «, siendo y una parametrizaciéon de la curva interseccién de las
superficies
2yt =1, z=x—1.
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11. Calcule la integral del campo vectorial
fley)=Q2a—y)T+2],
a lo largo de la cicloide parametrizada por

a(t) =a(t —sent) v+ a(l —cost)), 0<t<2m.

Solucion: —2mwa?.

12. Calcule la integral curvilinea
/ yx’dx 4 ydy
gl

siendo vy una parametrizaciéon de la curva de ecuacién

y? + 22 — 2Rz = 0.

Solucion: Parametrizacion de la curva (elipse):

R R
a(t) = (= + = cost, = sint), t € [0,2n].

2 2 V2

57 R4
32v2°

Valor de la integral: —

13. Considere un alambre uniforme (densidad constante) con forma de

semicircunferencia de radio a.

a) Demuestre que el centro de gravedad esté situado en el eje de simetria a

una distancia 2a/7 del centro.

b) Demuestre que el momento de inercia respecto del didmetro que pasa por

los extremos del alambre es %M a?, siendo M la masa del alambre.

14. Halle la masa de un alambre cuya forma se puede describir como la

curva interseccion de la esfera 22 + y? + 22 = 1 y el plano z + z = 0. La

densidad depende del punto (z,vy, z) de la forma f(x,y,z) = |z| .

4
Solucidon: La curva interseccién es la del problema 5. Masa: —.

V2
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15. Considere la braquistocrona que parte del punto P = (0,2) y finaliza
en @ = (m,0), de ecuacion:

a(t) = (t+sen(t +7),1 —cos(t + 7)), tel0,n],

y el segmento rectitlineo que va de P a (). Pruebe que si se suelta una bola
que se desliza por cada curva, bajo el efecto de la gravedad, entonces llega
antes la bola de la braquistocrona que la del segmento rectilineo. Téngase en
cuenta que el tiempo total, para una curva cualquiera, es la integral a lo largo
de dicha curva del campo escalar

fy) =~

v29(ho — y)

donde g es la gravedad y hg la altura inicial de la bola.

16. Determine en los siguientes ejemplos cudndo el campo vectorial F' es
el gradiente de un campo escalar. En los casos en los que F' sea conservativo,
halle la correspondiente funcién potencial.

a) F(z,y) =zi+y]J.

b) F(z,y) = 3a%y7+ 4 ]

¢) F(z,y,2) = (10223 + 1) 7— 6y 7+ 152222 k.

d) F(z,y, 2) = 22> 7+ 2223 7'+ 322y 2> k.

Solucion:
a) F' es conservativo, funcion potencial: f(z,y) = %( 248+ C.
b) F es conservativo, funciéon potencial: f(x,y) = 23y + C.

¢) F es conservativo, funciéon potencial: f(z,y,z) = 52223 + 2 — 2% + C.

)
)
)
)

F no es conservativo.

17. a) Halle el valor del parametro a para que el campo vectorial
F(x,y,2) = (z,a2® + 1,102y + )

sea conservativo.

b) Para dicho valor de a obtenga una funcion potencial de F'.
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18. Consideremos el campo de fuerzas en el plano dado por

a) Demuestre que el trabajo realizado por esa fuerza al mover una particula
siguiendo la curva «a(t) = f(t) 7+ g(t) 7, con a < t < b, depende tnicamente de
f(a), f(b), g(a), g(b).

b) Halle el trabajo realizado cuando f(a)=1, f(b)=2, g(a)=3, g(b)=4.

Solucion:

a) El trabajo realizado por la fuerza es

1 1

SLFB)?* = (9(0)"] + f(b)g(b) = S[(£(a)* = (9(a))*] + F(a)g(a)

b) 3.

19. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas
F(z,y,z) = 2zyi+ (2> 4+ 2) J+yk,
al desplazar una particula desde el origen de coordenadas hasta el punto

(2,0,8), siguiendo cualquier trayectoria a que una dichos puntos.

Solucion: F es conservativo. Funcién potencial: f(z,y,2) = zy + zy + C.
W =0.

20. Considere el campo de fuerzas F(z,y,z) =yi'+ 27+ yz k.
a) Determine si F' es o no conservativo.
b) Calcule el trabajo realizado por F' para desplazar una particula a lo largo
de la curva dada por la parametrizacion

a(t) =cost?+sent )+ ek, te [0, .

Solucion:

a) F no es conservativo.

m 1 s 1 2
b) =5 = 5(l+eM) + (e +1).



