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� ���� �� $��	������������ ������ �� ���� 	����
���� ��
� ���� ���� �� ���������� �������
� ������� ����	����� ���� � $����	�
 ������
��	��$���� �� p �
��
�$$��� ����������� ��$�	��

� ��� �����������	 $���
���� ����
����� �(,"� %� ���� $�$�� �� ��	�� �� ������
� �	����# ���� ���� �� � ����������
�������
� ������ ��� ��� ��
����� �� �� n× n 	��������� �����
�� 
����� ������� �� ���
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Ax = b, -(�(.

����� �� ������ ���� ��� ��

 �$�	� �� A �� ��������������
� /��� ��������� �$$
���
�� $����	�
�� �� �����	�� A = I − B� ����� B �� ������	��
� ��� 	�
��� ���	�����	�
��$��������� �� ������	 �����
 	����� ��� b = 0� %� ���� 	���� ��� ��
����� �� -(�(.
	�����$���� �� ��� ���������� $������
��� ������������ �� ��� �����
 	���� � !"� ����
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��� 0���� ����������� ��	� �� ���	����#����� �� 	������ ��'�������
 �&���
����� ���� 1������ �������� 	��������� 	�� �
�� �� ��$�������� ���� ��	� �����	���

∗����! �',(�!!�" < 
�!�,�� =99:� *$�� ������� "�!�" == -���$ =997�
†���!�!'! "� -�!�(>!��� -'�!�"���� ������ ��������!�! ����!?����� "� @��?����� 
�(A "� @��� �B��

:69== @��?����� � ���� C�,�'� �"���$�D(�!�' ����E� �'  ��!�" ,� � ����$ �5� ����!� ��-=998+
=6:8 ��" -*-=99:+9=FF; ��" ,� !$� 
1���� "� 
�?���� � *��������� "� �� �����"?���� "� ��
5�������!�! @��������� '�"��  ��G��! 5���
�9HB96=�

‡�� ��!(��! �# -�!$�(�!���� *�( �� ��������!�� �$���"�� $��� �� 8F8==+69F:� ������
�&��"D(�!$�!�( ����"'� �'  ��!�" ��  ��! ,� !$� ���� 	�!����� ������� ��'�"�!��� '�"�� ����!
�-�+9=9<7=7�

8



 �""�!��� ��$%��& �!���!���� #�� -��.�� 
$����

/�� 	��
�����	� �� �	����# ���������� �� ��� ��������� �� �� �
������	 �����
��
���� ��� ������� �� � "� �2"� �(!"� ����� �������� �� 	��
�����	� ���� $�������� ���
��� 	��� �� A ����� ��������	 $�����
� ��3����� ��������
�� M �������� ��� H��������
4�	���
�� ��� 	��
�����	� �� ��
��$
�	���
� �	����# ���������� ��� �����
�� ������� ���
$��
�� �(+"� %� ��� $������ $�$��� �� $��
� ��� 	��
�����	� �� ������
� �	����# ���
�������� ��� �����
�� ������� ��� ����� 	������ $��$������ �� ��� ����	�� �$
�������
5��� �� �
��
�$ �� $������� ������
� �	����# ����	�� �� ��� 	
����	�
 �
�	� ��	���
������� ���
� ��
��$
�	���
� �	����# ����	�� �� �
�	� �����������
� 5� ��
��� �����
	��	�$�� 
���� ��� �� ��
� ��3������� ��� �������� ��
����� ����� �����	�� ���	������
��� �
��
�$� 0
��
�$ ��� $
���� � ��6�� ��
� �� ��� 	��
�����	� �� �	����# �������
��� ���	����#������ �� ��'�������
 �&�������� 7��� �� $������ ������	�
 �
����	� ����
�
��
�$ 	�� ������ ��$��
� ��� 	��
�����	� �� �������
� ������� ��� �����
�� ��������
��� �$�	�3	�

� ��� ������	 �����
 	������

5� ������� ���� ��� ��� �� 8��
�
 ����$�	� ������� ��� ����� $���
��� ��� ���
������ ��� �� �� �� 	��$�����
�� ���� ����� �(2"�

/�� $�$�� �� ����	����� �� ��

���� %� ��	����  �� ��
��� ��� �
������	 �����
��
���� �� ������
� �	����# ���������� ��� ��
� ���� $��
���������� ��$�	��

� 	��	������
��� �
��
�$� %� ��	���� + �� ��
� 	��������� ��� ��� 	��
�����	� �� ���� �������
�
������ ���� ���� ���� �����
 	������ %� ��	���� , �� $��
�� ��� 	������ ��$���
���� 	����� ��� �������	� �� � �$
������ ����	�� �� ��� ��������� ������ �� ������
�
�	����#� %� ��	���� 9 �� ���� ���� ������	�
 ��$�������� 	��$����� ��� 	��
���
���	� ��	��� �� ������
� �	����# ��� �
�	� ��	���� 5� �
�� $��
��� ���	����� ������
:�� 	��$
������� �� ��	
��� � ��� ������	�
 ��$�������� ���� �
�	� �����������

��� ��
��$
�	���
� �	����#�

�� 
���� !!��" #���$%� ��"�#� �� ��!��%��� ����� /� �����

� ���	����
��� �
��
�$$��� �
�	��� 
�� Vi �� ����$�	�� �� V = R

n �� ��������� ni� i = 1, . . . , p�
-p > 1. ��	� ���� ��� ��� �� ����� ����$�	�� �$�� ��� ���
� �$�	�� /���� ����$�	��
��� ��� $������� ���6����� �� ��� 	�������� ����� �������	���� �� $��	���
� ��� �
��
�$�

��� ����

p∑
i=1

ni > n�

/�� ������	���� ��� $��
�������� �$������� ��$ 
�	���� ���� V �� Vi� ��� 
�	��

����� /�� ������	���� �$������� ���� ���� ��� �� ��� ����

Ri = [Ii|O]πi, i = 1, . . . , p,

����� Ii �� ��� �������� �� R
ni � ��� πi �� � $���������� ������ �� R

n� /�� $��
���
������ �$������� 	��������� ���� ��� RT

i � i = 1, . . . , p� ;�3�� ��� ��

����� �������

�����	��

Ei = RT
i Ri, i = 1, . . . , p, - �(.

���	� ��
� ���#��� �������
 �
������ -���� 
�
�� ���. ��
� �� ��� 	�
���� ���	�
��
� � ���#��� �
����� ��� ������ Ri� 5� ������ ��

Si = {i1, i2, . . . , ini}, i1 < i2 < · · · < ini , - � .

��� ��� �� ����	�� 	�����$������ �� ��� 	�
���� �� Ri ���	� ��
� ���#��� �
�������
��� �� q ��� ������� �� �	��
��� ����� ��� ������� �
�� �

 $�����
� ����� �� ���
������ �� �����	�� Ei ���� � ���#��� �� ��� ���� /���

p∑
i=1

Ei ≤ qI; - �+.
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��� ����

� q � p�
/�� ������	���� �� ��� ������ A �� ��� ����$�	� Vi ��

Ai = RiART
i , - �,.

���	� �� � ��������	 $���������� �� �� ni×ni $���	�$�
 ��������� �� A� i = 1, . . . , p�
5� ������ ���������� ��� $�$�� ���� ��� ������ A �� ��	� ���� Ai �� ��������
��
�����
�� ni < n� i = 1, . . . , p� 5� ���� ���� ��� ����	�� �� Si �� - � . ��� ����� 	�����
�$������ �� ��� ���� ��� 	�
���� �� A ���� 	��������� �� Ai� ���
�� ��� �����������
�� ����� ���� ��� 	�
���� �� ��
�� �� Ri -�� �&��
�
���
� �� πi.� /���� �����	�� Ai

��� 6��� ��� p �
��
�$$��� �
�	��� ��� � "� �(!" ��� ���� �����
��
5��� ����� ��3������� �� 	�� ����<� ���	���� ��� �	����# ���������� ��� ��� ��
��

���� �� -(�(.� ���� �����
 	�� �� ������ ����� �� � "� �(!"� /�� ���$�� ������
� �	����#
��������� ��� ��� ��
����� �� -(�(. ��� ��� ����

xk+1 = xk + θ

p∑
i=1

RT
i A−1

i Ri(b − Axk),

����� x0 �� �� ������
 
�	��� ��� 0 < θ ≤ 1 �� ��� ����
�� ��	���� /���� ������
�
�	����# ���������� 	�� �� ��$������ �� ���� 	
����	�
 ������� �� ��� ���������

xk+1 = Txk + c, k = 0, 1, . . . - �9.

/�� ��������� ������ ��� ���� �	���� �� ����

T = Tθ = I − θ

p∑
i=1

RT
i A−1

i RiA = I − θ

p∑
i=1

Pi, - �2.

����� Pi = RT
i A−1

i RiA �� � $��6�	���� ���� Vi� /�� ��������� ������ ��� ��� ��
���
$
�	���
� �	����# ���������� ��

T = Tµ = (I − Pp)(I − Pp−1) · · · (I − P1) =
1∏

i=p

(I − Pi).

:�

����� �(!"� �� ��� � ��'����� �
������	 ��$����������� �� ��� ��������� ���
���� - �2.� /� ���� ���� 
�� A¬i = [O|I¬i] πi AπT

i [O|I¬i]T , ����� I¬i �� ��� (n− ni)×
(n − ni) �������� ������� ��� 
��

Mi = πT
i

[
Ai O
O diag(A¬i)

]
πi. - �).

5� �����
� ���� ���� ������ Mi �� 6��� � 	�$� �� A ���� ���� 	��=	����� 	������ ��
#���� %� ��	�� �� 	�� ��$���� ��� -	�����������
. #��� ����	���� �� Mi ��$
�	��
� ��

Mi(j, k) = 0 �� j �= k ��� j �∈ Si �� k �∈ Si , - �*.

��� j, k = 1, . . . , n� 0� 	����� ����� ����� �� ���� #���� �� ��� ����� 
�	������ 	�����
�$������ �� Ai� ��� �� �� ��� ��� ���� ��	��

%� ��

��� ���� ���� ��� ���� �� ��� �����	�� - �(. ��� - �). ����

Gi := EiM
−1
i = RT

i A−1
i Ri = πT

i

[
A−1

i O
O O

]
πi. - �>.
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$����

?���� ���� �&��
���� ��� ��������� ������ Tθ 	�� �� ��$������ ��

Tθ = I − θ

p∑
i=1

EiM
−1
i A. - �(!.

0�� $���� �� 	��
�����	� �� ������
� �	����# ���������� 	������� �� ������� ����
�� θ < 1/q ���� ��� 
���� lim

k−→∞
T k

θ ������� 5� �� ���� �� ��	���� +�

/�� �������	� �� � �$
������ A = M −N �� ���� Tθ = M−1N �� ����� �� �������
���� ��� ������ G =

∑p
i=1 EiM

−1
i �� ��������
��� @� �� ���

 ���� ���� ����� �� ���

���
��
� ��� ��� ����� �� 	������� ���� ������	����� �� ��� ���� Si� 5� �� ���� ��
��	���� ,�

&� ������"���� �'  ������� ��() �* '�� � �$�� �( ��%� A��
�����	� ���
	��$������ �������� ��� ��� 	
����	�
 ���������� ���������� - �9. �� ��� 	��� �� A �����
� ��������
�� ������ ��� ��

 �����
������ ��� ��� ���� �� 	��
�����	� �� ��	� �������
�
������� �� ��
�� �� ��� �$�	���
 ������ �� T � ρ(T )� ���� ����� �,"� � ,"� :�� ��� $������
	��� ����� A �� �����
�� ��� ���� �� 	��
�����	� �� ��
�� �� ��� ���	������� ������

γ(T ) ��3��� ��

γ(T ) = max{|λ|, λ ∈ σ(T ), λ �= 1},

����� σ(T ) ������� ��� �$�	���� �� T � A��$������ �������� ��� �$
������� �� �����
��
�����	�� ��
� �$$����� �� �(("� �( "�

5� 	������� A = I − B� ���� B �� n × n ������	��
� 	�
��� ���	�����	 �������
5� ���� �� ���� ���� lim

k−→∞
T k

θ ������� ����� �� �� ���	�������� /��� 
���� �� �� ������ ��

� $��6�	���� ���� ��� ��

 �$�	� �� ��� �����
�� ������ A� %� ���� 	���� ��� ������
�
�	����# ��������� 	��
����� �� � �����
��
 ��
����� �� Ax = 0 ��� ��� ������
 
�	���
x0 /∈ R(I − T )� ��� ����� �� I − T �,"�

@� �� ��

 ����� �,"� � ������ T ���� ρ(T ) = 1 �� 	��
������ �� ��� ��
� �� ��	�
�� ��� ��

����� 	��������� ��
��
-�. λ ∈ σ(T ) ���� |λ| = 1 ��$
��� λ = 1� ����� γ(T ) < 1�
-��. ind1T = 1� ����� rank(I − T ) = rank(I − T )2�
5��� T ≥ O� 	�������� -�. 	�� �� ��$
�	�� ���� T ��
��� $�����
� �������
 ������� �("�
B&��
�
��� 	��������� ��� -��. 	�� �� ����� �� �  "� 7��� �� ��

 ��� ��� ��

�����

����� ����� $���� 	�� �� ������ ����� �� �9"�

����� ���� ��� T �� � ��������
	� ������ ����
� ���� ���� Tv ≤ v �
�� v > 0�
���� ρ(T ) ≤ 1� �� ����������� ρ(T ) = 1� ���� ind1T = 1�

%� ��� 	��
�����	� $������ �� ��

 ���� ���� ��� ��������� ������ �����3�� T ≥ O�
��� ���� ����� �� � $�����
� 
�	��� v ��� ���	� Tv = v� ��� ���� 	��	
��� ����� ����

���� ���� ρ(T ) = 1 ��� ind1T = 1� ����� -��. ��
��� 5� ��

 �
�� ���� ���� ���
�������
� �� T ��� $�����
�� ��� ���� -�. �
�� ��
���

5� 	
������ �$
������� A = M − N �� ����� �� ��������
	� ���� �� ��� ������
M−1N �� ���������
� �(+"� �� ���� ����
�� �� ���� M−1 ��� M−1N ��� ���������
��
��� �� ����
�� �� ���� M−1 ��� N ��� ���������
� �,"� � ,"� %� � "� �� ��� ����� ����
�� Mi �� ��
�� �� - �).� ���� ��	� �$
������ A = Mi − Ni �� � ����
�� �$
������� ���
���� � �$
������ �� ���������
� ��$�� /�� ���� $���� �$$
��� �����

5� ����� ��� ���
���� �� �������� ��� �������
� �� 	������ �����	���

���(� �'!$���� ����� I:J� ���� !$�� ���������	
���
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����� ���� ��� Mi �� �
	�� �� - �). ��� 
�� A = Mi −Ni ���� �

 ����
�� 
� ���

�
�����
� �� Ti = M−1
i Ni, i = 1, . . . , p, ��� ����� ��� ���� diag(

p∑
i=1

EiTi) = O, �����

Ei 
� �
	�� �� - �(.�
������ C�� �� 3� i �� ��� �� ��� ����	�� ���� 1 �� p� 4�	�

 ��� 	�����������
 #���

����	���� �� Mi - �*. ��� ���� ���� ���� - �). �� ��
� ���� M−1
i ��� #��� �
�	�� ��

��� ���� 
�	������ ���� Mi� /�������� �� ��
�

M−1
i (j, k) = 0 �� j �= k ��� j �∈ Si �� k �∈ Si. -+�(.

/�� ����	���� �� Ni = Mi − A� ������ ���� �		���� - �).� �� ��
�� ��

Ni(j, k) =




0 �� j ∈ Si ��� k ∈ Si,
0 �� j = k ,
|A(j, k)| ��������� .

-+� .

5� ����� ��� (j, j) ����� �� Ti = M−1
i Ni� /� ���� ���� ������ ajk = M−1

i (j, k), bjk =
Ni(j, k)� ��� �����

Ti(j, j) =
n∑

k=1

ajkbkj .

C�� �� ������ 3��� ���� j �= k� %� ��� �� ��� ����	�� j �� k -�� ����. ���� ��� ��
���
�� Si ���� ���� -+�(. �� ������ ajk = 0� %� �� ��� 	�������� �� k ��� j ��
��� �� Si

���� ���� -+� . �� ��� bkj = 0� %� ��� 	��� j = k �� �
�� ��
� ���� bjj = 0� /���
�� 	��	
��� ���� ajkbkj = 0 ��� �

 j, k = 1, . . . , n ��� ��������� Ti(j, j) = 0 ��� �


j = 1, . . . , n� ���	� i �� �� ��������� ������ i = 1, . . . , p� ��� 
���� ��

����

5� ��� ����� �� $��
� ��� ���� 	��
�����	� ��������
	
����� ���� ��� A = I −B� ����� B 
� �� 
������
�
� n×n ��
��� ��������
�

����
�� ��� p > 1 �� � ���
�
	� 
������ ��� A = Mi − Ni �� ��

��
��� �� ��������
	�

����� ����� 
� θ < 1/q ��� 
�����
�� ����
� �� ��� ���
�
	�  ������ �
	�� �� - �(!. 
�
���	������ ��� Tθ ≥ 0�

������ ���	� B �� ������	��
� ��� 	�
��� ���	�����	� �� ��� � $�����
� D�����

�	��� v� ����� Bv = v� 5� ��

 ���� ��� ��

�����
-�. Tθv = v > 0
-�. Tθ ≥ O
-	. diag(Tθ) > (0, 0, . . . , 0)
@� ���	����� ����� C���� +�(� �� ��

 ��
� ���� ���� Tθ �����3�� -�. ��� -��. ��� �� ��
���� 	��
�������

/� $��
� -�. �� ����� Av = (I − B)v = v − Bv = 0 ��� ���� - �(!. �� 	��	
���
���� Tθv = v > 0�

/� $��
� -�. �� ��� - �+. ��� ��� ��$������� ���� θ < 1/q� ��� �����

I ≥ 1
q

p∑
i=1

Ei ≥ θ

p∑
i=1

Ei,

���� ���	� �� ��
�

Tθ = I − θ

p∑
i=1

EiM
−1
i A ≥ θ

p∑
i=1

Ei − θ

p∑
i=1

EiM
−1
i A = θ

p∑
i=1

Ei(I − M−1
i A) ≥ O,



2 �""�!��� ��$%��& �!���!���� #�� -��.�� 
$����

����� �� ��
� ���� ���� (I−M−1
i A) = M−1

i Ni ≥ O� ���	� �� ��$������� ��� �$
�������
��� �� ���������
� ��$��

:���

�� �� $��
� -	. �� ��
� ���� �� θ < 1/q� diag(I) > diag(θ
p∑

i=1

Ei), ��� ����

diag(Tθ) = diag(I − θ

p∑
i=1

EiM
−1
i A) > diag(θ

p∑
i=1

Ei − θ

p∑
i=1

EiM
−1
i A)

= θdiag(
p∑

i=1

EiM
−1
i Ni) = O,

����� �� ��
� ���� C���� +� �
5� ������� ���� /������ +�+ �� 
�
�� ��� ��� �����
�� M ������� A ���� � ����

����������
 ��

 �$�	� �$����� �� � $�����
� 
�	��� v� %� $����	�
�� �� �$$
��� ��
������	 �����
 	������

5� �
�� ������� ���� ����� �� �� ����	�� �$
������ A = M −N ���� Tθ = M−1N
��	� ���� �� �� ���� ����
��� /�� ���� ��	���� �� ��
���� �� ���� ���� �������	��

+� ���%��"�� ���,  �� ������� �!������"� %� ���� ��	���� �� ���� ���� ���

��� 	��� q = 2� ��� ������ G =
p∑

i=1

EiM
−1
i �� ��������
��� ��� ��� ���� ��	� �� ���
�#�

��� ����	�� �$
������� 5� ����� �� 
����� ��� ���������� ���� ���� ��3������� ���
$��
������� ����
��� 5� ���� ���
�#� ��� 	��� �� Ai� i = 1, . . . , p, ����� 	����	���
�
$���	�$�
 ��������	�� �� A� /��� 
���� ��� ��� �� ��� ������
 	��� ���� ��	� Ai ��
��� ��������	 $���������� �� � $���	�$�
 ��������� �� A� ����� �� ��� ���� - �,.�

/�� ����	���� �� ��� �
��
�$ �� &���� ���$
� ���� ��� �
�	�� ��� 	����	���
� �
���

�$$��� �������
 �
�	��� /� ����
� ���� ��������� �� 	������� ��������	�� �� A ��3���
�� ��� ����	��$�� �� ��� ���� Si ��
�� �� - � .� 5� ������ �� A(Si) � ��������� �� A
���� ���� ��� 	�
���� ��
�� �� � ��� Si� %� $����	�
��� ���� ��� ����	��$�� �� Si ���
	����	���
�� ����� �� ��� ���� {i1, i1 + 1, i1 + 2, . . . , i1 + k − 1}� ��� ��������� A(Si) ��
	�

�� � ��������
	� ��
��
��
 �������
� �� A� ��� �� ������� �� A([i, j]) ����� i = i1�
j = i1 +k−1� �����
��� �������� �� Fqr �� �
�������� ��������
�� ����
� ��������
�� $�������� ��� ���� q ��� r �� �� �������� ������ I� � $���������� ������ ��
��
��

π = Fk,j+k−1 · · ·F2,j+1 F1,j -,�(.

�� 	�

�� � ��������
	� ��������
�� ����
��
/�� ��

����� ��� 
����� ��� � ����	� 	����&���	� �� ��� ���
� ��3������� ���

��������� ����� $����� ��� ��������
����� 
��� �� πi 
� � ��������
	� ��������
�� ����
� �
	�� �� -,�(. �
�� j = ji

��� k = ni� ���� Ai �
	�� �� - �,. 
� ��� ��������
	� ��
��
��
 �������
� �� ����� ni

�� A� �
	�� ��

Ai = A([ji, ji + ni − 1]). -,� .

����� 
��� !�� ���� i = 1, . . . , p� 
�� ��� ����
��� πi �� ��������
	� ��������
��

����
��� �
	�� �� -,�(. �
�� j = ji ��� k = ni� ��� mi = ji + ni� ���� ��� ���� ���

��
���� 
������ �� � = 1, . . . , ji −1 ��� � = mi, . . . , n �� ��� ����
� Gi �
	�� �� - �>.
�
�� Ai = A([ji, ji + ni − 1]) ��� ���� ���� ��� ��
�����
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:��� C���� ,� ��� ��� ��3������ �� 	����	���
� $���	�$�
 ��������� �� ��
�

A−1
i = Gi([ji, ji + ni − 1])

���� �� 
��� �� ��	� Ai �� ��
�� �� -,� .� �� ������ ���� ��� $������� �� ��	� 	����	���
�
$���	�$�
 ��������� Ai �� A �� ��� ���� �� ��� $������� �� ��	� A−1

i �� Gi�

5� ���� ���� ��
�� p ���������� ���� 	�
�� ��� ���
� ���� �������
 �� A ���
$��
���� ���� ��	� Ai �� � 	����	���
� $���	�$�
 ��������� ��� j1 = 1� ji+1 ≥ ji� �� ��
���� �� ��� ���� ��� ��#� �� ��� �
��
�$$��� �
�	� ������� Ai ��� Ai+1 �� ��
�� ��

pi = ni + ji − ji+1, i = 1, 2, . . . , p − 1. -,�+.

	
����� 
��� ��� A ∈ R
n×n �� ���� ���� ��� ��
��
��
 �������
� 
� � ���"

�
���
�� M "����
�� ��� p ≥ 2 �������
�� ��� 
�� ��� ����
��� Ai �
�� ni < n�
i = 1, . . . , p� �� ��#��� �� ��������
	� ��� �� 
��
��� Si� ���� ���� S1 = {1, . . . , n1}�
Si = {ji, . . . , ji + ni − 1}� i = 2, . . . , p − 1� ��� Sp = {jp, . . . , n} 	��
��
�� ����

Si ∩ Si+k = ∅� k ≥ 2� ��� ���	
��� ���� ���� 
���� j ��
���� �� ���� ��� Si� ���

j = 1, . . . , n� ���� G =
p∑

i=1

EiM
−1
i 
� ����
���
���

������ C�� v �� � 
�	��� �� ��� ��

 �$�	� �� G� ����� Gv = 0� 5� ���� �� ����
���� v = 0� 5� ������ ��� ��� ���� p > 3� ��� 	������ �� ��� 	���� p = 2, 3 
�����
%� ����� �� �� �
��
�$� ����� q = 1� �� ��
� � �
�	� �������
 ������� ��� ��� �������
��
��� 5� 	������� ��� 	��� ����� ����� �� ���� �
��
�$� ����� q = 2�

5� $�������� ��	� 	����	���
� $���	�$�
 ��������� Ai� i = 2, . . . , p− 1� ���� 3× 3
�
�	� 	�����$������ �� ��� ��� �
��
�$ $������� ��� ��� ������� �
��
�$ �� ��

���

Ai =


 Ai,11 Ai,12 Ai,13

Ai,21 Ai,22 Ai,23

Ai,31 Ai,32 Ai,33


 , -,�,.

����� Ai,11 �� pi−1 × pi−1� Ai,33 �� pi × pi� 	�����$��� �� ��� ��� �
��
�$ $��������
��� Ai,22 �� �&���� �� ����� ni − pi − pi−1� A1 ��� Ap ��� ����
��
� $���������� ��

A1 =
[

A1,22 A1,23

A1,32 A1,33

]
, Ap =

[
Ap,11 Ap,12

Ap,21 Ap,22

]
. -,�9.

/�� ��$������ �����
����� �� ���� ��	���� �� ��� �
��
�$� �� ��
� ����

Ai,33 = Ai+1,11, i = 1, . . . , p − 1. -,�2.

5� $�������� v 	�������

� �� ��� $�������� �� ����� �
�	�� ��

vT = [v1,2, v2,1, v2,2, v3,1, v3,2, . . . , vp−1,2, vp,1, vp,2],

����� vi,1 ∈ R
pi−1 , i = 2, . . . , p, ��� ��� �
��
�$$��� 
�����
���
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$����

?���� ��� ����	���� �� Gi �� �� - �>. �� ���	����� �� C���� ,� � �� �����

Gv =
p∑

i=1

Giv =




A−1
1

[
v1,2

v2,1

]

0


 +




0

A−1
2


 v2,1

v2,2

v3,1




0


 +




0

A−1
3


 v3,1

v3,2

v4,1




0


 + · · ·

· · · +




0

A−1
p−1


 vp−1,1

vp−1,2

vp,1




0


 +




0

A−1
p

[
vp,1

vp,2

]


 = 0. -,�).

5� $�������� ��	� �� ����� 
�	���� �� � ����
�� ������� �� ����

[
x1

z1

]
= A−1

1

[
v1,2

v2,1

]
,


 xi

yi

zi


 = A−1

i


 vi,1

vi,2

vi+1,1


 , i = 2, . . . , p − 1, -,�*.

[
xp

zp

]
= A−1

p

[
vp,1

vp,2

]
. -,�>.

5��� ���� ��������� �� ��

��� ���� -,�). ����

x1 = 0, yi = 0, i = 2, . . . , p − 1, zp = 0, -,�(!.

��� zi + xi+1 = 0, i = 1, . . . , p − 1. -,�((.

?���� ��� �������� -,�,.� -,�9.� ��� ��� ���������� -,�2. ��� -,�(!.� �� ������ ����
-,�*.�-,�>.[

v1,2

v2,1

]
= A1

[
x1

z1

]
=

[
A1,23z1

A2,11z1

]
, -,�( .


 vi,1

vi,2

vi+1,1


 = Ai


 xi

yi

zi


 =


 Ai,11xi + Ai,13zi

Ai,21xi + Ai,23zi

Ai,31xi + Ai+1,11zi


 , i = 2, . . . , p − 1, -,�(+.

[
vp,1

vp,2

]
= Ap

[
xp

zp

]
=

[
Ap,11xp

Ap,21xp

]
. -,�(,.

B&������ ��� ��� �		�����	�� �� vi,1� ��� ��	� i = 2, . . . , p� �� -,�( .E-,�(,. ��� �����
-,�((.� �� ������ ��� ��

����� p − 1 �&�������

2A2,11x2 +A2,13z2 = 0,
Ai−1,31zi−2 +2Ai,11xi +Ai,13zi = 0 i = 3, . . . , p − 1,

Ap−1,31zp−2 +2Ap,11xp = 0.


 -,�(9.

/�� 	��=	���� ������ �� ��� ������ -,�(9. �� ��� �
�	� ����������
 ������ T ��
�� ��

T =




2A2,11 A2,13

A2,31 2A3,11 A3,13

A3,31 2A4,11 A4,13

A4,31 2A5,11 A5,13

� � �
� � �

� � �

Ap−2,31 2Ap−1,11 Ap−1,13

Ap−1,31 2Ap,11




.
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5� ���� ��� ���� T �� ��������
��� /� ���� ��� 	������� 3��� ��� ������ U ��������
���� A �� ����
��� ��� 3��� ��� 
��� �
�	� �� ���� ��� 	�
����� ��� �

 ���� ���
	�
���� 	�����$������ �� �����
��
�$$��� �
�	��� ����� ��� ���� ��� 	�
���� 	�����
�$������ �� ��� �����	�� Ai,22� i = 1, . . . , p� 	�� -,�,.� -,�9.� -,�( .E-,�(,.� ���	� U
�� � $���	�$�
 ��������� �� A� �� �� � ��������
�� M �������� ��� ���� �� 	�� �����
U = sI − B ���� B ≥ O� ��� ρ(B) < s� A������� ��� ��� ������

S =




A2,11 A2,13

A2,31 A3,11 A3,13

A3,31 A4,11 A4,13

A4,31 A5,11 A5,13

� � �
� � �

� � �

Ap−2,31 Ap−1,11 Ap−1,13

Ap−1,31 Ap,11




.

%� ��

��� ���� S = sI−B′ ���� O ≤ B′ ≤ B� ��� ���������� ρ(B′) ≤ ρ(B) < s� ��$
��
��� ���� S �� � ��������
�� M �������� C�� S = M −N �� ��� �
�	� ��	��� �$
�������
���	� �� � 	��
������ ����
�� �$
������� �� ���� M �� ��������
�� ��� ρ(M−1N) < 1�
5� ��
� ���� T �� � Z�������� ��� ���� ��� �$
������ T = 2M − N �� � ����
�� �$
���
����� ���	� ρ(1

2M−1N) = 1
2ρ(M−1N) < 1� �� ��
� ���� I − 1

2M−1N �� ��������
���
��� ��������� T = 2M(I − 1

2M−1N) �� �
�� ��������
���
/���� ���� -,�(9. ��� -,�((.� xi = 0� i = 2, . . . , p� ��� zi = 0� i = 1, . . . , p − 1�

/��� �������� ���� -,�(!.� �� ���� �� -,�( .E-,�(,. �� 	��	
��� ���� v = 0� ��� ����
G �� ��������
���

/�� 	���� p = 2 ��� p = 3 ��� ������
 �������� �� ��� ����� ��
��� ��
� ��� ��
��� ���� �� �
��
�$$��� 
�����
��� ���$�	��
�
�� %� ��� 	��� �� p = 2 �&������� -,�( .
��� -,�(+.� �������� ���� -,�((. 
��� �� 2A2,11x2 = 0� %� ��� 	��� �� p = 3 �&������
-,�(,. �� �
�� ����� ���� ��������� ��� 2× 2 �
�	� ������ ���	� �� ��� �$$���
��� $���
�� -,�(9.� :�� p = 2 ��� ��������
����� �� A2,11 
���� �� x2 = 0 ��� ���� z1 = 0� ����
���	� v = 0� :�� p = 3� ��� ������ T �� ����� �� �� ��������
�� �� ��� ���� ������
�� �� ��� ������
 	���� �� ���� x2 = 0� z2 = 0 ��� ���� v = 0�

5� ������ ���� ��� 	��� q = 2 	��������� ���� �� �� $��	��	�
 ��$�����	�� /���
���� ,�+ �� 
�
�� ���� ���� ��
��� ��$�������� ����
� ���� �� �������� Si ⊂ Sj ���
���� i, j� �
������ ���� 	��� ��
��� �$$���� �� $��	��	�� 5� 	�� �
�� 	������� ���� Si

���� ����	����	���
� ����	��� �� ����� �� ��� ��

����� ��������
	
����� 
�
� ��� A ∈ R

n×n �� ���� ���� ��� ��
��
��
 �������
� 
� � ����
�"

��
�� M "����
�� ��� p ≥ 2 �������
�� ��� 
�� ��� ����
��� Ai �� ��#��� �� ��� ��


��
��� Si 	��
��
�� ���� Si ∩ Si+k = ∅� k ≥ 2� ��� ���	
��� ���� ���� 
���� j ��
����

�� ���� ��� Si� ��� j = 1, . . . , n� ���� G =
p∑

i=1

EiM
−1
i 
� ����
���
���

������ 5� ��������� �� ��	����  ���� Ai �� � ��������	 $���������� �� � $����
	�$�
 ��������� �� A� %� ��	�� �� 	�� ��� ���� ��� ������ Ai �� ��� ���� - �,. �� �
	����	���
� $���	�$�
 ��������� �� QiAQT

i � � ��������	 $���������� �� A� ��� ��	�
i = 1, . . . , p� /�� ��� �����
����� ���� �� ���� �� 	�� 	����� ��� ���� $����������
Q = Qi ��� �

 i = 1, . . . , p� /��� ��

��� ���� ��� ��	� ���� ��� 
�����
�� 	�����$����
��� �� ��� �
��
�$ ��
� �� ���	� �� ����� 
�	����� ��	� $�������� /��������� �� 	��

�$$
� /������ ,�+ �� QAQT ��� ������ ���� Ĝ =
p∑

i=1

QT RT
i A−1

i RiQ �� ��������
���

���� ���	� �� ��

��� ���� G = QĜQT �� �
�� ��������
���



(! �""�!��� ��$%��& �!���!���� #�� -��.�� 
$����

5��� ��� ��������
����� �� G �����
������ �� 	�� ���� ��� �������	� �� �� ����	��
�$
�������

	
����� 
��� ��� A ∈ R
n×n �� ���� ���� ��� ��
��
��
 �������
� 
� � ���"

�
���
�� M "����
�� ��� p ≥ 2 �������
�� ��� 
�� ��� ����
��� Ai �� �
	�� �� - �,.
�
�� ni < n� ��� ��#��� �� ��� �� 
��
��� Si 	��
��
�� ���� Si ∩ Si+k = ∅� k ≥ 2� ���
���	
��� ���� ���� 
���� j ��
���� �� ���� ��� Si� ��� j = 1, . . . , n� ���� ����� ��
���

� ��

��
�� A = M − N ���� ���� ��� 
�����
�� ����
� Tθ 
� �
	�� �� Tθ = M−1N �

�����

M−1 = θ

p∑
i=1

EiM
−1
i . -,�(2.

!����������� ��
� ��

��
�� 
� � ���	������ ���� ����
�� ��

��
���

������ :��� /������ ,�, �� ��
� ���� G =
∑p

i=1 EiM
−1
i �� ��������
��� 5� 	��

���� ��3�� M = (1/θ)G−1� ��� N ��	� ���� A = M − N � %� ��

��� ����

Tθ = I − M−1A, -,�().

�� ��� ��������� ������ �� ��� ������
� �	����# ����������� :�� ��� ��	��� $���� �� ��
���� �� ��� ���� �

 ��� 	��������� �� /������ +�+ ��
� ��� ��������� Tθ = M−1N ≥ O�
@� �� �
�� ��
� ���� -,�(2. ���� M−1 ≥ O �� 	��	
��� ���� A = M − N �� � ����
����
�� �$
������� ?���� /������ +�+ ������ Tθ �� 	��
�������

5� 	������ ���� ���� ��� �$
������ ��3��� �� -,�(2. �� ��� ��� ��
� �$
������
����	����� ���� Tθ� ����� ��� ��3����
� ���� �$
������� A = M − N ��� ���	� -,�().
��
�� �+"�

-� ����%�� ���� �. /!��%� 5� ����� ���� �� ����$
� �� ���	� ��� ����	��
�$
������ A = M − N �� -	��
������. ���� ����
�� ��� θ = 0.3 -�� �		�����	� ����
/������ ,�9. ��� �� �� ��� � ����
�� �$
�������

������� ���� A������� ��� ������

A =




4/7 −6/23 −6/23 −5/7 −18/31
−2/21 83/92 −9/92 0 −2/93
−4/21 −27/92 65/92 0 −4/93
−1/7 −9/46 −9/46 6/7 −8/31
−1/7 −7/46 −7/46 −1/7 28/31


 -9�(.

���	� �� � �����
�� M �������� ��� A = I − B ���� B �� n × n ������	��
� 	�
���
���	�����	 ������� C�� �� 	������� ��� ���������� ��	� ���� p = q = 2� 5� ���

R1 =


 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0
1 0 0 0 0


 , R2 =




0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0




����� �� ��
� S1 = {1, 3, 5}� S2 = {2, 3, 4, 5}, ���

A1 =


 28/31 −7/46 −1/7

−4/93 65/92 −4/21
−18/31 −6/23 4/7


 ,

A2 =




65/92 0 −4/93 −27/92
−9/46 6/7 −8/31 −9/46
−7/46 −1/7 28/31 −7/46
−9/92 0 −2/93 83/92


 .



�� ��'� �� ��"���$�� ��" �� �� �&��" ((

%� ��

��� ���� ��� �$
������� A = M1−N1 ��� A = M2−N2 ��� ����
�� �$
��������
�� ��$�	���� ��� ��� ���

T1 = M−1
1 N1 =




0 9702/7157 0 15313/7157 0
184/1743 0 9/83 0 184/7719

0 5815/7157 0 30728/50099 0
1/6 21/92 21/92 0 28/93
0 3720/7157 0 8587/14314 0


 ,

T2 = M−1
2 N2 =




0 21/46 21/46 5/4 63/62
13861/91938 0 0 0 0
32231/91938 0 0 0 0

74/199 0 0 0 0
4619/15323 0 0 0 0


 .

1��� ���� diag(Ti) = O� �		������ �� C���� +� � :�� ��� �$
������ A = M −N � ����
M ��
�� �� -,�(2. ���� θ = 0.3� �� ��
�

M =




89825/56742 1865/4439 −10/23 3005/18914 −30/31
9085/170226 155995/53268 −15/92 −415/56742 −10/279

−20/63 −45/92 325/276 0 −20/279
5120/28371 −7955/8878 −15/46 26340/9457 −40/93

−5/21 −35/138 −35/138 −5/21 140/93


 ,

��� ���	� M−1 ≥ O�

N =




57401/56742 3023/4439 −4/23 16515/18914 −12/31
25297/170226 53969/26634 −3/46 −415/56742 −4/279

−8/63 −9/46 65/138 0 −8/279
9173/28371 −3109/4439 −3/23 18234/9457 −16/93

−2/21 −7/69 −7/69 −2/21 56/93


 ,

��� Tθ = M−1N ≥ O ���� σ(Tθ) = {1, 2/5, 2/5, 2/5, 7/10}�
:�� ��� ������ -9�(. �� $������ �� /��
� 9� � ��� 
�
�� �� ��� 	��
�����	� ��	���

γ(T ) ��� ��
���
 	���� �� -���$��. �
�	� ��	��� ��� -���$��. ������
� �	����#�
/�� ��'����� 
�����
�� �� ��	� �� ��� �
�	�� ��� ��
�� �� /��
� 9�(� %� �

 ��� 	����
	���������� �� ��
� ���� ��� ������� �
��
�$ �� q = 2� %� 	�� �� �����
� �$$��	�����
���� ��� ��� ���� ���$��� ��	��� θ ������
� �	����# ��� � 
���� 	��
�����	� ��	���
���� �
�	� ��	����

������ p F�����
�� �� ��	� �
�	� Si

G
�	� ��	��� -G�(.  S1 = {1, 3}� S2 = {2, 4, 5}
G
�	� ��	��� -G� .  S1 = {1, 5}� S2 = {2, 3, 4}
@�����
� �	����# -@�(.  S1 = {1, 3, 5}� S2 = {2, 3, 4, 5}
G
�	� ��	��� -G�+. + S1 = {1, 3}� S2 = {2, 5}� S3 = {4}
@�����
� �	����# -@� . + S1 = {1, 3, 5}� S2 = {2, 3, 5}� S3 = {1, 4}

����� ���

������� ���� 5� 	������� �����	�� ��$��������� � ����
 �� �� ������	��
� 	���
$���� ������� ���	����� �� B���$
� ( �� �(2" �� �� � ("� 5� ���� ��� �����	�� �� ������



( �""�!��� ��$%��& �!���!���� #�� -��.�� 
$����

θ G�( G� @�( G�+ @� 
0.1 !�>!!!+ !�>!!(( !�>!!!! !�*>>2 !�**> 
0.2 !�*!!(, !�*!!9( !�*!!!! !�)>> !�))*,
0.3 !�)!!+2 !�)!(+( !�)!!!! !�2>*> !�22)9
0.4 !�2!!), !�2! )( !�2!!!! !�9>*) !�992)
0.5 !�9!(+> !�9!9!) !�9!!!! !�,>*2 !�,,9>

����� ��	

�����	
���� 
����	 γ(T ) 
�	 ������ ����	���� �� ����� ���� ���	�� A �� K7�8L

n = 286� ())(� ��� 9,92� ���� (2!2� ((!((� ��� +9 (2 ���#����� ���$�	��
�
�� /����
�����	�� ��
� ���� ���� ��� ������	�
 ��$�������� �� ��
���
 �������� ��	
����� �)"�
�*"� �(9"� �(2"� � ("� ��� 	�� �� �������� ���� �(>"� 5� ��� ��
���
 ��$�������� ����

������ �
�	�� ����� -���$��. �
�	� ��	��� ��� -���$��. ������
� �	����#� 0�� ����
���
 
�	��� �� x0 = (1, 1, . . . , 1)� 5� ��$��� ��� 	��
�����	� ��	��� γ(Tθ)� ��� ������
�� ���������� ��� ��� AD? ���� ��� 	��
�����	�� ����� ��� ���  ����� �� ��� �������

r = Axk �� �� ����	�� �� 
��� ���� 10−10� /�� ������	�
 ��$�������� ��� ���	����
�� ��
� ��� $��	����� �� �� %G��(+9! �� ��� ?��
������� D�
��H	��	� �� F�
H�	��� ����
���� ���
�� 2� /�� ����� ��� �� ��	����� :�� 	��$������� �� �
�� ��$��� ����� �����
&��������� ��� �
�	� �����������
 -��. ��� ��
��$
�	���
� �	����# -��.� ���� ����� Tµ

�� ��
�	��� 	����� :�� �
�	� ��	���� ��� ���� ����
�� ��� ��� θ = 0.90� ��� ���� ��
��� ��� �� ��$��� �� /��
� 9�+� /��
� 9�, ����� ��� ����	���� �� ��� �����������
/���� ��$�������� �

������� ��� $�������
 ��
������ �� �	����# �������� ����� �� ���
�
��
�$� �
�� ��� ����
� ���� 	
����	�
 �������
� ������� ��� �����
 	������

n p q θ γ(Tθ) ����� ���� γ(Tµ) ����� ����
 *2 G� + ( !�>! !�>>> (+! *  >�9)
 *2 G� 9 ( !�>! !�>>>) + ,+> *2�)>
 *2 @� +  !�,> !�>,>*  )* !�*(
 *2 @� 9 + !�,> !�>>(, (+> +�>+
 *2 @� 9  !�,> !�>+(2 (2, !�,!
 *2 @� +  !�*( !�>()! (22 0.45
 *2 @� 9 + !�22 !�>**9 (!+ +�( 
 *2 @� 9  !�2+ !�>( ! ( ) !�+(

())( G�I�� 2 ( !�>! !�>>)*  ()* 9*�!! !�>>9( ( !> (!2�)
())( @�I�� 2  !�,> !�>**  () >�+> !�>9  (!) >�>!
())( @� 2  !�>! !�>)* ((* 9� >
9,92 G�I�� (! ( !�>! !�>>** >9> (2+2�9 !�>>) ,99( + > �
9,92 @�I�� (!  !�,> !�>)(2 ()9 ,9�!> !�**)2 ,9 + �!!
9,92 @� (!  !�>! !�>,)> >9 + �(9

����� ��


0� ������%���� 5� ��
� $�������� � 	��
�����	� ������ ��� ������
� �	����#
������� ��� 
����� ������� ����� ������ �� � �����
�� M ������� ���� � �������������
��
 ��

 �$�	�� /��� �$$
��� �� $����	�
�� �� ������	 �����
 	������ /�� 	��
�����	�
������ �� �

�������� ���� ��
���
 ������	�
 ��$��������� ����� �� �� ����� ���� �����
������
� �	����#� ����� ��	��$������� �
��
�$ 
�����
�� 	����� �� ���� ���� ��� �
�	��
��$��
�� ��� ����$����	 	��
�����	� ��	���� �� ��

 �� ���	����� ������



�� ��'� �� ��"���$�� ��" �� �� �&��" (+

n p q Si

 *2 G� + ( {1 : 100}� {101 : 200}� {201 : 286}
 *2 G� 9 ( {1 : 66}�{67 : 139}�{140 : 216}� {217 : 273}� {274 : 286}
 *2 @� +  {1 : 100}�{80 : 200}�{120 : 286}
 *2 @� 9 + {1 : 30}�{25 : 70}�{25 : 80}�{40 : 150}�{100 : 286}
 *2 @� 9  {1 : 83}�{47 : 131}�{84 : 178}�{132 : 225}� {179 : 286}
 *2 @� +  {1 : 100}�{80 : 200}�{120 : 286}
 *2 @� 9 + {1 : 30}�{25 : 70}�{25 : 80}�{40 : 150}� {100 : 286}
 *2 @� 9  {1 : 83}�{47 : 131}�{84 : 178}�{132 : 225}� {179 : 286}

())( G�I�� 2 ( {1 : 300}� {301 : 601}� {602, 902}� {903 : 1203}�
{1204 : 1503}� {1504 : 1771}

())( @�I�� 2  {1 : 300}�{281 : 600}�{500 : 900}�{800 : 1200}�
{1000 : 1500}�{1400 : 1771}

())( @� 2  {1 : 300}� {281 : 600}� {500 : 900}�{800 : 1200}�
{1000 : 1500}�{1400 : 1771}

9,92 G�I�� (! ( {1 : 600}� {601 : 1200} � {1201 : 1800}� {1801 : 2400}�
{2401 : 3000}� {3001 : 3600}� {3601 : 4200}�
{4201 : 4800}� {4801 : 5400}� {5401 : 5456}

9,92 @�I�� (!  {1 : 900}� {601 : 1500} � {1201 : 2100}� {1801 : 2700}�
{2401 : 3300}� {3001 : 3900}� {3601 : 4500}�
{4201 : 5100}� {4801 : 5455}� {5401 : 5456}

9,92 @� (!  {1 : 900}� {601 : 1500} � {1201 : 2100}� {1801 : 2700}�
{2401 : 3300}� {3001 : 3900}� {3601 : 4500}�
{4201 : 5100}�{4801 : 5455}� {5401 : 5456}

����� ���

��$��)���"/���� 5� ����� ��	��
� G��#� ��� ��� 	������� �� �� ���
���
�����	��$��

������	
��

I8J 5� ���#��" ��" 	� ��$���"��� 
� �)'��� ���!� �# M +(�!������ �����	 ��
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