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Resumen. Los métodos iterativos de tipo Schwarz son una extension natural de los méto-
dos clasicos por bloques de Gauss-Seidel y Jacobi aplicados a problemas de discretizacion
de ecuaciones diferenciales donde se ha hecho una division en subdominios solapados. Este
tratamiento es util para su paralelizacion. Es conocido que tanto el método aditivo como el
multiplicativo de Schwarz convergen cuand@s una matriz simétrica definida positiva, una
M-matriz no singular o unaZ-matriz (v. [6], [2], [5]). En la presente comunicacion mos-
tramos una condicion suficiente para la convergencia del método aditivo de Schwarz para la
solucion del sistema de ecuacionés = b dondeA es unal/-matriz cuyo nucleo es de dimen-

sion uno. Este es el caso cuando= I — B siendoB una matriz estocastica (por columnas)
irreducible. Este resultado de convergencia complementa los resultados de [8] donde se mues-
tra la convergencia del método multiplicativo de Schwarz aplicado a sistemas singulares de
este tipo.
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1 INTRODUCCION

Los métodos iterativos de tipo Schwarz se desarrollaron inicialmente para estimar la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales que aparecian a consecuencia de la discretizacion de ecuaciones
en derivadas parciales que gobernaban el problema bajo estudio. En tales casos las iteraciones
de tipo Schwarz entran dentro de los métodos llamadatedeomposicion de dominioka

forma original del método fue definida por Schwarz en 1869 y se conoce actualmente como
método de Schwarz alternaéanse [9] o [10] para mas detalles).

Los métodos de Schwarz pueden también ser usados como precondicionadores, aunque en
este trabajo nos centramos en sus propiedades cuando se usan como metodos iterativos estacio-
narios asociados con un dominio fisico que se ha dividido en dominios solapados. Para describir
estos subdominios se introducen ciertas submatrices cuaddadas- 1,2, ..., a partir de la
matriz de coeficiented que modela el problema. Cuando no hay solape entre los subdominios,
el método aditivo de Schwarz coincide con el método de Jacobi por bloques, mientras que el
multiplicativo se reduce al método iterativo de Gauss-Seidel por blogques.

Nuestro punto de partida es un sistema de ecuaciones lineales compatible de la forma

Ar =0, (1)

dondeA € R™*™ es singular yr y b son vectores d& = R". Con mas detalle, nos centramos
en el caso en qud es de rangm — 1 y todas sus submatrices principales sdamatrices
no singulares. Esto ocurre, en particular, cuadde I — B con! la matriz identidach x n
y B es una matriz estocastica por columnas (tiene todos los términos no negativos y la suma
de los correspondientes a cada columna vale la unidad) e irreducible (no existe una matriz
F G
O H
H matrices cuadradas @ una matriz nula). Se tiene entonces gdeesta asociada a una
cadena de Markov ergodica: existe un veetae distribucion de probabilidad estacionario, o
de equilibrio, al cual tiende la cadena y es independiente del estado inicial. Este vector verifica
Bv=v>0yvle=1,conel = (1,1,...,1).

CuandoA es simétrica y definida positivd/ matriz invertible oH-matriz las condiciones
de convergencia de los métodos iterativos de tipo Schwarz son conocidas. Estas condiciones
se basan en mostrar cuando ocurre que el radio espectral de la matriz de itgréCjors
menor que la unidad, y pueden expresarse en términos puramente matriciales. Este enfoque
se denominalgebraicq en contraposicion al enfoque analitico funcional clasico. Resultados
recientes sobre la convergencia de los métodos iterativos de tipo Schwarz en el marco de una
formulacion algebraica pueden encontrarse en [6], [2] y [5].

En el presente caso, cohsingular, la velocidad de convergencia viene dada en funcion del
factor de convergencia(7") definido como

de permutacionr tal que B pueda expresarse en la formda= 7 [ 7l, conFy

AT) = maz{|], A € o(T), A # 1} 2)

dondeco(7T") denota el espectro dE. Llamandoind,(7") al minimo valor dek > 0 tal que
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rango(T — AI)* = rango(T — XI)**1, resulta que cuand@(T') < 1Yy indy—o(I —T) = 1 hay
convergencia [7], [3].

El objetivo central del presente trabajo es indicar unas condiciones de convergencia del me-
todo aditivo de Schwarz cuando se aplica al sistema (1). Este resultado es analogo al dado para
el caso multiplicativo en [8].

El trabajo tiene la estructura siguiente. En la seccidn 2 recordamos la formulacion algebraica
para el tratamiento del método aditivo de Schwarz. En la seccion 3 introducimos ciertas defi-
niciones y resultados conocidos sobre sistemas singulares. En la seccién 4 damos el principal
resultado y en las seccian y 6mostramos un ejemplo numerico y exponemos las conclusio-
nes y desarrollos futuros.

2 FORMULACION ALGEBRAICA DEL METODO ADITIVO DE SCHWARZ

Con objeto de realizar la descripcion de los bloques solapados llaniéracsada uno de los
subespacios d€ = R” de dimensiom;, i = 1,...,p, (p > 1) tal que su suma cubre todo.
p

Estos subspacios se intersectan de forma@ai > n.

=1
Necesitamos introducir operadores de restriccion y de prolongacién para pasar del espacio
total a cada subespacio y a la inversa. En este trabajo usamos los siguientes operadores:

Ri = [[Z‘O]ﬂ-l? 1= 17 Y 2 (3)

para realizar la restriccion, dondges la matriz identidad de orden y «; es una matriz de
permutacién de ordem. El operador de prolongacion que usamos es precisanignte
Necesitaremos tambien las matrices diagonales siguientes

E;=RI'R;, i=1,...,p. (4)

Es facil mostrar que cada matrz dada por (4) tiene elementos diagonales no nulos justa-
mente en las columnas donde la correspondiente mfriene un elemento no nulo. Esto es
importante para la descripcién de los solapes, por eso definimos los conjuntos siguientes

Si:{’il,’ig,...,’ini}’ i1<i2<"'<ini (5)

como conjuntos cuyos indices se corresponden con los de las columRagide tienen ele-
mentos no nulos. Por ejemplo, si

00100
Ri=110000
000T1O0

entoncess; = {1,3,4}.
Seay el valor maximo de la diagonal de’_, E;. Este valog sirve comamedida del solape
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y se cumple que

P
Z E;, <ql, (6)
i=1

y en las aplicaciones practicas, domles de orden elevado y hay varios subdominios, se tiene
queq < p.
La restriccion de la matril a cada subespaciq viene dada por

A; = R;,ART, (7)

gue es una permutacién simétrica de una submatriz principdl die ordenn;. Cada una de
estas matriced; puede identificarse con un bloque solapado. Cada ma&tsta formada por
elementos del que estan en las lineas (filas y columnas) cuyos indices pertenecen al conjunto
S;.

En este trabajo usamos matricésinvertibles (v. seccion siguiente) y entonces las iteracio-
nes de tipo aditivo Schwarz con amortiguamiento son de la forma

p
o=+ 0 RIATRi(b— Az¥), (8)
=1

dondel < 6 < 1 es el factor de amortiguamiento. Denominartips la matriz de iteracion de
este esquema, que viene dada por

p p
Ty=1-0Y RIAT'RA=1-0) P, (9)
=1 =1
dondeP;, = R A7'R;A es una proyeccion sobfé. El esquema iterativo adopta entonces la
forma

o = Tya® + ¢, k=0,1,..., (10)
conc= 03"  RFAT'R;b.
Por completitud, damos también la matriz de iteracion del método multiplicativo de Schwarz,
gue es la siguiente
1

T,=(I—P)I~Pp)---(I-P)=]]0 - P). (11)
1=p
Con objeto de expresar las matrices (9) y (11) de forma mas practica para nuestros propositos,
se introducen las matrices siguientes

A =[Ol m ATl [OIL]", (12)
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dondel_; es la matriz identidad de ord¢n — n;) y

A; O
U i .
M,; =7; [ O diag(A,) ] i (13)
De (4) y (13) se sigue de manera inmediata que
E;M; ' = RT A7'R;. (14)
Usando esta igualdad, la matriz de iteraciyrpuede escribirse entonces como
p
Ty=1-60> EM A (15)

=1
Nétese que la ecuaciéon (13) permite definir las particiohes M; — N;, i = 1,...,p,
dondeN; = M, — A. Estas son las llamadgarticiones inducidagpor M;) y juegan un papel
importante a la hora de estudiar las propiedadéeg,dscrita en la forma (15).

3 PARTICIONES DE SISTEMAS SINGULARES

Recordemos algunas definiciones y resultados sobre particiones de unaAnsitmgular y
sobre la convergencia de los esquemas iterativos aplicados-ab.

Definicién 1 Una matrizT se llama convergente si existe el limiter, .. T".

Lema 1 Una matrizT es convergente siy sélo si se cumplen las tres condiciones siguientes
(D) o(T) <1

(2) sip(T) =1 entoncesango(I —T) = rango(I — T)2.

(3) sip(T) = 1entonces\ € o(T') con|A| = 1 implica A = 1.

Comentarios La condicion (2) es equivalente a decir que el indice del valor progioT" es

1, es decirind, T = 1. Cuanddl’ > O, la condicién (3) equivale a exigir quetenga todos los
coeficientes de la diagonal positivos (v.[1]).

Lema 2 SeaT > O tal queTv < av conv > 0y« € R. Entonce(T') < a. Si, ademas
p(T) = a, entoncesnd, T = 1.

ComentariosLa demostracion puede encontrarse en [4]. NOtese que si se cumpleXue,
cuandop(7T) = 1 este lema puede usarse para probar la condicién (2) del lema 1. Para probar
la convergencia se tiene que demostrar ademas que se cumpe la condicion (3) del mismo lema,
gue en este caso se reduce a mostrar que la diagofiabg@ositiva.

Lema 3 SeaA = M; — N; € C™™ con M; invertible. Entonces, llamandf;, = Ml.‘lNZ- y
c = M;'b, el método iterativa:*+! = T;z* + ¢ converge a alguna solucion(z°) de Az = b,
para cadaz?, siy soélo sil’ es convergente.

Definicion 2 Una particion A = M; — N; se llamade tipo no negativei la matrizM; ' N; es
no negativa.
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4 CONVERGENCIA DEL METODO ADITIVO DE SCHWARZ

Consideremosi = [ — B, dondeB es una matriz estocastica (por columnas) e irreducible.
Esto equivale a decir quB esta asociada a una cadena de Markov ergddica, cumpliéndose
Bv = v, conv > 0 [3]. Respecto a4, implica queA es irreducible M-matriz singular, y
todas sus submatrices principales de orden menongaan M -matrices no singulares. Por
tanto, las matriced; definidas por (7) son invertibles pata < n. También se verifica que las
particionesA = M; — N;,i = 1,...p, conM; dado por (13) son de tipo no negativo.

A partir de estas caracteristicas y de la expresioh,deuede probarse el resultado central
de este trabajo.

Teorema 1 SeaA = I — B, dondeB es una matriz estocastica por columnas e irreducible.
Seap > 1 un entero positivoy seat = M; — N;, i = 1,...p, particiones de tipo no negativo.
Entonces, st < 1/q el esquema iterativo del método aditivo de Schwarz dada(oyes
convergente ¥, > 0.

Hay que remarcar que la condicion de que las particiones sean de tipo no negativo se verifica
cuandoM; viene dado por (13), de manera que la Unica condicion fuerte que impone este
teorema es que < 1/q.

Notese que asegurar la convergencia del método iterativo para resalver b implica
poder resolverz = 0 que equivale &z = = y el hecho de qué sea una matriz estocastica
de una cadena ergddica asegura que existen veatorgsque cumplen esta ecuacion. De esta
manera podemos obtener una solucién aproximada del vector de distribucion de probabilidad
estacionario de la cadena de Markov ergddica.

5 EJEMPLO
Sea

19/25 —21/52 —1/18 —2/7 —15/58
—9/100 49/52 —1/6 —3/28 —5/58
A= | —27/100 —3/26 2/3 —9/28 —5/29 (16)
—3/10 —9/26 —7/18 6/7 —27/58
~1/10 —1/13 —1/18 —1/7 57/58

gue proviene del = I — B con B una matriz estocastica por columnas e irreducible. Conside-
remos tres subdominios, tal gpe= 3y ¢ = 2. Definidos por:

00100 00100
Ri=100001}|, R=/[0000T1]/|{, 332{288(1)8}
1 00 00 01 00O
De donde se tiens; = {1,3,5}, 5o = {2,3,5}, S3 = {1,4}, y las matricesA;, A, y As

resultan
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2/3  —=5/29 —27/100 2/3  —=5/29 —3/26
Ay =| —-1/18 57/58 —1/10 |, Ay=| —1/18 57/58 —-1/13 |,
—1/18 —15/58 19/25 —1/6 —5/58 49/52
A — 6/7 —3/10
ST —2/7 19/25 |-
Con objeto de ilustrar la estructura 8l mostramos\/; que resulta ser
19/25 0 -1/18 0 —15/58
0 49/52 0 0 0
M, = | =27/100 0 2/3 0 —5/29
0 0 0 6/7 0

~1/10 0 —1/18 0 57/58

Mostramos también el producfid; ' V;, que es no negativo y cuya diagonal es nula

0 38365,/61594 0 8500/16583 0
117/1225 0 26/147 39/343 130/1421
M{'N, = 0 577539/1231880 0 49869/66332 0
7/20 21/52 49/108 0 63/116

0 207147/1231880 0 15921/66332 0
Parad = 0.3 la matriz de iteracion del esquema aditivo de Schwarz resulta, usando (15),

0.4000 0.4229 0.0842 0.1538 0.1881

0.0578 0.7000 0 0.0699 0

Th—os ~ | 0.1427 0.1406 0.4000 0.3975 0
0 0.2038 0.1656 0.7000 0.2288
0.0431 0.0504 0 0.1308 0.4000

que es no negativa de acuerdo con el teorema 1, y tiene como espetitrd ~ {1.0000,
0.6634, 0.1557,0.3904 + 0.0074:}, de dondey(7y3) ~ 0.6634. En la tabla 1 mostramos los
valores dey(7j) obtenidos para distintos valores @leDe acuerdo con el teorema 1 hay con-
vergencia pard < 1/2. Dado que es una condicién suficiente en este caso la convergencia se
extiende hasta = 0.7.

6 CONCLUSIONES Y DESARROLLOS FUTUROS

En este trabajo se haindicado que las iteraciones de tipo aditivo Schwarz (con amortiguamiento)
dadas por (10) para la solucién de (1) convergen cuahde I — B siendoB una matriz
asociada a una cadena de Markov ergddiéa<y 1/q. Mediante un ejemplo se ha puesto de
relieve que la condicion de convergencia es suficiente pero no necesaria.
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0 | v(Tp)

0.1]0.8878
0.2 | 0.7756
0.3 | 0.6634
0.4 ] 0.5512
0.5 ] 0.4390
0.6 | 0.6885
0.7 1 0.9699
0.8
0.9
1.0

Tabla 1. Valores de(Ty)

Con objeto de examinar hasta qué punto puede establecerse una analogia con los resultados
existentes sobre particiones de sistemasAaegular, nos planteamos estudiar como trabajo
inmediato la existencia de particiones del tipa= My — N de manera que se pueda expresar
Ty = M, ' N. Asimismo estamos interesados en desarrollar comparaciones sobre la convergen-
cia del método aditivo con el método de Jacobi por bloques y en estudiar la influencia del tipo
y himero de solapes entre los subdominios.
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