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Resumen

En esta comunicaciéon se presenta un método numérico para el calculo de
vectores propios generalizados basado en una modificacion del método tedrico de
McWorter y Meyers. El método propuesto parte del conocimiento del espectro
de la matriz inicial. Como aplicaciéon numérica se calculan las bases de Jordan
correspondientes a dos matrices documentadas en la literatura.

Introduccién

Uno de los problemas abiertos actualmente en el campo de los valores y vectores pro-
pios se centra en la obtencion de algoritmos numeéricos eficaces para el tratamiento de
matrices no simétricas [8]. Los trabajos relacionados abarcan tanto los aspectos teori-
cos [7], [4], [2], como los numéricos [9], [6], [3], [1], incluyendo articulos de contenido
pedagogico y de calculo simbolico [5], [11].

En esta comunicaciéon exponemos un método numérico para el calculo de bases de
Jordan que esta basado en un articulo de McWorter y Meyers [12] en el que presentan
un método tedrico para calcular valores y vectores propios. Nuestro objetivo es mostrar
que con este método pueden calcularse los vectores propios generalizados de una matriz
de la cual conozcamos exactamente sus valores propios, incluyendo las multiplicidades
algebraicas. Una de las caracteristicas del método propuesto es la flexibilidad a la
hora de iniciarlo ya que se dispone de cierta libertad para elegir los vectores iniciales
semilla que ponen en marcha el método y que pueden cambiar el costo computacional
y la precision obtenida. La comunicacién comienza con una introduccién tedrica para
recordar resultados y establecer la notacion empleada. Seguidamente exponemos bre-
vemente las bases teoéricas del método y a continuacion presentamos las modificaciones
introducidas y la secuencia de operaciones matriciales que conforman el método nu-
mérico propuesto. Por tltimo, mostramos la aplicaciéon del método a dos matrices no
simétricas referenciadas en la literatura.



Vectores propios generalizados

Sea A € C™™, y X un valor propio de A. Un vector propio de A correspondiente a A
es un vector no nulo x € C” tal que:

(A—M)x =o. (1)

Siguiendo a [10] diremos que un wvector propio generalizado de orden r de A, r =
1,2,---, correspondiente a \, es cualquier vector no nulo x € C" que verifica:

(A= X)"'x=o0, (A-X)"'x#o. (2)

Se define el subespacio propio generalizado de orden r de A, correspondiente a A,
como N, = Nuc(A — AI)". Se cumple, fijado A, que existe un entero positivo k(\),
llamado indice de X\ en A, tal que:

OZN()CNlCNQC"'CNk:Nk+1:"':3)\(A) (3)

donde S)(A) se llama subespacio propio generalizado o subespacio raiz de A correspon-
diente a A.

Cadenas de Jordan. Diremos que una secuencia de vectores (Xy,--- ,Xp) €s una
cadena de Jordan de longitud h de A correspondiente a A si x; es un vector no nulo de

M)y

(A—)\I)XZ:XZ,M Z:2,,h (4)

Notese que el primer vector de una cadena de Jordan es un vector propio y los
siguientes vectores son vectores propios generalizados de grados 2, 3, hasta h. Es facil
demostrar que los vectores de una cadena de Jordan forman un sistema linealmente
independiente. Ademas: x; € N;, x; € N;_1.

Base de Jordan. Supongamos que A tiene ¢ valores propios diferentes Ay, -, Ay,
de multiplicidades algebraicas ma();), y llamemos:

Notese que ny(A) es la multiplicidad geométrica de A. Si ny(\;) > 1 para algin \;
se dice que A es derogatoria. Cada cadena dada por la ecuacion (4) puede expresarse
en forma matricial como AX; = X;J;, donde X, = (x],--- ,xfzj),j =1,---,p hjesla
longitud de la cadena j, p es el nimero de cadenas o bloques de Jordan,

A1 0 -+ 00

OAx1 - 00

00X -~ 00
=1L, ©)

000 -+ A1

0 00 A

Jxj
y podremos formar la matriz invertible X con los vectores de las p cadenas de Jordan:
X =(Xq|---1X,), p=YL,m(\) de forma que: A=XJX! con



J = dZCLg(J]), j: 17 » D, (7)

la forma candnica de Jordan o reducida de Jordan de A. Las columnas de X se dice
que forman una base candnica de Jordan o base de Jordan de A. Noétese que el nimero
de cadenas de Jordan necesarias coincide con el nimero de bloques de Jordan en J. Si
ma(\;) =nq(N;),Vi=1,2 -+ ¢, entonces J es una matriz diagonal y A se dice que es
diagonalizable. En otro caso, se dice que A es defectiva.

A un valor propio A le pueden corresponder diversas cadenas de Jordan. Llamando
t;(\) al nimero de cadenas correspondientes de longitud i, necesarias para formar la
matriz X, se cumple:

tz()\) = 2%1 — Ni—1 — Nj41, 1= ]_, s ,k’()\) (8)
En resumen, la estructura de Jordan de A es conocida si lo es el espectro de A y
las dimensiones n;, i = 1,--- , k para cada valor propio diferente. Para més detalles,

véase [10].

Resumen del método de McWorter-Meyers

Mostramos los pasos del método de McWorter y Meyers que permiten calcular los
subespacios propios generalizados de una matriz.

Paso 1. Calculo de relaciones de dependencia. Dada A € C™*" y un vector
arbitrario u; € C" (que llamaremos vector semilla) se construye una secuencia de
Krylov {u;, Auy, A%uy, - -+ , AF'u;} hasta que el sistema de vectores resultante sea, por
vez primera, linealmente dependiente. Los vectores de la secuencia, exceptuando el
ultimo, se llaman vectores generados independientes, wvgi, para abreviar. Al tltimo
vector se le llama vector generado dependiente, vgd. A continuacion, se han de calcular
los kq coeficientes a; de una relacién de dependencia, que denotaremos por d;, entre
los k1 + 1 vectores:

d, = Aklul + C(kl,lAklilul + -+ ajAu; + a,u; =0 (9)

Si k1 = n no se necesitan mas relaciones de dependencia y se va al paso siguiente
del método. Si k1 < n se introduce un nuevo vector arbitrario semilla us que no sea
combinacion lineal de los vgi existentes, y se repite el proceso hasta que se consiguen
n vgi y, en consecuencia, se tengan m relaciones de dependencia, d;, j = 1,--- ,m.
Ademas, se cample n = > 7| k;.

Paso 2. Calculo de los vectores propios generalizados de grado 1. Para
cada valor propio diferente \;, el método implica:

2.1) Factorizacion de cada una de las m relaciones de dependencia del paso 1.

2.2) Manipulacion de las m factorizaciones para obtener una base de Nj.

El paso 2.1 consiste en obtener m factorizaciones en la forma cociente-resto:

dj:(A—/\lI)qj—l—rj, ]:1,,m (10)



donde q; es un vector combinacion lineal de los vgi obtenidos antes de introducir el
; ) ki—1 kj—1

vector semilla ujiq: q; € (ug, Auy,--- A"ty - uy, Ay, -0 A% ay) yorjes un
vector combinacion lineal de los j vectores semilla existentes.

Respecto al paso 2.2, para cada valor propio diferente );, se ha de calcular una base

. A

de un subespacio, que llamaremos H;* C C", formado por los vectores (ci,c, -+, cl)
que verifican:

Z ¢rj=o0 (11)
j=1
m 1 . .
con lo cual, ijl cjq; € Ni(\). Haciendo lo mismo para los n; vectores de la base de

'H, se obtiene una base de N;.

Paso 3. Calculo de los subespacios propios generalizados. Dado un valor
propio ), el cilculo de los subespacios N, - - - , Ny, donde k és el indice de \; en A, se
realiza de una manera analoga al paso 2. A continuacién explicamos como se calcula
N, ya que la generalizacion a N es inmediata. En el supuesto que ny < ma(};), para
calcular A5 hay que hacer:

3.1) Factorizacion de los n; vectores de la base de N;. Anadimos estas expresiones a
las m factorizaciones que ya tenfamos calculadas.

3.2) Manipulacion de las m + n; factorizaciones para obtener una base de Ns.

La idea bésica es bastante simple, en el paso 2 si conseguimos un vector x no nulo
que cumpla (A — AI)x = o, entonces es un vector de N7, y en el paso 3, si conseguimos
una factorizacion de la forma (A — AI)v = x entonces, en virtud de (4), el vector v
pertenece a Ny pero no a NV;. La justificacion tedrica del método se describe en [12].

Modificacion del método

McWorter y Meyers presentan el método aplicado a ejemplos sencillos, resueltos con
lapiz y papel y sin entrar en el calculo explicito de bases de Jordan. Nosotros hemos
modificado el método y lo hemos sistematizado para el calculo de los vectores propios
generalizados y posteriormente, la base de Jordan, como mostramos a continuacion.

Modificacién del paso 1. Para llevar a cabo el calculo de las m relaciones de
dependencia de manera directa se construye la matriz n x (m + n):

B = (w|Aw|A%uy| - |AMwy | - [un] Augy | - - | AP, (12)

y se calcula su nticleo Nuc(B). Como el rango de B es n, se obtienen m vectores
{dF d¥ ...  dZ}, de un espacio vectorial que llamaremos E, de dimension n + m.
Llamaremos base canonica de E a la base formal formada por los vectores columna
de B. Necesitaremos las siguientes definiciones: Z; como el conjunto de indices de las
columnas de B correspondientes a vgd, Z, como el conjunto de indices de las columnas
de B correspondientes a vectores semilla, Matriz By, de tamano n X n, de rango com-
pleto, formada por las columnas de B cuyos indices no pertenecen a Z;. Matriz U, de
tamano n x m formada por las m columnas de B cuyos indices pertenecen a Zj.



Modificacién del paso 2. Factorizar las relaciones de dependencia en la forma
de la ecuacion (10) equivale a expresar estas relaciones como combinacion lineal de
terminos del tipo (A — AI)x y u;, donde x es combinacion lineal de vgi. Formalmente
podemos construir una base y conseguir estas factorizaciones con un cambio de base.
A tal fin, para cada valor propio, definimos la matriz de cambio de base T\ de orden
n + m diagonal por bloques, formada por m bloques del tipo:

1 =X 0 --- 0 0
o 1 =X -~ 0 0
o o0 1 --- 0 0

Thw)=| . . . . (13)
0O 0 0 -+ 1 =X
00 0 0 (ki+1)x (ki+1)

El cambio de base lo representamos como:
(T\dfdy - -d}) — (Ingml|Gr), Gy e COHmxm (14)

Definamos ahora las matrices siguientes: Matriz cuadrada S; con las m filas de G
cuyos indices pertenecen al conjunto de indices Z,, matriz P; de tamano n X m, con
las n filas restantes de G, matriz P| formada a partir de G;, haciendo cero las m
filas del conjunto de indices Zg, y a continuacion reordenando: Pj(i,j) = P{(i + 1, ),
P{(n+m,j)=0,i=1,--- ,m+n—1,Vj. Con estas definiciones, el calculo de los q; y
r; de la ecuacion (10) se realiza con los siguientes productos matriciales: M; = By P,
tiene como columnas los m vectores q;, y la matriz R, = U, Si, tiene como columnas
los m vectores r;.

Para la realizacion del paso 2.2, denotando por H; a la matriz que tiene como
columnas una base de Nuc Ry, es decir col Hy = Nuc Ry, entonces, las columnas de
H, forman base del subespacio Hj} de vectores que cumplen la ecuacion (11). En
consecuencia, la matriz Ny = M; H; € C"™™ tiene como columnas una base de N;.
Si ny < ma(A) se procede al calculo de N3 (paso 3). En otro caso, se cambia de valor
propio y se vuelve al paso 2.

Modificaciéon del paso 3. En vez de usar las factorizaciones de los vectores
propios generalizados de grados 1,2, - - - tal como se hace en [12], hemos preferido usar
un mismo algoritmo para el calculo de cada uno de estos espacios propios generalizados
por simplicidad y robustez en la programacion del método. En general, para ¢ > 1, el
algoritmo matricial para el calculo de N; consiste en lo siguiente. Se definen:

NZ€1 = PL€1 Hifl - (C(Tl+m)><ni71
(15)

=1 (PIIPL,) € Cmixminis) §ji %9

Cambio de base. (T\|NZ ) — (L1m|Gi), G; € CltmPxnios,
Separacion de G;. Dando lugar a: S; € C"™*"i-1 P, e C"™i-1 Pl e Cntm)xni_y
Calculode q; y rj, j=m+1,--- ,m+n;;

My =B P, € Cv' Ry=U,S €Cv"! (16)



Mi = (Ml‘le) c CnX(m-{-ni_l)’ Rz = (Rlszl) c Cnx(m+ni_1) (17)

col H; = Nuc R; € CtmFnmi-vxni N — M H; € C*™ (18)
y la matriz N; tiene como columnas una base de N;. Si n; < ma()\) se procede al

calculo de Njyq.

Resultados
Matriz 10 x 10. La matriz

111 -21 -1 2 -2 4 =3
-1 23 42 -2 4 -4 8 —6
-105 -53 -3 6 -6 12 -9
-103 44 -4 8 -8 16 —12
-1 03 -6 5 —4 10 —-10 20 —-15

A= -1 03 -6 2 -2 12 —-12 24 -18 (19)

-1 0 3 -6 2 =5 156 —13 28 =21
-1 0 3 -6 2 =5 12 —-11 32 -24
-1 03 —6 2 =5 12 —-14 37 —-26
-1 03 —6 2 =5 12 —-14 36 —-25

de espectro o(A) = {2, 3,1} con multiplicidades algebraicas {5, 4,1} viene referenciada
en diversos articulos [6], [9], [11]. Presentamos dos resultados distintos obtenidos por
el método propuesto, que se diferencian en el conjunto de vectores semillas usados para
la obtencion de las relaciones de dependencia.

Caso m=9. El método més sencillo para incorporar vectores semilla es elegirlos
de la base canonica de R, En este caso lo hemos hecho asi, usando los nueve primeros
vectores, de manera que la matriz B de la ecuacion (12) resulta:

B = (u1|AU1|A2u1|uQ|Au2|u3|Au3| . |u9|Au9) € Clox19 (20)

lo que conduce a m = 9 relaciones de dependencia. Una vez calculados los subespacios
propios, resultan cinco bloques de Jordan. Denotando A\ = 3, Ao = 3, \3 =2, \y = 2,
A5 = 1, y siguiendo el criterio de ordenacion de los bloques de Jordan dado en [7], la
matriz de Jordan puede escribirse:

J = d’LCLg {JQ()\l), JQ(/\Q), JQ()\g), J3(/\4), Jl(/\5)} (21)

y la matriz X que contiene una base de Jordan la podemos denotar en la forma:

_ r,1 .2 2 3 .3 .4 .4 .4 .5
X = (.Tl,l'Q,$1,$2,$1,$2,$1,$2,$3,$1) (22)

donde 2 significa un vector propio generalizado de grado i correspondiente al bloque de
Jordan asociado al valor propio A;. Las cadenas las construimos desde los vectores de
més alto grado, asegurando que vectores del mismo grado correspondientes a cadenas



diferentes sean linealmente independientes. En este caso hemos obtenido una matriz
X que cumple:

|AX — XJ|| =1.3x 107", cond(X) =261, [[AX —XJ||/||A|| =1.2x107" (23)

Estos resultados son comparables a los mostrados en [9], donde se ofrecen unos
valores de cond(X) =463 y |AX — X J|| = 3 x 107Y para esta matriz test.

Caso m=2. En este caso hemos buscado vectores semilla que alarguen la se-
cuencia de Krylov asociada. Hemos usado: u; = (1,—1,1,1,—1,1,—1,1,1,0), uy =
(1,1,1,1,-1,1,0,0,0,0) dando lugar a la matriz:

B = (u]Auy|- - |[A% |ug|Auy| - - - |[Atuy) € C1O%12 (24)

En este caso solo resultan m = 2 relaciones de dependencia. Como antes, se ob-
tiene la misma estructura de Jordan, pero en este caso, la matriz X obtenida cumple
|AX — X J|| = 0, cond(X) = 7474, es decir, hemos obtenido una matriz X exacta,
pero peor condicionada que en el caso anterior. El hecho de que sea exacta es conse-
cuencia de que los sistemas de ecuaciones que han aparecido han podido ser resueltos
de manera exacta mediante MATLAB.

Matriz 7 x 7. La matriz

-1 1 -1 -1 0 1 -1
05 =05 0 =2 05 05 0
o -1 o0 3 0 -1 1
A= 0 0O 0 -1 0 0 0 (25)
-1 -1 -1 0 =2 0 —1
05 —-05 2 5 05 =25 2
05 05 1 1 05 =05 0
referenciada en [1] solo tiene el valor propio A = —1, con multiplicidad algebraica

ma(—1) = 7. Hemos usado como vectores semilla: u; = (1,—-1,1,1,0,0,0), us =
(0,0,0,1,0,1,0), y ug = (0,0,0,0,0,0, 1). Han resultado tres bloques de Jordan y una

matriz X del tipo X = (z, 2%, 23, 23, x3, 23, 3). Hemos obtenido:

|AX — X J|| =3.6x107"° cond(X) =792, |AX—XJ||/||A] =4.6x107'° (26)

mejorando los resultados dados en [1], donde se ofrece una matriz X con un ntimero
de condicion del orden de 107.

Conclusiones

El método numérico propuesto permite variar el tamano de las matrices que aparecen
en los calculos y, en consecuencia, el tamano de los sistemas de ecuaciones a resolver,
variando los vectores semilla iniciales. Se han presentado dos aplicaciones donde el
método ofrece resultados méas precisos o mejor condicionados que otros referenciados en
la literatura. Uno de nuestros objetivos a medio plazo es el estudio del comportamiento
de este método numeérico cuando se parte de valores propios ligeramente perturbados.
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