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'� ���� �����
���
�� �(������� �� ������ ����	
�� ��	� �� �%����� �� 
���� ��
)�	��� *�� ���% 
����� �� �� �	�$���� �� +�,�	��	 � +���	� [#�] �� �� *�� �	�������
�� ������ ���	
�� ��	� �������	 ����	�� � �����	�� �	��
��� -����	� �
���
�� �� ����	�	
*�� ��� ���� ������ ������ �������	�� ��� �����	�� �	��
�� ����	��
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1�� A ∈ Cn×n� � λ �� ����	 �	��
� �� A� �� �����	 �	��
� �� A ��		������
���� � λ
�� �� �����	 �� ���� x ∈ Cn ��� *��5

(A − λI)x = o. 6#7

1
��
���� � 8#9: �
	���� *�� �� ���	
� ��
��
 
����������
 �� 
���� � �� A� r =
1, 2, · · · , ��		������
���� � λ� �� ����*�
�	 �����	 �� ���� x ∈ Cn *�� ��	
���5

(A − λI)rx = o, (A − λI)r−1x �= o. 6�7

1� ����� �� ���������
 ��
��
 
����������
 �� 
���� r �� A� ��		������
���� � λ�
���� Nr = Nuc(A − λI)r� 1� ������� ����� λ� *�� �(
��� �� ����	� ���
�
�� k(λ)�
������� $��
�� �� λ �� A� ��� *��5

o = N0 ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ · · · ⊂ Nk = Nk+1 = · · · = Sλ(A) 6"7

����� Sλ(A) �� ����� ���������
 ��
��
 
����������
 � ���������
 ���� �� A ��		������
�
���� � λ�

������� �� ��	���
 ;
	���� *�� ��� �������
� �� �����	�� (x1, · · · ,xh) �� ���
������ �� �
���� �� �
�
�	�� h �� A ��		������
���� � λ �
 x1 �� �� �����	 �� ���� ��
N1(λ) �

(A − λI)xi = xi−1, i = 2, · · · , h 6�7

-����� *�� �� �	
��	 �����	 �� ��� ������ �� )�	��� �� �� �����	 �	��
� � ���
�
��
����� �����	�� ��� �����	�� �	��
�� ����	��
.���� �� �	���� 2� 3� 0���� h� '� 2%�
�
������	�	 *�� ��� �����	�� �� ��� ������ �� )�	��� 2�	��� �� �
����� �
���������

�������
����� <���%�5 xi ∈ Ni� xi �∈ Ni−1�

���� �� ��	���
 1��������� *�� A �
��� q ����	�� �	��
�� �
2�	����� λ1, · · · , λq�
�� ����
��
�
����� ����
	�
��� ma(λi)� � ��������5

nj(λi) = dim Nj(λi), i = 1, · · · , q. 6&7

-����� *�� n1(λ) �� �� ���	��������� 
�
��	���� �� λ� 1
 n1(λi) > 1 ��	� ���4� λi

�� �
�� *�� A �� ���

�	
���� =��� ������ ���� ��	 �� �����
�� 647 ����� �(�	���	��
�� 2�	�� ���	
�
�� ���� AXj = XjJj� ����� Xj = (xj

1, · · · ,xj
hj

)�j = 1, · · · , p� hj �� ��
����
��� �� �� ������ j� p �� �� �4��	� �� ������� � 
��*��� �� )�	����

Jj(λ) =




λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
0 0 λ · · · 0 0
���

���
���

��� 0
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ




j×j

6!7

� ���	���� 2�	��	 �� ���	
. 
���	�

�� X ��� ��� �����	�� �� ��� p ������� �� )�	���5
X = (X1| · · · |Xp), p =

∑q
i=1 n1(λi) �� 2�	�� *��5 A = XJX−1 � ���



J = diag(Jj), j = 1, · · · , p, 6�7

�� �
��� �������� �� �
���� � �������� �� �
���� �� A� ��� �������� �� X �� �
��
*�� 2�	��� ��� ���� �������� �� �
���� � ���� �� �
���� �� A� -����� *�� �� �4��	�
�� ������� �� )�	��� ������	
�� ��
��
�� ��� �� �4��	� �� 
��*��� �� )�	��� �� J � 1

ma(λi) = n1(λi), ∀i = 1, 2, · · · , q� �������� J �� ��� ���	
. �
������ � A �� �
�� *�� ��
���

���������� '� ��	� ����� �� �
�� *�� A �� �����	����

< �� ����	 �	��
� λ �� ������ ��		�������	 �
��	��� ������� �� )�	���� ��������
ti(λ) �� �4��	� �� ������� ��		������
����� �� ����
��� i� ������	
�� ��	� 2�	��	 ��
���	
. X� �� ������5

ti(λ) = 2ni − ni−1 − ni+1, i = 1, · · · , k(λ). 6�7

'� 	������� �� ���	����	� �� )�	��� �� A �� �����
�� �
 �� �� �� ������	� �� A �
��� �
����
���� ni� i = 1, · · · , k ��	� ���� ����	 �	��
� �
2�	����� 3�	� �%� ���������
����� [#9]�

��
���� ��� ������ �� ��������������


+���	���� ��� ����� ��� ������ �� +�,�	��	 � +���	� *�� ��	�
��� �������	 ���
��
�����
�� �	��
�� ����	��
.���� �� ��� ���	
.�

���� 

 ������� �� 	��������� �� �����������
 ;��� A ∈ Cn×n � �� �����	
�	

�	�	
� u1 ∈ Cn 6*�� �����	���� ���	
� �������7 �� �����	��� ��� �������
� ��
>	���� {u1, Au1, A

2u1, · · · , Ak1u1} 0���� *�� �� �
����� �� �����	�� 	��������� ���� ��	
��. �	
��	�� �
��������� ������
����� ��� �����	�� �� �� �������
�� �(��������� ��
4��
��� �� ������ �����	�� ����	���� 
�������
������ �
�� ��	� �
	��
�	� <� 4��
��
�����	 �� �� ����� �����	 ����	��� ������
����� �
�� < ����
����
��� �� 0�� �� �������	
��� k1 �����
����� αi �� ��� 	����
�� �� ���������
�� *�� ������	���� ��	 d1� ���	�
��� k1 + 1 �����	��5

d1 = Ak1u1 + αk1−1A
k1−1u1 + · · · + α1Au1 + αou1 = o 6 7

1
 k1 = n �� �� �����
��� �%� 	����
���� �� ���������
� � �� �� �� ���� �
��
����
��� ������� 1
 k1 < n �� 
��	����� �� ����� �����	 �	

�	�	
� ������� u2 *�� �� ���
���

���
�� �
���� �� ��� �
� �(
�������� � �� 	��
�� �� �	����� 0���� *�� �� ����
����
n �
� �� �� ����������
�� �� ������ m 	����
���� �� ���������
�� dj, j = 1, · · · , m�
<���%�� �� ������ n =

∑m
j=1 kj�

���� �
 ������� �� ��� �����	�� �	����� ����	�������� �� �	��� 

 3�	�
���� ����	 �	��
� �
2�	���� λl� �� ������ 
���
��5

�

� ?����	
.��
�� �� ���� ��� �� ��� m 	����
���� �� ���������
� ��� ���� #�

�
�� +��
�����
�� �� ��� m 2����	
.��
���� ��	� �
����	 ��� 
��� �� N1�

'� ���� ��# ����
��� �� �
����	 m 2����	
.��
���� �� �� 2�	�� ���
�����	����5

dj = (A − λlI)qj + rj, j = 1, · · · , m. 6#97



����� qj �� �� �����	 ���

���
�� �
���� �� ��� �
� �
���
��� ����� �� 
��	����
	 ��
�����	 ������� uj+15 qj ∈ 〈u1, Au1, · · · , Ak1−1u1, · · · ,uj , Auj, · · · , Akj−1uj〉 � rj �� ��
�����	 ���

���
�� �
���� �� ��� j �����	�� ���
��� �(
��������

@������� �� ���� ���� ��	� ���� ����	 �	��
� �
2�	���� λl� �� 0� �� �������	 ��� 
���
�� �� ��
�����
�� *�� �����	���� Hλl

1 ⊂ Cn� 2�	���� ��	 ��� �����	�� (c1
1, c

1
2, · · · , c1

m)
*�� ��	
����5

m∑
j=1

c1
jrj = o 6##7

��� �� �����
∑m

j=1 c1
jqj ∈ N1(λl). A��
���� �� �
��� ��	� ��� n1 �����	�� �� �� 
��� ��

H1 �� �
�
��� ��� 
��� �� N1�
���� �
 ������� �� ��� ����������� �	����� ����	��������
 ;��� �� ����	

�	��
� λl� �� �%����� �� ��� ��
�����
�� N2, · · · ,Nk, ����� k �� �� $��
�� �� λl �� A� ��
	���
.� �� ��� ����	� ��%���� �� ���� �� < ����
����
�� �(��
����� ���� �� �������
N2 �� *�� �� ����	��
.��
�� � Ni �� 
����
���� '� �� �������� *�� n1 < ma(λl)� ��	�
�������	 N2 0�� *�� 0���	5

"�#7 ?����	
.��
�� �� ��� n1 �����	�� �� �� 
��� �� N1� <B��
��� ����� �(�	��
���� �
��� m 2����	
.��
���� *�� �� ���$���� �����������

"��7 +��
�����
�� �� ��� m + n1 2����	
.��
���� ��	� �
����	 ��� 
��� �� N2�

�� 
��� 
%�
�� �� 
������� �
����� �� �� ���� � �
 �������
��� �� �����	 x �� ����
*�� ������ (A−λI)x = o� �������� �� �� �����	 �� N1� � �� �� ���� "� �
 �������
���
��� 2����	
.��
�� �� �� 2�	�� (A − λI)v = x ��������� �� �
	��� �� 647� �� �����	 �
��	������ � N2 ��	� �� � N1� �� ����
����
�� ���	
�� ��� ������ �� ����	

� �� [#�]�

���	����	
� ��� ������

+�,�	��	 � +���	� �	������� �� ������ ���
���� � �������� ����
����� 	�������� ���
�%�
. � ����� � �
� ���	�	 �� �� �%����� �(��$�
�� �� 
���� �� )�	���� -����	�� 0����
���
����� �� ������ � �� 0���� �
������
.��� ��	� �� �%����� �� ��� �����	�� �	��
��
����	��
.���� � �����	
�	������ �� 
��� �� )�	���� ���� ����	���� � ����
����
���

����������� ��� ���� 

 3�	� �����	 � ��
� �� �%����� �� ��� m 	����
���� ��
���������
� �� ����	� �
	���� �� �����	��� �� ���	
. n × (m + n)5

B =
(
u1|Au1|A2u1| · · · |Ak1u1| · · · |um|Aum| · · · |Akmum

)
6#�7

� �� ������� �� �4���� Nuc(B)� =��� �� 	���� �� B �� n� �� �
�
���� m �����	��
{dE

1 ,dE
2 , · · · ,dE

m}� �� �� �����
� �����	
�� *�� �����	���� E� �� �
����
�� n + m�
�����	���� 
��� �����
�� �� E � �� 
��� 2�	��� 2�	���� ��	 ��� �����	�� �������
�� B� -����
��	���� ��� �
��
����� ����
�
����5 Id ���� �� �������� �� $��
��� �� ���
�������� �� B ��		������
����� � �
�� Is ���� �� �������� �� $��
��� �� ��� ��������
�� B ��		������
����� � ���	
��� �������� +��	
. BI � �� ����B� n × n� �� 	���� ����
������ 2�	���� ��	 ��� �������� �� B ����� $��
��� �� ��	������� � Id� +��	
. Us� ��
����B� n × m 2�	���� ��	 ��� m �������� �� B ����� $��
��� ��	������� � Is�



����������� ��� ���� �
 ?����	
.�	 ��� 	����
���� �� ���������
� �� �� 2�	��
�� �� �����
�� 6107 �*�
���� � �(�	���	 ����� 	����
���� ���� ���

���
�� �
���� ��
��	�
��� ��� �
�� (A − λI)x � ui� ����� x �� ���

���
�� �
���� �� �
�� ?�	��������
������� �����	�
	 ��� 
��� � �������
	 ����� 2����	
.��
���� ��� �� ���

� �� 
����
< ��� ��� ��	� ���� ����	 �	��
�� ����
��� �� ���	
. �� ���

� �� 
��� Tλ �� �	���
n + m �
������ ��	 
��*���� 2�	���� ��	 m 
��*��� ��� �
��5

Tλ(ui) =




1 −λ 0 · · · 0 0
0 1 −λ · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
���

���
���

��� 0
0 0 0 · · · 1 −λ
0 0 0 · · · 0 1




(ki+1)×(ki+1)

6#"7

'� ���

� �� 
��� �� 	��	��������� ����5

(
Tλ|dE

1 dE
2 · · ·dE

m

) −→ (In+m|G1) , G1 ∈ C
(n+m)×m 6#�7

;������� �0�	� ��� ���	
��� �
��
�����5 +��	
. ����	��� S1 ��� ��� m ���� �� G1

����� $��
��� ��	������� �� �������� �� $��
��� Is� ���	
. P1 �� ����B� n × m� ���
��� n ���� 	�������� �� G1� ���	
. P ′

1 2�	���� � ��	�
	 �� G1� 0��
���� ��	� ��� m
���� ��� �������� �� $��
��� Is� � � ����
����
�� 	��	�������5 P ′

1(i, j) = P ′
1(i + 1, j)�

P ′
1(n+m, j) = 0� i = 1, · · · , m+n−1, ∀j� =�� ����� ����
�
����� �� �%����� �� ��� qj �

rj �� �� �����
�� 6107 �� 	���
.� ��� ��� �
��
����� �	������� ���	
�
����5 M1 = BI P1�
�
��� ���� �������� ��� m �����	�� qj � � �� ���	
. R1 = Us S1� �
��� ���� ��������
��� m �����	�� rj�

3�	� �� 	���
.��
�� ��� ���� ���� ��������� ��	 H1 � �� ���	
. *�� �
��� ����
�������� ��� 
��� �� Nuc R1� �� ���
	 col H1 = Nuc R1� ��������� ��� �������� ��
H1 2�	��� 
��� ��� ��
�����
� Hλ

1 �� �����	�� *�� ������� �� �����
�� 6117� '�
����������
�� �� ���	
. N1 = M1 H1 ∈ Cn×n1 �
��� ���� �������� ��� 
��� �� N1�
1
 n1 < ma(λ) �� �	����� �� �%����� �� N2 6���� "7� '� ��	� ����� �� ���

� �� ����	
�	��
� � �� ������ �� ���� ��

����������� ��� ���� �
 '� ��. �� ���	 ��� 2����	
.��
���� �� ��� �����	��
�	��
�� ����	��
.���� �� �	���� 1, 2, · · · ��� ���� �� 0��� �� [#�]� 0���� �	�2�	
�� ���	
�� �
��� ����	
��� ��	� �� �%����� �� ���� ��� �� ����� �����
�� �	��
�� ����	��
.����
��	 �
���
�
��� � 	�
����. �� �� �	��	����
�� ��� ������� '� ����	��� ��	� i > 1� ��
����	
��� ���	
�
�� ��	� �� �%����� �� Ni ����
��� �� �� �
��
����� 1� ������5

P E
i−1 =

{
P ′

1 ∈ C(n+m)×m 1
 i = 2(
P ′

1|P ′
i−1

) ∈ C(n+m)×(m+ni−2) 1
 i > 2
, NE

i−1 = P E
i−1 Hi−1 ∈ C

(n+m)×ni−1

6#&7
������ �� ����


(
Tλ|NE

i−1

) −→ (In+m|Gi) , Gi ∈ C(n+m)×ni−1 .

 ���	����� �� Gi� ;���� ����	 �5 Si ∈ Cm×ni−1 , Pi ∈ Cn×ni−1 , P ′
i ∈ C(n+m)×ni−1 �

������� �� qj ! rj" j = m + 1, · · · , m + ni−1

Mi1 = BI Pi ∈ C
n×ni−1 , Ri1 = Us Si ∈ C

n×ni−1 6#!7



Mi = (M1|Mi1) ∈ C
n×(m+ni−1), Ri = (R1|Ri1) ∈ C

n×(m+ni−1) 6#�7

col Hi = Nuc Ri ∈ C
(m+ni−1)×ni , Ni = Mi Hi ∈ C

n×ni 6#�7

� �� ���	
. Ni �
��� ���� �������� ��� 
��� �� Ni� 1
 ni < ma(λ) �� �	����� ��
�%����� �� Ni+1�

��
������


���	�� 
# $ 
#� �� ���	
.

A =




1 1 1 −2 1 −1 2 −2 4 −3
−1 2 3 −4 2 −2 4 −4 8 −6
−1 0 5 −5 3 −3 6 −6 12 −9
−1 0 3 −4 4 −4 8 −8 16 −12
−1 0 3 −6 5 −4 10 −10 20 −15
−1 0 3 −6 2 −2 12 −12 24 −18
−1 0 3 −6 2 −5 15 −13 28 −21
−1 0 3 −6 2 −5 12 −11 32 −24
−1 0 3 −6 2 −5 12 −14 37 −26
−1 0 3 −6 2 −5 12 −14 36 −25




6# 7

�� ������	� σ(A) = {2, 3, 1} ��� ����
��
�
����� ����
	�
��� {5, 4, 1} �
��� 	�2�	���
���
�� �
��	��� �	�$����� 8!:� 8 :� 8##:� 3	��������� ��� 	��������� �
��
���� �
���
��� ��	
�� ������ �	�������� *�� �� �
2�	���
�� �� �� �������� �� �����	�� ���
���� ������ ��	�
�� �
����
�� �� ��� 	����
���� �� ���������
��

���� �%&
 '� ������ �%� ����
��� ��	� 
���	��	�	 �����	�� ���
��� �� ����
	���
�� �� 
��� ���C�
�� �� R10� '� ���� ���� �� 0���� 0��0� ��$� ������ ��� ����� �	
��	��
�����	��� �� ����	� *�� �� ���	
. B �� �� �����
�� 6127 	������5

B =
(
u1|Au1|A2u1|u2|Au2|u3|Au3| · · · |u9|Au9

) ∈ C
10×19 6�97

�� *�� ������� � m = 9 	����
���� �� ���������
�� ��� ��. ���������� ��� ��
�����
��
�	��
��� 	������� �
��� 
��*��� �� )�	���� ;�������� λ1 = 3� λ2 = 3� λ3 = 2� λ4 = 2�
λ5 = 1� � �
��
���� �� �	
��	
� �� �	�����
�� �� ��� 
��*��� �� )�	��� ���� �� [�]� ��
���	
. �� )�	��� ����� ���	


	��5

J = diag {J2(λ1), J2(λ2), J2(λ3), J3(λ4), J1(λ5)} 6�#7

� �� ���	
. X *�� ����
��� ��� 
��� �� )�	��� �� ������� ������	 �� �� 2�	��5

X =
(
x1

1, x
1
2, x

2
1, x

2
2, x

3
1, x

3
2, x

4
1, x

4
2, x

4
3, x

5
1

)
6��7

����� xj
i �
��
��� �� �����	 �	��
� ����	��
.��� �� �	��� i ��		������
���� �� 
��*�� ��

)�	��� ����
��� �� ����	 �	��
� λj � ��� ������� ��� �����	�
��� ����� ��� �����	�� ��
�%� ���� �	���� �����	���� *�� �����	�� ��� �
��� �	��� ��		������
����� � �������



�
2�	����� ���� �
��������� 
�������
������ '� ���� ���� 0���� �
���
�� ��� ���	
.
X *�� ������5

‖AX −XJ‖ = 1.3× 10−13, cond(X) = 261, ‖AX −XJ‖/‖A‖ = 1.2× 10−15 6�"7

'���� 	��������� ��� �����	�
��� � ��� ����	���� �� [ ]� ����� �� �2	���� ����
����	�� �� cond(X) = 463 � ‖AX − XJ‖ = 3 × 10−9 ��	� ���� ���	
. �����

���� �%�
 '� ���� ���� 0���� 
������ �����	�� ���
��� *�� ���	���� �� ���
�����
� �� >	���� ����
���� A���� �����5 u1 = (1,−1, 1, 1,−1, 1,−1, 1, 1, 0), u2 =
(1, 1, 1, 1,−1, 1, 0, 0, 0, 0) ����� ����	 � �� ���	
.5

B =
(
u1|Au1| · · · |A6u1|u2|Au2| · · · |A4u2

) ∈ C
10×12 6��7

'� ���� ���� ���� 	������� m = 2 	����
���� �� ���������
�� =��� ������ �� �
�
�
��� �� �
��� ���	����	� �� )�	���� ��	� �� ���� ����� �� ���	
. X �
���
�� ������
‖AX − XJ‖ = 0, cond(X) = 7474� �� ���
	� 0���� �
���
�� ��� ���	
. X �(�����
��	� ���	 ����
�
����� *�� �� �� ���� ����	
�	� '� 0��0� �� *�� ��� �(���� �� ������
�����
� �� *�� ��� �
������ �� �����
���� *�� 0�� ���	��
�� 0�� ���
�� ��	 	��������
�� ����	� �(���� ���
���� +<D�<E�

���	�� ' $ '
 �� ���	
.

A =




−1 1 −1 −1 0 1 −1
0.5 −0.5 0 −2 0.5 0.5 0

0 −1 0 3 0 −1 1
0 0 0 −1 0 0 0

−1 −1 −1 0 −2 0 −1
0.5 −0.5 2 5 0.5 −2.5 2
0.5 0.5 1 1 0.5 −0.5 0




6�&7

	�2�	���
��� �� [#] ���� �
��� �� ����	 �	��
� λ = −1� ��� ����
��
�
��� ����
	�
��
ma(−1) = 7� A���� ����� ���� �����	�� ���
���5 u1 = (1,−1, 1, 1, 0, 0, 0)� u2 =
(0, 0, 0, 1, 0, 1, 0)� � u3 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)� A�� 	�������� �	�� 
��*��� �� )�	��� � ���
���	
. X ��� �
�� X = (x1

1, x
2
1, x

2
2, x

3
1, x

3
2, x

3
3, x

3
4)� A���� �
���
��5

‖AX −XJ‖ = 3.6×10−15, cond(X) = 79.2, ‖AX −XJ‖/‖A‖ = 4.6×10−16 6�!7

����	���� ��� 	��������� ����� �� [#]� ����� �� �2	��� ��� ���	
. X ��� �� �4��	�
�� ����
�
�� ��� �	��� �� 107�

������
	���


'� ������ ����	
�� �	������� ��	�
�� ��	
�	 �� ����B� �� ��� ���	
��� *�� ���	����
�� ��� �%������ �� �� ����������
�� �� ����B� �� ��� �
������ �� �����
���� � 	������	�
��	
���� ��� �����	�� ���
��� 
�
�
����� 1� 0�� �	�������� ��� ���
���
���� ����� ��
������ �2	��� 	��������� �%� �	��
��� � ����	 ����
�
������ *�� ��	�� 	�2�	���
���� ��
�� �
��	���	�� ��� �� �����	�� �
���
��� � ���
� ���.� �� �� �����
� ��� �����	���
����
�� ���� ������ ����	
�� ������ �� ��	�� �� ����	�� �	��
�� �
��	������ ��	��	
�����
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