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1. Introduccid: conceptes previs.

1.1 Calcul usual de valors i vectors propis.

Donada A € M, «xn(C),

AxX = \x

AeC, x#o

|A—XI| =0 — X\

Hy = Nuc(A — \I)

mg(\) = dim(H)) =n —rang(A — A\I)

1 < mg(X) < ma(A)
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Si mg(X\;) = ma();), Vi:
A és diagonalitzable o no defectiva:
A=TDT~ 1

Columnes de T: n v.propis LI, D = diag{);}.

Si mg(X;) < ma(A;), per a algun «:
A és defectiva: A =TJT 1.

Columnes de T': n v.propis generalitzats LI,
(Base de Jordan).
J: f.canonica de Jordan de A.
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J és suma directa de p blocs de Jordan:
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El polinomi caracteristic de cada bloc s'ano-

mena divisor elemental de A.

El nombre total de v.propis LI de A coincideix

amb p.

Si A és diagonalitzable:

J=D

p = n blocs del tipus J1(\)

A nomeés té divisors elementals lineals.
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1.2 Vectors propis generalitzats (o vectors
principals) de grau j:

(A=X)x=0, (A-X)"1x#0

Calcul usual:

Si x1 €és v.propi de grau 1, un vector propi x»
de grau 2 acompleix:

(A—ADxp =x1, {xp,x1}LI
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1.3 Subespais de Krylov

Seqiiéncia de Krylov: |b, Ab, A%b,--- , Ab

Subespais de Krylov:
(b), (b, Ab), (b, Ab, A2b), - - -

Donat b, siga m el minim de r/ una seqUéncia
és LD. Aleshores:

(A" +c,, 1A 14+ ... 4 coDb=o0
— p(A)b=o0

p(A): polinomi minim de b respecte a A.

m: grau de b respecte a A.
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Analogament, considerant la sequéencia:
I7 A7 e 7AT7

Siga s el minim de r / el conjunt de s+ 1
matrius és LD. Aleshores:

A+ ms 1A o mol = 0Oy

m(A): polinomi minim de la matriu A.

Es Unic i divideix qualsevol altre polinomi que
acomplisca h(A) = Oy,.
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S'acompleix:
e p(A) divideix m(A).
e m(A) divideix el p.caracteristic de A, q(A).

e Si el grau de b respecte a A,,«n €S n,
aleshores:

p(A) = m(A) = q(A).
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2. Exemple:

u] Aul A2u1 u-n AU.Q
6 —16 16 1 6 20 O 16
1 -2 4 0 1 4 0 4
O O 2 0 0 0 1 2

Relacidé de dependéncia:

dl — A2u1 — 4AU_1 —|— 4111 — 0

— (A2 —4A+4Dui=o0
Polinomi associat a uy:

A2 —4N+4=(\-2)2
Per tant:

A =2, ma(iy) > 2
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L'expressio di es pot factoritzar en la forma:

dl — (A—2])2u1 — 0

uq pot ser un vpg de grau 2 as-
sociat a A\ = 2.

D’altra banda:

d]_ — (A — 2[)(A — 2])111
= (A — 2])(Au1 — 2111) — 0

Auj —2u; = (4,1,0)1 és un vec-
tor propi associat a A = 2.
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LLa segona relacid de dependéncia és:

d> = Aur — 2uy, —4Au; +8u; =o

— (A—2Dup —4Auy +8u; =o

Polinomi associat a us: (A —2).

Per tant: A1 =2, ma(A) = 3,

i dr es pot factoritzar:

d2 — (A— 2[)(112 —4111) — 0

(112 — 4111) = (—4,0,1)T és un
vector propi associat a \ = 2.
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Només m = 2 relacions de dependéncia, im-
plica:

mg()\;) <2 — hem acabat,
i uq és vpg de grau 2.

Per tant: A=TJT 1 amb:

4 1 -4 210
I'=|(10 O J=10 2 0
O 0 1 O 0 2

Divisors elementals de A: (2 — \)2, (2 = )).
Polinomi caracteristic: (2 — \)3.

Polinomi minim: A2 —4A+ 4] = (A — 21)2.
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3. Descripcido de I'algorisme

(McWorter-Meyers, Mathematics Magazine,
vol. 71, No. 1, 1998)

1r pas. Calcul de les relacions de depen-

déncia:

A € Mpxn(C), uy € C™ arbitrari. Fem una
sequencia de Krylov i parem quan siga LD:

2 k
u Auq,A%uq,--- , A%u
1, > 1, 1 ) 1
v.llavor . vgd
’Jg%'

Esbrinem una relacid de dependéncia:

d; = A*uy + o 1A tug + -+
---+a1Au1+a0u1 — 0
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és a dir:

dy = (A" + a1 AT 4o
---+a1A+a01)u1 =
= p11(A)uy

Si k = n, hem acabat: tenim n vgi, i p11(A) és
el polinomi caracteristic de A (considerant-ho
monic).
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Si kK < n, introdutm un nou vector llavor:
uo | construtm una nova seqiencia de Krylov
fins que el sistema format pels vgi anteriors i
aquests siga LD:

k—1 [
u Auq,--- A" Tu u Aup, -+, A'u
1 Y 17 Y 17 2 Y 27 Y 2
v.llavor v.llavor  wvgd
vgi

Esbrinarem una relacid de dependéncia:

do = (5k—1Ak_1 +-t+ 1A+ BOI>U1 +
+ (A oy AT A el g

= pr1(A)ui + pra(A)ur = o
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Si k41 =mn, hem acabat: tenim n vdgi. p11p2>
és el polinomi caracteristic de A.

Si k+ 1 < n, introdurm un nou vector llavor:
u3, construm una nova sequéencia de Krylov,
etc.

El calcul de les relacions de dependéncia acaba
quan tinguem:

n vectors generats independents (vgi)
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Anomenem: m el nombre d’'expressions de de-
pendéencia d; obtingudes.

S'acompleix:

m = N. de v.llavors

n + m = N. de vectors generats (vg)
— N. de vgi 4+ N. de vgd
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2n pas. Calcul dels valors propis:

Les arrels dels polinomis pjj(t), constitueixen
I'espectre de A.

El producte dels p;; coincideix amb el polinomi
caracteristic (excepte, probablement, el signe,
i un factor escalar si algun dels p;; N0 sOnN MoO-
nics)
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3r pas. Calcul dels subespais propis:

Per a cada )\, factoritzem en |la forma
quocient-residu:

d]:(A—A[)q]—I—I'], j=1,---,m.

on:
q; es CL dels vaqi
(obtinguts abans de u;4 )

r; €s CL dels j v.llavors uq,--- ,u;.
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Per a cada )\ calcularem una base de |I'espai de

les m-tuples (c1,co,--- ,cm) que acompleixen:

m
Z CjI‘j =0
j=1

| per a cada vector de la base d'aquest subespai
calcularem:

m m m
cjdj = 2 cj(A=ADg;+ 3 ¢
j=1 j=1 j=1
m
— (A—AI) Z ¢;q; — O
j=1

amb la qual cosa,

m
Y ¢jq; €s v.propi associat a A.
j=1
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4. Justificacio de I'algorisme

Siga A € M,,xn(K), amb K un cos algebraica-
ment tancat.

Anomenem expressio una CL de vg.

Siga FE l'espai vectorial format per totes les
expressions: una base esta formada pels vg
escrits com a expressions.

S'acompleix: dim(E)= n + m.

Anomenem valor d’una expressio el resultat
d’'escriure una expressido com a vector de K™".
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S'anomena expressio nul-la aquella que val el
vector zero de K™,

Siga N el subespai d'expressions nul-les.

S'anomena expressio flaca aquella que només
és CL de vaqi.

Siga F' el subespai d’'expressions flaques.

S'acompleix:

NeF=F
dim(N) = m, dim(F) =n
veF

v €S V.propi —>{
(A—X)veN
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Proposicido 1: El conjunt de les m expressions
de dependéencia formen una base del subespai
d’'expressions nul-les.

Lema 1: Siguen gq,---,gn €ls vgi considerats
com a expressions i siga A un escalar. Alesho-
res, les expressions:

(A—)\I)gz' i=1,---,n

son LI ja que cadascuna té un coeficient no
nul corresponent a un vector generat on |Ia
resta té un zero.
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Lema 2. Siguen si,---,sm €ls v.llavors escrits
com a expressions. Aleshores:

{(A_Al)gla ,(A—Al)gn,S]_,”‘ 7Sm}7

és una base de E.
Teorema 1. Sigax; e F, +=1,---,p.
Aleshores:

{x1, -+ ,Xp} @és LI

si, 1 solament si,

{(A— ADxq, -+, (A— /\I)xp} és LI
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El teorema 1 ens assegura que amb el pro-
cediment fet en el 3r pas trobem tots els
vectors propis LI de A.

Teorema 2. Les arrels dels polinomis p;; son
els valors propis de A.

Justifica el procediment del 2n pas de |'algo-
risme.
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5. EXxtensio de l'algorisme per a calcular
vectors propis generalitzats.

Donat )\ es defineix:

Subespai propi generalitzat d'ordre ¢. format
pels vpg d’'ordre gq.

Subespai propi generalitzat: unid dels subes-
pais pg de tots els ordres.
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Extensid: Siga v un v.propi de grau 1:

(A—)Xv=o0

Ara busquem una factoritzacid en la forma:

v=(A—-))z

Podem fer servir I'algorisme (el 3r pas): fac-
toritzem

v=(A—-)A)q+r

I ara busquem solucions del tipus

m
Y ajrj+ar=o
j=1

amb a #= 0.
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Aleshores:

m
Z OéjI'j —I—OéI' =

j=1
m
— (A= )XI) Z a;jq; t+a(v—(A—-Al)g)=o
J=1
amb la qual cosa:

av = (A—\) { > a;q; —|—aq}
j=1

I, per tant:
1 m
z=—4 ) ajq;+aq
(@ .
1=1
és un vector propi generalitzat de grau 2.

De forma analoga es construeix tot el subespai
propi generalitzat, extenent el sumatori a tots
els vpg ja calculats.
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6. Exemples.

3
—1
A 1
—1

2
uq Aul A uq
0 6 6
1 =2 —2
—1 2 2
1 =2 —2

dl — A2u1 —Aul — 0

d2=Au2—2u2—|—Au1—2u1=0

us3 AU.3
o -1
1 3
o -1
0 1

d3 — 6AU.3 — 12113 + Au1 —4u1 = o0
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Valors propis:

ded; — p11 =2X(\A—1)
de do — poo = (A — 2)
de d3 —>p33:6(>\—2)

Vectors propis:
Factoritzant dy:

(A—1)(Auy) = o, (A—0I)(Au; —uq) =o

Auq €s v.propi associat a A = 1.
Auq —uy €s v.propi associat a A = 0.

Factoritzant per a A\ = 2:
di = (A-2I)(Au; +uy) +2u; =o

d>o=(A—-2)(up+u;)+o=o
d3 — (A—QI)(6113—|—U_1) —2111 — 0
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de dQZ (U_Q -+ U_l) €S V.propi.

Sumant dy i dj3:

6113 + Au]_ + 2111

és |'altre v.propi associat a A = 2.
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7. Conclusions

e Per a calculs fets a ma pot ser interessant
ensenyar aquest metode en classe. ens es-
talviem els crédits ocupats pels determi-
nants.

e Critica: en fer-lo a ma, pot costar veure si
els vg son LI i traure les relacions de depen-
déncia (o resolem cada vegada un sistema

o ho fem per determinants!) : aquest
n'és el preu.

e A banda de l'interés pedagogic de l'algo-
risme, podria fer-se servir dins d’un context
numeric? Si algun dels polinomis p;; eés de
grau 5 o0 major no tenim un metode anali-
tic. Podriem intentar diversos v.llavors de
manera que anem factoritzant el polinomi
caracteristic o trobant-ne divisors elemen-
tals?
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Els metodes numerics usen la factoritza-
cio de Schur en comptes de la de Jordan
perqué aquesta resulta inestable: i si fem
servir vectors ortonormals (els vgi de I'al-
gorisme)?

Encara que apareixen poténcies de matrius,
es redueixen a productes matriu-vector.

Practicament totes les passes de [|'algo-
risme es redueixen a resoldre sistemes li-
neals: es tracta de trobar coordenades en
la base de E donada pel teorema 1.

Potser existisca un grup particular de ma-
trius per a les quals I'algorisme siga eficac
numeéricament (o un grup reduit de proble-
mes aplicats on |'algorisme siga atil). Paga
la pena estudiar-ho?.
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