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�	 ������������ ��������� ������	

!�!  "��
� 
�
�� �� ���	�� � ����	�� ��	����

�	���� A ∈ Mn×n(C)#

Ax = λx λ ∈ C, x �= o

|A − λI| = 0 −→ λi

Hλ = Nuc(A − λI)

mg(λ) = dim(Hλ) = n − rang(A − λI)

1 ≤ mg(λ) ≤ ma(λ)

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
	
� ����

	�
��� �
	��� ����� ���
 ��
�
�����
�� 

		



$� mg(λi) = ma(λi)# ∀i�

A %� ��������������� 	 �� ����������

A = TDT−1�

 	�
���� �� T � n ����	��� &�# D = diag{λi}�

$� mg(λi) < ma(λi)# ��� � ���
� i�

A %� ���������� A = TJT−1�

 	�
���� �� T � n �������� ������������� &�#

'���� �� ������(�

J� )����*���� �� �	���� �� A�

����� ����������� ������ �� ���	
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J %� ��	� ������� �� p +�	�� �� �	�����

Jr(a) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a 1 0 · · · 0 0
0 a 1 · · · 0 0
0 0 a · · · 0 0
��� ��� ��� ��� 0
0 0 0 · · · a 1
0 0 0 · · · 0 a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

r×r

�� �	���	�� ��������,���� �� ���� +�	� ����	-

���� �����	� ��������� �� A�

�� �	�+�� �	��� �� ����	��� &� �� A �	��������

��+ p�

$� A %� ����	�������+���

J = D

p = n +�	�� ��� ���
� J1(λ)

A �	�%� �% �����	�� ���������� ��������

����� ����������� ������ �� ���	
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!�. /���	�� ��	��� ������������� '	 �������

����������( �� ���
 j�

(A − λI)jx = o, (A − λI)j−1x �= o

 "��
� 
�
���

�� x1 %� ����	�� �� ���
 1# 
� ����	� ��	�� x2

�� ���
 2 ��	�������

(A − λI)x2 = x1, {x2,x1}LI
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!�0 $
+������ �� 1�2�	�

$�345���� �� 1�2�	�� b, Ab, A2b, · · · , Arb

$
+������ �� 1�2�	��

〈b〉, 〈b, Ab〉, 〈b, Ab, A2b〉, · · ·

�	��� b# ���� m �� �,��� �� r/ 
�� ��345����

%� &�� 6���
	����

(Am + cm−1Am−1 + · · · + coI)b = o

−→ p(A)b = o

p(A)� �	���	�� �,��� �� b �������� � A�

m� ���
 �� � �������� � A�

����� ����������� ������ �� ���	
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6�"�	������# �	��������� �� ��345�����

I, A, · · · , Ar,

$��� s �� �,��� �� r / �� �	�7
�� �� s + 1

�����
� %� &�� 6���
	����

As + ms−1As−1 + · · · + moI = On

−→ m(A) = On

m(A)� �	���	�� �,��� �� �� �����
 A�

8� ���� � �������� 3
�����	� ����� �	���	�� 3
�

��	������� h(A) = On�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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$���	�������

• p(A) �������� m(A)�

• m(A) �������� �� ����������,���� �� A# q(A)�

• $� �� ���
 �� b �������� � An×n %� n#

����
	����

p(A) = m(A) = q(A).
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	 ��������

u1 Au1 A2u1 u2 Au2⎛
⎜⎝ 6 −16 16

1 −2 4
0 0 2

⎞
⎟⎠ 1

0
0

6
1
0

20
4
0

0
0
1

16
4
2

9������ �� ������5�����

d1 = A2u1 − 4Au1 + 4u1 = o

−→ (A2 − 4A + 4I)u1 = o

�	���	�� ���	���� � u1�

λ2 − 4λ + 4 = (λ − 2)2�

��� �����

λ1 = 2, ma(λ1) ≥ 2
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&���������� d1 �� �	� )���	������ �� �� )	����

d1 = (A − 2I)2u1 = o

−→ u1 �	� ��� 
� ��� �� ���
 2 ��-

�	���� � λ = 2�

������� +�����

d1 = (A − 2I)(A − 2I)u1

= (A − 2I)(Au1 − 2u1) = o

−→ Au1−2u1 = (4,1,0)T %� 
� ���-

�	� ��	�� ���	���� � λ = 2�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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&� ���	�� ������� �� ������5���� %��

d2 = Au2 − 2u2 − 4Au1 + 8u1 = o

−→ (A − 2I)u2 − 4Au1 + 8u1 = o

�	���	�� ���	���� � u2� (λ − 2)�

��� ����� λ1 = 2, ma(λ1) = 3#

� d2 �� �	� )���	�������

d2 = (A − 2I)(u2 − 4u1) = o

−→ (u2 − 4u1) = (−4,0,1)T %� 
�

����	� ��	�� ���	���� � λ = 2�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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:	�%� m = 2 ������	�� �� ������5����# ��-

������

mg(λi) ≤ 2 −→ 
�� ���+��#

� u1 %� ��� �� ���
 2�

��� ����� A = TJT−1# ��+�

T =

⎛
⎜⎝ 4 1 −4

1 0 0
0 0 1

⎞
⎟⎠ J =

⎛
⎜⎝ 2 1 0

0 2 0
0 0 2

⎞
⎟⎠

�����	�� ���������� �� A� (2 − λ)2# (2 − λ)�

�	���	�� ��������,����� (2 − λ)3�

�	���	�� �,���� A2 − 4A + 4I = (A − 2I)2�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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�	 ���������� �� �� ��������

';�<	����-;�2���# �����	����� �������� 

���� !" #�� "# !==>(

�� � �	 �!���� �� ��� ��� ����� �� �����"

�#��� �

A ∈ Mn×n(C)# u1 ∈ Cn ��+������� ��� 
��

��345���� �� 1�2�	� � ����� 3
�� ���� &��

u1︸︷︷︸
v.llavor

, Au1, A2u1, · · · ,

︸ ︷︷ ︸
vgi

Aku1︸ ︷︷ ︸
vgd

��+����� 
�� ������� �� ������5�����

d1 = Aku1 + αk−1Ak−1u1 + · · ·
· · · + α1Au1 + αou1 = o

����� ����������� ������ �� ���	
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%� � ����

d1 =
(
Ak + αk−1Ak−1 + · · ·

· · · + α1A + αoI
)
u1 =

= p11(A)u1

$� k = n# 
�� ���+��� ����� n ���# � p11(A) %�

�� �	���	�� ��������,���� �� A '�	���������-
	

�*���(�

����� ����������� ������ �� ���	
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$� k < n# ����	�
?� 
� �	
 ����	� ����	��

u2 � �	����
?� 
�� �	�� ��345���� �� 1�2�	�

��� 3
� �� ������� )	���� ���� ��� ������	�� �

�3
���� ���� &��

u1︸︷︷︸
v.llavor

, Au1, · · · , Ak−1u1, u2︸︷︷︸
v.llavor

, Au2, · · · ,

︸ ︷︷ ︸
vgi

Alu2︸ ︷︷ ︸
vgd

��+������� 
�� ������� �� ������5�����

d2 =
(
βk−1Ak−1 + · · · + β1A + βoI

)
u1 +

+
(
Al + γl−1Al−1 + · · · + γ1A + γoI

)
u2

= p21(A)u1 + p22(A)u2 = o
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$� k + l = n# 
�� ���+��� ����� n ���� p11p22

%� �� �	���	�� ��������,���� �� A�

$� k + l < n# ����	�
?� 
� �	
 ����	� ����	��

u3# �	����
?� 
�� �	�� ��345���� �� 1�2�	�#

����

�� �"��
� �� ��� ������	�� �� ������5���� ���+�

3
�� ����
���

n ����	�� �������� ������������ '���(

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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6�	������ m �� �	�+�� ����������	�� �� ��-

����5���� dj 	+����
����

$���	�������

m @ :� �� ������	��

n + m = :� �� ����	�� �������� '��(

= :� �� ���+:� �� ���

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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� � �	 �!���� ���� � ���� �������

&�� ������ ���� �	���	��� pjj(t)# �	�����
�����

���������� �� A�

�� ��	�
��� ���� pjj �	�������� ��+ �� �	���	��

��������,���� '�������# ��	+�+������# �� �����#

� 
� )���	� ������� �� ���
� ���� pjj �	 ��� �*-

����(

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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�� � �	 �!���� ���� ������ �� �������

��� � ���� λ# )���	������ �� �� )	���

3
	�����-�����
�

dj = (A − λI)qj + rj, j = 1, · · · , m.

	��

qj %�  & ���� ���

'	+����
�� �+��� �� uj+1(

rj %�  & ���� j ������	�� u1, · · · ,uj.
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��� � ���� λ ����
����� 
�� +��� �� ������� ��

��� m-�
���� (c1, c2, · · · , cm) 3
� ��	���������

m∑
j=1

cjrj = o

� ��� � ���� ����	� �� �� +��� ���3
��� �
+�����

����
������

m∑
j=1

cjdj =
m∑

j=1

cj(A − λI)qj +
m∑

j=1

cjrj

= (A − λI)
m∑

j=1

cjqj = o

��+ �� 3
�� �	��#

m∑
j=1

cjqj %� ����	�� ���	���� � λ�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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�	 $����%� ��� �� �� ��������

$��� A ∈ Mn×n(K)# ��+ K 
� ��� ����������$

	��� �������

6�	����� ��������� 
��  & �� ���

$��� E ������� ����	���� )	���� ��� �	��� ���

��������	��� 
�� +��� ���" )	����� ���� ��

������� �	� � ��������	���

$���	������� ���'E(@ n + m�

6�	����� � ��� ���� ��������� �� ���
����

�������
�� 
�� ��������� �	� � ����	� �� Kn�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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$���	���� ��������� ���·� �3
���� 3
� ��� ��
����	� ���	 �� Kn�

$��� N �� �
+����� ����������	�� �
�·����

$���	���� ��������� & � �3
���� 3
� �	�%�

%�  & �� ����

$��� F �� �
+����� ����������	�� A�3
���

$���	�������

N ⊕ F = E

dim(N) = m, dim(F) = n

v %� ����	�� −→
{ v ∈ F

(A − λI)v ∈ N

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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'��������� �� �� �	�7
�� �� ��� m ��������	��

�� ������5���� )	���� 
�� +��� ��� �
+�����

����������	�� �
�·����

(�� �� $��
�� g1, · · · , gn ��� ��� �	���������

�	� � ��������	�� � ���� λ 
� �������� 6���
	-

���# ��� ��������	���

(A − λI)gi i = 1, · · · , n

��� &� 7� 3
� ������
�� �% 
� �	������� �	

�
� �	�����	���� � 
� ����	� ������� 	� ��

����� �% 
� ���	�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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(�� 
� $��
�� s1, · · · , sm ��� ������	�� �������

�	� � ��������	��� 6���
	����

{(A − λI)g1, · · · , (A − λI)gn, s1, · · · , sm},

%� 
�� +��� �� E�

)����� �	 $��� xi ∈ F, i = 1, · · · , p�

6���
	����

{x1, · · · ,xp} %� &�

��# � �	������ ��#

{
(A − λI)x1, · · · , (A − λI)xp

}
%� &�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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�� ��	���� ! ��� �����
�� 3
� ��+ �� ��	-

�������� )�� �� �� �� � � ��	+�� �	�� ���

����	�� ��	��� &� �� A�

)����� 
	 &�� ������ ���� �	���	��� pjj ���

��� ���	�� ��	��� �� A�

�
������ �� ��	�������� ��� 
� � � �� �����	-

������

����� ����������� ������ �� ���	
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	 �������� �� �� �������� ���  � ���� �

������� ������ ����� ���* ��	

�	��� λ �� ��������

$
+����� ��	�� ������������ ��	���� q� )	����

���� ��� ��	���� q�

$
+����� ��	�� ������������� 
��� ���� �
+��-

���� �� �� �	�� ��� 	������

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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��������� $��� v 
� ����	�� �� ���
 1�

(A − λI)v = o

6�� +
�3
�� 
�� )���	�������� �� �� )	����

v = (A − λI)z

�	��� )�� ������ �����	����� '�� �� � �(� )��-

�	������

v = (A − λI)q + r

� ��� +
�3
�� �	�
��	�� ��� ���
�

m∑
j=1

αjrj + αr = o

��+ α �= 0�

����� ����������� ������ �� ���	
� � ���
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6���
	����

m∑
j=1

αjrj + αr =

− (A − λI)
m∑

j=1

αjqj + α (v − (A − λI)q) = o

��+ �� 3
�� �	���

αv = (A − λI)

⎧⎨
⎩

m∑
j=1

αjqj + αq

⎫⎬
⎭

�# ��� �����

z =
1

α

⎧⎨
⎩

m∑
j=1

αjqj + αq

⎫⎬
⎭

%� 
� ����	� ��	�� ������������ �� ���
 .�
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

3 −1 −6 1
−1 3 4 −1
1 −1 −2 1

−1 1 4 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

u1 Au1 A2u1 u2 Au2 u3 Au3
0
1

−1
1

6
−2
2

−2

6
−2
2

−2

0
0
1
0

−6
4

−2
4

0
1
0
0

−1
3

−1
1

d1 = A2u1 − Au1 = o

d2 = Au2 − 2u2 + Au1 − 2u1 = o

d3 = 6Au3 − 12u3 + Au1 − 4u1 = o
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/��	�� ��	����

�� d1 −→ p11 = λ(λ − 1)

�� d2 −→ p22 = (λ − 2)

�� d3 −→ p33 = 6(λ − 2)

/���	�� ��	����

����	������� d1�

(A − I)(Au1) = o, (A − 0I)(Au1 − u1) = o

Au1 %� ����	�� ���	���� � λ = 1�

Au1 − u1 %� ����	�� ���	���� � λ = 0�

����	������� ��� � λ = 2�

d1 = (A − 2I)(Au1 + u1) + 2u1 = o

d2 = (A − 2I)(u2 + u1) + o = o

d3 = (A − 2I)(6u3 + u1) − 2u1 = o
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�� d2� (u2 + u1) %� ����	���

$
���� d1 � d3�

6u3 + Au1 + 2u1

%� ������� ����	�� ���	���� � λ = 2�
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