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���# Â22 + B̂11 �	 


����		
�� 
�� 	�'����� ��������� ��� ��� k�	�������� 	�
 C �� �� ���	�����
�� ���
"���� �	 �
	�� �� ��� �	� �� ��� ���
���� n = n1 + n2 − k �� "��"���� "
������� ���
�����
��� 

�����	�

������� ���� ��� A ��� B �� ����	�
���
 ���
	��� �� �
��
 n1 ��� n2� 
��

�����	����� ��� ��� k �� �� 	���
�
 ���� ���� 1 ≤ k ≤ min(n1, n2)� ��� A ��� B ��

��
�	�	���� �� 	� ���-� ��� ���	
 	���
��� �� ��
�	�	���� �� 	� ������ ��� C = A ⊕k B�

���� C 	� ����	�
���
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	 ��� 
�� ��� 
�� �
	� �� �	�
���	��
0��

A =
[

A11 0
A21 A22

]
, B =

[
B11 B12

0 B22

]
, ���-<�

���� A22 
�� B11 	.�
�� 

�����	 �� ����� k�
������� ���� ��� A ��� B �� ����	�
���
 ����
 ��� ����
 ����� �
	��
���


����	�
���
 M ����
	���� 
������	����� ��
�	�	���� �� 	� ���-<�� ���� C = A ⊕k B 	�

� ����	�
���
 M ����
	��

�
���� (� �
� ��"�
� ��� 	

� 
���
��� 
	 �� ��� "���� �� ������
 ��� ����
��� 
�$
��
�� �� �
$��� A12 = O 
�� B21 = O� :��� ��
� ���������	 y ≤ y1 
��
y ≤ x2 
�� ��� ����		
�� ���� ���
�	� ��� ��	� 
�� �
	� ����* �� ���	 �� Cu �� ���9�

�� 
���

���
��� "�	���$� �� ���	 �
	��

������ ���� ��� �#"��		��� �� C−1 �	 ��$�� �� ���7�� ,� ���	 "
������
� �
	� ��
����* ���
����
� 

�����	 �� �
$� Â12 = O! B̂21 = O! Â22 = A−1

22 ! B̂11 = B−1
11 ! ���


����� Ĥ = A−1
22 + B−1

11 � ,�! �� 
�������! A22 = B11! ���� �� ���
��

C−1 =

⎡
⎣ A−1

11 O O
− 1

2A−1
22 A21A

−1
11

1
2A−1

22 − 1
2A−1

22 B12B
−1
22

O O B−1
22

⎤
⎦ ≥ O.


���
�� ���� ��� 

�����	

A =

⎡
⎣ 3 0 0

−1 5 −1
−1 −9 5

⎤
⎦ 
�� B =

⎡
⎣ 6 −2 −1

−4 3 −3
0 0 2

⎤
⎦

	
��	�� ��� ��"����	�	 �� ������
 ��/� ��� 

�����	 C = A ⊕2 B 
�� C−1 
��

C =

⎡
⎢⎢⎣

3 0 0 0
−1 11 −3 −1
−1 −13 8 −3
0 0 0 2

⎤
⎥⎥⎦ , C−1 =

⎡
⎢⎢⎣

1/3 0 0 0
11/147 8/49 3/49 17/98
8/49 13/49 11/49 23/49

0 0 0 1/2

⎤
⎥⎥⎦


�� ��������� C �	 
 ���	�����
� M �

���# 
	 �#"������
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,� 	�
� 
""���
����	! 	��� 
	 �� ��

�� ����
"�	����� �/ ! �8 ! 

�����	 A 
��
B "
��������� 
	 �� ���-� 
��	� ���� 
 ��

�� ����*! ����! A22 = B11� ,� ��� ��#�
�#

"�� �� 	��� ��
� �$�� �� A 
�� B 
�� ���	�����
� M �

�����	! 
�� 	� �	 ���
��

�� ����*! �� �
� ��� ��	��� ��
� C = A ⊕k B �	 
 ���	�����
� M �

���#�


���
�� ���� ��� 

�����	

A =

⎡
⎣ 370 −342 −318

−448 737 −107
−46 −190 444

⎤
⎦ , B =

⎡
⎣ 737 −107 −134

−190 444 −440
−885 −182 603

⎤
⎦


�� ���	�����
� M �

�����	 ���� A22 = B11 
� M �

���#! ��� C = A⊕2 B �	 ��� 
�
M �

���#! 	���� �� �
$�

C =

⎡
⎢⎢⎣

370 −342 −318 0
−448 1474 −214 −134
−46 −380 888 −440
0 −885 −182 603

⎤
⎥⎥⎦


�� C−1 ≈

⎡
⎢⎢⎣

−0.0291 −0.0242 −0.0204 −0.0203
−0.0145 −0.0109 −0.0098 −0.0096
−0.0214 −0.0163 −0.0132 −0.0133
−0.0277 −0.0210 −0.0183 −0.0164

⎤
⎥⎥⎦ .

,� ��� ��#� 	������ �� 	�
�� 	�� ��
� ���� A 
�� B 	�
�� 
 ����* 
�� ���� 
��
	��

�����	 �� 
 ��$�� ���	�����
� M �

���#! ��� ��	������ k�	�������� 	�
 �	 �� �
��

 ���	�����
� M �

���#�

���� 
&��$%''��# M�!%����� � ,� ���	 	������ �� ��	����� A 
�� B �� �� "����
��"
� 	��

�����	 �� 
 ��$�� ���	�����
� M �

���# 
�� 	��� ��
� ���� �
$� 
 ��

��
����*� 0��

M =

⎡
⎣ M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33

⎤
⎦ ���--�

�� 
 ���	�����
� M �

���# ���� M22 	.�
�� 

���# �� ����� k ≥ 1 
�� ���

A =
[

M11 M12

M21 M22

]
and B =

[
M22 M23

M32 M33

]
���-��

�� �� ����� n1 
�� n2! ��	"����$���� ��� k�	�������� 	�
 �� A 
�� B �	 ���	 ��$�� ��

C = A ⊕k B =

⎡
⎣ M11 M12 O

M21 2M22 M23

O M32 M33

⎤
⎦ . ���-��

,� ��� ��������� ������
 �� 	��� ��
� C �	 
 ���	�����
� M �

���#�
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-/4 �� �!�� �� 
� !�"��� &� ���� �F1% 

������� ����� ��� M �� � ����	�
���
 M ����
	� ��
�	�	���� �� 	� ���--��
��� ��� A ��� B �� ��� ���
����	�
 �
	��	��� ������
	��� 
	��� �� ���-��� ���� ���

k�����	
��� ��� C = A ⊕k B 	� � ����	�
���
 M ����
	��

�
���� 0�� �	 ���	����� 
� n × n Z�

���# T 
	 ������	%

T =

⎡
⎣ M11 2M12 M13

M21 2M22 M23

M31 2M32 M33

⎤
⎦ . ���-+�

���� T = M diag(I, 2I, I) 
�� �� ��� T−1 = diag(I, (1/2)I, I)M−1 ≥ O� ���� T �	

 ���	�����
� M �

���#� ���
��� 	���� C �	 
 Z�

���# 
�� C ≥ T �� �������� ��
�
C �	 
 ���	�����
� M �

���#�


���
�� ����� ��� ��������� ���	�����
� M �

���# �	 "
��������� 
	 �� ���--�%

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

13/14 −4/23 −3/20 −1/42 −19/186 −3/46
−3/7 21/23 −1/5 −1/21 −1/93 −6/23
−1/7 −7/46 17/20 −1/14 −1/186 −2/23
−4/21 −27/92 −1/15 4/7 −58/93 −27/92
−1/14 −9/46 −3/10 −1/7 53/62 −9/46
−2/21 −9/92 −2/15 −2/7 −7/62 83/92

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. ���-7�

�
*��� �$���
""��� 	��

�����	 A 
�� B 
	 �� ���-�� ��� 3�	�������� 	�
 C = A⊕3B
�	 ��$�� ��

C =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

13/14 −4/23 −3/20 −1/42 −19/186 0
−3/7 21/23 −1/5 −1/21 −1/93 0
−1/7 −7/46 17/10 −1/7 −1/93 −2/23
−4/21 −27/92 −2/15 8/7 −116/93 −27/92
−1/14 −9/46 −3/5 −2/7 53/31 −9/46

0 0 −2/15 −2/7 −7/62 83/92

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦


�� �� �	 
 ���	�����
� M �

���# 
�������� �� ������
 ��-<� ,� �
��! �� �
$� ��
�

C−1 ≈

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1.3500 0.3977 0.2624 0.1609 0.2103 0.1232
0.7628 1.4108 0.3383 0.2085 0.2185 0.1478
0.3007 0.2845 0.7422 0.2006 0.1824 0.1763
1.1024 1.1571 0.8927 1.6092 1.3118 0.8940
0.4854 0.5256 0.5116 0.4379 0.9664 0.4013
0.4543 0.4743 0.4564 0.5941 0.5634 1.4679

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

��(� k� ��������  �! �" p M�!%����� � ,� ���	 	������ �� �#���� �����
��
	 ��� 
�� ��-< �� ��� 	�������� 	�
 �� 	�$��
� ���	�����
� M �

�����	� ;#

�
"�� ��-+ �
��� �� ��� 	������ ����	��
��	 ��� ���
���� �	�� �� ��� "����	�

������� ����� ��� Ai ∈ R
ni×ni � i = 1, . . . p� �� ����	�
���
 M ����
	��� ��
�	�

�	���� ��

Ai =
[

Ai,11 Ai,12

Ai,21 Ai,22

]
���-/�

Electronic Journal of Linear Algebra  ISSN 1081-3810 
A publication of the International Linear Algebra Society
Volume 13, pp. 162-174, July 2005

www.math.technion.ac.il/iic/ela



ELA

��� �!�"� ��#� �� ������$�%&! M '#&�!�"�� &� �� ����! 
�*�!��� -/9

�	�� Ai,11 � ����
� ���
	� �� �
��
 ki−1 ≥ 1 ��� Ai,22 � ����
� ���
	� �� �
��
 ki ≥ 1�

	���� ni = ki−1 + ki� �	��� Ai �
� ����	�
���
 M ����
	��� �� ���� ���� ���
� ��	��

xi > 0 ∈ R
(ni−ki)×1 ��� yi > 0 ∈ R

ki×1 ���� ����

Ai

[
xi

yi

]
> 0, i = 1, . . . , p. ���-8�

��� C0 = A1 ��� ����� ��� ������	�
 p − 1 ki�����	
��� ���� 

Ci = Ci−1 ⊕ki Ai+1, i = 1, . . . , p − 1, ���-4�

	����

C1 = A1 ⊕k1 A2,
C2 = (A1 ⊕k1 A2) ⊕k2 A3 = C1 ⊕k2 A3,

���

Cp−1 =
(
A1 ⊕k1 A2 ⊕k2 · · · ⊕kp−2 Ap−1

) ⊕kp−1 Ap = Cp−2 ⊕kp−1 Ap.

!��� ����	
��� ��� Ci 	� �� �
��
 mi� ���� ���� m0 = n1 ���

mi = mi−1 + ni+1 − ki = mi−1 + ki+1, i = 1, . . . , p − 1.

��� �� ��
�	�	�� Ci 	� ��� ��
�

Ci =
[

Ci,11 Ci,12

Ci,21 Ci,22

]
, i = 1, . . . , p − 1, ���-9�

�	�� Ci,22 � ����
� ���
	� �� �
��
 ki+1� ���

Hi = Ci−1,22 + Ai+1,11, i = 1, . . . p − 1,

�� ����	�
���
 M ����
	��� ��� ���

zi = H−1
i (Ci−1,22yi + Ai+1,11xi+1), i = 1, . . . p − 1.

����� 	� zi ≤ yi ��� zi ≤ xi+1� ��� ����	
��� ���� Ci 
	��� �� ���-4� �
� ����	�
���


M ����
	��� ��
 i = 1, . . . , p − 1�

�
���� ,� �	 �
	� �� 	�� ��
� 
""����� ������
 ��� �� �
�� ���	�����$� "
�� ��


�����	 Ci �� �
$� ��
� C1! C2! � � � ! Cp−1 
�� ���	�����
� M �

�����	� ���	 �
� ��
	���� �� ����������

(� ��� �#���� ������
 ��-< �� ��� 	��������� 	�
 �� p 	��

�����	 �� 
 ��$��
���	�����
� M �

���# M � �� ��
� ���! �� ��	� ����� M(S) 
 "�����"
� 	��

���# ��
M ���� ���	 
�� ����
�	 ���� ������	 �� ��� 	�� �� ������	 S = {i, i+1, i+2, . . . , j}�
,� �� �� �
�� ���	� ��������	�� �
	��	��� ������
	���� ��� �#

"��! 

�����	 A 
�� B
��$�� �� ���-�� �
� �� �#"��		�� 
	 
 	��

�����	 �� M ��$�� �� ���--� 
	 A = M(S1)!
B = M(S2) ���� S1 = {1, 2} 
�� S2 = {2, 3}�
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������� ���	� ��� M �� � ����	�
���
 M ����
	�� ��� Ai = M(Si)� i =
1, . . . , p� �� �
	��	��� ��������	�� ������
	��� �� M ��� ����	��
 ��� p−1 ki�����	
���

���� 
	��� ��

Ci = Ci−1 ⊕ki Ai+1, i = 1, . . . , p − 1, ����<�

	� ��	�� C0 = A1� ���� ���� �� ��� ki�����	
��� ���� Ci 	� � ����	�
���
 M ����
	��

�
���� ,� �	 �
	� �� ���
�� ��� 	�������� �� �
�� Ci �� ��
� �� ��� 	��

�����	
Ai ��$��$��� (� ���	���� ��
� Ai 
�� �$���
""��� "�����"
� 	��

�����	 �� ��� ���

���-�� ��� 
������� ��
� �
�� Ai �
	 ��2����� ��
��� �� ����*	� 0�� M �� "
���������

	

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M11 M12 M13 · · · M1n

M21 M22 M23 · · · M2n

M31 M32 M33 · · · M3n

���
���

���
� � �

���
Mn1 Mn2 Mn3 · · · Mnn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����-�


�������� ���� ��� 	��� �� ��� "�����"
� 	��

�����	 Ai� ;
�� ����* Mij 

� �� 


	��

���# �� 
��� ��
� ��� Am! m = 1, . . . , p� 0�� b
(l)
ij ≥ 0 �� ��� ��
��� �� 

�����	

Am 	��� ��
� Mij �	 
 	��

���# �� Am! ��� m = 1, . . . , l + 1� &� ����	� �� �
� �
$�

b
(l)
ij = 0� 0�� �	 ���	���� ��� l�� 	�������� 	�
 Cl! 1 ≤ l ≤ p− 1! ����� �	 �� ��� ���


Cl =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b
(l)
11M11 b

(l)
12M12 b

(l)
13M13 · · · b

(l)
1l M1l

b
(l)
21M21 b

(l)
22M22 b

(l)
23M23 · · · b

(l)
2l M2l

b
(l)
31M31 b

(l)
32M32 b

(l)
33M33 · · · b

(l)
3l M3l

���
���

���
� � �

���

b
(l)
l1 Ml1 b

(l)
l2 Ml2 b

(l)
l3 Ml3 · · · b

(l)
ll Mll

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. ������

&�	��$� ��
� Cl �	 
 Z�

���# 
�� ��
� b
(l)
ii > 0� �������
���! ��� �
�� ����
� ��

����	 ��
� b
(l)
ii ≥ b

(l)
ji , j = 1, . . . , l�

��� "���� "������	 �� 
 

���� 	�
��
� �� ��
� �� ������
 ��-<� =��	���� ���
Z�

���# �"
��������� �� ��� 	

� 

���� 
	 M�

Tl = Ml diag(b(l)
11 I, b

(l)
22I, b

(l)
33I, . . . , b

(l)
ll I),

����� Ml �	 ��� "�����"
� 	��

���# �� ����-� ���� ��� 
�� ����
� ����*	 ���
 1 �� l�
,� ������	 ��
� T−1

l ≥ O 
�� ��������� Tl �	 
 ���	�����
� M �

���#� ���
���! 	����
Cl ≥ Tl! �� �������� ��
� Cl �	 
 ���	�����
� M �

���#! l = 1, . . . , p�


���
�� ����� 1�$�� ��� ���	�����
� M �

���# M �� ;#

"�� ��--! ��� �	
���	���� ��� ��������� �$���
""��� ����*	

A1 = M({1, 2, 3}) =

⎡
⎣ 13/14 −4/23 −3/20

−3/7 21/23 −1/5
−1/7 −7/46 17/20

⎤
⎦ ,
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A2 = M({2, 3, 4, 5}) =

⎡
⎢⎢⎣

21/23 −1/5 −1/21 −1/93
−7/46 17/20 −1/14 −1/186
−27/92 −1/15 4/7 −58/93
−9/46 −3/10 −1/7 53/62

⎤
⎥⎥⎦ ,

A3 = M({3, 4, 5, 6}) =

⎡
⎢⎢⎣

17/20 −1/14 −1/186 −2/23
−1/15 4/7 −58/93 −27/92
−3/10 −1/7 53/62 −9/46
−2/15 −2/7 −7/62 83/92

⎤
⎥⎥⎦ .

���� �� �
$� ��� 2�	�������� 	�


C1 = A1 ⊕2 A2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

13/14 −4/23 −3/20 0 0
−3/7 42/23 −2/5 −1/21 −1/93
−1/7 −7/23 17/10 −1/14 −1/186

0 −27/92 −1/15 4/7 −58/93
0 −9/46 −3/10 −1/7 53/62

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

����� �	 
 ���	�����
� M �

���#! 
�� ��� 3�	�������� 	�


C2 = C1 ⊕3 A3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

13/14 −4/23 −3/20 0 0 0
−3/7 42/23 −2/5 −1/21 −1/93 0
−1/7 −7/23 51/20 −1/7 −1/93 −2/23

0 −27/92 −2/15 8/7 −116/93 −27/92
0 −9/46 −3/5 −2/7 53/31 −9/46
0 0 −2/15 −2/7 −7/62 83/92

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

����� �	 
�	� 
 ���	�����
� M �

���# �� 
�����
��� ���� ������
 ��-�� &�	��$� ��
�
�� ���	 �#

"�� �� �
$� k1 = 2 
�� k2 = 3� :��� 
�	� ��
�! ��� �#

"��! �� �
$�

b
(1)
22 = 2! b

(1)
33 = 2! b

(1)
14 = 0! b

(2)
22 = 2! b

(3)
22 = 2! b

(2)
33 = 3! b

(2)
14 = 0�

(� ���������  �! �" ��&�� � � 0�� A 
�� B �� ���	�����
� 

�����	 "
����
������ 
	 �� ���-�� ,� ���	 	������ �� ���	���� ��� k�	�������� 	�
 �� ����� ��$��	�	�
(� ���� �	�
���	� �������"
��	 �� 	�
� �� ��	���	 �� ��� "��$���	 	������	� 0�� �	
������ �� G = A−1 ⊕k B−1! ���� A−1 
�� B−1 "
��������� 
	 �� �����! ����!

G =

⎡
⎣ Â11 Â12 0

Â21 Â22 + B̂11 B̂12

0 B̂21 B̂22

⎤
⎦ . ���-�

5	 
 ������
�� ��! 
�� �� 
�
���� �� ������
 ��-! ��� ��#� 	�
��
��� �����
��	
��
� ��� ���	�����
���� �� A22 +B11 �	 
 ����		
�� ��������� �� ���
�� G ���	�����
��

������� 	��� ��� A ��� B �� ����	�
���
 ���
	��� ��
�	�	���� �� 	� ���-� ���

��� ���	
 	���
��� �� ��
�	�	���� �� 	� ������ ��� G = A−1 ⊕k B−1 ��
�	�	���� �� 	�

���-� �	�� k ≥ 1� ���� G 	� ����	�
���
 	� ��� ���� 	� H = A22+B11 	� ����	�
���
�
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(� ��

�* ��
� �� 
�
���� �� ��� �#"��		��� ���7� �� C−1! ��� �#"����� ���
 ��
G−1 �	

G−1 =

⎡
⎣ A11 − A12H

−1A21 A12 − A12H
−1A22 A12H

−1B12

B11H
−1A21 B11H

−1A22 −B11H
−1B12 + B12

B21H
−1A21 B21H

−1A22 −B21H
−1B12 + B22

⎤
⎦ . �����

��������� 	��� "��� A ��� B �
� ����	�
���
 M ����
	��� �	�� ��� ������

����� A22 = B11 � ����
� ���
	� �� �
��
 k� 	���� �� ��� ��
�

A =
[

A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
A22 B12

B21 B22

]
, �����

���� H = 2A22 	� ����	�
���
 ��� ���
���
� G = A−1 ⊕k B−1 	� ����	�
���
�

(� ���� ��
� ���	 �	 ��� �
	� ���� A 
�� B 
�� �$���
""��� 	��

�����	 �� 
�
M �

���#! ����! �� ��� ���
 ���-�� 
�� ���--� ���	������ �� ������� ���! ����� �� ����
������	��� �� ��� 	�������� 	�
 �� A 
�� B� >��� �� �������� ��
� ��� 	�������� 	�

�� ����� ��$��	�	 �	 
��
�	 ���	�����
��


���
�� 	�	� 0�� A 
�� B �� ��� 

�����	 �� ;#

"�� ��--! ���� 
�������� ��
=�����
�� ���! ��� 3�	�������� 	�
 �� ��� ��$��	�	

G = A−1 ⊕3 B−1 ≈

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1.5033 0.5513 0.5547 0.2757 0.3912 0
0.9540 1.5996 0.7158 0.3635 0.4038 0
0.6004 0.5636 2.9750 0.8144 0.7407 0.3708
2.0383 2.1242 3.5729 6.5498 5.3372 2.0139
0.8953 0.9650 2.0470 1.8025 3.9062 0.9048

0 0 0.8551 1.3803 1.2652 1.9143

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�	 
 ���	�����
� 

���#�
,� ��� 
��$� �#

"�� 
 ������ ��
"��
���� 	���	 ��
� G−1 �	 ��� 
� M �

���#%

G−1 ≈

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.8900 −0.2337 −0.0750 −0.0119 −0.0511 0.0512
−0.4682 0.8566 −0.1000 −0.0238 −0.0054 0.0470
−0.0714 −0.0761 0.4250 −0.0357 −0.0027 −0.0435
−0.0952 −0.1467 −0.0333 0.2857 −0.3118 −0.1467
−0.0357 −0.0978 −0.1500 −0.0714 0.4274 −0.0978
0.1242 0.2045 −0.0667 −0.1429 −0.0565 0.7123

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����� �	 ��� 
 Z�

���#� :��� ��
� ���� A 
�� B 
�� M �

�����	 �� �
$� ���

���-� ��
� G = A−1 ⊕ B−1 �	 ������
��$�� ��������� 
		�
��� ��
� G−1 �#�	�	 ��
�
$� (G−1)−1 ≥ O� ���� �� �	 
 �
���
� .��	���� �� 	��* ���������	 	� ��
� G−1 �	 

���	�����
� M �

���#� (� 	���� ���	 .��	���� ��#��

��� �#"��		���	 ���-� �� G 
�� ����� �� G−1! ������
 ��-! 
�� ��� ��	��$
����
��
� ��� ���	�����
� M �

�����	 �� �
$� (G−1)−1 ≥ O! �
"�� ��� ��������� ��	����

������� 	��� ��� A ��� B �� ����	�
���
 M ����
	��� ��
�	�	���� �� 	� ���-�
��� ���	
 	���
��� ��
�	�	���� �� 	� ������ ��� G = A−1 ⊕k B−1 �	�� k ≥ 1� ��� ���

H = A22 + B11 �� ����	�
���
� ���� G−1 	� � ����	�
���
 M ����
	� 	� ��� ���� 	�

G−1 	� � Z����
	��
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��� �!�"� ��#� �� ������$�%&! M '#&�!�"�� &� �� ����! 
�*�!��� -8�

��������� 	��� ��� A ��� B �� ����
 ��� ����
 ����� �
	��
���
 ����	�
���


M ����
	���� 
������	����� ��
�	�	���� �� 	� ���-<� �	�� A22 ��� B11 ����
� ���
	���

�� �
��
 k ��� H = A22 + B11 ����	�
���
� ���� G−1 = (A−1 ⊕k B−1)−1 	� �

����	�
���
 M ����
	� 	� ��� ���� 	� ��� ������	�
 ����	�	��� ���� 

�� B11H
−1A21 ≤ O�

��� B11H
−1A22 	� � Z����
	��

���� −B11H
−1B12 + B12 ≤ O�

�
���� 6���
 ����� 
�� ���-<� �� �
$� ��
�

G−1 =

⎡
⎣ A11 0 0

B11H
−1A21 B11H

−1A22 −B11H
−1B12 + B12

0 0 B22

⎤
⎦ ���+�


�� ��������� G−1 �	 
 Z�

���# �� 
�� ���� �� ��� ���������	 ��! ��� 
�� ���� �����
=��������	 ��! ��� 
�� ���� �� ��� ������
�� 
�� ��� 
	 	�������� 
	 ���� 

� 
""�
��

��� �#

"��! ��� A 
�� B �� ����* ���
����
� ���	�����
� M �

�����	 "
��������� 
	
�� ���-<� ���� 
 ��

�� ����* A22 = B11! 
 	.�
�� 

���# �� ����� k! ����!

A =
[

A11 0
A21 A22

]

�� B =

[
A22 B12

0 B22

]
. ���7�

���� G−1 = (A−1 ⊕k B−1)−1 �	 
 ���	�����
� M �

���#! 	���� �� �
$� ���
 ���+�
��
�

G−1 =

⎡
⎣ A11 O O

1
2A21

1
2A22

1
2B12

O O B22

⎤
⎦ ,


�� ��������� G−1 �	 
 Z�

���#� ,� �
��! �� ���	 �
	�! �� �
$�

G =

⎡
⎣ A−1

11 O O
−A−1

22 A21A
−1
11 2A−1

22 −A−1
22 B12B

−1
22

O O B−1
22

⎤
⎦ ≥ O.

��� ��#� �#

"�� ����	��
��	 ���	 	���
�����

���
�� 	��� 0�� A 
�� B �� ��� 

�����	 �� ;#

"�� ��4! ����

G = A−1 ⊕2 B−1 =

⎡
⎢⎢⎣

1/3 0 0 0
1/8 49/80 21/80 9/20
7/24 77/80 73/80 11/10

0 0 0 1/2

⎤
⎥⎥⎦ ,


��

G−1 =

⎡
⎢⎢⎣

3 0 0 0
−18/49 146/49 −6/7 −39/49
−4/7 −22/7 2 −11/7

0 0 0 2

⎤
⎥⎥⎦
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�	 
 ���	�����
� M �

���# �� 
�����
��� ���� =�����
�� ��7�
:��� ��
� �� ��� ��"����	�	 �� =�����
�� ��7 
�� 	
��	���! 
�� ���
����� �����

��
 ��/! �� �
$� ��
� �
�� �� ��� 

�����	 C = A⊕k B 
�� G−1 = (A−1 ⊕k B−1)−1


�� ���� ���	�����
� M �

�����	�

)� P �!%����� � 5 	.�
�� 

���# �	 
 P �

���# �� 
�� ��	 "�����"
� 
����	 
��
"�	���$�� 5	 
 ���	�.����� �� �
$� ��
� 
�� ��� ��
���
� ������	 �� 
 P �

���# 
��
"�	���$�� ,� �	 
�	� ������	 ��
� 
 ���	�����
� M �

���# �	 
 P �

���#� ,� �
� 
�	� ��
	���� ��
� �� A �	 
 ���	�����
� M �

���#! ���� A−1 �	 
 P �

���#3 	��! ����! �7 �

,� �� �� �	 	���� ��
� ��� k�	�������� 	�
 ����� k > 1� �� ��� P �

�����	 �	
��� ����		
���� 
 P �

���#� &�� ��	���	 �� �������	 ��- 
�� � ���� ��� ���	�����
�
M �

�����	 
�� ��$��	�	 �� M �

�����	! ��	"����$���� 5	 ���	� ��� ��
		�	 �� 

�����	

�� 	��	��	 �� P �

�����	! �� �	 �
���
� �� 
	* �� 	�
��
� 	�'����� ���������	 �
� ��
����� 	� ��
� ��� k�	�������� 	�
 �� P �

�����	 �	 
 P �

���#� ��� ��������� �#

"��
�����
��	 ��
� ��� 
�	��� 

� ��� �� �
	� �� ���
��! 	���� �$�� �� ��� 	�
"��	� �
	�
�� ��
���
� 	��

�����	 ��� k�	�������� 	�
 

� ��� �� 
 P �

���#�


���
�� ���� 1�$�� ��� P �

�����	

A =

⎡
⎣ 543 388 322

69 160 0
368 0 375

⎤
⎦ , B =

⎡
⎣ 136 0 219

0 225 159
61 177 230

⎤
⎦

�� �
$� ��
� ��� 2�	�������� 	�


C = A ⊕2 B =

⎡
⎢⎢⎣

543 388 322 0
69 296 0 219
368 0 600 159
0 61 177 230

⎤
⎥⎥⎦

�	 ��� 
 P �

���#! 	���� det(C) < 0�

��*��+$��#!���� (� ��
�* ��� ������� ��� 
 $��� �
����� ��
���� �� ��� 

��	���"�

�� ��� ��	 ��

���	�

�������	��

H,I �� ��!#&� &� ��5� 
%�##��������������� 	��
���� �� �
� 	��
�������� ��������� �"& �#�"

!���� ��� ��!0� ,AGA� ��+!���� &� �+ &�� � �
�7� 
��%& �%+��&� ,AA.�

H3I �� �!�� �� 
� !�"��� &� ���� �F1% � �  ���*� �"��&!F 
��!&����� ��! 7&!0�* 	�&���� ���	

�� 	��
�� ����� ������ �� &++�&!�
HEI ��7� �&%%&� &� 	��� 5������� ���' �!�"� ��#� &� +�����*��1 "%&���� �� #&�!�"��� �����
 �����
�

������ 3//6,.AJ,GE� ,AAA�
H.I �� �!�##�! &� ���� �F1% � K��$��� 7&( ��!#�� �+%�����$��&� �*�!%&++��$ �  ���*�

�"��&!F 
��!&������ ����
���
� 	��
������� /E63-AJ3G/� ,AAA�
H-I ���� ��!� &� 	��� 5������� 	��
�� ��������� 	&#�!� $� ���*�!���1 
!���� ��� ��!0� ,A/-�
H2I ���� �#���� 
��� �DL!��& � &� K��� @!�++� ������ �������������� ��
����� ���������� ���
 

��� !�
 �������� ��
���� ��"�
������ �#�������� 	&#�!� $� ���*�!���1 
!���� 	&#�!� $�� ,AA2�
HGI �� ����%%� &� ���� K� %�� � ������ �������������� ����
��
�� ��� $
��
�� �+!��$�! ��!���

�� 	�#+��&����&% 7&���#&��"�� *�%� E.� �+!��$�!� ��� ��!0� 344-�
H/I ���� :&!$&� 	��
�� ���
����� ��������� 
!����"�'�&%%� ��$%���� 	%�M�� ��� 5�!��1� ,A23�

��"�� � ������ !�*��� &� �(+&� � � �+!��$�!� ��� ��!0� 3444�
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