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Titulo

= Surfista aleatorio
= Pagerank
= The world’s largest matrix computation
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Buscadores web

Dos fases:

1. Obtener la informacion pedida
2. Clasificarla

Afio 1998 800.10° paginas web
Afio 2004 300Q10° paginas web

IMPORTANCIA DE PRESENTAR LA INFORMACION
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El inicio de Google

= Sergey Brin y Larry Page (1995)
s Estudiantes informaticos en Stanford Univ.

= Congreso de 1998 “The PageRank citation ranking: Bringing
order to the web”

= |[DEA: asignar a cada pagina web la probabilidad de ser
buscada por una persona.

= Paseo aleatorio de un surfista de una pagina a otra.
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Brin y Page H HFE4
Sl ViR S V4 tiene conexion con vs
* Modelo de Markov V5 tiene conexion con vi y Vg
e Modelo de Markov . . ] _
e Vector estacionario Misma probabilidad para todas las posibles conexiones.
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G(WWW)={V,C} siendo
0 Conjunto de vertices: V={v;: i es la i — sima pagina web}
0 Conjunto de arcos: C={(1,J): vi unida con v; }
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Modelo de Markov

El elemento pjj representa la probabilidad de pasar del
estado i al estado j.

Inicialmente partimos de 9 = [nfo), n§0>, Lo

La probabilidad de que el proceso este en el estado | en la
siguiente etapa sera

m = %y + 1 o+ -+ T8 .

Matricialmente

j=21.2...,n

7D — Op

P se conoce como matriz de transicion de estados.
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Modelo de Markov

La componente j — esima del vector fila 7% denota la
probabilidad de que el proceso este en el estado |, después
de k etapas.

En general,

i — mk-Dp

El vector 1% se conoce como el vector de distribucién o de
probabilidad en la etapa k.

Solucion del proceso Markov en funcion vector inicial

2K — 0 pk
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m= 1P

El vector T tiene sus componentes no negativas.

Estas indican la probabilidad de que el sistema se
encuentre en un estado i despues de trascurrir un largo
periodo de pasos o etapas.

Notar que encontrar el vector estacionario es equivalente a
encontrar el vector propio a la izquierda asociado al valor
propio 1.
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Vector estacionario

m EXistencia
= Unicidad
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Existencia del vector estacionario

Teorema 2 Sea A una matriz cuadrada no negativa.

Entonces:

= p(A), el radio espectral de A, es un valor propio.
= Atiene un vector propio no negativo correspondiente a p(A).

= A' tiene un vector propio no negativo correspondiente a

P(A).
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Unicidad del vector estacionario

= Elteorem anterior no asegura la unicidad ya que la matriz

1 O
0 1

= tiene dos vectores propios no negativos
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Surfista aleatorio

Volvamos a estudiar la matriz del modelo de Brin y Page

= |La matriz del primer ejemplo

P=10 1
0O O

® N0 es estocastica.

(0 1/2 1/2 |

0
0

= Ocurre cuando una pagina web no tiene conexiones a otras.
= Se llaman DANGLING nodes (colgar, suspender)
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Surfista aleatorio

= Posible solucion: Suponer que desde esa pagina se puede

pasar a cualquier otra con misma probabilidad,

= Es decir, reemplazar los ceros por 1/3,

= Quedaria
0

P=| 0
| 1/3

gue es una maitriz estocastica.

1/2
1
1/3

1/2
0
1/3
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Tl = Tiene un Unico vector estacionario?

® Elinicio de Google m VVeamos los valores propios de una matriz estocastica
e Surfista aleatorio

ngrae = Como og(A) = g(AT), trabajamos con la traspuesta,

e Modelo de Markov

e Modelo de Markov |

e Modelo de Markov

e Vector estacionario eT P — 1 . eT7 donde eT = (17 1’ « oy 1)

e \/ector estacionario
e Existencia vector estacionario

nia En nuestro ejemplo
o g o vt 0 Valores propios o(P") = {1,0.6076 —.2743}

estacionario

e Surfista aleatorio |:| Ve Cto res p rO p | OS

e Surfista aleatorio

up = (0.57740.57740.5774

e Surfista aleatorio:

e Existencia del vector

reducibilidad

" roduchicad U = (—0.63540,-0.7722
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Conyrage u3(—0.8767,0,0.4810
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e Modelo de Markov

e Modelo de Markov O 1 O
e \ector estacionario
e \ector estacionario

e Existencia vector estacionario O O 1
e Existencia del vector

estacionario 1 O O

e Unicidad del vector L -
estacionario

e Surfista aleatorio es ”Ted UC| bl e.

e Surfista aleatorio

e Surfista aleatorio

° Sl:jrfis.tsli:e:torio: Valores pl’OpIOS {1, 1/2 —|_ I\/§/2, 1/2 - I\/§/2}
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~ Surfista aleatorio: unicidad

Teorema 3 (Frobenius, 1912) Sea P > 0 una matriz

irreducible. Entonces

= P tiene un valor propio positivo real, llamado raiz Perron,
igual a su radio espectral.

= A laraiz Perron le corresponde un vector propio positivo
X > 0, vector Perron.

= E| radio espectral aumenta cuando cualquier elemento de la
matriz aumenta.

= Laraiz Perron es simple.

= Cualquier valor propio de modulo igual a su radio espectral
es simple.

= Cualquier vector propio positivo es un multiplo de x.
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e \/ector estacionario

e Vector estacionario (l) eStO CéStl Ca

e Existencia vector estacionario

e Existencia del vector (| |) | rred u Cl ble
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DRI s (i) Si {1,A1,A2,...,An} €s el espectro de P, entonces el
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e Surfista aleatorio:

—— Esta matriz P es la matriz de transicién de Brin y Page

e Surfista aleatorio: unicidad

e Surfista aleatorio: modelo de

Brin y Page
e Bibliografia
e Célculo del vector PageRank
e PageRank: técnicas de

célculo
e Método de la potencia

e Método de la potencia
e Método de la potencia
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Calculo del vector PageRank

= Pagerank
= The world’s largest matrix computation
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e Titulo
e Buscadores web

2 , . s
im PageRank: técnicas de calculo

* Elinicio de Google Valor de cada pagina web = componentes del vector

e Surfista aleatorio

e Surfista aleatorio: Modelo eStaC|O n arlo Pag e Ran k

Brin y Page
e Modelo de Markov

« Modelo e Varkov = Problema de valor y vector propio: " = ' P.

e Modelo de Markov
e \/ector estacionario

e = Problema de sistema lineal: 1" (1 —P) =0'.

e Existencia vector estacionario

e Existencia del vector N OTAS

estacionario
e Unicidad del vector

estacionario 1.
e Surfista aleatorio
e Surfista aleatorio 2.
e Surfista aleatorio
e Surfista aleatorio: 3
reducibilidad
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Recordar que la suma de las componentes de 9T es 1 (probabilidades).
Entonces, la suma de las componentes de N7 = nc-UT)pes 1.
Por tanto, en el calculo de 1T hay que exigir que ' e= 1.
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Metodo de la potencia

Como problema de valor y vector propio se reduce al vector
propio asociado al valor propio mas grande

Para ello, se usa el método de la potencia.

Algoritmo . Meétodo iterativo de la potencia para la matriz
M. Entrada: vector inicial V9 y matriz M. Salida: vector
propio V.

viOT = vector inicial| VO T|| = 1

Fork=1,2... hasta convergencia

w = Mv(k-1)

v = w/||w]
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e Titulo Teorema 4 Sea M una matriz diagonalizable de tamafio n x n. Supongamos que sus
* Buscadores web valores propios satisfacen
e El inicio de Google
e Surfista aleatorio ’/\1‘ > ’/\2‘ > ’/\3‘ > e > ’/\n‘,
e Surfista aleatorio: Modelo
SIS y estén asociados a los vectores propios {vi1,Vz, ...,V }. Entonces, la iteracion

e Modelo de Markov
e Modelo de Markov
e Modelo de Markov W(k) = MW(k_l) k=1,2,...
e \ector estacionario

e Vector estacionario .

e Existencia vector estacionario Sﬁtleace

e Existencia del vector /\2

e (K) _ — e
e W™ = (]| = O H)\

estacionario
e Surfista aleatorio

o Surfista aleatorio cuando k — o, donde wP es un vector arbitrario tal que la respecto del vector
* Surfista aleatorio propio vi, de la base, es diferente de cero.

e Surfista aleatorio:
reducibilidad
e Surfista aleatorio:

irreducibilidad
e Surfista aleatorio: unicidad

k

e Surfista aleatorio: modelo de
Brin y Page

e Bibliografia

e Célculo del vector PageRank

e PageRank: técnicas de

célculo
e Método de la potencia

e Método de la potencia

e Método de la potencia
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« Titlo Observacion : EL método anterior converge si el valor propio

e Buscadores web i .

* Elinicio de Google es estrictamente dominante.
e Surfista aleatorio

e Surfista aleatorio: Modelo

Briny Page Nuestra matriz P es irreducible pero podria tener valores

e Modelo de Markov

« Modelo de Markov propios A #1pero |A| =1

* Vorr sscona Recordemos la matriz del ejemplo de la definicién 4.
e \ector estacionario

e Existencia vector estacionario

e Existencia del vector i O 1 O

estacionario
e Unicidad del vector O O 1
estacionario
e Surfista aleatorio
e Surfista aleatorio 1 O O

e Surfista aleatorio
e Surfista aleatorio:

« Suriata slstoro: es irreducible. Los valores propios son
irreducibilidad . .
e Surfista aleatorio: unicidad {Al p— 1’ AZ p— 1/2+ |\/§/2’ )\3 — 1/2— |\/§/2}

e Surfista aleatorio: modelo de
Brin y Page PerO |A2‘ p— ‘As‘ p— 1
e Bibliografia
e Célculo del vector PageRank
e PageRank: técnicas de

célculo
e Método de la potencia

e Método de la potencia

e Método de la potencia
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Primitividad

Definicion 5 Sea M > O una matriz cuadrada irreducible. y sea k el
numero de valores propios de modulo p(M). Si k= 1, entonces se
dice que M es primitiva . Si k> 1 se dice que M es ciclica de indice k.

m | a matriz anterior es ciclica de indice 3.

= | M > O es primitiva & M™ > O, mentero positivo.

m SiM > O (positiva), entonces es primitiva.

Teorema 5 (Perron, 1907) Sea M > O una matriz positiva. Entonces:

m EL radio espectral, raiz Perron, domina estrictamente a todos los
demas valores propios en valor absoluto, es decir, p(M) > |A
siendo |A| cualquier otro valor propio.

m A laraiz Perron le corresponde un vector propio positivo x > 0, el
vector Perron.
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e Titulo

e Buscadores web .

 El inicio de Google Recap|tu|amos
e Surfista aleatorio

e Surfista aleatorio: Modelo

Brin y Page I_a matrIZ Google

e Modelo de Markov

e Modelo de Markov — _ T

e Modelo de Markov P_ aP <1_a>ee /n
e \/ector estacionario —l_

e \/ector estacionario

e Existencia vector estacionario Por COﬂSthCClén es ya que eeT es |a matrlz CuyOS

e Existencia del vector

S -~ elementos son todos iguales a uno. Luego es primitiva y por

estacionario

o Surfista aleatorio tantO I rred U CI ble .

e Surfista aleatorio
e Surfista aleatorio
e Surfista aleatorio:

reducibilidad
e Surfista aleatorio:

irreducibilidad

ademas de tener vector estacionario,
e Surfista aleatorio: unicidad
- sutista sleatori: mose e @ €| metodo de potencia es convergente.

Brin y Page
e Bibliografia
e Célculo del vector PageRank
e PageRank: técnicas de

célculo
e Método de la potencia

e Método de la potencia
e Método de la potencia

En consecuencia:
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Metodo de |la potencia para la matriz Google

Algoritmo . Método iterativo de la potencia para la matriz P.
mOT =eT /n  Notar que |19y =1
Fork=1,2... hasta convergencia
T — fk-DTp
T =t /|| |2

En realidad el paso principal del algoritmo se escribe,

T = rf*Vp=an® TP+ (1—a)r* Ve /n

art* VTP (1—a)e’/n
= an* VTPt (ar*VYTa+ (1—a))e'/n.

Vector a: a; = 1silafilai de P es nula, a =0 en otro caso.
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Metodo de la potencia

La matriz P tiene mas de 4000 millones de filas (paginas).
Implementacion basada con matrix-vector.

Las matrices llenas P y P no se forman nunca.

La matriz P es vacia, nnz(P) esta entre 3y 10.

en cada iteracion solo hay que almacenar un vector.

La convergencia se obtiene entre 50 y 100 iteraciones.
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Factor de Convergencia

Tengamos en cuenta las trasparencias 21 y 26.

= |Llamemos U, al segundo valor propio de P.

= E| factor asintético de convergencia depende del valor
Propio Uo.
" [ <a.

= El radio o factor de convergencia del método de la potencia
aplicado a la matriz Google es

ak — 0.
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Factor de Convergencia

= Sea 1 (potencia de 10) el nivel de tolerancia. Es decir,
queremos que ak < 1.

= Tomando logaritmos

1091 T

K <
log;pa

» Por ejemplo: T=10°y a =0,85

K

% o
log;40,85

85

= Es decir, hace falta 85 iteraciones para converger con

tolerancia T = 10°°.
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Factor de Convergencia

Google puede marcar el radio de convergencia.
a pequeno, entonces mayor factor de convergencia, pero

menos verdadera es la estructura de Internet.
Brin y Page usan a = 0, 85.
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Criterios de convergencia

» Residuo: || — D) <1

m A veces algunas componentes convergen mucho mas

pronto que otras. Se fijan ya esas.

= En realidad lo que importa es el orden de las paginas no el

valor que se le asigna.
s COmo evaluar la diferencia entre dos 6rdenes?
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Algoritmo Google

Salida: vector estacionario .

« % =(1/n1/n,...,1/n), ||7O| =1
s WHILETr>Tr1

1. 1 = k-Vp
2. 1= || — kD)
3. % = /|||

= END WHILE

Algoritmo . Metodo iterativo de la potencia para la matriz P.
Entrada: vector inicial 1%, matriz Py tolerancia T.
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