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Chapter 1

Introducción

El estudio de la evolución de sistemas hamiltonianos requiere, en general, la
existencia de métodos eficientes que resuelvan las ecuaciones de Hamilton (al
menos con una buena aproximación). Debido a la forma peculiar de estas ecua-
ciones, las soluciones correspondientes tienen también propiedades espećıficas.
Aśı, el operador de evolución es una transformación simpléctica, existen los
invariantes de Poincaré, en un sistema autónomo la enerǵıa es una constante
del movimiento, etc. Éstas son propiedades cualitativas de los sistemas hamil-
tonianos. Si queremos obtener información tanto cuantitativa como culitativa
del sistema es muy importante que las soluciones aproximadas que se obtengan
cumplan algunas de estas propiedades.

En cambio, la mayor parte de los métodos tradicionales de integración
están diseñados para la obtención de soluciones aproximadas a la ecuación más
general

ẋ = F(x, t), (1.1)

con x ∈ Rd y F : Rd × R −→ Rd. Al utilizar un método de integración
para obtener una solución aproximada, x̃, lo que realmente se está haciendo es
resolver de forma exacta un sistema ligeramente distinto al (1.1)

˙̃x = F̃(x̃, t) (1.2)

con la misma condición inicial x̃(t0) = x(t0).
El caso hamiltoniano corresponde a d = 2n siendo n el número de grados

de libertad y F = J∇H con J la conocida matriz constante dada en la sección
2.1. Por la propia construcción de los métodos se tiene que, en general no
existirá una función escalar H̃ tal que F̃ = J∇H̃. Es decir, se está aproximando
un sistema hamiltoniano por uno que no lo es y por tanto la solución aproximada
no respetará, en general, las propiedades cualitativas de la solución exacta. A
lo largo de las últimas décadas ha surgido una gran variedad de problemas
en los que bien sea porque hay que integrar para intervalos de tiempo muy
grandes o por caracteŕısticas peculiares, es fundamental el conocimiento ya

9



10 CHAPTER 1. INTRODUCCIÓN

no sólo cuantitativo sino cualitativo de sus soluciones. Ejemplos de ellos los
encontramos en el estudio de la estabilidad de las trayectorias (en Mecánica
Celeste, aceleradores de part́ıculas, etc.), en el estudio del comportamiento
caótico, etc., por citar alguno.

Este tipo de problemas motivó la aparición de toda una serie de métodos
aproximados, tanto numéricos como anaĺıticos, que respetan las propiedades
cualitativas de la solución exacta. Esto es, la solución aproximada viene dada
por (1.2) de manera que existe H̃ tal que

F̃ = J∇H̃, (1.3)

donde obviamente deberá cumplirse que en algún sentido H ≈ H̃.
Aunque nos limitemos sólo a los sistemas hamiltonianos debemos tener

presente que éstos son muy frecuentes en F́ısica. Por tanto, tenemos un amplio
abanico de posibilidades a estudiar en función del hamiltoniano en cuestión.

En la presente memoria estudiaremos con detalle métodos aproximados
anaĺıticos y numéricos para ciertos tipos (muy habituales) de hamiltonianos. El
trabajo, tras una introducción general, lo hemos dividido en dos partes:

En la primera estudiaremos los métodos numéricos conocidos como inte-
gradores simplécticos. Nos centraremos en aquellos casos en los que el hamil-
toniano sea independiente del tiempo y pueda ser escrito como suma de unas
pocas partes (básicamente dos) exactamente solubles, aunque también consid-
eraremos ciertas dependencias temporales. Los integradores simplécticos son
unos métodos que surgieron básicamente hace poco más de una década y que
en los últimos años han adquirido una gran popularidad. En los caṕıtulos 3 y 4
damos una extensa introducción a los integradores simplécticos y aprovechamos
para introducir algunos teoremas nuevos que serán generalizaciones de otros ex-
istentes en la literatura, pues nos serán de gran utilidad para el resto del trabajo.
Terminamos ambos caṕıtulos presentando ciertas peculiaridades de los métodos
que pueden ser objeto de futuros trabajos.

En el caṕıtulo 5 empieza nuestra principal contribución en el campo de los
integradores simplécticos. Estudiaremos la técnica del procesado. No podemos
decir que la idea original sea nuestra pues, a pesar de haberla deducido de forma
independiente y haber obtenido unos integradores simplécticos para hamilto-
nianos perturbados y otro distinto a orden 4, al estilo de los métodos Runge-
Kutta-Niström (RKN), más eficiente que cualquiera de los, en ese momento,
publicados ya exist́ıan unas notas al respecto [16, 111, 129]. Posteriormente
nos dimos cuenta de la existencia de ciertos preprints en los que se retomaba la
técnica y obteńıan métodos básicamente equivalentes a los nuestros para hamil-
tonianos perturbados [137, 92] y para el RKN simpléctico a orden 4 [84, 85],
por lo que [10] no fue publicado. No obstante, nuestra fe en esta técnica nos
llevó a realizar un estudio general de la misma que presentamos en el caṕıtulo
5. Ello nos dió una visión más amplia y clara del método y nos ha permitido
explotar la técnica del procesado en la búsqueda de integradores simplécticos.
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Aśı pues, hemos obtenido integradores simplécticos para hamiltonianos sepa-
rables en dos partes en general y métodos RKN simplécticos ambos a órdenes
3, 4, 5, y 6 con eficiencias superiores a las actualmente existentes. Realizamos
también, en el caṕıtulo 6, un análisis de la técnica que nos permite obtener el
procesador óptimo en cada caso. Con ello analizaremos la eficiencia máxima
que se le puede sacar al procesado. A modo ilustrativo en la obtención de estos
métodos presentamos algunos hasta orden 4. Los excelentes resultados indican
que éste puede ser un buen camino en la búsqueda de integradores a órdenes
superiores.

Además, en el caṕıtulo 7, presentamos métodos a órdenes relativamente
elevados con eficiencias realmente interesantes especialmente diseñados para
sistemas separables en dos partes, una de las cuales es mucho menor que la
otra. Terminaremos indicando cómo se aplica la optimización del procesado a
estos casos.

En la segunda parte de nuestro trabajo analizaremos con detalle el caso
particular en el que el hamiltoniano sea dependiente del tiempo, pero a lo sumo
cuadrático en coordenadas y momentos. En realidad estudiaremos la ecuación
matricial más general

Ẋ = A(t)X, (1.4)

donde, dependiendo de la estructura de A podrá tratarse o no de un sistema
hamiltoniano. En el caṕıtulo 8 presentamos algunos de los métodos más im-
portantes que preservan las propiedades cualitativas de la solución exacta, aśı
como su relación con los correspondientes métodos cuando son aplicados a las
ecuaciones de Hamilton no lineales. Aunque los métodos presentados son uti-
lizados con relativa frecuencia en gran variedad de problemas, su convergencia
no ha sido prácticamente analizada. En el caṕıtulo 9 presentamos con detalle
los desarrollos de Magnus y de Fer (dos de los más utilizados) y estudiamos
la convergencia de los mismos mejorando las estimaciones esistentes del radio
de convergencia aśı como la cota a los errores cometidos cuando son utilizados.
Estos resultados no sólo son útiles para el futuro uso de los mismos sino que
nos permiten explicar su buen funcionamiento cuando eran aplicados en la liter-
atura. Además estudiaremos con detalle cómo vaŕıa el radio de convergencia de
los desarrollos cuando se utilizan cambios de imagen, como son las comúnmente
utilizadas imágenes de interacción y adiabática.

Los desarrollos de Magnus y de Fer fueron concebidos originalmente como
métodos que aproximaban la solución exacta por cuadraturas, y por tanto, en
cierto sentido pueden considerarse como métodos anaĺıticos. Como veremos en
el caṕıtulo 10, a partir de ellos es posible diseñar métodos numéricos altamente
eficientes y que respeten las propiedades cualitativas de la solución exacta.

A lo largo de todo el trabajo nos centraremos, principalmente, en el con-
texto de la Mecánica Clásica pero debemos tener presente que en la búsqueda de
métodos que respeten las propiedades cualitativas de la solución exacta hemos
utilizado métodos algebraicos. Estos métodos algebraicos son mucho más gen-
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erales y pueden ser aplicados a gran variedad de sistemas hamiltonianos, sin
la estricta necesidad de permanecer en todo momento dentro de la Mecánica
Clásica. Aśı pues, la mayoŕıa de resultados presentados en esta memoria pueden
ser aplicados a la Mecánica Cuántica, por ejemplo. Es más, buena parte de
los métodos existentes fueron originalmente deducidos dentro del ámbito de
la cuántica, como se verá con más detalle en el caṕıtulo 8. Aśı pues, en el
caṕıtulo 11, para finalizar, estudiaremos uno de los problemas más populares
en Mecánica Cuántica que es el oscilador armónico dependiente del tiempo.
Replanteamos el problema del cálculo de probabilidades de transición entre
estados propios del oscilador para cierto tipo de sistemas, de manera que po-
damos aplicar todos los métodos obtenidos a lo largo de esta segunda parte,
tanto anaĺıticos como numéricos. Con ello abriremos una puerta a la aplicación
de nuestros métodos y resultados en el futuro.



Chapter 2

Formulación Algebraica de la

Mecánica Clásica

Con la finalidad de presentar este trabajo de forma autocontenida vamos a
estudiar previamente el algebra de Lie asociada a la Mecánica Clásica. Como
ya se comentó en el caṕıtulo anterior, la mayor parte de los resultados que
presentemos serán también válidos para cualquier otro problema que, pudiendo
ser de ı́ndole totalmente distinto, presente la misma estructura algebraica.

2.1 Álgebra de Poisson

Para el estudio de un sistema mecánico con n grados de libertad resulta útil con-
siderar el conjunto de todas las funciones reales y anaĺıticas A, definidas en Ω ⊂
R2n×R −→ R, dependiendo de las coordenadas generalizadas, q = (q1, . . . , qn),
de los momentos canónicos conjugados p = (p1, . . . , pn) y del tiempo, t. El con-
junto de estas funciones tiene estructura de espacio vectorial con respecto a la
suma de funciones y producto por escalares. Definimos ahora una ley de com-
posicion interna en A, {, } : A×A −→ A mediante el bien conocido Corchete
de Poisson entre f, g ∈ A y lo denotaremos por {f, g} a

{f, g} =
n∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂p i

− ∂f

∂pi

∂g

∂q i

)
.

De su definición se deducen las siguientes propiedades para el corchete de
Poisson, dados a, b ∈ R y f, g, h ∈ A

1. - Propiedad distributiva {af + bg, h} = a{f, h}+ b{g, h}.

2. - Antisimetŕıa {f, g} = −{g, f}.

3. - Identidad de Jacobi {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

13



14 CHAPTER 2. FORMULACIÓN ALGEBRAICA

Estas propiedades dotan al espacio vectorial de las funciones con el corchete
de Poisson de estructura de álgebrade Lie. Esta álgebra la seguiremos deno-
tando por A y la llamaremos álgebra de Poisson.

Para simplificar la notación, y además poner de relieve el trato por igual
que se les da tanto a las coordenadas como a los momentos, introducimos una
notación compacta en la que consideraremos una variable vectorial de 2n com-
ponentes,

z = (z1, . . . , z2n) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn). (2.1)

Los corchetes fundamentales adoptan ahora la forma

{zi, zj} = Jij , (2.2)

siendo Jij las componentes de la matriz

J =

(
0n In

−In 0n

)
.

donde In y 0n son las matrices identidad y nula de dimensiones n× n, respec-
tivamente. El corchete de Poisson de f y g se puede escribir en la forma

{f, g} =
∑

i,j

∂f

∂zi
Jij

∂g

∂zj
=

(
∂f

∂z
, J

∂g

∂z

)
. (2.3)

entendiendo la última expresión como el producto escalar eucĺıdeo.

2.2 Operadores de Lie

Dado un elemento del álgebra de Poisson, f ∈ A, le asociamos el que llamaremos
operador de Lie, Lf , el cual actuará sobre elementos de A para dar otro
elemento de A, esto es Lf : A −→ A. Este operador se define como

Lf =
∑

i,j

∂f

∂zi
Jij

∂

∂zj
, (2.4)

de manera que su actuación sobre una función, g ∈ A, nos dé el corchete de
Poisson de f con g

Lfg = {f, g}, (2.5)

Observamos que si dos funciones difieren únicamente en una función del
tiempo les corresponde el mismo operador de Lie. Si establecemos clases de
equivalencia , pasando al conjunto codiente obtendremos que la relación es uno
a uno, por lo que nosotros sólo trabajaremos con un representante de cada clase
sin más consideraciones.
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Naturalmente, las potencias de los operadores las definimos por las suce-
sivas actuaciones de éstos, que se corresponderán con los corchetes anidados.
Aśı pues, definimos

L0
fg = g

Ln
f g = {f, Ln−1

f g}. (2.6)

La suma de operadores de Lie y el producto de éstos por un escalar sigue
siendo un operador de Lie

aLf + bLg = Laf+bg, (2.7)

donde a y b son dos escalares o funciones del tiempo, por lo que el conjunto de
operadores de Lie tiene estructura de espacio vectorial.

Definimos ahora una nueva ley de composición interna para los operadores
que será el conmutador de éstos

[Lf , Lg] = Lf Lg − Lg Lf . (2.8)

Aunque el producto de operadores de Lie no es, en general, un operador
de Lie, se tiene que el conmutador śı lo es. Es más, coincide con el operador de
Lie asociado al corchete de Poisson de las funciones en cuestion

[Lf , Lg] = L{f,g}. (2.9)

Con esta operación vemos que al conjunto de operadores de Lie se le dota
de estructura de álgebra de Lie. Por otra parte, comprobamos la existencia de
una ı́ntima relación entre el álgebra de Poisson de las funciones, A, y el álgebra
de Lie de los operadores de Lie asociados a éstas, relación que jugará un papel
muy importante en lo sucesivo.

Veamos algunas de las propiedades interesantes de los operadores de Lie.

• Actuación como derivación con respecto al producto de funciones

Lf (gh) = (Lfg)h + g(Lfh), (2.10)

cumpliendose la fórmula de Leibnitz

Ln
f (gh) =

n∑

m=0

(
n

m

)
(Lm

f g)(Ln−m
f h). (2.11)

• Respecto a la actuación sobre los corchetes de Poisson

Lf{g, h} = {Lfg, h}+ {g, Lfh}, (2.12)

obedeciéndose también la regla de Leibnitz

Ln
f{g, h} =

n∑

m=0

(
n

m

)
{Lm

f g, Ln−m
f h}. (2.13)
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2.3 Transformaciones de Lie

Una vez definida la actuación de Ln
f sobre los elementos deA podemos trabajar

ya, al menos formalmente, con series de potencias como lo es eLf que recibirá
el nombre de Transformación de Lie asociada a f . Ésta se define como

eLf =
∞∑

n=0

Ln
f

n!
(2.14)

y su actuación sobre una función g ∈ A vendrá dada por

eLf g = g + Lfg +
1
2!

L2
fg + . . . +

1
n!

Ln
f g + . . . (2.15)

donde cada uno de los términos se evalúa según se indicó en (2.6). Por otra
parte, haciendo uso de la ecuación (2.11) se observa que, dadas dos funciones g
y h se tiene que

eLf (gh) = (eLf g)(eLf h), (2.16)

luego
eLf (zα

1 zβ
2 . . . zγ

2n) = (eLf z1)α(eLf z2)β . . . (eLf z2n)γ . (2.17)

Por tanto, si g(z) es una función anaĺıtica de sus argumentos tendremos
que

eLf g(z) = g(eLf z). (2.18)

Análogamente, utilizando la ecuación (2.13) se observa que el conjunto
de transformaciones de Lie respeta la ley de composición corchete de Poisson

eLf {g, h} = {eLf g, eLf h} (2.19)

Es bien conocido que por exponenciación de los elementos de un álgebra
se obtienen elementos del grupo asociado al álgebra. Aśı pues, el conjunto de
transformaciones de Lie será el grupo de Lie asociado al álgebra de Lie de los
operadores de Lie. Dados f, g ∈ A se tiene que existe h ∈ A tal que

eLf eLg = eLh . (2.20)

Lh se obtiene haciendo uso de la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

Lh = Lf + Lg +
1
2
[Lf , Lg] +

1
12
{[Lf , Lf , Lg] + [Lg, Lg, Lf ]}+ . . . (2.21)

donde hemos introducido la notación [L1, L2, . . . , Ls] = [L1, [L2, . . . , Ls]]. (para
más información sobre la fórmula BCH ver apéndices C y D). De aqúı se obtiene
que la inversa de eLf no es mas que e−Lf . Teniendo en cuenta la relación (2.7)
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y (2.9) entre los elementos del álgebra de Poisson y los operadores de Lie se
deduce que

h = f + g +
1
2
{f, g}+ . . . (2.22)

Conviene asociar a cada operador de Lie, Lf , un superoperador, #Lf#,
el cual actúa sobre los operadores de Lie para dar otro operador de Lie en la
forma

#Lf#Lg = [Lf , Lg] = L{f,g}, (2.23)

cumpliendose la siguiente propiedad

eLf Lge
−Lf = e#Lf#Lg =

∞∑

n=0

#Lf#n

n!
Lg. (2.24)

El paralelismo con la actuación de los operadores de Lie sobre los elemen-
tos del álgebra de Poisson es evidente. A partir de (2.24) es inmediato deducir
la fórmula de Baker-Hausdorff

eLf eLge−Lf = exp(e#Lf#Lg) = eLh , (2.25)

con
h = eLf g. (2.26)

2.4 Transformaciones Simplécticas

Las Transformaciones Canónicas (TC) juegan un papel decisivo en la resolución
de las ecuaciones de Hamilton. Hay varias formas, todas ellas equivalentes, de
caracterizar una TC (salvo que se consideren transformaciones de escala o in-
tercambios de los nombres de las coordenadas). De momento nos centraremos
en la caracterización algebraica. Debido a la ı́ntima relación con las Transfor-
maciones Simplécticas (TS), a partir de ahora, a las TC las llamaremos TS.
Si tenemos las coordenadas canónicas z = (z1, . . . , z2n) y hacemos la siguiente
transformación

M : zi −→ z̄i(z, t), (2.27)

cuya matriz jacobiana la denotamos por M ≡ M(z, t), diremos que la trans-
formación, M, es simpléctica si M , es una matriz simpléctica para todos los
puntos (z, t), o sea

MJMT = J,

donde MT es la matriz traspuesta. Habitualmente, la transformación de coor-
denadas la escribiremos en la forma z̄ = M(t)z lo cual no debe confundirse con
una transformación lineal sino que hay que interpretarla como la transformación
dada en (2.27).
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Si calculamos el corchete de Poisson de las nuevas coordenadas con re-
specto a las viejas se tiene que

{z̄i, z̄j} =
∑
m,n

∂z̄i

∂zm
Jmn

∂z̄j

∂zn
=

∑
m,n

MimJmnMjn = (MJMT )ij = Jij

= {zi, zj}, (2.28)

luego, otra caracterización equivalente de las TS es que preserve los corchetes
de Poisson fundamentales (preservándose también los corchetes de Poisson en-
tre dos funciones anaĺıticas cualesquiera). A la vista de esta caracterización
tenemos que cualquier transformación de Lie, considerada como una transfor-
mación de coordenadas de la forma z̄i = eLf zi es una TS ya que

{z̄i, z̄j} = {eLf zi, e
Lf zj} = eLf {zi, zj} = eLf Jij = Jij = {zi, zj}. (2.29)

Existen ejemplos que prueban que no toda TS se puede expresar como
una transformación de Lie. El problema de saber cuándo una TS se puede
escribir como la exponencial de un operador de Lie es un problema que está
abierto todav́ıa.

Propiedades de Grupo. Debido a las propiedades de grupo que presentan
las matrices simplécticas tendremos que las TS, con respecto a la composición
de transformaciones, también tendrá estructura de grupo, con la peculiaridad
de que en una composición de transformaciones cada una actúa sobre el espacio
fásico final de la anterior.

2.5 Flujo Hamiltoniano y Ecuación de Evolución de

M
Consideremos el hamiltoniano, H(z, t), de un sistema dinámico, que en un
instante t0 se encuentra en el estado z(0) = (z1(t0), . . . , z2n(t0)) y que en un in-
stante posterior tf habrá evolucionado al estado z(f) = (z1(tf ), . . . , z2n(tf )). La
relación existente entre z(0) y z(f) la representaremos por z(f) = M(tf , t0)z(0)

y a la transformación M(tf , t0) la llamaremos operador de evolución tem-
poral por similitud con la Mecánica Cuántica. El siguiente Teorema establece
su principal caracteŕıstica [4, 34, 56]

Teorema 2.5.1 Sea H(z, t) el hamiltoniano de un sistema dinámico y z(0) las
coordenadas en el instante inicial, t0. Sea z(f) el estado evolucionado en tf a
partir de z(0). La transformación

M : z(0) −→ z(f) = M(tf , t0)z(0) (2.30)
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es simpléctica

Como se observa, el problema de la resolución de las ecuaciones de evolución
para un determinado hamiltoniano, H(z, t), es equivalente a la obtención de la
TS, M(t, t0), asociada a éste.

El principal objetivo de este trabajo es obtener de forma aproximada
(anaĺıtica o numéricamente) esta transformación para una amplia variedad de
hamiltonianos. Ya se ha comentado, y se volverá a insistir a lo largo del trabajo,
la importancia que tiene para muchos problemas que los métodos aproximados
que se utilicen preserven el carácter simpléctico. Para ello utilizaremos unos
métodos que aproximan M(t, t0) por una TS o un producto de TS.

Para tal propósito es fundamental, dado un determinado hamiltoniano
H(z, t), conocer la ecuación diferencial que satisface el operador de evolución.
Si recordamos la forma que adoptan las ecuaciones de Hamilton en términos de
corchetes de Poisson tenemos

ż(t) = { z(t),H(z(t), t) }. (2.31)

Sustituyendo la expresión de z(t) y suponiendo que M(t, t0) es una trans-
formación de Lie o el producto de transformaciones de Lie (que en realidad será
a lo que nosotros vamos a aproximar), con las correspondientes propiedades con
respecto a los corchetes de Poisson, vemos que [24, 34, 36]

Ṁ(t, t0)z(t0) = { M(t, t0)z(t0) , H(M(t, t0)z(t0), t) }
= { M(t, t0)z(t0) , M(t, t0)H(z(t0), t) }
= M(t, t0) { z(t0) , H(z(t0), t) }
= −M(t, t0)LH(z(t0),t)z(t0). (2.32)

Esta expresión es válida no sólo para z(t0) sino que lo es para cualquier
función anaĺıtica arbitraria g(z(t0)) por lo que tendremos la siguiente ecuación
operacional

Ṁ = −MLH M(t0, t0) = I, (2.33)

donde I es la transformación identidad y H = H(z(t0), t). Merece la pena
recordar (puesto que la notación puede llevar a confusión) que tratamos con
operadores no necesariamente lineales y que M actúa como una transformación
de Lie. Para un hamiltoniano autónomo la solución formal es inmediata

M(t, t0) = e−(t−t0)LH , (2.34)

incluso para el caso en que H dependa del tiempo, pero se cumpla que
∫ t

t0
{ H(z0, t

′) , H(z0, t) } dt′ = 0, (2.35)
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se tiene que la solución viene dada por

M(t, t0) = e−LH̄ con H̄ =
∫ t

t0
H(z0, t

′)dt′. (2.36)

En caso de no darse estas condiciones, no disponemos de una expresión
que nos dé la solución de la ecuación y, en general, no es posible poner de forma
expĺıcita M en función de H. Para estos casos tenemos que recurrir a métodos
aproximados, bien sea anaĺıticos o bien sea numéricos.

Obsevando la ecuación (2.33) vemos que nos recuerda mucho la ecuación
diferencial que satisface el operador de evolución temporal en Mecánica Cuántica.
Éste relaciona el estado de un sistema cuántico en t0, representado por un el-
emento, |Ψ(t0)〉, del espacio de Hilbert, con el correspondiente estado evolu-
cionado en un tiempo t, |Ψ(t)〉 , de la forma |Ψ(t)〉 = U(t, t0)|Ψ(t0)〉.

La ecuación de Schrödinger conduce a

ih̄
dU(t, t0)

dt
= H(t)U(t, t0), (2.37)

o equivalentemente
U̇ = −H̃U, (2.38)

donde el punto indica derivación respecto a t y H̃ =
i

h̄
H . Se observa que esta

ecuación tiene un aspecto similar a la obtenida anteriormente (Ṁ = −MLH).
Aqúı percibimos que existe un paralelismo formal muy grande entre las dos

expresiones donde vemos que si H no depende de t ó
∫ t

t0
[H(t′),H(t)]dt′ = 0

las formas que toma U(t, t0) son similares en forma a las que toma M(t, t0).
No obstante el gran parecido formal entre las ecuaciones debemos tener presente
que existen diferencias considerables, ya que mientras U es un operador lineal
unitario, se tiene que M es una TS, la cual actúa según vimos en (2.27) y
además no tiene por qué tratarse de un operador lineal. En realidad la verdadera
diferencia entre las ecuaciones se encuentra en la forma de los hamiltonianos
ya que mientras para la ecuación de U nos encontramos con que H̃ es un
operador lineal antihermı́tico, para la ecuación de M se tiene que LH es un
operador de Lie, en general no lineal. Por otro lado, la posición del hamiltoniano
en las ecuaciones es distinta, diferencia que desaparecerá al tratar con sistemas
clásicos lineales.

Con esto pretendemos poner de relieve el parecido formal tan grande
que existe entre el problema de la evolución temporal en Mecánica Clásica
y en Mecánica Cuántica. Esto es, el problema algebraico a resolver es muy
similar para ambos casos y por tanto buena parte de los métodos que presen-
temos para la Mecánica Clásica serán aplicables a la Mecánica Cuántica o a
cualquier otro problema que presente la misma estructura algebraica. El pro-
ceso inverso es igualmente correcto, es decir, es posible aplicar a la Mecánica
Clásica buena parte de la gran cantidad de técnicas obtenidas en el campo de
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la cuántica. No obstante, debemos mencionar que estos dos campos han evolu-
cionado prácticamente de espaldas uno del otro y muchos métodos han sido
obtenidos, de forma independiente, en ambos campos.

2.6 Sistemas Lineales

Los sistemas lineales merecen un estudio especial tanto por su importancia
como por su sencillez. Éstos se corresponden con hamiltonianos cuadráticos en

coordenadas y momentos, H = −1
2

∑

i,j

Sijzizj donde Sij (en principio funciones

del tiempo) son los elementos de una matriz simétrica S. El operador LH

tendrá asociada una matriz

LHzm = −1
2

∑

i,j

Sij{zizj , zm} = −1
2

∑

i,j

SijJjmzi − 1
2

∑

i,j

SijJimzj

= −
∑

i,j

SijJjmzi =
∑

i

(JS)mizi, (2.39)

que podemos escribir de forma abreviada LHz = (JS)z. En lo sucesivo repre-
sentaremos por H la matriz asociada a LH y por M la asociada a M, que
se corresponde con la matriz jacobiana de la transformación.

Si ahora consideramos la ecuación diferencial de M, ec. (2.33), y la
hacemos actuar sobre z(t0), considerando que

M(t, t0)LH(z(t0),t)z(t0) = M(t, t0)(H(t)z(t0)) = H(t)(M(t, t0)z(t0)) =
= H(t)M(t, t0)z(t0). (2.40)

se tiene que pasamos a la ecuación diferencial para M

Ṁ = −HM, (2.41)

que tiene exactamente la misma ordenación que la correspondiente a la ecuación
cuántica. No obstante, debemos recordar que aqúı trabajamos con matrices
finitas (y de dimensión par) mientras que en Mecánica Cuántica se trabaja con
operadores lineales cuyas matrices asociadas pueden tener dimensión infinita.
Obtenemos una similitud formal, casi total, cuando estudiamos las probabili-
dades de transición entre un número finito de estados de un sistema cuántico a
través de un hamiltoniano, H(t) , ya que entonces śı que se tiene una ecuación
matricial de dimensión finita.
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2.7 Orden de Actuación de las TS

Como ya hemos comentado, la TS M(tf , t0) actúa sobre las coordenadas en
el instante inicial t0 para dar las correspondientes al instante final tf . Es muy
frecuente hacer una partición del intervalo [t0, tf ] en n subintervalos en la forma

M(tf , t0) = M(tf , tn−1) . . .M(ti+1, ti) . . .M(t1, t0),

donde cada una de las TS M(ti+1, ti) actuará sobre las coordenadas en el in-
stante ti y las transformará en las correspondientes a ti+1, que serán las condi-
ciones iniciales para el siguiente paso. Esto es, el orden en el que hay que
calcular las TS es de derecha a izquierda, como era de esperar en principio. En
cambio, es también muy frecuente aproximar la TS M(tf , t0) por un producto
de TS en la forma

M(tf , t0) = M1(tf , t0) . . .Mn(tf , t0), (2.42)

esto es, todas ellas actuando sobre las condiciones iniciales. Aśı pues, utilizando
la notación

zm(z0) = Mm(tf , t0)z0

y considerando que

Mi(tf , t0)Mi+1(tf , t0)z0 = Mi(tf , t0)zi+1(z0) = zi+1(Miz0) = zi+1(zi(z0)),

se llega a que
M(tf , t0)z0 = zn(zn−1(. . . z1(z0) . . .),

luego, las evaluaciones hay que hacerlas ahora de izquierda a derecha. Es más,
cuando se consideran también operadores de Lie junto a las TS, como es el caso
de la ecuación de evolución (2.33), son aplicables los mismos criterios respecto
al orden en que actúan. Estos detalles, a los que en general no se les presta
demasiada atención, son de gran importancia cuando se trabaja con sistemas
no autónomos, sobre todo si se pretende obtener las expresiones matriciales a
partir de las correspondientes expresiones que utilizan operadores de Lie y TS,
y viceversa. Como ejemplo tenemos la ecuación matricial (2.41) obtenida a
partir de la ecuación operacional (2.33). Todo esto se estudiará con más detalle
en la segunda parte de nuestro trabajo.

En cambio, cuando se trabaja con sistemas autónomos, estos problemas
no suelen aparecer. Esto es debido a que, si en cada paso de integración,
sustituimos la expresión (2.42) por la correspondiente a la ordenación invertida
se obtiene, en general1, un método que presenta la misma eficiencia y por tanto
el resultado final no se ve afectado de forma apreciable. Éste es el caso de la
mayor parte de los integradores simplécticos que estudiaremos a lo largo de la

1Esto no es siempre cierto pero se cumple, por ejemplo, para la mayor parte de los métodos

de integración simplécticos utilizados en la literatura.
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primera parte. Aśı pues, aunque uno se equivoque en el orden con que tiene que
evaluar las TS cuando aplica un determinado método, en general, los resultados
obtenidos serán los esperados. Este aspecto es fundamental en el hecho de que
no se haya prestado mucha atención en la literatura a la correcta ordenación en
la actuación de los operadores de Lie y las TS.
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La experiencia nos dice que generalmente no somos capaces de obtener
soluciones, utilizando técnicas anaĺıticas, para la mayor parte de las ecua-
ciones diferenciales provenientes de sistemas hamiltonianos. Por esta razón,
la búsqueda de soluciones numéricas es de enorme importancia para entender
la evolución de estos sistemas. Existe un elevado número de métodos numéricos
de integración, entre los que se encuentran los métodos Runge-Kutta, predictor-
corrector, multipaso, de Taylor, etc. [57, 58, 63, 71]. La precisión de éstos viene
caracterizada por el paso de integración, h, y el orden del mismo, O(hk), o sea,
supuesta conocida la solución exacta en un instante t0, la precisión con que son
capaces de reproducir la solución exacta (desarrollo de Taylor) tras un paso de
integración (en t0 + h).

En los últimos años hemos asistido a un rápido crecimiento de la tec-
noloǵıa informática, lo cual ha permitido integrar la evolución de sistemas a
tiempos muy grandes. Por ejemplo, han sido integradas numéricamente las
ecuaciones de evolución de los planetas del Sistema Solar para millones de
años [71, 136]. A medida que aumenta el tiempo de integración los resultados
numéricos se ven cada vez más afectados de errores, bien sea por la utilización de
un paso finito de integración, por el orden del método o por los errores debidos
a la precisión de la máquina y el gran número de operaciones a realizar.

Por esta razón, mucha gente se ha dedicado durante los últimos años
al estudio de algoritmos numéricos más eficientes para estos nuevos tipos de
problemas. De ah́ı la aparición de los llamados integradores simplécticos. Su
interés ha sido extraordinario, siendo un claro reflejo del mismo los cientos
de publicaciones sobre el tema aparecidos en los últimos años. Existen varios
reviews y libros muy interesantes en los que es posible encontrar una extensa
bibliograf́ıa [41, 93, 116, 119, 118, 124, 139]. En nuestro trabajo estudiaremos
con detalle sólamente los métodos expĺıcitos.

Como hemos visto, la especial forma de las ecuaciones obtenidas de los sis-
temas hamiltonianos hace que la transformación, M, que gobierna la evolución
del sistema (q(0), p(0)) → (q(t), p(t)) sea una TS. Debido a esta propiedad, cier-
tas magnitudes permanecen constantes a lo largo de la evolución del sistema,
como son los invariantes de Poincaré, la enerǵıa en sistemas autónomos, etc.
que caracterizan al sistema. Los métodos tradicionales de integración anterior-
mente citados no respetan esta importante propiedad. Para estos métodos, tras
un paso de integración se tiene que la matriz jacobiana de la transformación
no es una matriz simpléctica (en muchos casos es inmediato detectarlo puesto
que el determinante suele ser distinto de 1). Esto hace que el sistema se vea
artificialmente excitado o amortiguado, con lo que las trayectorias tenderán a
diverger o a converger a un punto a tiempos suficientemente grandes.

Cuando estudiamos, por ejemplo, la estabilidad o la caoticidad de un
sistema, en general debemos integrar las ecuaciones a tiempos muy grandes.
Aśı pues, si no se utilizan unos métodos de integración apropiados puede que
los resultados que se obtengan, tanto cualitativos como cuantitativos, no de-
scriban el comportamiento real del sistema, y por tanto nos lleven a conclu-
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siones erróneas. Con la finalidad de solucionar este problema, aparecieron los
integradores simplécticos. Estos métodos consisten, básicamente, en aproxia-
mar la solucion exacta para un paso de integrción, M(h), por una composición
de TS que se saben calcular de forma exacta y que reproduzca la solución hasta
un cierto orden hk.

Uno de los primeros en abordar el problema de obtener integradores
simplécticos a un orden superior al bien conocido salto de rana (también cono-
cido como método de Störmer o de Verlet) de segundo orden, fue Ruth [112].
Obtuvo un método a tercer orden para el hamiltoniano separable2 H = T (p) +
V (q) (si T = 1

2p2 da un método más simple con la utilización de un potencial
modificado). Utiliza funciones generatrices, evaluando (q, p) en puntos inter-
medios, al estilo de los métodos Runge-Kutta. Estas funciones generatrices
dependen de unos coeficientes que son solución de un sistema de ecuaciones
polinómicas. El problema de conseguir órdenes elevados procediendo de esta
forma estriba en la dificultad tanto de la obtención de las ecuaciones polinómicas
como de su resolución. No obstante, posteriormente se han obtenido órdenes
superiores siguiendo esta técnica [47, 22] y se han generalizado los resultados a
hamiltonianos no separables [41, 29] dando lugar a métodos impĺıcitos. Unos
años después del trabajo de Ruth se comprobó que los resultados obtenidos
utilizando funciones generatrices para hamiltonianos separables pod́ıan ser de-
ducidos, de forma mucho más sencilla, utilizando grupos y transformaciones de
Lie [98, 47]. Es más, en un trabajo muy elegante Yoshida [138] da una forma
muy sencilla de obtener un integrador simpléctico a cualquier orden utilizando
transformaciones de Lie. El principal problema radicará, pues, en obtener el
método más eficiente a cada orden.

Independientemente, otros grupos han estado estudiando las condiciones
que deben satisfacer los coeficientes de los métodos Runge-Kutta para que éstos
sean simplécticos. En general, los resultados obtenidos dan lugar a métodos
impĺıcitos. En el caso particular de hamiltonianos separables en dos partes
exactamente resolubles, es posible consturir métodos expĺıcitos y, como veremos,
éstos son equivalentes a los obtenidos utilizando grupos de Lie.

2Diremos que un hamiltoniano es separable si puede ser escrito como suma de (en general

dos) partes exactamente solubles. Aunque la terminoloǵıa puede inducir a ello no hay que

confundir esta idea de separabilidad con la tradicional, aplicada a la ecuación de Hamilton-

Jacobi.



Chapter 3

Integradores Simplécticos

En nuestro estudio sobre integradores simplécticos nos centraremos básicamente
en los métodos expĺıcitos para hamiltonianos separables, utilizando técnicas
algebraicas. En este caṕıtulo plantearemos el problema a estudiar y veremos
expĺıcitamente cómo obtener algunos integradores simplécticos a órdenes bajos.
Comprobaremos que el uso de las técnicas de Lie no sólo simplifica el problema
sino que permite generalizar los resultados, de forma natural, a cualquier grupo
de Lie. Por tanto, los resultados podrán ser utilizados en problemas totalmente
distintos como puede ser en el estudio de la evolución de sistemas en el ámbito
de la Mecánica Cuántica, etc. Una vez definamos una forma de medir la eficien-
cia de un método a un determinado orden, expondremos las ĺıneas seguidas en
la búsqueda de los métodos más eficientes a cada orden, aśı como un resumen
de los resultados existentes. Analizaremos también el por qué de su buen fun-
cionamiento tanto en la conservación de las constantes del movimiento como
en el crecimiento lineal del error de las coordenadas. Terminaremos el caṕıtulo
con un breve estudio sobre el paso de integración variable.

3.1 Integradores Simplécticos a Primer Orden

Supongamos que nuestro hamiltoniano autónomo es separable en dos partes,

H = HA + HB, (3.1)

donde tanto HA como HB son exactamente solubles, o sea, sabemos evaluar las
TS, MA , MB, a que dan lugar. Es muy frecuente que los hamiltonianos sean
separables en su parte cinética y potencial. Cuando ello courra tomaremos por
convención HA = T (p) y HB = V (q).

Debemos tener presente que, a menos que fijemos las formas de HA y HB

los resultados que obtengamos serán generalizables a cualquier hamiltoniano
separable y cualquier grupo de Lie. El caso particular en que tengamos un po-
tencial dependiente del tiempo lo estudiaremos en el próximo caṕıtulo. A pesar

29
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de ello, anticipamos aqúı que para este caso, y puesto que nos encontramos en
el ámbito de la Mecánica Clásica, podremos hacer una extensión del espacio
fásico y considerar el tiempo como una coordenada. Con esto, podremos uti-
lizar los métodos que vamos a estudiar para hamiltonianos autónomos, pero
no podremos generalizar los resultados a otros grupos de Lie donde el tiempo
no pueda ser considerado como una coordenada (por ejemplo, en Mecánica
Cuántica).

Cuando nos planteamos estudiar la evolución de un sistema autónomo
vemos que debemos resolver el sistema de ecuaciones

ż = −LHz, (3.2)

cuya solución formal viene dada por

z(t) = e−(t−t0)LHz(t0) (3.3)

(de ahora en adelante tomaremos, sin pérdida de generalidad t0 = 0). Nor-
malmente no sabemos evaluar esta exponencial y, si nos quedamos sólo con
unos cuantos términos del desarrollo de Taylor, perdemos el deseado carácter
simpléctico de la transformación. Por otra parte, tanto el término de HA como
el de HB son exactamente solubles, por lo que somos capaces de evaluar de
forma exacta la actuación de eLHA y eLHB sobre las coordenadas (q, p). En
particular, si éstos se corresponden con la enerǵıa cinética y potencial, se tiene
que

eαLT

{
q
p

}
=

{
q − αdT

dp

p

}
; eβLV

{
q
p

}
=

{
q

p + β dV
dq

}
. (3.4)

El propósito de los integradores simplécticos consistirá, pues, en aproxi-
mar e−tLH por un producto de exponenciales exactamente solubles y que repro-
duzcan la solución exacta hasta un determinado orden. Como el producto de
TS es también una TS, vemos que estaremos dando un método a un determi-
nado orden y que al mismo tiempo preserva el carácter simpléctico. El primer
paso consistirá en dividir el intervalo [0, t] en N subintervalos y donde h = t/N
será el valor del paso de integración que se supondrá siempre pequeño. Aśı
pues, tendremos que e−tLH = (e−hLH )N y buscaremos cómo aproximar e−hLH

por un producto de exponenciales del tipo e−hA y e−hB que sea exacto hasta
un determinado orden en h, donde hemos considerado A ≡ LHA

, B ≡ LHB
.

Para tal fin será de gran utilidad la fórmula BCH donde

e−hBe−hA = e−hH, (3.5)

siendo
H = A + B +

h

2
[A,B] + ... ≡ LH̃ , (3.6)

donde no nos preocuparemos del problema de la convergencia, tomándola sim-
plemente como expresión formal (para más detalles al respecto de la fórmula
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BCH y sus propiedades ver los apéndices C y D). Vemos que H = LH +O(h),
o también que

e−hLH = e−hH +O(h2), (3.7)

con lo que reproducimos la solución exacta hasta primer orden en h, o sea,
estamos dando un método a primer orden que preserva el carácter simpléctico
(o equivalentemente un integrador simpléctico a primer orden). Algunas de
las principales cualidades de los integradores simplécticos son que el error en
enerǵıas se mantiene en promedio constante (pues estamos resolviendo de forma
exacta el hamiltoniano aproximado H) y el error en las coordenadas crece sólo
de forma lineal. Estos aspectos serán analizados con más detalle al final del
caṕıtulo.

En cambio, cuando consideramos los métodos tradicionales de integración,
como el de Euler a primer orden, se tiene que el error en la enerǵıa crece de
forma lineal (al igual que la mayoŕıa de las constantes del movimiento) y el error
en las posiciones y momentos lo hace de forma cuadrática. Éste un denominador
común de los métodos de integración no simplécticos.

Con la finalidad de entender mejor estos problemas vamos a estudiar un
ejemplo muy sencillo, pero que al mismo tiempo pone claramente de manifiesto
las propiedades de los integradores simplécticos. Éste será el comúnmente uti-

lizado oscilador armónico, H =
1
2
(p2 + q2). Sabemos que la solución exacta,

tras un paso de integración, viene dada por
{

q̄
p̄

}
=

(
cosh sinh
− sinh cosh

) {
q
p

}
. (3.8)

Si aplicamos el método de Euler (Taylor a primer orden) tendremos
{

q̄
p̄

}
=

(
1 h
−h 1

) {
q
p

}
, (3.9)

donde se observa que el determinante de la transformación vale (1 + h2) que
es mayor que la unidad y por tanto al sistema le estaremos aplicando una ex-
citación artificial que lo hará diverger. Otra forma de verlo consiste en observar
que

1
2
(p̄2 + q̄2) = (1 + h2)

1
2
(p2 + q2),

con lo que el valor de la enerǵıa va creciendo tras cada paso de integración,
y por tanto la trayectoria va situándose en órbitas crecientes. En cambio, si
aplicamos el integrador simpléctico (3.5) tendremos que

{
q̄
p̄

}
= e−hLV e−hLT

{
q
p

}
=

(
1− h2 h
−h 1

) {
q
p

}
, (3.10)

donde vemos que el determinante del jacobiano de la transformación vale 1 (que
es la condición de simplecticidad para matrices 2 × 2) y por tano, el volumen
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del espaico fásico permanecerá constante, como le ocurre a la solución real.
Además podemos comprobar que

1
2
(p̄2 + q̄2) +

h

2
p̄q̄ =

1
2
(p2 + q2) +

h

2
pq = cte, (3.11)

que se corresponde con una trayectoŕıa eĺıptica y cuya diferencia con la solución
circular exacta es del orden de magnitud de h. Esto es debido a que en (3.6) se
tiene que

H̃ = f(h)
(

1
2
(p̄2 + q̄2) +

h

2
p̄q̄

)
con f(h) = 1 +O(h2),

que se trata del hamiltoniano que realmente estamos resolviendo y por tanto
ésta será la constante de integración de nuestra solución aproximada.

En la Figura 3.1 representamos la trayectoria seguida por la solución
exacta para las condiciones iniciales p0 = 1, q0 = 0 (ĺınea continua), junto
a las trayectorias obtenidas utilizando el método de Euler (triángulos) y el

integrador simpléctico a primer orden (cuadrados), para h =
2π

20
, y en el que

también hemos representado la elipse (3.11).

Figura 3.1: Trayectoria exacta (ĺınea continua), obtenida con el método de
Euler (triángulos) y con el integrador simpléctico a primer orden (cuadrados) junto a
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la trayectoria eĺıptica (3.11) (ĺınea discontinua) .

Figura 3.2: Trayectoria exacta y la obtenida utilizando el método de Runge-
Kutta a orden 4 y h = 2π

10 al cabo de 100 peŕıodos (pentágonos). Representamos
también la trayectoria eĺıptica del integrador simpléctico a primer orden.

3.2 Órdenes Superiores

Este tipo de problemas que aparecen al utilizar el método de Euler siguen apare-
ciendo cuando se consideran métodos de integración no simplécticos, aunque
tomemos valores de h mucho más pequeños o se consideren métodos a órdenes
superiores. La única diferencia estará en que estos fenómenos se pondrán de
manifiesto a tiempos mucho mayores. En la Figura 3.2 representamos la solución
circular exacta junto con la obtenida con el método Runge-Kutta a orden 4

con las mismas condiciones iniciales y paso de integración h =
2π

10
(aunque el

paso de integración es mayor, debemos recordar que el método requiere cuatro
evaluaciones por paso, por lo que en realidad hemos duplicado el número de
evaluaciones por peŕıodo). Hemos representado la solución obtenida después de
haber integrado para 100 peŕıodos (pentágonos). Ahora, en cambio, tras cada
paso de integación se va perdiendo enerǵıa y los efectos se hacen patentes a
tiempos mayores.

El integrador simpléctico a primer orden presenta un gran integrés teórico
por su simplicidad, pero muy poco valor práctico por su poca precisión. Aśı
pues, se han desarrollado integradores simplécticos a órdenes superiores y con
eficiencias cada vez mayores.

El método posiblemente más conocido y utilizado a lo largo de muchos
años es el método a segundo orden llamado salto de rana (también conocido
como de Störmer o de Verlet). Cada paso de integración viene dado por
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e−hH2 ≡ e−
h
2
Ae−hBe−

h
2
A. (3.12)

Utilizando la fórmula BCH se observa que

H2 = A + B +
h2

24
{2[B, B, A]− [A,A, B]}+O(h3), (3.13)

trantándose, por tanto, de un método a segundo orden ya que

e−hLH = e−hH2 +O(h3). (3.14)

En cada paso de integración, por ser el método simétrico, se tiene que la
primera y última exponencial coinciden. Cuando el primer y último término son
del mismo tipo se dice que el método tiene la propiedad FSAL (First Same As
Last) y por tanto pueden aprovecharse resultados de un paso de integración para
el siguiente, ahorrando tiempo de cálculo. Esta propiedad queda claramente de
manifiesto cuando encadenamos los N pasos que queremos evaluar en la forma

e−tH2 = (e−hH2)N = e−
h
2
A(e−hBe−hA)Ne

h
2
A (3.15)

y en los puntos donde queremos sacar resultados intermedios se considera que
las dos últimas exponenciales de (3.15) son del mismo tipo y pueden combinarse
e−hAe

h
2
A = e−

h
2
A.

De (3.12) se ve que para un paso de integración hace falta evaluar una
vez e−hB y dos e−

h
2
A. Aśı pues, en principio, para un determinado problema,

se debeŕıa de identificar por B el operador más costoso de evaluar y por A
el menos. Pero analizando (3.15) vemos que para N pasos de integración, el
número de evaluaciones de eB es N mientras que el de eA es N + 1, por lo que
éste no tiene por qué ser un criterio para identificar a B con el operador de Lie
de una u otra parte del hamiltoniano. Un criterio más lógico seŕıa analizar el
término O(h2) de (3.13) y ver si hay mucha diferencia entre identificar B con
una parte del hamiltoniano u otra (si, utilizando algún criterio de comparación
se tiene que HA ¿ HB el error del método se reduciŕıa a la mitad tomando
B ≡ LHA

y A ≡ LHB
).

Para seguir adelante con nuestro estudio creemos interesante introducir
en este punto la siguiente notación: sea L(A,B) el álgebra de Lie libre generada
por A y B, que puede ser vista como el espacio vectorial formado por A, B y
todos sus conmutadores anidados independientes. Denotaremos por Lm(A,B)
el subespacio de L(A,B) generado por los conmutadores anidados de orden m
independientes (Lm(tA, tB) = tmLm(A,B)). Llamaremos c(m) la dimensión de
la subágebra libre, cuyos 8 primeros valores son 2, 1, 2, 3, 6, 9, 18, 30 (ver [91]) y
denotamos por {Em,i}c(m)

i=1 una base de Lm(A,B). Cuando fijemos la forma de A
y B a la dimensión actual de Lm(A,B) la denotaremos por d(m). Obviamente
d(m) ≤ c(m). Nuestra elección expĺıcita de la base, que adoptaremos a lo largo
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de toda esta primera parte, aśı como la conexión con otras posibles elecciones
de bases se encuentra en el apéndice B.

Seguidamente nos planteamos el problema de obtener órdenes superiores.
La forma de proceder consistirá en tomar

e−hH(m)
= e−ha1Ae−hb1B . . . e−hamAe−hbmB, (3.16)

donde utilizando la fórmula BCH (aqúı puede ser interesante el uso de progra-
mas algebraicos) se obtiene una expresión de la forma

H(m) =
∞∑

i=1

hi−1
d(i)∑

j=1

gi,jEi,j , (3.17)

siendo los gij expresiones polinómicas de los coeficientes ai, bi. Para obtener
un método a orden k ≥ 1 se debe cumplir que g1,1 = g1,2 = 1, que es conocida
como la condición de consistencia. De ahora en adelante simpre supondremos
que esta condición se satisface. Con esto, las condiciones que debemos imponer
a los coeficientes para obtener un método a orden k es que

g1,1 = g1,2 = 1 (3.18)
gi,j = 0 j = 1, . . . , d(i) ; i = 2, . . . , k.

Ruth [112] considera m = 3 en (3.16) (6 exponenciales) para resolver las
5 ecuaciones que se obtienen de (3.18) con k = 3, teniendo un parámetro libre.
Una solución que propone es

a1 =
7
24

; a2 =
3
4
; a3 = − 1

24
; b1 =

2
3
; b2 = −2

3
; b3 = 1. (3.19)

En realidad, Ruth obtiene este resultado utilizando funciones generatri-
ces, siendo Neri [98] el primero en reescribir el método como composición de
transformaciones de Lie. Koseleff [79] demuestra que utilizando sólo 5 expo-
nenciales en (3.16) no es posible obtener una solución real.

Si se pretende seguir este procedimiento para obtener un método a orden
4, habrá que resolver un sistema de 8 ecuaciones. Ruth [47], obtiene el sistema
de ecuaciones, el cual presenta un aspecto monstruoso. Primero lo resuelve
de forma numérica y finalmente consigue una expresión anaĺıtica. Independi-
entemente, Neri [98] obtiene un sistema considerablemente simplificado pero
no da ninguan solución, mientras que Candy y Rozmus [27] śı que consiguen
resolver un sistema parecido al que presenta Neri. Con todo esto es fácil enten-
der que intentar conseguir órdenes superiores siguiendo estos procedimientos
puede ser extremadamente complicado. Aśı pues, se han buscando ordena-
ciones especiales de las exponenciales en (3.16) que simplifiquen el problema de
la resolución del sistema de ecuaciones. El más popular ha sido la utilización
de ordenaciones simétricas, también llamadas formas polindrómicas, lo cual
conlleva una reducción notable de las ecuaciones a resolver.
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Sean Ai(t), i = 1, . . . , N un conjunto de operadores de Lie que sean
funciones pares del parámetro t, esto es Ai(−t) = Ai(t). Entonces se tendrá el
siguiente

Teorema 3.2.1 El producto simétrico, escrito en la forma

eC(t) =
N∏

i=1

etAi(t)
1∏

i=N

etAi(t), (3.20)

no contiene potencias pares de t en C(t).

Demostración Tomemos la inversa de (3.20)

e−C(t) = {
1∏

i=N

etAi(t)}−1{
N∏

i=1

etAi(t)}−1 =
N∏

i=1

e−tAi(t)
1∏

i=N

e−tAi(t) = eC(−t),

(3.21)
donde en el último paso se ha considerado que Ai(−t) = Ai(t). Entonces

C(−t) = −C(t) (3.22)

y por tanto no contiene potencias pares de t. 2

Corolario 3.1 El producto simétrico

e−C(h) = e−hamAe−hbmB . . . e−ha1Ae−hb1Be−ha1A . . . e−hbmBe−hamA.(3.23)

no contienen potencias pares de h en C(h).
Vemos que el método salto de rana (3.12) es simétrico y por tanto no

contendrá potencias pares de h. Denotémoslo de la siguiente forma

S2(h) = e−h 1
2
Ae−hBe−h 1

2
A = exp(−hα1 − h3α3 − h5α5 + . . .), (3.24)

donde α1 = A+B , α3 = 1
24{2[BBA]− [AAB]} , . . . Debido a esta propiedad

vemos que con sólo 3 exponenciales hemos sido capaces de cancelar todas las po-
tencias pares. Esta propiedad es el punto clave del elegante trabajo de Yoshida
[138] para obtener integradores simplécticos a ordenes pares. Se da cuenta que
el método a orden 4, tan costosamente obtenido por Ruth (aunque simplificado
por Forest), puede obtenerse de forma trivial tomando el siguiente producto
simétrico.

S4(h) = S2(x1h)S2(x0h)S2(x1h)
= exp(−h(x0 + 2x1)α1 − h3(x3

0 + 2x3
1)α3 − h5α̂5 + . . .).

Si x0 + 2x1 = 1 y x3
0 + 2x3

1 = 0 tendremos un método a orden 4. El sistema
tiene dos soluciones complejas y una real dada por

x0 =
−2

1
3

2− 2
1
3

; x1 =
1

2− 2
1
3

. (3.25)



3.2. ÓRDENES SUPERIORES 37

Con todo esto, el método a orden 4 vendrá dado por

e−hH4 = e−h 1
2
x1Ae−hx1Be−h 1

2
(x0+x1)Ae−hx0Be−h 1

2
(x0+x1)Ae−hx1Be−h 1

2
x1A

(3.26)
Se trata de un método a orden 4 con 7 exponenciales, coincidiendo con el

obtenido por Forest y Ruth [47] y por Candy y Rozmus [27]. Por la propiedad
FSAL, sólo necesita 3 evaluaciones de cada transformación de Lie por paso de
integración. Cuando lo comparamos con el tradicional método Runge-Kutta
a orden 4 vemos que éste necesita 4 evaluaciones por paso, con lo que no sólo
tenemos un integrador simpléctico sino que además requiere menos evaluaciones
por paso.

Siguiendo el trabajo de Yoshida, supongamos que se tiene un integrador
simpléctico a orden 2n, S2n, que es además simétrico, entonces es inmediato
construir

S2n+2(h) = S2n(z1h)S2n(z0h)S2n(z1h) (3.27)

y S2n+2 será un integrador simpléctico y simétrico a orden 2n+2 si z0 +2z1 = 1
y z2n+1

0 + 2z2n+1
1 = 0. Este sistema tiene 2n soluciones complejas y una real,

dada por

z0 =
−2

1
2n+1

2− 2
1

2n+1

; z1 =
1

2− 2
1

2n+1

. (3.28)

Aqúı es donde vemos que el número de exponenciales de ambos tipos, en
cada paso de integración siguiendo este proceso, necesarias para obtener un in-
tegrador simpléctico a orden 2n, es de 3n−1 . Estos resultados fueron obtenidos
de forma independiente, e incluso con anterioridad, por Suzuki [126, 127],
aunque en un contexto totalmente distinto (dentro del ámbito de la Mecánica
Cuántica). Posteriormente, Forest et al. [46] demuestran que los resultados de
Yoshida siguen siendo válidos si en vez del método salto de rana utilizado se
considera cualquier método simétrico (aunque el hamiltoniano sea separable en
más de dos partes exactamente solubles), puediéndose utilizar incluso métodos
impĺıcitos.

Con el propósito de disminuir el número de exponenciales en cada paso,
pero aprovechando el hecho que en S2 se cancelan todas las potencias pares
en h, lo que hace Yoshida es considerar integradores simétricos de la forma

Sm = S2(wmh) . . . S2(w1h)S2(w0h)S2(w1h) . . . S2(wmh) (3.29)

y busca el valor mı́nimo de m que nos da un integrador a orden 2k . Aśı pues, a
orden 6 obtiene para m = 3 tres conjuntos de valores. Koseleff [79] demuestra
que son las únicas soluciones reales, siendo todas las demás complejas. Koseleff
presenta w1 , w2 , w3 como función de w0 y éste se obtiene resolviendo una
ecuación del tipo f(w0) = 0 donde f es un polinomio de grado 39. Yoshida
obtiene también, para m = 7 , integradores a orden 8, dando 5 conjuntos de
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valores de los parámetros wi. McLachlan [91] comprueba la existencia de 100
conjuntos de soluciones, dando aquel que presenta mejor eficiencia en razón de
unos criterios que analizaremos en la siguiente sección.

3.3 Eficiencia de los Diferentes Métodos

En un principio se intentaba conseguir aquel método que, para un determinado
orden, necesitase el menor número de evaluaciones por paso. Pero, no neces-
riamente aquel método con menor coste por paso es el más eficiente, ya que
los coeficientes que dominan el error pueden tomar valores relativamente eleva-
dos. Aśı pues, parece lógico establecer unos criterios, suficientemente objetivos,
que nos permitan calcular la eficiencia de un método, o al menos comparar
su eficiencia con la de otros métodos del mismo orden. Naturalmente, no es
posible establecer un criterio que nos diga cuál es el método más eficiente para
todos los problemas. Esto es aśı ya que la eficiencia de un método dependerá
también del problema sobre el que se aplique (y por tanto del hamiltoniano).
Aqúı seguiremos el criterio habitualmente utilizado en la literatura [13, 84, 91]
y que parece el más lógico dentro del contexto en que nos movemos. Cuando se
utiliza un integrador simpléctico a orden k se está resolviendo, de forma exacta,
la evolución según un hamiltoniano que difiere del exacto en términos de orden
O(hk), esto es

Hk = A + B + hk
c(k+1)∑

i=1

gk+1,iEk+1,i +O(hk+1). (3.30)

Como queremos dar un criterio que sea independiente del hamiltoniano,
lo que se hace es dar el mismo peso a todos los elementos de la base Ek+1,i, y
se define el error como

E =

√√√√√
c(k+1)∑

i=1

g2
k+1,i . (3.31)

Vemos que la diferencia con la solución exacta es proporcional a hkE =
(hE1/k)k, entoces, dado un valor de E , para conseguir una determinada pre-
cisión en un intervalo unidad, el número de pasos h−1 es proporcional a E1/k y
el trabajo requerido es proporciona a mE1/k, donde m es el coste por paso y que
en nuestro caso podemos tomar como el número de evaluaciones de las trans-
formaciones de Lie de uno de los dos tipos. Entonces, definiremos la eficiencia
de un método a orden k por

Ef = mE1/k. (3.32)

Obsérvese que un método será, en principio, mejor cuanto menor sea su
eficiencia. McLachlan [91] no utiliza la definición (3.32) sino una equivalente.
Por otro lado, debemos resaltar que el valor de E dependerá de la base del
álgebra de Lie utilizada pero, en general y salvo excepciones puntuales, cuando
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comparamos dos métodos los resultados son, básicamente, independientementes
de la base escogida. En el Apéndice B presentamos la relación entre las compo-
nentes de los elementos del álgebra escritos en tres de las bases más utilizadas.
La relación entre los coeficientes es lineal y, al menos para los órdenes bajos,
suele ser bastante sencilla.

En vista de la definición (3.32) vemos que, si para un orden dado, se
aumenta el número de exponenciales del método, y por tanto el valor de m, es
posible reducir el valor de E , pudiéndose obtener un método más eficiente. La
filosof́ıa consiste en utilizar más exponenciales de las necesarias en la búsqueda
de un método a un determinado orden, con lo que se tendrá un sistema con
más variables que ecuaciones. Esto permite tener una libertad que puede ser
utilizada para minimizar el valor de E . Siguiendo esta técnica McLachlan y
Atela [88] dan métodos optimizados no simétricos a segundo y tercer orden y
McLachlan [91] lo extiende hasta orden 8 pero utilizando ya métodos simétricos.

3.4 Enerǵıa Cinética Cuadrática en Momentos

Analicemos con detalle el caso especial (pero al mismo tiempo altamente fre-
cuente) en que el hamiltoniano sea separable en su parte cinética y potencial,
y en el que la enerǵıa cinética sea cuadrática en momentos, esto es

H = T (p) + V (q) =
1
2
pT M−1p + V (q). (3.33)

Está claro que {T, V } es un polinomio de grado 1 en p, y que {V, T, V }
depende sólo de q. Entonces {V, V, V, T} = 0 y por tanto el álgebra de los
operadores de Lie asociados se verá simplificada ya que habrá nuevas relaciones
y/o anulaciones de ellos. Es fácil comprobar, en el caso unidimensional, que
para un elemento cualquiera, se cumple la siguiente relación

C = {. . . , V, T} = pnT−nV +1G(q), (3.34)

para nT −nV + 1 > 0, siendo nT , nV el número de T ’s y V ’s, respectivamente,
que contiene el corchete de Poisson, y G es una función que sólo depende de q.
Observamos que si C es tal que nT − nV + 1 = 0 entonces {V,C} = 0. Con
esto concluimos que si tenemos un corchete de Poisson anidado y empezamos
a contar el número de T ’s y de V ’s que contiene de derecha a izquierda, y en
algún momento se tiene nV = nT + 2 entonces el corchete total será nulo. Este
resultado es generalizable a más dimensiones. Con ésto se tiene que d(n) < c(n)
para n > 3, más en concreto los valores de d(n) son 2, 1, 2, 2, 4, 5, 10, 15 para
n = 1, . . . , 8.

Aśı pues, se han desarrollado métodos especiales para este tipo de hamil-
tonianos que mejoran considerablemente la eficiencia de los existentes. Éstos
suelen recibir el nombre de métodos Runge-Kutta-Niström (RKN) simplécticos
por la estrecha relación con este tipo de métodos, según veremos en el siguiente
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caṕıtulo. Teniendo esto en cuenta, McLachlan y Atela [88] obtienen un método
a orden 4 con 4 evaluaciones del operador fuerza por paso (mucho más eficiente
que el de Ruth a orden 4) y otro a orden 5 que necesita 6 evaluaicones por
paso. Recordamos que para obtener la eficiencia de estos métodos no hay que
considerar los coeficientes de los conmutadores que se anulan.

Por otro lado, como {V, T, V } es una función de q podemos considerar el
operador de Lie

Ca,b = aB + h2b[B,A, B], (3.35)

cuya transformación de Lie asociada sabemos evaluar de forma exacta. La
actuación sobre las variables del espacio fásico viene dada por

qfi = e−hCa,bq0i = q0i (3.36)

pfi = e−hCa,bp0i = p0i − ha
∂V

∂qi

∣∣∣∣
q=q0

+ bh3
∑

j

2(M−1)ij
∂V

∂qi

∂2V

∂qi∂qj

∣∣∣∣∣
q=q0

.

Vemos que aqúı hace falta evaluar las derivadas segundas del potencial.
A pesar de ello, el tiempo de cálculo no suele incrementarse de forma excesiva
debido a que , en muchos casos, parte de los resultados obtenidos en el cálculo
de la derivada del potencial puede ser reutilizado para calcular el Hessiano. Aśı
pues, en (3.16) podemos sustituir las exponenciales del tipo e−hbiB por las más
generales e−hCbi,ci que contienen como caso particular a las anteriores y además
nos permiten introducir dos parámetros con una sola exponencial. La forma en
que aparecen los nuevos parámetros contribuirá a la obtención de ecuaciones
más sencillas. El propio Ruth [112] ya propuso el siguiente método a orden 3

e−hH3 = e−hCb,ce−haAe−h(1−b)Be−h(1−a)A, (3.37)

donde a =
1
4

, b = − 1
48

, c =
2
3
. Koseleff [79, 80] propone el siguiente método

simétrico a orden 4

e−hH4 = e−hCa1,b1e−
h
2
Ae−hC(1−2a1),b2e−

h
2
Ae−hCa1,b1 . (3.38)

Considerando que Cα,β(−h) = Cα,β(h) será aplicable el Teorema 3.2.1 y
por tanto H4 no contendrá potencias impares en h (obsérvese el factor h que
multiplica a H4). Aśı pues, es fácil comprobar que

H4 = A+B+
h2

24
{(6a−1)[A,A, B]+(12a2−12a+2+24(b2+2b1))[B,B, A]}+O(h4),

(3.39)

y si a =
1
6

se obtiene

H4 = A + B +
h

24
(
1
3

+ 24(b2 + 2b1))[B, B, A]}+O(h4), (3.40)
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luego, para obtener un método a orden 4 se debe cumplir que b2 + 2b1 = − 1
72 .

Koseleff propone la solución con b1 = 0 por lo que el valor correcto para el
otro coeficiente será b2 = − 1

72 . Teniendo en cuenta la propiedad FSAL el
método necesitará dos evaluaciones del operador fuerza (una de ellas con el
potencial modificado). Con estos coeficientes, el error del método viene dado
por E1/4 = 0.1635 siendo su eficiencia, sorprendentemente, mejor que la de
McLachlan citada anteriormente. Koseleff presenta el método para un valor
particular de b1 y sin analizar la eficiencia. Hemos estudiado el valor de E en
función de b1 bajo la restricción b2 + 2b1 = − 1

72 y hemos encontrado el mı́nimo
para b1 = 1

1008 y E1/4 = 0.1562. Se mejora sensiblemente el valor del error
a cambio de tener que considerar dos potenciales modificados, por lo que, en
general, no mejorará la eficiencia.

A la vista de los buenos resultados que presenta el método (3.38) nos
hemos planteado también el siguiente método simétrico

e−hH′
4 = e−haAe−hC1/2,be−h(1−2a)Ae−hC1/2,be−haA, (3.41)

donde

H ′
4 = A + B +

h

24
{(12a2− 12a + 2)[A,A, B] + (6a− 1 + 48b)[B,B,A]}+O(h4),

(3.42)

luego, si a =
1
2
± 1

2
√

3
y b = 1

8(1
6 −a) obtenemos un método a orden 4. Además

de no tener el grado de libertad que teńıamos anteriormente, comprobamos que
su eficiencia es también algo peor.

3.5 Conservación de las Constantes del Movimiento

Según hemos visto, cuando se utiliza un integrador simpléctico a orden n lo que
se hace es resolver de forma exacta la evolución del sistema, pero no a través
del hamiltoniano H sino de uno ligeramente perturbado H = H + εH1, donde
ε = hn y H1 = H0

1 + hH1
1 + h2H2

1 + . . . Si lo que realmente se quiere es obtener
una información cualitativa del comportamiento del sistema, es de esperar que,
si εH1 es suficientemente pequeño, el sistema evolucionará de forma muy similar
tanto para H como para H.

Consideremos ahora que el sistema tiene m constantes del movimiento
independientes, Ji , i = 1, . . . ,m, por lo que estas Ji tendrán corchete de Pois-
son nulo con el hamiltoniano, {H, Ji} = 0. Como se está resolviendo de forma
exacta la evolución según el hamiltoniano H, tendremos que las constantes del
movimiento, en general, dejarán de serlo pues no tendrán corchete nulo, en
principio, con el nuevo hamiltoniano. No obstante, se tiene que

{H, Ji} = {H +O(hn), Ji} = O(hn). (3.43)

Vemos pues que las Ji, salvo excepciones, no serán constantes del movimiento
pero discreparán de ser tales en el mismo orden en que lo hace la enerǵıa.
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3.6 Crecimiento Lineal del Error en Posiciones

Es muy frecuente decir que el error de las coordenadas crece de forma lineal
cuando se utiliza un integrador simpléctico ya que el error promedio en enerǵıas
permanece constante. No obstante, todos los errores tienen una primera fase de
crecimiento lineal con el tiempo previo a un crecimiento cuadrático o superior.
A pesar de ello, en todos los ejemplos que aparecen en la literatura [55, 70, 119]
se aprecia un crecimiento perfectamente lineal en todos los rangos de tiempos
estudiados, lo cual no deja de ser un poco sorprendente. En esta sección re-
alizaremos un estudio del error que nos permita ver dónde se encuentra este
crecimiento cuadrático y por qué no se observa en los ejemplos estudiados. Aśı
pues, denotamos por zf la solución exacta del sistema al cabo de un cierto
tiempo t, y por z̃f la solución aproximada obtenida utilizando un integrador
simpléctico, esto es

z̃f = e−t(LH+εLH1
)z0. (3.44)

Para poder comparar con la solución exacta parece lógico tomar la fac-
torización

e−t(LH+εLH1
) = MIe

−tLH , (3.45)

y analizar cuánto vale MI . Pero, según veremos en el primer caṕıtulo de la
segunda parte, el desarrollo de Kumar aplicado al hamiltoniano H = H + εH1

nos dice que
e−t(LH+εLH1

) = . . . eε2LH̄2eεLH̄1e−tLH , (3.46)

con

H̄1 = −
∫ t

0
e−τLH H1dτ (3.47)

H̄2 =
1
2

∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2{e−t2LH H1, e

−t1LH H1}.

Si H da lugar a un movimiento regular acotado es de esperar que e−τLH H1

permanezca en promedio constante. Luego H̄1 tendrá un crecimiento lineal con
el tiempo y H̄2 crecerá de forma cuadrática, esto es, H̄1(t) = tĤ1 y H̄2(t) =
t2Ĥ2.

Por otro lado, considerando que la actuación de las transformaciones
simplécticas es de izquierda a derechas tendremos que

z̃f = . . . eε2LH̄2eεLH̄1e−tLH z0 = e−tLH z̃0(t), (3.48)

o sea, es como si resolviésemos el sistema de forma exacta pero con unas
condiciones iniciales ligeramente distintas, obtenidas por una transformación
simpléctica dependiente del tiempo. Si ahora hacemos un desarrollo de Taylor
en términos de potencias de ε vemos que

z̃f = zf +
(
tεLĤ1

+ t2ε2LH′
2
+O(ε2)

)
zf , (3.49)
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con H ′
2 distinta de Ĥ2 ya que contiene más términos. Aqúı es donde apreciamos

claramente el crecimiento cuadrático en el tiempo y el por qué no se aprecia
este comportamiento en la práctica. El término cuadrático tendrá importancia
frente al lineal cuando t2ε2 ∼ tε, esto es, tε ∼ 1, situación en la cual el error en
las coordenadas es del orden de magnitud de las propias coordenadas, cosa que
no interesa cuando se pretende obtener resultados cuantitativos.

En cambio, cuando se utiliza un integrador no simpléctico se tiene que la
solución aproximada presenta el desarrollo formal

z̃f = zf + tεG1 + t2εG2 + . . . (3.50)

(recordando que para un método a orden n se tiene ε = hn). Con esto ob-
servamos que a tiempos muy grandes un integrador simpléctico a orden n se
comportará como uno no simpléctico a orden 2n − 1, y de ah́ı su buen fun-
cionamiento.

3.7 Paso de Integración Variable

Los integradores simplécticos estudiados hasta el momento han sido desarrol-
lados para ser aplicados con paso de integración constante. A pesar del ele-
vado número de evaluaciones que suelen necesitar por paso de integración, han
demostrado ser altamente eficientes cuando son comparados con métodos no
simplécticos que utilicen también paso de integración constante. En cambio,
muchos métodos no simplécticos suelen venir implementados con paso de in-
tegración variable. Este hecho suele mejorar la efectividad de los métodos e
incluso los hace preferibles, en muchos casos, a los integradores simplécticos
para tiempos relativamente elevados.

Se han realizado diferentes trabajos analizando el comportamiento de los
integradores simplécticos cuando son implementados con un paso de integración
variable [19, 55, 123, 139]. En estos trabajos se concluye que los integradores
simplécticos mejoran la efectividad a tiempos cortos, pero pierden sus buenas
cualidades a tiempos largos. Esto es, el error en la enerǵıa aumenta de forma
lineal, en las posiciones lo hace de forma cuadrática, etc., en el mismo modo
que los integradores no simplécticos.

La explicación de esta pérdida de las propiedades es fácil de entender.
Cuando aplicamos un integrador simpléctico (IS) a orden k para un paso de
integración h1, estamos resolviendo de forma exacta el hamiltoniano

H̃ = H + hk
1Hk+1 +O(hk+1

1 ), (3.51)

donde por Hk+1 indicamos una combinación lineal de corchetes de Poisson de
orden k + 1. Si en el siguiente paso de integración cambiamos h1 por h2 = αh1

estaremos resolviendo la evolución de forma exacta para el nuevo hamiltoniano

H̃ = H + hk
1(α

kHk) +O(hk+1
1 ). (3.52)
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Esto seŕıa equivalente a aproximar el hamiltoniano autónomo H por un
hamiltoniano dependiente del tiempo H = H +H1(t), y cuya dependencia tem-
poral seŕıa una función escalón. Como los sistemas no-autónomos no conservan
la enerǵıa, ésta seŕıa la razón por la cual el error en la enerǵıa crece de forma
lineal, a pesar de que el método sea simpléctico.

Como H1 tiene una dependencia temporal lo podremos escribir (tomándolo
en promedio) en la forma H1 = H0

1 + tH1
1 + t2H2

1 + . . . y en el cálculo del er-
ror en posiciones se tendrá que el crecimiento cuadrático aparecerá ya a orden
n + 1. No obstante, recientemente han aparecido diferentes trabajos en los que
se analiza una forma especial de la variación del paso de integración. En ellos
se toma la transformación del tiempo t = g(q,p)τ para diferentes formas de
la función g, y estudian cómo se ven modificadas las ecuaciones de evolución.
Los resultados obtenidos son muy interesantes y ésta parece una buena ĺınea a
seguir [21, 59, 64, 94].



Chapter 4

Conexión con los Métodos

Runge-Kutta

Posiblemente, los métodos numéricos de integración más conocidos y utilizados
a lo largo de la historia sean los métodos Runge-Kutta (RK) (en especial el
método a orden 4). Como se comentó en el caṕıtulo anterior, estos populares
métodos no preservan, en general, el carácter simpléctico cuando son aplicados
a sistemas hamiltonianos. Los métodos RK a un determinado orden vienen
caracterizados por unos tableros de coeficientes. Estos coeficientes son elegidos
de tal manera que el método coincida con el desarrollo de Taylor hasta el orden
deseado (se evita el cálculo de derivadas de las funciones). En este punto es
donde se aprecia que los métodos RK no son simplécticos porque en el proceso
de cálculo de los coeficientes no se ha tenido en cuenta esta propiedad. Aśı
pues, de forma independiente y casi simultánea Sanz-Serna [115], Lasagni [82]
y Suris [125] obtuvieron las condiciones que deben cumplir estos coeficientes
para que los métodos RK preserven el carácter simpléctico. A raiz de ello se
comprobó que la famı́lia de métodos impĺıcitos de Gauss-Legendre eran todos
simplécticos. A pesar que los métodos impĺıcitos peresentan, en general, muy
buena estabilidad [130], de normal es más interesante disponer de métodos
expĺıcitos.

Cuando el hamiltoniano es separable, H = HA + HB, es posible utilizar
dos métodos simplécticos aplicados a cada una de los hamiltonianos. Debido a
las condiciones que deben cumplir los coeficientes de los métodos para preser-
var la simplecticidad, al menos uno de los métodos tiene que ser impĺıcito,
pero combinados adecuadamente pueden dar lugar a un método simpléctico
y expĺıcito. Este tipo de métodos reciben el nombre de Partitioned-Runge-
Kutta (PRK). Cuando la enerǵıa cinética es cuadrática en momentos, p.e.
H = 1

2pT M−1p + V (q, t), es posible utilizar unos métodos especiales y más
eficientes en general. Se trata de métodos expĺıcitos que reciben le nombre de
Runge-Kutta-Niström (RKN). En los últimos años ha habido un gran interés en
la búsqueda de nuevos y más eficientes métodos PRK y RKN. Para tal finalidad

45
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se han utilizado técnicas muy distintas a las del caṕıtulo anterior, con el objetivo
de obtener las condiciones que deben de satisfacer los coeficientes de los tableros
[119]. Estas técnicas suelen llevar a un número mayor de ecuaciones que las que
se deducen de forma directa utilizando grupos de Lie. Esto hace que sea nece-
sario buscar cuáles de esas ecuaciones son redundantes. Recientemente se ha
probado que es posible obtener los mismos resultados que los conseguidos con
transformaciones de Lie, pero utilizando tableros de coeficientes y utilizando el
lenguaje de árboles [96].

En este caṕıtulo haremos un pequeño repaso de los métodos RK, especial-
mente de los métodos expĺıcitos y simplécticos PRK y RKN. Comprobaremos
que estos métodos son equivalentes a los obtenidos utilizando grupos de Lie, por
lo que podremos reescribirlos como productos de Transformaciones de Lie. Esto
nos permitirá comparar, utilizando un único criterio, la eficiencia de los métodos
obtenidos de estas dos formas. Segidamente introduciremos los métodos adjun-
tos, veremos lo sencillo que es trabajar con ellos utilizando transformaciones de
Lie, aśı como su utilidad en la obtención de órdenes superiores.

Los métodos PRK y RKN vienen dados para hamiltonianos dependientes
del tiempo en la forma H = T (p) + V (q, t). En este caṕıtulo veremos también
cómo aplicar los resultados correspondientes a los grupos de Lie del caṕıtulo
anterior a este tipo de hamiltonianos sin tener la necesidad de incrementar la
dimensión del espacio fásico cada vez.

4.1 Métodos RK

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ẏ = F (y, t), (4.1)

donde y ∈ <d y F : <d × < → <d, y que pretendemos resolver de forma
numérica. Un método RK de s pasos viene determinado por el siguiente tablero
de coeficientes constantes reales

c1
...
cs

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1s
...

. . .
...

as1 . . . ass∣∣∣ b1 · · · bs

(4.2)

donde bi son los pesos, con
∑s

i=1 bi = 1 y ci =
∑i

j=1 aij , i = 1, . . . , s. Si
denotamos por yn la aproximación en el tiempo tn al valor exacto y(tn), el
algoritmo de cálculo que nos da la solución aproximada yn+1 en tn + h se
obtiene calculando
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Yi = yn + h
s∑

j=1

aijF (Yj , tn + cjh), (4.3)

para i = 1, . . . , s, donde Yi son los llamados pasos internos, y de aqúı

yn+1 = yn + h
s∑

i=1

biF (Yi, tn + cih). (4.4)

Observando la ec.(4.3) vemos que el método será expĺıcito si aij = 0 para
i ≤ j. Diremos que el método es diagonalmente impĺıcito si aij = 0 para i < j.

4.1.1 Método PRK

Supongamos que en (4.1) podemos escrivir y = (q, p) donde q ∈ <c , p ∈ <d−c

y se tenga que

q̇ = g(p) (4.5)
ṗ = f(q, t),

entonces se puede utilizar un método RK para resolver la ecuación de q̇ y otro
distinto para la de ṗ. Aśı pues, harán falta dos tableros

C1
...
Cs

∣∣∣∣∣∣∣

A11 . . . A1s
...

. . .
...

As1 . . . Ass∣∣∣ B1 · · · Bs

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1s
...

. . .
...

as1 . . . ass∣∣∣ b1 · · · bs

(4.6)

siendo el algoritmo de cálculo

Pi = pn + h
s∑

j=1

aijf(Qj , tn + Cjh)

Qi = qn + h
s∑

j=1

Aijg(Pj) (4.7)

para i = 1, . . . , s y

pn = pn + h
s∑

i=1

bif(Qi, tn + Cih)

qn = qn + h
s∑

i=1

Big(Pi). (4.8)

Podemos comprobar facilmente que si aij = 0 para i ≤ j y Aij = 0 para
i < j se tiene que, a pesar de que el tablero para las Aij es diagonalmente
impĺıcito, el método en su totalidad es realmente expĺıcito.
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4.1.2 Método RKN

Este método es utilizado para resolver de forma numérica ecuaciones del tipo

q̈ = f(q, t), (4.9)

o equivalentemente

q̇ = p (4.10)
ṗ = f(q, t).

El tablero de coeficientes toma una forma un poco especial

γ1
...
γs

∣∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1s
...

. . .
...

αs1 . . . αss∣∣∣ β1 · · · βs∣∣∣ b1 · · · bs

(4.11)

y el esquema de resolución viene dado por

Qi = qn + hγip
n + h2

s∑

j=1

αijf(Qj , tn + γjh) (4.12)

para i = 1, . . . , s y

pn+1 = pn + h
s∑

i=1

bif(Qi, tn + γih) (4.13)

qn+1 = qn + hpn + h2
s∑

i=1

βif(Qi, tn + γih).

Observamos también que si αij = 0 para i ≤ j se tiene un método
expĺıcito. En realidad, el método RKN no es mas que un caso especial de
los PRK, estando sus coeficientes relacionados por

βi =
s∑

j=1

Bjaij ; γi =
s∑

j=1

Aij ; αi,j =
s∑

k=1

Ai,kakj ; i, j = 1, . . . , s,

(4.14)
coincidiendo en ambos el valor de los bi. El considerar por separado los métodos
RKN es debido a que, como la dependecia de q̇ con p es lineal se tendrá que
el número de ecuaciones a resolver para obtener los coeficientes será menor, de
igual forma a como ocurŕıa en el caṕıtulo anterior, donde {V, V, V, T} = 0 para
T = 1

2pT Mp. Aśı pues, tendremos que los métodos RKN serán, en general, más
eficientes que los PRK cuando los apliquemos a la ec. (4.9).
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4.2 Métodos RK Simplécticos

Imponiendo la condición de simplecticidad Sanz-Serna, Lasagni y Suris, de
forma independiente, obtuvieron que un método RK será simpléctico si los
coeficientes cumplen la condición

biaij + bjaji − bibj = 0 i, j = 1, . . . , s. (4.15)

Más en concreto, Lasagni prueba que esta condición es esencialmente
necesaria (ver [119]). Vemos que (4.15) conlleva que el método tenga que ser
impĺıcito. Por otro lado, ésta nos permite comprobar que los métodos de Gauss
(los únicos que con sólo s pasos son de orden 2s) son simplécticos. Aśı pues, a
orden 2 se tiene (s = 1)

∣∣∣ 1
2

| 1

que es el método impĺıcito del punto medio y a orden 4 (s = 2)

∣∣∣∣∣
1
4

1
4 −

√
3

6
1
4 +

√
3

6
1
4∣∣∣ 1

2
1
2

4.2.1 Métodos PRK Simplécticos

Las condiciones que deben cumplir los coeificientes para que el método sea
simpléctico son

biAij + Bjaji − biBj = 0 i, j = 1, . . . , s. (4.16)

Estas condiciones hacen que los tableros (4.6) tomen la forma
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0
b1 0

b2
. . .

...
...

...
. . .

b1 b2 bs−1 0∣∣∣ b1 · · · bs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B1 0 · · · 0
B1 B2 0

. . .
...

...
...

. . . 0
B1 B2 Bs−1 Bs∣∣∣ B1 · · · Bs

(4.17)

Si aplicamos este método al hamiltoniano H = T (p) + V (q) vemos que
en (4.5) se tiene que g = ∇pT y f = −∇qV y el algoritmo (4.7) y (4.8) se
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puede escribir en la forma (donde ∇ es el operador derivada respecto de la
componentes indicadas en el sub́ındice)

Q0 = qn, P1 = pn

for i = 1, . . . , s

Qi = Qi−1 + hBig(Pi) (4.18)
Pi+1 = Pi + hbif(Qi)

qn+1 = Qs, pn+1 = Ps+1.

Una forma simplificada de representar los tableros (4.17) es

(b1, . . . , bs)[B1, . . . , Bs]. (4.19)

Por otro lado, si nos fijamos en el algoritmo (4.18) vemos que es equiva-
lente a la siguiente composición de transformaciones de Lie

e−hB1LT e−hb1LV . . . e−hBsLT e−hbsLV , (4.20)

con lo que vemos que (4.19) y (4.20) son dos formas de representar el mismo inte-
grador simpléctico. Aqúı queda claramente de manifiesto que los integradores
simplécticos pueden ser considerados como métodos RK. Resulta interesante
comprobar que el método a orden 4 obtenido por Ruth [112] y Candy-Rozmus
[22], y reescrito como composición de transformaciones de Lie por Neri [98],
Forest [47] y Yoshida [138], fue deducido también, de forma independiente por
Okunbor y Skeel [99] utilizando tableros, dando

(ω, ν, ω, 0)[
ω

2
,
ω + ν

2
,
ω + ν

2
,
ω

2
], (4.21)

donde ω =
2 + 21/3 + 2−1/2

3
, ν = 1− 2ω.

Por otro lado, y como veremos más adelante, el trabajar con los grupos
de Lie permite una manipulación de los métodos y una generalización de los
resultados a otros tipos de problemas que no es nada trivial de realizar con el
uso de tableros.

4.2.2 Métodos RKN Simplécticos

Las condiciones que deben cumplir los coeficientes para que el método sea
simpléctico son

βi = bi(1− γi) i = 1, . . . , s (4.22)
bi(βi − αij) = bj (βi − αji) i, j = 1, . . . , s. (4.23)

Teniendo en cuenta estas condiciones, el tablero (4.11) toma la siguiente
forma
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γ1

γ2
...
γs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0
b1(γ2 − γ1) 0

...
. . .

...
b1(γs − γ1) bs(γs − γ2) · · · 0∣∣∣ b1(1− γ1) · · · bs(1− γs)∣∣∣ b1 · · · bs

que se trata de un método expĺıcito. Como se ha comentado, el método RKN
es un caso particular del PRK, y por tanto puede ser expresado como éste en
la forma dada en (4.19) dando [119]

(b1, . . . , bs, 0)[γ1 − γ0, γ2 − γ1 . . . , γs+1 − γs], (4.24)

donde γ0 = 0 , γs+1 = 1. Teniendo en cuenta la relación entre (4.19) y (4.20)
vemos que el método RKN es equivalente a la composición de transformaciones
de Lie

e−h(γ1−γ0)LT e−hb1LV e−h(γ2−γ1)LT . . . e−hbsLV e−h(γs+1−γs)LT . (4.25)

No sólo hemos comprobado que los métodos PRK y RKN expĺıcitos y
simplécticos son equivalentes a los obtenidos utilizando transformaciones de
Lie, sino que hemos visto cómo, de forma inmediata, podemos representar un
método de una u otra forma.

Utilizando la misma idea de McLachlan y Atela [88], que consiste en
utilizar más variables que ecuaciones, con la finalidad de poder minimizar los
coeficientes que dominan el error, Calvo y Sanz-Serna [19, 119] obtienen un
método RKN a orden 4 optimizado. Consideran dos parámetros más de los
necesarios y el criterio para minimizar es también distinto del considerado en
el caṕıtulo anterior, ya que no utilizan grupos de Lie. El método que dan, para
un paso de integración, se puede escribir como

e−hb1LV e−h(γ2−γ1)LT e−hb2LV e−h(γ3−γ2)LT . . . e−h(γ5−γ4)LT e−hb5LV , (4.26)

donde

b1 = 0.061758858135626325 γ1 = 0
b2 = 0.338978026553643355 γ2 = 0.205177661542286386
b3 = 0.614791307175577566 γ3 = 0.608198943146500973
b4 = −0.140548014659373380 γ4 = 0.487278066807586965
b5 = 0.125019822794526133 γ5 = 1.

(4.27)

Se trata pues, de un método que necesita 4 evaluaciones de la fuerza por
paso (debido a la propiedad FSAL). Una vez escrito el método como producto
de transformaciones de Lie podemos evaluar la eficiencia del mismo utilizando
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el criterio (3.32) dando Ef = 4E1/4 = 0.4764 . Si consideramos el método de
McLachlan y Atela [88], el cual está formado por 8 exponenciales (4 evalua-
ciones de la fuerza), comprobamos que su eficiencia vale Ef = 4E1/4 = 0.5086 .
Vemos pues, que sus eficiencias son muy parecidas y por tanto, en general,
dará igual utilizar un método u otro. Aqúı vemos la importancia que tiene el
poder escribir diferentes métodos (obtenidos utilizando técnicas distintas) en
una misma forma, ya que podemos evaluar sus eficiencias con un único criterio.

A orden 5 Okunbor y Skeel [100] obtienen 4 métodos RKN, que necesitan
5 evaluaciones de la fuerza por paso, utilizando las técnicas desarrolladas con
tableros de coeficientes. Las eficiencias de estos métodos son: para dos de ellos
se tiene Ef = 5E1/5 = 1.808 y para los otros dos Ef = 5E1/5 = 1.677 . Por otro
lado, con anterioridad, McLachlan y Atela [88] ya hab́ıan obtenido un método a
orden 5 optimizado, utilizando 6 evaluaciones de la fuerza por paso. La eficien-
cia que presenta el método es Ef = 6E1/5 = 0.9840, siendo ésta bastante mejor.
Posiblemente, éste sea el integrador simpléctico más eficiente que se conoce a
orden 5. Por tanto será el que tengamos en cuenta más adelante para comparar
con nuestros métodos a orden 5, obtenidos utilizando unas técnicas diferentes
(que presentaremos en el caṕıtulo siguiente) y que mejoran la efectividad.

Finalmente, a orden 6 se conocen los 16 conjuntos de coeficientes obtenidos
por Okunbor y Skeel [100] utilizando una composición simétrica, que necesita
7 evaluaciones del operador fuerza por paso. McLachlan [91] comprueba la
no existencia de más soluciones reales, chequea la efectividad de todos ellos y
reproduce, con más cifras significativas, aquel que presenta mejor efectividad,
siendo ésta Ef = 7E1/6 = 1.0345.

4.3 Métodos Adjuntos

Dado un método Ψ(tf , t0), que nos da el estado final del sistema en tf a partir
de las condiciones iniciales en t0, su adjunto, Ψ̄, se define como [119]

Ψ̄(tf , t0) = Ψ−1(t0, tf ), (4.28)

luego
Ψ̄(t0, tf )Ψ(tf , t0) = Ψ(t0, tf )Ψ̄(tf , t0) = I, (4.29)

donde I es la transformación identidad. Los métodos adjuntos de los inte-
gradores simplécticos juegan un papel muy importante dentro del estudio de
los integradores simplécticos, por lo que se les ha dedicado una especial atención
[10, 108, 119]. Los coeficientes āij , b̄j del tablero de un método adjunto están
relacionados con los del método por

āij = bs+1−j − as+1−i,s+1−j , b̄j = bs+1−j . (4.30)

Vemos que se trata de relaciones poco confortables para trabajar con ellas.
Una vez estudiada la relación entre los métodos PRK y las transformaciones de
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Lie veremos la forma, especialmente sencilla, que toman los métodos adjuntos
utilizando estas últimas. Además, comprobaremos lo sencillo que puede resultar
trabajar con ellos, aśı como estudiar sus propiedades y componerlos con otros
métodos.

Supongamos que trabajamos con hamiltonianos autónomos y tomamos
t = tf − t0, luego, podemos escribir (4.28) como

Ψ̄(t) = Ψ−1(−t). (4.31)

Sean Ai(h) , i = 1, 2, . . . , n un conjunto de operadores de Lie que sean
funciones pares de h, esto es Ai(−h) = Ai(h), entonces se tiene el siguiente

Teorema 4.3.1 Dado el método

Ψ(h) = ehA1(h) . . . ehAn(h) (4.32)

para un hamiltoniano autónomo su adjunto es

Ψ̄(h) = ehAn(h) . . . ehA1(h). (4.33)

Demostración: La demostración es inmediata, basta con aplicar la
definición (4.31) y considerar que Ai(−h) = Ai(h)

Ψ̄(h) = Ψ−1(−h) = (e−hA1(h) . . . e−hAn(h))−1 = ehAn(h) . . . ehA1(h). 2 (4.34)

Corolario 4.1 Dado el metodo

Ψ(h) = eha1Aehb1B . . . ehanAehbnB, (4.35)

su adjunto es
Ψ̄(h) = ehbnBehanA . . . ehb1Beha1A. (4.36)

El siguiente paso consistirá en ver si el adjunto es también un integrador
simpléctico, de qué orden y su diferencia con el método. Para ello tenemos, con
las mismas consideraciones que antes, el siguiente

Teorema 4.3.2 Consideremos el método de orden N

Ψ(h) = ehA1(h) . . . ehAn(h) = ehLH+hN+1α+O(hN+2), (4.37)

donde α es una combinación lineal de conmutadores de operadores de orden
N + 1 y Ai(−h) = Ai(h). Entonces, se tiene que su adjunto es también un
método de orden N .
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Demostración: Aplicando la definición de operador adjunto (4.31) a
(4.37) se tiene que

Ψ̄(h) = Ψ−1(−h) =
(
e−h(A+B)+(−)N+1hN+1α+O(hN+2)

)−1

= eh(A+B)+(−)NhN+1α+O(hN+2). 2 (4.38)

De estos Teoremas se deducen varios Corolarios

Corolario 4.2 El adjunto del adjunto de un método es el propio método.

Corolario 4.3 Si la composición (4.32) es simétrica, el adjunto coincide
con el propio método, recibiendo el nombre de autoadjunto.

Corolario 4.4 Los métodos Φ1(h) = Ψ̄(h/2)Ψ(h/2) y Φ2(h) = Ψ(h/2)Ψ̄(h/2)
son métodos simétricos, autoadjuntos y además

1. Si Ψ es de orden 2N entonces Φ1(h) y Φ2(h) son también de orden
2N y no contienen potencias pares de h.

2. Si Ψ es de orden 2N − 1 entonces Φ1(h) y Φ2(h) son de orden 2N y
no contienen potencias pares de h. Además si

Ψ(h) = exp(−hLH + h2N−1α1 + h2Nα2 +O(h2N+1)), (4.39)

entonces

Φ1(h) = exp

[
−hLH +

(
h

2

)2N (
α2 +

1
2
[LH , α1]

)
+O(h2N+2)

]

Φ2(h) = exp

[
−hLH +

(
h

2

)2N (
α2 − 1

2
[LH , α1]

)
+O(h2N+2)

]
.

(4.40)

Es interesante observar que si Ψ = e−hBe−hA entonces Φ1 se corresponde
con el método salto de rana (3.12) y Φ2 coincide con éste sin mas que cambiar
A por B. De igual forma, si tomamos por Ψ el método a orden 3 de Ruth [112]
obtenemos que Φ1 y Φ2 serán métodos a orden 4, necesitando 5 evaluaciones
del operador fuerza por paso (Φ1 ha sido deducido por Sanz-Serna [119] de esta
forma).

Una vez visto esto, comprobamos que el obtener métodos RKN a orden
6 es inmediato. Podemos tomar los métodos a orden 5 de Okunbor y Skeel y
componerlos con sus adjuntos (en realidad hay que considerar sólo 2 de los 4
conjuntos de soluciones, ya que los otros dos se corresponden con sus adjutos, y
de ah́ı que tuviesen la misma eficiencia). Con esto podemos conseguir 4 métodos
a orden 6 que necesitan 10 evaluaciones de la fuerza por paso. La eficiencia de
estos métodos podŕıa ser mejor que los expĺıcitamente obtenidos para este orden
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con 7 evalucaciones por paso. Otros 2 métodos a orden 6 los podemos obtener
a partir del método a orden 5 optimizado de McLachlan y Atela. Éstos sólo
necesitarán 11 evaluaciones por paso en vez de 12 debido a la propiedad FSAL,
ya que la última exponencial del método coincide con la primera del adjunto.

En principio, se podŕıa pensar que los métodos a orden 6 obtenidos a
partir del método a orden 5 optimizado deben de ser mejores que los obtenidos a
partir de los no optimizados. Pero esto no tiene por qué cumplirse, pues cuando
en (4.39) queremos optimizar el método, lo que hacemos es intentar minimizar
el valor de los coeficiente de α1, sin tener en cuenta los correspondientes a α2, y
cuando componemos con el adjunto, el error vendrá dado por las combinaciones
vistas en (4.40). Podŕıa ser interesante buscar métodos a órdenes impares en los
que, utilizando parámetros libres, minimizásemos los coeficientes de los términos
α2 + 1

2 [H, α1] ó α2 − 1
2 [H, α1], en vez de sólo α1. Aśı pues, al combinarlos con

sus adjuntos obtendŕıamos métodos simétricos, a un orden superior y que ya
estaŕıan optimizados.

Tomemos, como ejemplo ilustrativo, el método a orden 3 obtenido por
Ruth dado por

e−hH3 = e−ha1Ae−hb1Be−ha2Ae−hb2Be−ha3Ae−hb3B, (4.41)

donde las bi y ai deben satisfacer las ecuaciones

b1 + b2 + b3 = 1 ; a1 + a2 + a3 = 1 ; b2a3 + b1(a3 + a2) =
1
2

b2a
2
3 + b1(a3 + a2) =

1
3

; a1 + a2(b2 + b3)2 + a3b
2
3 =

1
3
. (4.42)

Ruth da una solución particular al sistema, aunque éste tiene un parámetro
libre, y McLachlan y Atela [88] dan la óptima (para un método a orden 3).

Si queremos obtener un método a orden 3 tal que al componerlo con el
adjunto se obtenga un método a orden 4 optimizado debemos considerar que

H3 = A + B +
∞∑

i=4

hi−1
c(i)∑

j=1

gi,jEi,j (4.43)

y

α2± 1
2
[H3, α1] = (g5,1± 1

2
g4,1)E5,1 +(g5,2± 1

2
g4,1)E5,2 +(g5,3± 1

2
g4,2)E5,3 + . . .

(4.44)
Aśı pues, resolviendo las ecs. (4.42) en función del parámetro libre se

puede buscar aquel valor tal que minimice el error proveniente de los coeficientes
a orden 5 de (4.44). Estos cálculos nos llevaŕıan a dos métodos a orden 4
optimizados y simétricos, que necesitaŕıa 5 evaluacioens del operador fuerza
por paso. No hemos realizado los cálculos (aunque son relativamente sencillos)
porque en realidad estos métodos en concreto pueden ser considerados como
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casos particulares del estudio realizado por McLachlan [88] en el que da un
método a orden 4 simétrico, optimizado y con 5 evaluaciones de la fuerza por
paso. Esta técnica ha sido ya utilizada por Calvo y Sanz-Serna [20] para obtener
métodos RKN smplécticos a orden 8 optimizados a partir de métodos a orden
7, aunque el método que consiguen no es muy competitivo debido al elevado
número de evaluaciones por paso de integración requeridas.

Para aquellos métodos a orden par que no sean autoadjuntos puede ser
interesante, en ciertos problemas, combinarlos con sus adjuntos. Ello hace
que se cancelen todas las potencias pares de h. Evitamos aśı que para valores
relativamente grandes de h, alguno de estos términos eliminados domine el error.
Además, si el propio método no tiene la propiedad FSAL, al componerlo con el
adjunto el número de evaluaciones se reduce, al igual que le ocurŕıa al método
a orden 5 de McLachlan y Atela y que también ocurre con su correspondiente
método a orden 4. Esto es, el método a orden 4 compuesto con el adjunto
necesitará 7 evaluaciones de la fuerza, en vez de 8. Con esta composición, este
método será un poco más eficiente que el de Calvo y Sanz-Serna, pues tiene
Ef = 0.4450.

4.4 Hamiltonianos dependientes del tiempo

Es relativamente frecuente encontrarnos con hamiltonianos dependientes del
tiempo, en la forma

H(q,p, t) = T (p) + V (q, t). (4.45)

Este sistema se puede convertir en autónomo introduciendo una nueva
coordenada qt ≡ t y su momento canónico conjugado pt ≡ −H, siendo el
hamiltoniano resultante

H̃ = T ′(p, pt) + V (q, qt) ≡ (T (p) + pt) + V (q, qt). (4.46)

Luego, la acción de las transformaciones de Lie asociadas con T y V sobre qt,
pt vienen dadas por

exp
(
−haL(T (p)+pt)

)
(qt, pt) = (qt + ah, pt) (4.47)

exp
(
−hbLV (q,qt)

)
(qt, pt) = (qt, pt − hb∂qtV (q, qt)).

De las ecs. (4.47) se ve que la variación de qt depende sólo del coefi-
ciente a, y no del valor de pt, siendo ésta la única diferencia con respecto al
caso autónomo. Como consecuencia, podemos extender la conexión entre los
métodos RK simplécticos y las transformaciones de Lie a hamiltonianos de-
pendientes del tiempo simplemente escribiendo la correspondiente composición
(4.20) como

e−hB1LT e−hb1LVc1 . . . e−hBsLT e−hbsLVcs , (4.48)
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donde cr =
∑r

i=1 Bi, esto es, cr es la suma de todos los Bi a la izquierda de cr

y
Vci ≡ V (t + cih). (4.49)

En este punto es importante hacer una advertencia cuando se utilizan
métodos adjuntos en hamiltonianos dependientes del tiempo. Hemos visto que
los métodos adjuntos se obtienen invirtiendo el orden de las exponenciales (si
éstas cumplen las condiciones del Teorema 4.3.1) pero a la vez hemos visto
que los cn son la suma de todos los coeficientes Bi a su izquierda en (4.48).
Aśı pues, vemos que el adjunto no se debe calcular aplicando la receta para la
obtención de las cr y depués invertir el orden de las exponenciales, sino que
primero deberemos invertir las exponenciales y después deducir el valor de las
cr.

Por otro lado, debemos tener presente que si se tiene un potencial dependi-
ente del tiempo entonces el sistema no es conservativo, esto es, el hamiltoniano
no es una constante del movimiento. Aśı pues, los integradores simplécticos
producirán un error lineal en el valor del hamiltoniano y por tanto un error
cuadrático en posiciones. Este comportamiento es lógico pues, aunque au-
mentemos el espacio fásico y tomemos el tiempo como una coordenada, ésta
no está acotada superiormente y por tanto, a tiempos grandes lleva consigo
estas peculiaridades.

4.5 Enerǵıa Cinética Cuadrática en Momentos

En el caṕıtulo anterior vimos que si el hamiltoniano es del tipo H =
1
2
pT M−1p+

V (q) podemos reemplazar las transformaciones de Lie del tipo e−hV por las
más generales del tipo e−hCα,β , donde recordamos que Cα,β = LV1 y V1(q) =
αV + h2β{V, T, V }. De inmediato observamos que

Cα,β(−h) = Cα,β(h) (4.50)

y por tanto son aplicables los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2, y todos los resultados
obtenidos para los métodos adjuntos. Esto es, el adjunto se obtendrá invirtiendo
el orden de las exponenciales, será del mismo orden que el método, podremos
combinar el método con el adjunto, etc.

Esta matización es importante ya que en algún problema es posible que
el hamiltonaino asociado al conmutador [A,B] sea exactamente soluble, como
por ejemplo lo es para el hamiltoniano H = 1

2p2 + q3. En tal caso uno puede
plantearse el utilizar una composición de transformaicones de Lie en el que
hayan términos de la forma e−h2[A,B]. Pero éstos no cumplen las condiciones
de los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2, y por tanto estos términos necesitarán un trato
especial si queremos trabajar con los métodos adjuntos.

Supongamos ahora que el hamiltoniano depende del tiempo en la forma

H =
1
2
pT M−1p + V (q, t), (4.51)
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entonces se tiene que
Cα,β = LV1(q,t) (4.52)

y por tanto es posible aplicar las recetas obtenidas en la sección anterior, donde
la composición de flujos la denotaremos como

e−hB1LT e−hCα1,β1,c1 . . . e−hBnLT e−hCαn,βn,cn , (4.53)

donde los ci serán de nuevo la suma de los coeficiente Bi que se encuentren a
su izquierda y

Cα,β,c = LV1(q,t+ch). (4.54)

4.6 Comparación entre Integradores Simplécticos

En el caṕıtulo anterior definimos la eficiencia de un método a un determinado
orden con la finalidad de poder comparar diferentes integradores simplécticos
del mismo orden. Este parámetro nos da una buena estimación de la bon-
dad relativa de los métodos. No obstante, es importante comprobar que este
comportamiento se refleja a la hora de aplicar los algoritmos sobre ejemplos
concretos.

Un procedimiento habitual es considerar problemas que se saben resolver
de forma exacta y representar, para diferentes valores del paso de integración,
el error promedio en la enerǵıa o en las coordenadas. Aunque en ambos casos
se estén presentando resultados cuantitativamente distintos, es de esperar que
las diferencias relativas de unos métodos con otros sean parecidas, y en cierto
modo debe de haber alguna forma de poderlos relacionar, al menos de forma
aproximada.

Considerando que, al utilizar un integrador simpléctico, H = H + εH1 es
una constante del movimiento (H(q, p) = H(q0, p0)) se tendrá que

H(q, p) + εH1(q, p) = H(q0, p0) + εH1(q0, p0), (4.55)

y por tanto, tomando la expresión simplificada H + εH1 = H0 + εH10, repre-
sentaremos el error relativo promedio en enerǵıas (para movomientos acotados)

Ee =
∣∣∣∣
H −H0

H0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
ε(H1 −H10)

H0

∣∣∣∣ . (4.56)

Esto es, estamos dando un promedio de la contribución de la perturbación
εH1. En cambio, cuando medimos el error en posiciones vimos en el caṕıtulo
anterior que a primer orden en ε se tiene que

z̃f = zf + εLH̄1
zf , (4.57)

donde H̄1 =
∫ t
0 e−τLH H1dτ ∼ t Hav

1 , y por Hav
1 indicamos un valor promedio,

en el que si el movimiento fuese periódico seŕıa sobre un peŕıodo. En principio,
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si H da lugar a movimientos acotados, es de esperar que el valor promedio de
H1 sea básicamente el mismo que el de Hav

1 . Este razonamiento nos lleva a
que el error relativo promedio en posiciones y dividido por el tiempo, Ept, sea
aproximadamente el mismo que el error relativo promedio en enerǵıas, Ee

Ept =

∣∣∣∣∣
z̃f − zf

t z̃f

∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣
εLHav

1
zf

z̃f

∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣
H −H0

H0

∣∣∣∣ = Ee. (4.58)

Con la finalidad de comprobar cuan aproximada es esta estimación hemos
decidido estudiar un par de hamiltonianos exactamente solubles: el oscilador
armónico generalizado unidimensional y el potencial de Kepler. Estudiaremos
la eficiencia relativa de diferentes integradores simplécticos (tanto PRK como
RKN) para distintas excentricidades de las trayectorias cerradas y periódicas a
que dan lugar. Aśı pues, presentamos

I- Oscilador Armónico Unidimensional Generalizado: por sencillez con-
sideramos el siguientes hamiltoniano

H =
1
2
(p2 + q2) + αpq, (4.59)

que puede separarse en dos partes exactamente solubles, HA = 1
2(p2 + q2) y

HB = αpq. Los integradores simplécticos que utilizaremos son: el método a
orden dos conocido como salto de rana, los métodos simétricos a ordenes 4 y 6
más eficientes que existen [91] con 5 y 9 evaluaciones por paso, respectivamente.
Como los errores de los métodos dependen del valor de α, hemos estudiado el
rango de valores α ∈ (0.1, 0.99) y presentamos los resultados obtenidos para
los casos particulares α = 0.1 y α = 0.9, los cuales son suficientemente
representativos de los resultados que obtenemos.

En las Figura 4.1 y 4.2 representamos (en escala log− log) Ee y Ept, re-
spectivamente, frente al número de evaluaciones, n(B), del operador B (NB =
log n(B)) para diez peŕıodos y α = 0.1 . Los resultados son independientes
del número de peŕıodos tomados (siempre que no sea tan elevado que entren en
juego los errores de redondeo). En las Figuras 4.3 y 4.4 hacemos lo mismo para
α = 0.9. A la vista de los resultados comprobamos el gran parecido entre las
gráficas y por tanto, para este hamiltoniano, la aproxiamción (4.58) es una muy
buena estimación. Hemos considerado también otros integradores simplécticos
de los mismos órdenes que los utilizados y eficiencias distintas, con la finali-
dad de chequear el comportamiento relativo entre métodos del mismo orden.
Los resultados obtenidos cuando representamos Ee y Ept son básicamente los
mismos.

Como el ejemplo considerado es un problema lineal, es posible que la
estimación (4.58) sea sólo buena para este tipo de hamiltonianos. Por esta
razón hemos decidido estudiar otro hamiltoniano no cuadrático, y al mismo
tiempo utilizar otros integradores simplécticos, como son los RKN. Aśı pues,
hemos analizado el siguiente potencial:
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II- Potencial de Kepler: el hamiltoniano a estudiar ahora es

H =
1
2
(p2

x + p2
y)−

1√
q2
x + q2

y

, (4.60)

que puede separarse en HA = 1
2(p2

x +p2
y) y HB = − 1√

q2
x+q2

y

. Hemos considerado

los métodos RKN a órdenes 4 y 5 dados en [88] y el más eficiente a orden
6 [91, 100]. Como la precisión de los métodos depende en gran medida de la
excentricidad, e, de las trayectorias, hemos estudiado también la evolución para
diferentes valores de ésta.
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Figura 4.1: Error promedio en enerǵıa, Ee, frente al número de evaluaciones
de B para un métodos a orden 2 (ĺınea a trazos largos), orden 4 (ĺınea a trazos cortos),
orden 6 (ĺınea continua), para el hamiltoniano (4.59) y α = 0.1

Figura 4.2: idem que la Figura 4.1 pero representamos el error promedio en
posiciones dividido por el tiempo, Ept

En las figuras 4.5 y 4.6 representamos Ee y Ept, respectivamente, frente
al número de evaluaciones del operador B para diez peŕıodos y e = 0.5 . Los
resultados son también independientes del número de peŕıodos. Comprobamos
también que el método a orden 5 se comporta para estos valores del paso de
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integración y para este hamiltoniano, como si fuese de orden 6, lo cual es debido
a la gran eficiencia que presenta. En las figuras 4.7 y 4.8 hacemos lo mismo
para e = 0.9.
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Figura 4.3: idem que la Figura 4.1 pero con α = 0.9

Figura 4.4: idem que la Figura 4.2 pero con α = 0.9

Observamos, al igual que antes que si queremos comparar diferentes inte-
gradores simplécticos dará básicamente lo mismo si calculamos el promedio del
error en enerǵıas (que es mucho más sencillo de calcular) que el error promedio
en coordenadas dividido por el tiempo.
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Figura 4.5: Error promedio en enerǵıa Ee frente al número de evaluaciones
de B para un método a orden 4 (ĺınea a trazos), orden 5 (ĺınea a puntos) y a orden 6
(ĺınea continua), para el hamiltoniano (4.60) y excentricidad e = 0.5

Figura 4.6: idem que la Figura 4.5 pero representamos el error promedio en
posiciones dividido por el tiempo, Ept

Aunque estas conclusiones en general son ciertas, debemos decir que el
error en enerǵıas presenta ciertas peculiaridades que pueden llevarnos a confu-
ciones. Aśı pues, en el problema de Kepler, si tomamos nula la excentricidad
(trayectoria circular), los métodos estudiados a un orden n se comportan como
si fuesen a orden 2n en el error en enerǵıas, cosa que no se observa en el error
en posiciones. Algo similar ocurre cuando se estudia trayectorias periódicas y
se analizan los resultados en los peŕıodos exactos, donde el error en enerǵıas
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puede tener un comportamiento como si se tratese de un método incluso de
orden superior a 2n . Además, presenta otra anomaĺıa un tanto curiosa. El
error en enerǵıas obtenida en los peŕıodos exactos crece con el tiempo.
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Figura 4.7: idem que la Figura 4.5 pero con e = 0.9

Figura 4.8: idem que la Figura 4.6 pero con e = 0.9

Estos comentarios, que en principio podŕıan considerarse como anecdóticos,
deben tenerse muy en cuenta pues la mayoŕıa de los integradores simplécticos
que se obtienen se testean sobre trayectorias periódicas y en bastantes casos se
analizan sólo los resultados al cabo de peŕıodos exactos, lo cual puede llevar a
conclusiones un tanto engañosas.



Chapter 5

Técnica del Procesado:

Estudio General

5.1 Introducción

Hemos visto que los integradores simplécticos deben ser utilizados, en general,
con paso de integración constante, si no queremos que pierdan sus propiedades
caracteŕısticas. Debido al elevado número de evaluaciones por paso que suelen
requerir, para ciertos problemas puede ser más interesante utilizar integradores
no simplécticos con paso de integración variable, incluso para tiempos relativa-
mente elevados. Por contra, en este caṕıtulo (y en los restantes de esta primera
parte) vamos a comprobar cómo el hecho de tomar pasos constantes nos permite
utilizar una técnica distinta con la que será posible mejorar la eficiencia de los
IS de forma sustancial.

En este punto creemos interesante hacer un pequeño repaso del problema
a tratar. Pretendemos evaluar el operador

M(t) = e−tLH , (5.1)

donde LH = A + B. Para ello dividimos el intervalo de integración en N pasos
de longitud h = t/N

e−tLH =
(
e−hLH

)N
(5.2)

y nos construimos, por ejemplo

e−hL
H(m) (h) = e−ha1Ae−hb1B · · · e−hamAe−hbmB, (5.3)

donde los coefficientes ai, bi (i = 1, . . . , m) se eligen de tal manera que

e−hLH = e−hL
H(m) (h) +O(hk+1). (5.4)

Éste será un método de orden k y que nos permite evaluar (5.1) con un error
de orden O(hk) (para todo el intervalo de integración t = Nh).

67
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Vimos que para obtener un método como el (5.3) haćıamos uso de la
fórmula BCH, la cual nos llevaba a un sistema de ecuaciones polinómicas

f(a,b) = 0, (5.5)

donde a = (a1, . . . , am),b = (b1, . . . , bm) y f = (f1, . . . , fq), y generalmente
q ≤ 2m (si q < 2m uno puede utilizar esta libertad para minimizar de forma
apropiada el error [11, 19, 85, 88, 91]). Encontrar soluciones a sistemas de
ecuaciones polinómicas suele ser extraordinariamente complejo, incluso para
valores moderados de k y de ah́ı que se hayan utilizado tan frecuentemente los
productos simétricos [45, 72, 91, 100, 127, 138].

Recientemente se ha propuesto una nueva modificación: el llamado método
del procesado [92, 111, 137]. Esencialmente, se introducen dos operadores
básicos: el núcleo e−hK y el procesador eP y se toma como aproximación a
e−hLH la composición eP e−hKe−P . Aqúı K y P se obtienen utilizando la for-
mula BCH en productos de exponenciales similares a los dados en (5.3). En este
caṕıtulo analizaremos el método en términos generales. En particular tratare-
mos la siguiente cuestión: ¿puede cualquier núcleo ser procesado para dar un
integrador simpléctico a un determinado orden? Veremos que la respuesta será
negativa y estudiaremos las condiciones que deben cumplir los coeficientes del
núcleo para poder obtener un determinado orden. Una vez fijado el núcleo que
cumpla las condiciones requeridas se deberá buscar el procesador apropiado
para conseguir el orden deseado. Por otro lado, como el tamaño del proce-
sador no afecta significativamente al tiempo de cálculo del método, es posible
buscar un procesador que, cumpliendo las condiciones para obtener el orden de-
seado, minimice el error. En el siguiente caṕıtulo veremos que con solo analizar
el núcleo es posible ver qué orden se puede conseguir y además la eficiencia
máxima que se le puede sacar con el uso de procesador.

Este análisis nos permitirá, al aplicarlo a diferentes tipos de hamiltoni-
anos, obtener todo un conjunto de integradores simplécticos, con eficiencias
mejores que las actualmente existentes. Habrá casos en los que la mejora en la
eficiencia será realmente sustancial. Con esto presentaremos unas familias de
IS realmente competitivos.

Antes de presentar esta nueva técnica deseamos hacer algunos comentar-
ios. En esta memoria pretendemos exponer los resultados de varios años de
trabajo de investigación. Pero, cuando se considera una técnica nueva, primero
se estudia su eficacia sobre casos particulares antes de realizar un estudio gen-
eral y más comleto. Aśı pues, aunque a la hora de presentar los resultados en
esta memoria hemos creido más conveniente presentar primero el estudio gen-
eral de la técnica del procesado, aśı como el análisis para su optimización, éste
no ha sido el orden cronológico de nuestro trabajo. Lo primero que hicimos fue
estudiar la aplicación de la técnica sobre métodos RKN en [10] y después de-
cidimos hacerlo sobre hamiltonianos cuasi-integrables en [11], siendo los buenos
resultados obtenidos los que nos motivaron el realizar el estudio general y la
optimización, que se trata de un trabajo mucho más reciente [13].
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5.2 Método del Procesado para Integradores Simplécticos

La técnica del procesado como una herramienta para mejorar los métodos
Runge-Kutta aparece en el trabajo de Butcher [16] ya en el año 1969. Este
elegante trabajo pasó prácticamente desapercebido debido a la dificultad de
utilizar esta técnica con paso de integración variable. Más recientemente, dicha
técnica ha sido incorporada en el contexto de los integradores simplécticos por
Rowlands [111], Wisdom et al. [137] y McLachlan [92].

En términos generales, ésta es la principal idea del método: con la finali-
dad de reducir el número de evaluaciones por paso en el proceso de integración,
se propone una variante de (5.3) que viene dada por

e−hH(h) ≡ eP e−hKe−P , (5.6)

donde e−hK y eP representan productos de exponenciales que pueden ser es-
critos en una forma similar a (5.3). Después de N pasos vemos que e−tLH '
e−tH(h) = eP

(
e−hK

)N
e−P . Primeramente aplicamos eP , seguidamente e−hK

actúa una vez por paso, y e−P será evaluado sólo cuando queramos extraer el
resultado. Esta circunstancia hace especialmente interesante buscar una ex-
presión de e−hK tan simple como sea posible y dejar a eP que cumpla las
condiciones necesarias para poder conseguir el orden de aproximación desado.
Habitualmente a e−hK se le llama núcleo o método básico y a eP procesador o
corrector.

Un ejemplo simple de procesado es el familiar método de salto de rana
(3.12), que se puede considerar como un caso particular de la ec.(5.6) con

e−hK = e−hBe−hA (5.7)

y
eP = e−

h
2
A. (5.8)

Vemos que el núcleo es en śı mismo un método a primer orden y con un
procesador hemos podido aumentar el orden del método. Considerando que el
núcleo (5.7) tiene una expresión muy sencilla, lo primero que se nos ocurriŕıa
(y de hecho aśı nos sucedió no sólo a nosotros sino también a Suzuki [129]) es
intentar conseguir órdenes superiores tomando para eP una expresión similar a
la (5.3) e intentar resolver el correspondiente sistema (5.5). Como veremos con
detalle, este camino no permite obtener órdenes superiores.

Para abordar el problema proponemos tomar los generadores del núcleo
y del procesador K y P en el álgebra L(A, B) y escribimos los polinomios en
h de tal forma que e−hH(h) aproxime e−hLH al orden deseado n. Debido a
que (convencionalmente) hemos escrito el núcleo con un factor h expĺıcito y el
procesador sin él, tomamos

K =
n∑

i=1



hi−1

c(i)∑

j=1

ki,jEi,j



 ; P =

n∑

i=1



hi

c(i)∑

j=1

pi,jEi,j



 . (5.9)
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Esto no llevará, utilizando la fórmula BCH, a

H(h) = K + [P, K] +
1
2
[P, P,K] + . . . =

n∑

i=1



hi−1

c(i)∑

j=1

fi,jEi,j



 (5.10)

= f1,1A + f1,2B + hf2,1 [A,B] + h2 {f3,1 [A,A, B] + f3,2 [B, A,B]}+ ...

Si utilizamos las ecuaciones (5.9), los coeficientes fi,j vendrán dados en
términos de relaciones polinómicas que involucran ki,j y pi,j . No parece sen-
cillo conseguir expresiones compactas para estos coeficientes f pero, al menos
sabemos que su estructura es

fi,j = ki,j +
i−1∑

l=1

c(l)∑

m=1

kl,m

∑
r

αr

∏
q,s

(pq,s)
n

(r)
q,s , (5.11)

donde los αr son coefiicentes numéricos y se cumple la condición

l +
∑
q,s

q n(r)
q,s = i. (5.12)

Métodos de integración a diferentes órdenes se obtienen imponiendo que
las correspondientes fi,j se anulen. Expresiones expĺıcitas de estas f ’s hasta
orden 6 se encuentran en el Apéndice E. Tomaremos k1,1 = k1,2 = f1,1 = f1,2 =
1, (condiciones de consistencia). Aśı pues, para obtener un método a tercer
orden debemos imponer las condiciones

f2,1 = f3,1 = f3,2 = 0 (5.13)

pero, como es fácil de probar y quedará claro en la siguiente sección, este
sistema no tiene soluciones con el núcleo salto de rana. Este problema ya ha
sido remarcado por diferentes autores [92, 129] y por tanto exist́ıan dudas de la
utilidad de la técnica del procesado. Por otro lado, cuando esta idea fue aplicada
a sistemas ligeramente perturbados o a hamiltonianos con la enerǵıa cinética
cuadrática en momentos, se obteńıan métodos de integración muy eficientes
[10, 11, 84, 85, 92, 111, 137]. Esta situación, entonces, exige un estudio general
del problema con la finalidad de conocer si se puede y cuándo es interesante
utilizar la idea del procesado.

5.3 Análisis del Núcleo

5.3.1 El Caso General de Hamiltonianos H = A+ B
Suponemos ahora que el generador del núcleo K es un elemento de L(A,B) y
queremos fijar el operador P (también un elemento de L(A,B) ) de tal man-
era que se obtenga un método a un determinado orden n. Para tal finalidad
deberemos forzar que los coeficientes fi,j con 1 < i ≤ n se cancelen.
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Si consideramos la ec.(5.10), obtenemos para los primeros coeficientes (ver
Apéndice E)

f2,1 = k2,1 − p1,2 + p1,1

f3,1 = k3,1 − p2,1 + k2,1p1,1 − 1
2
p1,1(p1,2 − p1,1) (5.14)

f3,2 = k3,2 − p2,1 + k2,1p1,2 − 1
2
p1,2(p1,2 − p1,1).

Las ecuaciones (5.13) fácilmente conducen a

0 = k3,1 − k3,2 − 1
2
(k2,1)2, (5.15)

que es una condición para el núcleo.
Cuando consideramos el núcleo del salto de rana, e−hK = e−hBe−hA,

encontramos que k2,1 = 1
2 , k3,1 = −k3,2 = 1

12 , luego la condición (5.15) no se
cumple y por tanto no es posible conseguir un método a tercer orden con este
núcleo, como ya dijimos anteriormente.

¿Hay más condiciones para el núcleo cuando vamos a órdenes superiores?
La respuesta viene dada por el siguiente resultado:

Teorema 5.3.1 El número k(n) de condiciones necesarias a satisfacer por el
generador del núcleo K de un integrador simpléctico a orden n con procesado
para n ≥ 2 es

k(n) = c(n)− 1. (5.16)

Demostración: La demostración de esta afirmación se basa en las sigu-
ientes observaciones:

1. La primera ĺınea de la ec.(5.10), H(h) = K+[P, K]+ 1
2 [P, P, K]+ . . .,

indica que las contribuciones de P a H(h) vienen de los corchetes de
Lie luego, si deseamos un método a orden n sólo debemos considerar
términos en P hasta orden n − 1. Esto significa que el número de

coeficientes pi,j involucrados es Np =
n−1∑
i=1

c(i) mientras que el número

de coeficientes ki,j coincide con el número de fi,j a ser cancelados y

es igual a Nf =
n∑

i=1
c(i).

2. Si buscamos un método a segundo orden, la única condición f2,1 = 0
simplemente fuerza k2,1−p1,2 +p1,1 = 0 y cualquier k2,1 lo cumplirá.
No tenemos condiciones para los coeficientes del núcleo a este orden
y por tanto k(2) = 0.
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3. Cuando el número de condiciones k(n) a orden n ha sido determinado
y queremos ir a orden n+1 aumentamos el número de fi,j a cancelar
en c(n+1), pero disponemos sólo de c(n) coeficientes extra pi,j para
realizar el trabajo. Luego concluimos que k(n+1) = k(n)+c(n+1)−
c(n). El carácter telescópico de esta recurrencia nos permite escribir
la solución como k(n) = k(2) + c(n) − c(2), que es la ec. (5.16) ya
que c(2) = 1. Para n = 3, . . . , 8 se tiene k(n) = 1, 2, 5, 8, 17, 29. 2

En la formulación del teorema hemos supuesto que, de las Nf ecuaciones
fi,j = 0, podemos seleccionar Np de manera que las funciones impĺıcitas del
teorema se satisfagan y podamos eliminar Np p′i,js en favor de las Nf k′i,js.

Si consideramos restricciones especiales entre los operadores la correspon-
diente dimensión, d(n), para n = 1 puede ser 0, pero este caso es exactamente
soluble. A modo de ilustración damos la acción del operador de evolución
e−t(A+B) en ciertos casos donde el valor del conmutador [A,B] nos permite
obtener una solución exacta simple, sin la necesidad de aproximaciones por
composiciones de flujos.

• [A,B] = c, una constante. Este caso es trivial porque e−t(A+B) = e−tAe−tBe
c
2
t2 .

• [A,B] = αA+βB. Se puede provar fácilmente que en este caso e−t(A+B) =
e−f(t)Ae−g(t)B donde f(t) y g(t) vienen dados por:

1. Si α = 0, β 6= 0: f = t, g = 1−e−βt

β

2. Si α 6= 0, β = 0: g = t, f = 1−e−αt

α

3. Si αβ 6= 0, g =
t∫
0

e−βf(t)dt, y f satisface 1 = f ′ + α
β (1− e−βf ) que se

puede integrar fácilmente dando f como una función impĺıcita de t
si α 6= β: (β − α)t = βf + ln(1− α

β + α
β e−βf ) mientras que si α = β,

f = 1
β ln(1 + βt).

El siguiente paso consistirá en encontrar expĺıcitamente estas condiciones
para el núcleo. La condición a tercer orden ya la hemos escrito. Si quer-
emos un método a cuarto orden debemos considerar tres nuevas condiciones
f4,1 = f4,2 = f4,3 = 0 y dos nuevos coeficientes del procesador, p3,1, p3,2,
que podemos eliminar tomando la combinacione f4,3 + f4,2 − f4,1. Es inmedi-
ato obtener la ecuación dada expĺıcitamente en la segunda fila de la Tabla
5.1 para N4,1. Si buscamos un método a quinto orden deberemos añadir las
siguientes condiciones f5,1 = . . . = f5,6 = 0. Como dijimos previamente, es-
peramos encontrar tres nuevas ecuaciones para el núcleo (c(5)− c(4) = 3). Si,
por ejemplo, queremos obtener la primera de las condiciones debemos observar
que el coeficiente p4,1 aparece sólo en f5,1 y f5,2 y puede ser eliminado, en-
tonces, tomando la diferencia f5,2 − f5,1. Al igual que antes, considerando que
f2,1 = f3,1 = f3,2 = 0, es de nuevo inmediato obtener esta nueva ecuación. Una
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forma de proceder similar origina el resto de las condiciones a quinto y sexto
orden que se encuentran en la Tabla 5.1. En la Tabla 5.2 indicamos las condi-
ciones simultáneas que deben cumplir los coeficientes de las f ’s para conseguir
las correspondientes condiciones del núcleo. Esta tabla puede ser de gran utili-
dad cuando no se quiera cancelar todas las f ’s a un determinado orden, como
ocurre en los hamiltonianos cuasi-integrables y en aquellos con enerǵıa cinética
cuadrática en momentos que analizaremos posteriormente.

El significado del Teorema 5.3.1 debe quedar claro: nos da el número de
condiciones necesarias a satisfacer por los coeficientes del núcleo. Pero no nos
asegura que un núcleo que cumpla estas condiciones tenga coeficientes reales.
En algunos casos entonces, estaremos forzados a tomar para K formas más
complicadas de las esperadas en un principio.
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Tabla 5.1: Expresiones expĺıcitas para las condiciones del núcleo hasta orden 6
para H = A+ B. Si [B,B,B, A] = 0, sólo sobreviven las expresiones marcadas.
Orden 3 (∗) N3,1 = k3,1 − k3,2 − 1

2k2
2,1

Orden 4 N4,1 = k4,3 + k4,2 − k4,1 + 1
6k3

2,1

Orden 5 (∗) N5,1 = k5,2 − k5,1 + k4,1k2,1 − 1
2k2

3,1

(∗) N5,2 = k5,3 + k5,4 + k4,2k2,1 − k3,2k3,1

N5,3 = k5,5 − k5,6 − k4,3k2,1 − 1
2k2

3,2

Orden 6 (∗) N6,1 = 5(k6,1 − k6,2)− 3(k6,3 − k6,5) + 2k4,1k3,1−
(k5,3 − 3k5,2 + 5k5,1)k2,1 − k4,2k3,1 + 3

2k4,1k
2
2,1 − k2

3,1k2,1

N6,2 = 5(k6,9 − k6,8)− 3(k6,7 − k6,6 + 1
3k6,4)− 2k4,3k3,2+

(k5,4 − 3k5,5 + 5k5,6)k2,1 − k4,2k3,2 + 3
2k4,3k

2
2,1 + k2

3,2k2,1

N6,3 = k6,1 − k6,2 − k6,3 + k6,4 + k6,5 − k6,6 + k6,7 + k6,8−
k6,9 − (k5,3 + k5,4 − k5,2 − k5,5) k2,1 + 1

30k5
2,1

Tabla 5.2: Condiciones simultáneas que deben cumplir las f ’s
para obtener las correspondientes condiciones del núcleo.

Orden 3 f3,1 = f3,2 = 0 ⇒ N3,1 = 0
Orden 4 f4,1 = f4,2 = f4,3 = 0 ⇒ N4,1 = 0
Orden 5 f5,1 = f5,2 = 0 ⇒ N5,1 = 0

f5,3 = f5,4 = 0 ⇒ N5,2 = 0
f5,5 = f5,6 = 0 ⇒ N5,3 = 0

Orden 6 f6,1 = f6,2 = f6,3 = f6,5 = 0 ⇒ N6,1 = 0
f6,4 = f6,6 = f6,7 = f6,8 = f6,9 = 0 ⇒ N6,2 = 0
f6,1 = f6,2 = . . . = f6,9 = 0 ⇒ N6,3 = 0

Una vez propuesto un núcleo cuyos coeficientes satisfagan el sistema de
k(n) ecuaciones, nos queda todav́ıa por fijar el procesador que nos lleve a la
resolución de las ecs. fi,j = 0 para 1 < i ≤ n. Si denotamos por p(n) el
número de ecuaciones a resolver por los coeficientes del procesador, tenemos

k(n) + p(n) =
n∑

i=2
c(i). Teniendo en cuenta los resultados previos tenemos

p(2) = 1 y

p(n) = 1 +
n−1∑

i=2

c(i) n > 2, (5.17)

que para n = 3, 4, 5, 6, 7 da p(n) = 2, 4, 7, 13, 21.

A continuación discutimos las simplificaciones que obtenemos para los
siguientes casos particulares: cuando tomamos un núcleo simétrico y cuando
los términos HA y HB del hamiltoniano tienen ciertas propiedades especiales.
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5.3.2 El Caso de Núcleos Simétricos

Tomemos ahora por núcleo un producto de exponenciales simétrico izquierda-
derecha o palindrómico

e−hK = e−ha1Ae−hb1B · · · e−hamAe−hbmBe−hamA · · · e−hb1Be−ha1A

Como ya indicamos en el Corolario 3.1, para el desarrollo (5.9) se tiene

k2n,i = 0 i = 1, 2, ..., c(2n). (5.18)

En particular, cuando se impone la condición f2,1 = 0 para un método
a segundo orden, se tiene que p1,1 = p1,2 y tenemos la libertad de elegir, por
ejemplo, p1,1 = p1,2 = 0. Con esta elección podemos obtener más resultados
para el operador P en el procesador:

Teorema 5.3.2 Los coeficientes del desarrollo del operador P del procesador
de un integrador simpléctico a orden n con núcleo simétrico se puede tomar tal
que

p2m−1,i = 0 i = 1, 2..., c(2m− 1) m = 2, ...,
[

n
2

]
. (5.19)

Aqúı [x] indica la parte entera de x.

Demostración La demostración procede por inducción: hemos tomado
p1,1 = p1,2 = 0 y suponemos que p2u−1,i = 0 para u < r. Los coeficientes p2r−1,i

aparecerán en fm,l para m ≥ 2r. Teniendo en cuenta las ecuaciones (5.11) y
(5.12) escribimos

f2r,j = k2r,j +
2∑

s=1

k1,s

c(2r−1)∑

l=1

αs
l,jp2r−1,l +

i−1∑

l=2

c(l)∑

s=1

kl,s

∑
r

αr

∏
q,s

p
n

(r)
q,s

q,s

en el que k2r,j = 0 debido a la simetŕıa del núcleo y en el último término
de la derecha sólo contribuirán términos a orden impar de l. Pero entonces∑
q,s

qn
(r)
q,s = 2r− l = impar y por lo menos aparecerá un factor pq,s con q impar,

lo cual hace cero toda la contribución. Finalmente nos queda

f2r,j =
2∑

s=1

k1,s

c(2r−1)∑

l=1

αs
l,jp2r−1,l

para r <
[

n
2

]
, j = 1, ..., c(2r). Cuando se imponen las condiciones f2r,j = 0

para obtener un integrador simpléctico al orden requerido terminamos con un
sistema de ecuaciones homogéneas de c(2r) ecuaciones con c(2r−1) incógnitas,
con solución p2r−1,l = 0. 2

Observamos que si tenemos un método a orden 2n con el uso de un núcleo
simétrico se tendrá que f2n+1,j 6= 0, pero es posible conseguir con el procesador
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f2w,j = 0 con w > n y tan grande como se desee (o tan grande como uno sea
capaz de obtener). Con esto se puede obtener un método equivalente a uno
simétrico de orden 2n, al menos hasta el valor de w al que se haya llegado.

La simplificación anunciada para integradores simplécticos con núcleos
simétricos la presentamos en el siguiente Teorema:

Teorema 5.3.3 El número de condiciones k(2n) a cumplir por el generador
del núcleo de un integrador simpléctico a orden par con procesado y núcleo
simétrico n ≥ 2 satisface

k(2n) = k(2n− 1).

Demostración Para probar este resultado debemos observar que las
condiciones de los coeficientes del núcleo son independientes de la forma es-
pećıfica del operador P . Entonces podemos tomar, sin pérdida de generalidad
p2r+1,i = 0, i = 1, ..., c(2r + 1), para todo r. Cuando utilizamos esto con un
núcleo simétrico se deduce de la fórmula BCH que en la ec. (5.10) sólo aparecen
potencias pares de h en H. Esto significa que las f2r,i valen cero directamente
para i = 1, ..., c(2r), y por tanto, estos coeficientes no deberemos tenerlos en
cuenta cuando busquemos condiciones sobre los coeficientes del núcleo. 2

Como consecuencia de este teorema, el número de condiciones para los
coeficientes kij en un integrador simpléctico con núcleo simétrico es

k(2r + 1) = 1 +
r∑

s=2

{c(2s + 1)− c(2s)}

k(2r + 2) = k(2r + 1)

que da 1, 1, 4, 4, 13, 13 para los órdenes 3, . . . , 8.
A continuación damos en la Tabla 5.3 la forma a que queda reducida la

Tabla 5.1 cuando se consideran núcleos simétricos. Recordemos que para estos
casos se cumple automáticamente N4,1 = N6,1 = N6,2 = N6,3 = 0 y de ah́ı que
no los hayamos escrito.

Tabla 5.3: Expresiones expĺıcitas para las Ni,j hasta orden 6
para núcleos simétricos. Si [B,B, B, A] = 0, sólo sobreviven
las expresiones marcadas.

Order 3 (∗) N3,1 = k3,1 − k3,2 (a)
Order 5 (∗) N5,1 = k5,2 − k5,1 − 1

2k2
3,1 (c)

(∗) N5,2 = k5,3 + k5,4 − k3,2k3,1 (d)
N5,3 = k5,5 − k5,6 − 1

2k2
3,2 (f)

5.3.3 Algunos Hamiltonianos Especiales

A.-Hamiltonianos con Enerǵıa Cinética Cuadrática en Momentos. El número
d(n) de conmutadores independientes que involucran n operadores que uno
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puede construir con A y B cumple, para n > 3, d(n) < c(n). Los ocho primeros
valores de d(n) son 2, 1, 2, 2, 4, 5, 10, 15. El número de condiciones para el
núcleo cumplirá ahora la condición k(n) = d(n) − 1 por lo que se verá con-
siderablemente reducido: k(i) = 1, 1, 3, 4, 9, 14 para i = 3, . . . , 8. Las entradas
marcadas con asterisco en la Tabla 5.1 dan las ecuaciones a satisfacer por los
coeficientes del generador del núcleo hasta orden 6 para este tipo de hamilto-
nianos. Además, si se utiliza un núcleo simétrico entonces k(i) = 1, 1, 3, 3, 8, 8
para i = 3, . . . , 8.

Si queremos un método a cuarto orden, la única condición para el núcleo
será todav́ıa la ec.(5.15) y, por ejemplo, queda satisfecha con el simple núcleo

e−hK = e−hC1,βe−hA, (5.20)

en cuyo caso k2,1 = 1
2 , k3,1 = 1

12 , k3,2 = − 1
12 + β. De (5.15) obtenemos

que β = 1
24 . Este núcleo ha sido ampliamente usado para obtener diferentes

métodos a cuarto orden [10, 11, 84, 85, 111]. Este tipo de hamiltonianos será
estudiado con detalle más adelante.

A continuación resumimos en la siguiente tabla el número de condiciones
que debe cumplir el núcleo en un método con procesado a orden n y para las
distintas situaciones estudiadas:

Núcleo n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8
General 1 2 5 8 17 29
Simétrico 1 1 4 4 13 13
RKN 1 1 3 4 9 14
RKN, sim. 1 1 3 3 8 8

B.-Sistemas Perturbados. Consideremos el caso habitual de pequeñas
perturbaciones a un sistema exactamente integrable donde en H = A + B uno
de los términos depende de un parámetro pequeño [11, 90, 92, 136, 137], i.e.,

B = εB̄, (5.21)

con ε ¿ 1. En este caso, si consideramos (5.10) tenemos un doble desarrollo en
los parámetros pequeños h y ε

H(h) = A+εB̄+hεf2,1[A, B̄]+h2
{
εf3,1[A,A, B̄] + ε2f3,2[B̄, A, B̄]

}
+. . . (5.22)

Para la mayoŕıa de los problemas no es necesario cancelar todos los coe-
ficientes a un determinado orden en h, y por tanto, alguna de las condiciones
del núcleo no habrá que aplicarla.

En el caṕıtulo 7 trataremos de forma más extensa este tipo de hamilto-
nianos y presentaremos métodos especialmente construidos para ellos.
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5.4 Estabilidad de los Métodos

A continuación vamos a hacer unos comentarios al respecto de la estabilidad
de los métodos obtenidos con la técnica del procesado. Aunque no hay una
caracterización universal de la estabilidad para la composición de métodos y,
de hecho, este problema ha recibido poca atención en la literatura [84, 90, 130],
el análisis de un IS con procesador es inmediato: sólo hay que determinar
el intervalo de estabilidad del núcleo. Cuando la técnica del procesado (5.6)
es aplicada al oscilador armónico H(q, p) = p2/2 + q2/2 las correspondientes
matrices del núcleo y del método procesado (MK y MH̃ , respectivamente) estan
relacionadas por una transformación de semejanza

MH̃ = M−1
P MKMP , (5.23)

donde MP es la matriz asociada al procesador. Luego, MK y MH̃ tienen los
mismos valores propios y por tanto las mismas propiedades de estabilidad [84].

Tomemos como ejemplo el método salto de rana. El núcleo viene dado
por (5.7) que es exactamente el método a primer orden que analizamos en
el caṕıtulo 2, siendo la matriz asociada la dada en (3.10). La condición de
estabilidad para matrices 2× 2 nos dice que existirá estabilidad si |TrMK | < 2.
Esto es, |2 − h2| < 2, por lo que el método salto de rana será estable para
h < 2. Un análisis similar para el núcleo (5.20) nos dice que los métodos que
se obtengan utilizando este núcleo serán estables para h < 2

√
3.

5.5 Nuevos Integradores Simplécticos

Hasta ahora hemos realizado un estudio general de la técnica del procesado.
Hemos analizado las condiciones necesarias que debe cumplir el núcleo para
alcanzar un determinado orden y hemos estudiado diferentes propiedades del
mismo. Una vez fijado el núcleo es inmediato obtener el número de condiciones
que debe cuplir el procesador. La expresión de éstas hay que extraerlas de las
propias ecuaciones dadas para las fi,j (ver Apéndice E). Finalmente, hemos
visto que si se trabaja con hamiltonianos cuya álgebra, por alguna razón, se ve
simplificada, puede verse reducido de forma considerable el número de condi-
ciones para el núcleo y para el procesador.

Una vez realizado todo este estudio, el siguiente paso será construir, de
forma expĺıcita, diferentes métodos para los distintos tipos de hamiltonianos
y comprobar si realmente se mejora la eficiencia con respecto a los métodos
existentes en la literatura. Los pasos que seguiremos para tal finalidad serán:

1. - Considerar un determinado tipo de hamiltoniano y ver el número de
condiciones que debe cumplir el núcleo para poder conseguir métodos
a distintos órdenes.
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2. - Darle una forma expĺıcita al núcleo, con el número de variables
suficiente para que éste pueda cumplir las condiciones requeridas y
comprobar que es posible obtener al menos una solución.

3. - Una vez obtenido el núcleo, con las variables ya fijadas, buscamos
un procesador que nos lleve al orden deseado. Con el procesador
buscaremos siempre un método al orden más alto posible para ese
núlceo, por lo que para métodos a órdenes impares nunca utilizare-
mos núcleos simétricos. Para ello analizamos el número de condi-
ciones que debe cumplir y proponemos un procesador en la forma

eP =
∏

i

ehziAehyiB. (5.24)

Con el propósito de determinar los zi, yi consideramos dos estrate-
gias:
i) El uso de la fórmula BCH en (5.24) nos da

pi,j = pi,j(z,y), (5.25)

donde hemos utilizado una notación vectorial para los coeficientes zi

y yi. Los valores numéricos de la parte izquierda de estas ecuaciones
quedan fijados a partir de las ecs. fi,j = 0 con las fi,j dadas en el
Apéndice E y los ki,j están ya determinados. Observar, además, que
la condición f2,1 = 0 deja p1,1 como un parámetro arbitrario, que
tomaremos siempre p1,1 = 0. Esto significa que deberemos resolver
p(n) + 1 ecuaciones a orden n.
ii) De forma alternativa podemos aplicar BCH directamente al método
completo

(∏
i e

hziAehyiB
)

e−hK
(∏

i e
−hyiBe−hziA

)
para obtener, con

los ya conocidos valores de ki,j

fi,j = fi,j(z,y) = 0 1 < i ≤ n. (5.26)

Aqúı debemos considerar sólo aquellos valores del ı́ndice j que cor-
respondan a f ′i,js que no sean cancelados automáticamente por las
condiciones del núcleo.
La pirmera de las estrategias la utilizaremos principalmente cuando
las ecs. (5.25) sean sencillas (en núcleos simétricos), pues requiere
un esfuerzo extra en la obtención de estas ecuaciones. En cambio,
para la segunda estrategia lo único que hace falte es disponer de un
esquema recursivo para generar las ecuaciones (ver Apéndice D).

4. - Una vez calculados el núcleo y el procesador, comprobamos que la
composición eP e−hKe−P es realmente un método al orden deseado.
Seguidamente, se analizan los coeficientes que marcan el error del
método, esto es, se calcula la eficiencia del mismo.
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Éste es el que llamaremos proceso básico de cálculo (PBC). Una vez
finalizado, tendremos diferentes caminos a seguir. Es muy frecuente que ex-
ista, tanto para el núcleo como para el procesador, más de una solución a las
ecuaciones (aunque también puede no existir ninguna). Esto puede ser debido
bien a que el sistema de ecuaciones polinómicas presente diferentes soluciones
reales y/o porque se están utilizando más variables que ecuaciones y por tanto
se dispone de una libertad en la solución. En este punto hay que resaltar la
enorme dificultad que entraña la búsqueda de todas las soluciones reales de un
sistema de ecuaciones polinómicas, incluso de grado no muy elevado. Aśı pues,
la táctica seguida ha sido el realizar el PBC de forma repetida para buscar
todas la soluciones (o el mayor número posible de ellas) para una estructura
del núcleo y del procesador. Una vez analizado el error de cada método nos
quedamos con aquel que presenta mejor eficiencia. Este resultado habrá que
compararlo con el que se obtiene del mejor método existente en la literatura
para este tipo de hamiltonianos.

No obstante, el trabajo no termina ah́ı, ya que hay que repetir todo este
proceso para distintas formas del núcleo y del procesador. Con esto vemos que
la búsqueda del método más eficiente que se obtiene utilizando procesador da
pie a una enorme variedad de posibilidades.

Otro aspecto técnico importante es la disponibilidad de herramientas in-
formáticas que permitan resolver, bien sea de forma anaĺıtica bien sea de forma
numérica, los dististo sistemas de ecuaciones que aparecen. Los resultados a
orden 3, buena parte de los de orden 4 e incluso algunos a orden 5 han sido
obtenidos de forma anaĺıtica con la ayuda de Mathematica. Para obtener solu-
ciones numéricas hemos utilizado las libreŕıas IMSL, las cuales trabajan con
precisión REAL*16. Las ecuaciones las hemos generado a partir de los esque-
mas recursivos presentados en el Apéndice D y de los que se deducen de las
expresiones dadas en el Apéndice E.

En la construcción de los nuevos métodos consideraremos los siguientes
tipos de composiciones para el procesador y el núcleo:

Procesador: como procesador utilizaremos la composición caracterizada
por el ı́ndice s

eP =
s∏

i=1

ezihA eyihB. (5.27)

Núcleo: Indicando por m el número de evaluaciones de eB por paso
(considerando la propiedad FSAL si se da el caso), utilizaremos los siguientes
tipos de composiciones:

i) Núcleo No-Simétrico (NS-m): (
∑m

i=1 ai =
∑m

i=1 bi = 1)

e−hK =
m∏

i=1

e−bihB e−aihA. (5.28)

ii) Núcleo Simétrico (S-m)
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- m = impar:
(
2

∑r
i=1 ai = br + 2

∑r−1
i=1 bi = 1, r = m+1

2

)

e−hK = e−a1hA . . . e−arhA e−brhB e−arhA . . . e−a1hA. (5.29)

- m = par:
(
2

∑r
i=1 ai = br+1 + 2

∑r
i=1 bi = 1, r = m

2

)

e−hK = e−b1hB . . . e−arhA e−br+1hB e−arhA . . . e−b1hB. (5.30)

Cuando trabajamos con métodos RKN simplécticos tomaremos los sigu-
ientes cambios en el procesador y núcleo: yiB → Cyi,vi , biB → Cbi,ci . Con esta
notación la estructura de un método a orden n la denotaremos por n:X-m, s,
con X=NS,S,NSRKN,SRKN, dependiendo de si el núcleo es simétrico o no y si
está diseñado como método RKN o no.

5.6 Hamiltonianos Separables H = HA + HB

Vamos a presentar IS para hamiltonianos separables a órdenes 3, 4, 5 y 6 sigu-
iendo el esquema mencionado. Presentamos con detalle el proceso de obtención
de un método a orden 3 por la sencillez que presenta, porque los resultados son
anaĺıticos y porque nos permite entender claramente el proceso seguido para el
resto de métodos.

Orden 3. Nuestro primer paso será la construcción de un método a
tercer orden. Para este caso, el núcleo tan solo tiene que cumplir una condición,
N3,1 = 0. Parece natural tomar el núcleo1.

e−hK = e−hbBe−haAe−h(1−b)Be−h(1−a)A. (5.31)

Utilizando la fórmula BCH en (5.31) se obtiene

k2,1 = 1
2 (1− 2a (1− b)) k4,1 = − 1

12a(1− a)(1− b)(1− 2a)
k3,1 = 1

12 [1− 6a (1− a) (1− b)] k4,2 = − 1
24 [1− 2a(1− b)− 6ab(1− a)(1− b)]

k3,2 = − 1
12 [1− 6ab (1− b)] k4,3 = − 1

12ab(1− b)(1− 2b).

La condición (5.15) nos dice que

0 = 1− 12ab(1− a)(1− b), (5.32)

donde se aprecia que a /∈ [0, 1] y b /∈ [0, 1]. Esto puede ser un inconveniente
para cierto tipo de problemas (procesos irreversibles) ya que al menos dos de
las exponenciales de (5.31) tendrán coeficientes negativos.

1Se podŕıa pensar que el núcleo e−hK = e−haAe−hBe−h(1−a)A pudiera cumplir la condición

pero éste es equivalente al núcleo del método salto de rana (5.7) con el procesador e−haA por

lo que, en realidad, no tendŕıamos ningún parámetro libre.
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Para el procesador se tiene p(3) = 2, lo cual significa que será necesario
al menos tomar dos variables y nosotros escogemos

eP = ehzAehyB.

Luego, tenemos un sistema de 3 ecuaciones con 4 incógnitas, disponiendo
de un parámetro libre. Los coeficientes f4,i que determinan el error, E =√

f2
4,1 + f2

4,2 + f2
4,3, del método a tercer orden son

f4,1 = k4,1 − y2(3z − y)
6

; f4,2 = k4,2 + z3

6 ; f4,3 = k4,3 − yz2

2
(5.33)

y utilizamos el parámetro libre para minimizarlo. Si tomamos a como el
parámetro libre, el mı́nimo lo encontramos cerca de a = −1/2. Para este valor
tenemos dos conjuntos de soluciones que dan exactamente el mismo error:

a =
1
2
±
√

13
6

; b = −1
2
; y =

9±
(
4 +

√
13

)

12
; z = ±1

3
(5.34)

dando E = 2.168× 10−2 y su eficiencia es Ef = 2E1/3 = 0.5577, la cual supera
la mejor de las existentes a orden 3, ref.[88], cuyo valor es Ef = 0.6532. Este
resultado claramente nos indica que con esta técnica es posible obtener métodos
con eficiencias realmente interesantes. Considerando la notación introducida,
éste se correspondeŕıa con un método (3:NS-2,1).

Orden 4. Los métodos a orden 4 suelen ser los más utilizados porque
habitualmente presentan un buen equilibrio entre sencillez y precisión. Por
esta razón merecen un estudio especial. En primer lugar, por tratarse de un
método a un orden par podemos utilizar un núcleo simétrico teniendo en cuenta
los Teoremas de la sección 5.3. Éste debe cumplir la condición N3,1 = 0. En
principio podŕıamos probar con el núcleo [92]

e−haAe−
h
2
Be−h(1−2a)Ae−

h
2
Be−haA, (5.35)

dependiendo del parámetro a. Pero la condición N3,1 = 0 nos lleva a que
k3,1 − k3,2 = 12a2 − 6a + 1 = 0, que es una ecuación que no tiene solución real.
Aśı pues, proponemos el siguiente núcleo

e−hK = e−ha1Ae−hb1Be−ha2Ae−hb2Be−ha2Ae−hb1Be−ha1A (5.36)

que es un núcleo con m = 3 y donde a2 = 1
2 − a1 y b2 = 1 − 2b1. El número

de condiciones para el procesador es p(4) = 4, por lo que en principio es sufi-
ciente con utilizar sólo 4 exponenciales. Una elección que nos asegura solucines
reales la obtenemos con el método (4:S-3,3) donde el conjunto de soluciones
más eficiente que hemos encontrado (en el procesador hemos utilizado sólo 5
exponenciales) viene dado en la Tabla 5.4. El error y la eficiencia del método
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son E = 4.953 × 10−3 y Ef = 3E1/4 = 0.7959 respectivamente. Obsérvese que
(5.36) tiene la misma estructura, y por tanto el mismo coste computacional,
que el bien conocido método a orden 4 (3.26) que tiene eficiencia Ef = 1.3352.
Esto claramente pone de manifiesto la gran mejora que uno obtiene cuando se
utiliza el procesado.

Aunque estemos buscando un método a un orden par no es necesario
utilizar un núcleo simétrico. Por esta razón nos hemos preocupado por buscar
un método a orden 4 utilizando un núcleo no simétrico. En principio, éste debe
cumplir las condiciones N3,1 = N4,1 = 0 por lo que serán necesarias al menos
dos variables. Como primera elección podemos tomar el núcleo (5.31). Cuando
planteamos las condiciones del núcleo y consideramos las expresiones de las ki,j

llegamos al siguiente sistema de ecuaciones

a = 2− 75b + 377b2 − 716b3 + 543b4 − 78b5 (5.37)
0 = 1− 2b + 35b2 − 169b3 + 367b4 − 384b5 + 156b6.

Pero estas ecuaciones no tienen solución real. Ello nos obliga a introducir
dos nuevas exponenciales con dos nuevos coeficientes. Por un lado tendremos
más evaluaciones por paso pero por otro dispondremos de dos variables para
optimizar el error. En concreto utilizamos un método (NS-3,2) Con este proce-
sador no conseguimos mejorar la eficiencia anterior. El siguiente paso seŕıa ir
introduciendo más exponenciales en el procesador. Pero este arduo trabajo no
llegamos a realizarlo de forma completa ya que, como expondremos en el sigu-
iente caṕıtulo, nos dimos cuenta de la existencia de una forma sistemática de
buscar los métodos óptimos. Considerando que el núcleo (??) puede se visto
como un caso particular del núcleo (NS-3) es de esperar que se consigan métodos
más eficientes con este último.

Orden 5. Para conseguir un método a orden 5 el núcleo tiene que sat-
isfacer las correspondientes cinco ecuaciones dadas en la Tabla 5.1. Por tanto,
proponemos utilizar un núcleo con 8 exponenciales. Con este núcleo tenemos
un parámetro libre que utilizaremos con el objetivo de optimizar.

Para el procesador tenemos ahora p(5) = 7 ecuaciones a satisfacer. Estas
las elegimos entre las fi,j = 0 de manera que no se produzca un contaje doble
con las ecuaciones del núcleo (es inmediato a partir de la Tabla 5.2). Por
ejemplo, tenemos la siguiente elección posible

f2,1 = f3,1 = f4,1 = f4,2 = f5,2 = f5,4 = f5,5 = 0

Con todos estos ingredientes hemos decidido utilizar un método (5:NS-
4,4) y realizamos el PBC teniendo en cuenta el único parámetro libre (que en
este caso está en el núcleo). Obviamente, las ecuaciones a resolver son ahora
más complicadas y por tanto utilizar más parámetros libres complica bastante
el proceso de búsqueda de la solución óptima (que con toda seguridad daŕıa
lugar a un método más eficiente). Debemos tener presente que para cada valor
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del parámtro libre suelen existir muchos conjuntos de soluciones tanto para
los coeficientes del núcleo como del procesador. Nuestra búsqueda nos dió el
error mı́nimo para el conjunto de coeficientes dados en la Tabla 5.4. El error del
método es E = 6.519×10−3 y su eficiencia Ef =1.4618. Debemos tener presente
que sin el uso de procesado es necesario utilizar al menos 12 exponenciales para
tener un método a orden 5. Esto implica seis evaluaciones del operador eB

mientras que nosotros lo hemos hecho con sólo cuatro evaluaciones. Esto puede
representar una importante ganancia. Como a órdenes superiores al cuarto,
para hamiltonianos separables, siempre se han utilizado métodos simétricos que
dan lugar a métodos de órdenes pares, no conocemos ningún método a orden 5
con el que poder comparar la eficiencia.

Orden 6. Según la Tabla 5.1, el núcleo debe satisfacer 8 ecuaciones
para poder conseguir un método a orden 6. Una forma de tener 8 variables es
considerar un núcleo no simétrico con 10 exponenciales. Por otro lado, como
se trata de un orden par podemos utilizar los resultados de los Teoremas al
respecto. Aśı pues, si utilizamos un núcleo simétrico, éste tendrá que cumplir
sólo las 4 condiciones de la Tabla 5.3. Un núcleo simétrico con cuatro variables
requiere justo el mismo número de evaluaciones por paso que uno no simétrico.
Como la simplificación es significativa y simplemente perdemos alguna solución
puntual con respecto a un núcleo no simétrico, proponemos un núcleo simétrico
con m = 5. Para el procesador tenemos p(6) = 13 ecuaciones, más una corre-
spondiente a la elección arbitraria que hemos tomado p1,1 = 0. Aśı pues, nos
harán falta al menos 14 exponenciales en el procesador. Por tanto, proponemos
utilizar un método (S-5,7). De todas las soluciones encontradas, en la Tabla
5.4 presentamos aquella que nos ha dado mejor eficiencia. El método presenta
como error E = 2.898 × 10−3 y la eficiencia vale Ef = 5E1/6 = 1.8880. Esta
eficiencia supera la correspondiente al mejor de los integradores simplécticos
a orden 6 conocidos [91], que con 9 evaluaciones por paso da una eficiencia
Ef = 2.1351.

5.7 Importancia de la Ordenación y Tipo de Expo-

nenciales

Cuando nos planteamos la búsqueda de una expresión expĺıcita tanto para el
núcleo o como para el procesador, lo primero que hacemos es tener presente
cuántas variables vamos a considerar. Estas variables las introduciremos como
coeficientes de las exponenciales. Ahora cabe hacernos una pregunta: ¿influye
la ordenación de las exponenciales tanto del núcleo como del procesador en la
eficiencia del método que se vaya a obtener? La respuesta a esta pregunta es
que śı influye, pero no en todos los casos.

Consideremos primero el hamiltoniano separable H = HA + HB. y
supongamos por ejemplo, que el núcleo tiene la forma general (5.3). Pode-
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mos considerar siempre que el número de A’s es el mismo que el de B’s ya que
si no es aśı siempre es posible introducir uno de ellos en el procesador. Esto
ocurre, p.e. cuando tomamos como núcleo el método salto de rana, que es
equivalente al núcleo (5.7). Supondremos también que el procesador tiene la
misma forma pero no necesariamente con un número par de exponenciales.

Definimos NAB como una composición de bloques del tipo eAeB donde
suponemos que A y B están multiplicados por los parámetros correspondientes.
A una composición con la ordenación inversa (bloque del tipo eBeA) la deno-
taremos por NBA. Obviamente, el núcleo siempre podrá considerarse del tipo
NAB o NBA. Por contra, como en el procesador podemos tener distinto número
de A’s que de B’s introduciremos para éste las composiciones de bloques de la
forma eAeBeA, que denotaremos por NABA. Finalmente, consideraremos por
NBAB la correspondiente a tomar eBeAeB. En principio, el procesador puede
ser de cualquiera de la 4 clases, aunque si fijamos el número de exponenciales
sólo tendremos dos posibilidades. Esto es, si el número de exponenciales es par
sólo tendremos NAB o NBA y si es impar los tipos serán NABA o NBAB.

Con este análisis hemos podido comprobar que una vez fijado el número
de exponenciales a tener en cuenta para el núcleo y el procesador tendremos dos
ordenaciones posibles para cada uno de ellos y por tanto cuatro composiciones
distintas. A continuación probaremos que para hamiltonianos separables en
general no existe una ordenación privilegiada que nos lleve a métodos más efi-
cientes y por tanto, una vez estudiada una ordenación no será necesario analizar
las restantes. Para ello recordamos que dado un método del tipo (5.3) su ad-
junto coincide con éste pero invirtiendo el orden de las exponenciales, y son
ambos equivalentes por lo que concierne a la eficiencia.

Supongamos que el procesador tiene un número par de exponenciales, es
decir, es del tipo NAB o NBA. Entonces, las cuatro ordenaciones posibles son

eP e−hKe−P = NABNABNBA (5.38)
NABNBANBA (5.39)
NBANABNAB (5.40)
NBANBANAB. (5.41)

Vemos que (5.38) y (5.39) se pueden considerar uno el adjunto del otro, al
igual que (5.40) y (5.41) (recordemos que las A’s y las B’s están multiplicadas
por variables y que el nombre que le demos a estas variables es irrelevante).

Por otro lado, si en (5.38) intercambiamos A y B (vimos que este cam-
bio era irrelevante mientras no diésemos una forma expĺıcita a cada parte del
hamiltoniano) reproducimos el método (5.41). Con esto vemos que todos ellos
son equivalentes y por tanto es suficiente con analizar una ordenación sola-
mente. Si hacemos lo mismo con un procesador que tenga un número impar de
exponenciales, o sea, tomando NABA o NBAB, se llega a la misma conclusión.

En cambio, si consideramos que A y B son cualitativamente distintos no
podremos intercambiarlos y por tanto este último parágrafo no será aplicable.
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Esto ocurre con los hamiltonianos cuasi-integrables (B lleva siempre consigo un
factor ε a diferencia de A) y con los métodos RKN ([B,B, B, A] = 0 no implica
[A,A,A, B] = 0). En este último caso, la posibilidad de utilizar Cα,β introduce
una diferencia adicional entre A y B. Aśı pues, la eficiencia de los métodos
dependerá de la ordenación y tipo de las exponenciales utilizadas.

5.8 Métodos RKN Simplécticos hasta Orden 6

A continuación presentamos métodos especialmente diseñados para el caso par-
ticular en que [B, B, B, A] = 0 y a los que haremos referencia como métodos
RKN simplécticos. En ellos hemos hecho uso de los potenciales modificados. Ex-
ponemos aquellos que nos dieron mejor eficiencia y comparamos esta eficiencia
con la de los mejores métodos que conocemos para este tipo de hamiltonianos.

Orden 4. La composición simétrica más sencilla que satisface la única
condición a este orden es

e−hK = e−
h
2
Ae−hC1,1/24e−

h
2
A, (5.42)

que ha sido estudiada con detalle por Rowlands [111] y Lopez-Marcos, Sanz-
Serna y Skeel [84, 85]. Para determinar el procesador es necesario resolver un
sistema de p(4) = 4 ecuaciones luego, una elección posible es

eP = ehz1AehCy1,v1ehz2A (5.43)

por lo que ahora tendremos un método (4:SRKN-1,2). Con esta elección obten-
emos dos conjuntos de soluciones reales para los coeficientes en forma anaĺıtica.

Más espećıficamente si denotamos s ≡ (1/6)
√

3 + 2
√

3, entonces

y1 = ∓√3s z1 = ±(1−√3)s
v1 = ±s/24 z2 = ∓s

con error E = 5.604× 10−3 y eficiencia Ef = mE1/4 = 0.2736 m. Dependiendo
del peso que se le de a las evaluaciones de Cα,β consideraremos que 1 < m < 2,
por lo que 0.2736 < Ef < 0.5472.

Obsérvese que este núcleo puede ser tratado como uno no simétrico (el
dado en (5.20) con z2 = −(1/2± s).

Orden 5. Como ahora vamos a tener que resolver un sistema de 3 ecua-
ciones consideramos el núcleo (NSRKN-2)

e−hK = e−hCb1,c1e−ha1Ae−hCb2,c2e−ha2A (5.44)

con a2 = 1−a1, b2 = 1−b1, disponemos de 4 variables para resolver un sistema
de 3 ecuaciones. Las condiciones N3,1 = N5,1 = N5,2 = 0 nos llevan al siguiente
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sistema

0 = 1− 60b1(1− b1)a2
1(1− a1)2

0 = 1− 12a1(1− a1)b1(1− b1)− 24(c1 + c2)
0 = 1− 720a1(1− a1)[(1− b1)c1 + b1c2] (5.45)

Si en (5.44) se considera, para simplificar el núcleo, c1 = 0 ó c2 = 0 se tiene
que el sisitema (5.45) no tiene solución real, por lo que es preciso mantener los
dos potenciales modificados. La solución del sistema en términos del parámetro
a1 viene dada por

b±1 =
1
2

(
1±

√
1− 1

15a2
1(1− a1)2

)
(5.46)

c1 =
1

12(2b1 − 1)

(
1
2
b1 − 6b1 + 1

60a1(1− a1)

)

c2 = −c1 +
1
24
− 1

120a1(1− a1)
.

De la expresión de b± se tiene que a1 /∈ (a−1 , a+
1 ) con a±1 =

1
2

(
1±

√
1 +

4√
15

)
.

Con el procesador tenemos que resolver un sistema de 6 ecuaciones por lo que
consideramos s = 2. La solución óptima para el método (5:NSRKN-2,2) la
encontramos para el conjunto de coeficientes dados en la Tabla 5.4. Con todo
esto conseguimos un método que tiene de error E = 6.284 × 10−4 y cuya efi-
ciencia satisface 0.4577 < Ef < 0.9154. El mejor método RKN a orden 5 que
conocemos [88] (necesita 6 evaluaciones de la fuerza por paso) tiene de eficien-
cia Ef = 0.9840. Vemos que nuestro método es superior incluso en el peor de
los casos en el que el coste de utilizar un potencial modificado sea el doble del
potencial normal.

Recordamos que para los métodos RKN la eficiencia depende de la or-
denación de las exponenciales aśı como del tipo de exponenciales utilizados,
aunque mantengamos fijo el número de variables. De las dos posibles ordena-
ciones para el procesador hemos presentado la que nos ha llevado a un mejor
resultado.

Orden 6. Según la Tabla 5.1 el núcleo debe cumplir 4 condiciones
N3,1 = N5,1 = N5,2 = N6,1 = 0. En principio, podŕıamos considerar el
núcleo no simétrico (NSRKN-2), pero el sistema de cuatro ecuaciones con cu-
atro incógnitas a resolver no tiene solución real. Por tanto, hemos optado por
el siguiente núcleo simétrico con 3 parámetros libres (la condicón N6,1 = 0 se
satisface directamente).

e−hK = e−ha1Ae−hb1Be−ha2Ae−hCb2,c2e−ha2Ae−hb1Be−ha1A. (5.47)
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El método necesita tres evaluaciones de la fuerza (una de ellas con el potencial
modificado). Como procesador hemos decidido tomar s = 5 y le hemos dado
una simetŕıa un tanto especial. La solución más eficiente del método (6:SRKN-
3,5) que hemos encontrado la damos en la Tabla 5.4, la cual tiene de error
E = 1.915 × 10−4 y la efectividad cumple 0.7202 < Ef < 0.9603. El mejor
de los métodos RKN simplécticos que conocemos es uno del conjunto de 16
métodos que presentan Okunbor y Skeel [100] con eficiencia Ef = 1.0345 (éste
se encuentra también en [91] con más cifras significativas).
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Orden 4

4 : S − 3, 3
(Ef = 0.6227)

Ef = 0.7959

a1 = 0.6215197027987048 b1 = − 1
4

z1 = 0 y1 = 0.798
z2 = −0.1247579981570780 y2 = −0.1980900601562228
z3 = 0.2558945974768048 y3 = −0.4687733405240504

Orden 5

5 : NS − 4, 4
(−−)

Ef = 1.4618

a1 = −3.068877096032787 b1 = −0.0188
a2 = 0.069136863057925 b2 = 0.228020026949214
a3 = 2.132236793077397 b3 = −0.274397602327546
z1 = 0 y1 = −0.831482178617918
z2 = −0.058741792287332 y2 = 0.869497654626095
z3 = −0.155682248638743 y3 = −0.694638307539625
z4 = −1.739396727797721 y4 = 0.003491184157440

5 : NSRKN − 2, 2
(Ef = 0.9840)

Ef ∈ (0.4577, 0.9154)

a1 = − 2
5 b1 = 42+

√
1389

84

c1 = 26391+868
√

1389
933408 c2 = 26391−868

√
1389

933408

z1 = −0.259827742670833 y1 = −0.624928701361894
z2 = −0.878903435778566 y2 = 0.008724711925979
v1 = −0.015699016551177 v2 = −0.000884335643367

Orden 6

6 : S − 5, 7
(Ef = 2.1351)

Ef = 1.8880

a1 = 0.528734306841523 b1 = 2.223125692756331
a2 = −0.227224814678775 b2 = 0.047256775178394
z1 = 0.520443768753836 y1 = 0.113599703192743
z2 = −0.112258504451409 y2 = −0.194068392832917
z3 = −0.973494161013953 y3 = −0.033895302345452
z4 = 0.362347738903427 y4 = 0.303351445876588
z5 = 0.212540146576188 y5 = 0.700101572328687
z6 = −0.018738314192914 y6 = −1.946137373022707
z7 = −∑6

i=1 zi y7 = −∑6
i=1 yi

6 : SRKN − 3, 5
(Ef = 1.0345)

Ef ∈ (0.7203, 0.9603)

a1 = −0.068261038391863 b1 = 0.262112935251703
c1 = 0 c2 = 0.016401112816078
z1 = 0.1 y1 = 0.253716619720951
z2 = −0.402300805987029 y2 = 0.012848662830680
z3 = −2(z1 + z2) y3 = −y2

z4 = z2 y4 = −y1

z5 = z1 y5 = 0
v1 = −0.041564153882237 v2 = −0.00983857170212
v3 = 0.010873954211100 v4 = 0.036112417802221
v5 = 0

Tabla 5.4: Métodos X-m, s (X=NS,S,NSRKN,SRKN). Entre paréntesis damos
las eficiencias de los mejores métodos existenetes en la literatura.
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Chapter 6

Optimización del Procesado

6.1 Consideraciones Generales

En el último caṕıtulo hemos analizado las condiciones sobre el núcleo y hemos
construido método que en la mayoŕıa de los casos tienen mejor eficiencia que los
integradores existentes en la literatura. Hemos visto también que la presencia
de coeficientes extra, tanto en K como en P , nos permite mejorar la eficien-
cia de un método. Sin embargo, esas mejoras fueron obtenidas a fuerza bruta:
explorando los conjuntos de soluciones de las ecuaciones para K y P . Ahora,
vamos a tratar esta cuestión de una forma más sistemática: dado un núcleo a
un determinado orden, ¿es posible mejorar la eficiencia tomando procesadores
más complicados? ¿Tiene esta mejora un ĺımite? Como veremos a continuación,
podemos responder a estas cuestiones de forma afirmativa al menos hasta orden
n = 6: una vez elegimos el núcleo, éste determina la mejor eficiencia (recordar
que más eficiencia significa menor valor de Ef ) que se puede obtener con el
procesado [12]. No hemos probado si esta forma de proceder puede ser imple-
mentada a órdenes arbitrarios, aunque la experiencia indica que éste podŕıa ser
el caso.

Parece natural definir como óptimo el procesador, si existe, que minimice
el error de un método a orden n definido por la ec. (3.31). El error E será
determinado a través de las fn+1,j , j = 1, ..., c(n + 1) por ki,j , i ≤ n + 1 y los
c(n) coeficientes pn,j . Más espećıficamente la ec. (5.11), cuando la condicion
(5.12) y el hecho que k1,1 = k1,2 = 1 son tenidos en cuenta, nos permiten escribir

fn+1,j = kn+1,j +
c(n)∑

s=1

αj,spn,s +Gj(k2,1, ..., kn,c(n)), j = 1, ..., c(n+1), (6.1)

donde αj,r son coeficientes numéricos y Gj son expressiones polinómicas en los
coeficientes ki,j que permanecen libres depués de haber impuesto las condiciones
del núcleo Ni,s = 0, i ≤ n.

91
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Nosotros queremos fijar los c(n) coeficientes pn,s que no minimicen E .
Esto lo hacemos resolviendo

∂E
∂pn,s

= 0 s = 1, ..., c(n)

o, lo que en lo mismo por las ecs. (3.31) y (6.1),

c(n+1)∑

j=1

αj,sfn+1,j = 0 s = 1, ..., c(n), (6.2)

que utilizando de nuevo la ec. (6.1) da finalmente el sistema

c(n)∑

t=1

βs,tpn,t = λs (6.3)

con

βs,t ≡
c(n+1)∑

j=1

αj,sαj,t y λs ≡ −
c(n+1)∑

j=1

αj,s

(
kn+1,j + Gj(k2,1, ..., kn,c(n))

)

(6.4)
La complicada estructura de las expresiones para los coeficientes f hace

dif́ıcil probar afirmaciones generales para el sistema (6.3), pero en los casos
en los que hemos trabajado expĺıcitamente éste tiene soluciones que cuando
son sustituidas en las ecs. (6.1) y (9.42), dan lugar al método óptimo con los
coeficientes fop

n+1,j y su error.
En particular, la matriz c(n)× c(n) simétrica β, definida en la ec. (6.4),

hemos probado expĺıcitamente que es no-singular para n ≤ 6, luego, la solución
de la ec. (6.3) viene dada por

p(n) = −β−1αT (k(n+1) + G(k2,1, ..., kn,c(n))) (6.5)

donde hemos utilizado la siguiente notación vectorial

p(n) = (pn,1, . . . , pn,c(n))
k(n+1) = (kn+1,1, . . . , kn+1,c(n+1)) (6.6)

G = (G1, . . . , Gc(n+1))

y α es la matriz c(n + 1)× c(n) con elementos αj,s. Cuando la solución (6.5) es
sustituida en ec. (6.1) obtenemos para el método óptimo a orden n

fop
(n+1) = (I − αβ−1αT )k(n+1) − αβ−1αTG (6.7)

con fop
(n+1) ≡ (fop

n+1,1, . . . , f
op
n+1,c(n+1)).

Es interesante remarcar que, a partir de esta ecuación, el error mı́nimo
está completamente determinado por el núcleo. En realidad, cuando el proceso
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anterior puede llevarse a cabo, es posible reescribir fop
n+1,j como la siguiente

combinación lineal

fop
n+1,j =

c(n+1)−c(n)∑

s=1

γjsNn+1,s j = 1, . . . , c(n + 1) (6.8)

donde Nn+1,s son las expresiones del núcleo que aparecen en la Tabla 5.1 para
un método a orden n + 1.

Probamos esta afirmación para un método optimizado a tercer orden y
después indicaremos la generalización a órdenes superiores. De la ec. (6.7)
podemos escribir

fop
4,j = µj,3 k4,3 + µj,2 k4,2 + µj,1 k4,1 + F ( k2,1, k3,1)

donde F es una expresión polinómica y µj,k son coeficientes numéricos. Tomando
N4,1 de la Tabla 5.1 podemos escribir

fop
4,j = µj,3 N4,1 + Q( k2,1, k3,1, k4,1, k4,2)

donde Q es otra expresión polinómica. Hasta este momento los k4,j son to-
dav́ıa parámetros completamente libres. Supongamos ahora que imponemos la
condición del núcleo a cuarto orden N4,1 = 0, y la utilizamos para expresar
uno de los k4,j , digamos k4,3, en términos del conjunto {k2,1, k3,1, k4,1, k4,2} .
Entonces con los p(n) dados por (6.5) construiŕıamos un método a cuarto orden.
Recordemos que E es una función definida positiva en las variables p4,j y en el
que si se cumplen las condiciones a orden 4 es posible obtener con las p4,j que
E = 0. Pero, los p(n) son los valores que hacen mı́nimo E , por lo que deben de
anularlo, o lo que es lo mismo dar fop

4,j = 0. Como esto debe de ser cierto para
cualquier elección de {k2,1, k3,1, k4,1, k4,2} debemos concluir que

Q( k2,1, k3,1, k4,1, k4,2) = 0

idénticamente y entonces fop
4,j = µj,3 N4,1 que, con γj,1 = µj,3, es la ec. (6.8)

que deseamos probar.
La generalización a órdenes superiores es inmediata una vez comprobado

que todo el procedimiento es aplicable, esto es comprobado que las matrices
que tienen que ser invertidas son no-singulares. En el método optimizado a
orden n uno tiene que considerar las condiciones para el núcleo a orden n + 1,
(Nn+1,s, s = 1, . . . , c(n + 1)− c(n)). A partir de estas expresiones elegimos el
mismo número de coeficientes independientes kn+1,j y repetimos el proceso
llevado a cabo para el tercer orden.

Observese que los coeficientes γjs en la ec. (6.8) se pueden obtener a partir
del término lineal de la ec. (6.7), i.e. a partir de la matriz c(n + 1)× c(n + 1)

Mop ≡ I − αβ−1αT .

la cual sólo depende de la matriz α.
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6.2 Errores Óptimos

A continuación damos las expresiones para los métodos optimizados hasta or-
den seis obtenidos con el análisis realizado en la sección anterior. Damos
los coeficientes fop

n+1,j en términos de las expresiones Nn+1,s. A partir de el-
los es fácil calcular el error mı́nimo que uno puede obtener con el porcesador
apropiado. Cuando éste tenga una expresión simple daremos también el er-
ror expĺıcitamente. Daremos los resultados correspondientes a un hamiltoniano
separable en general y los correspondientes a métodos RKN.

1. El Caso General de Hamiltonianos H = HA + HB

-Terecer Orden: De las expresiones expĺıcitas para f4,j recogidas en el
Apendice E se tiene

α =



−1 0
−1 −1

0 1


 ⇒ Mop =

1
3




1 −1 −1
−1 1 1
−1 1 1




luego

fop
4,3 = fop

4,2 = −fop
4,1 =

1
3
N4,1 (6.9)

y el error mı́nimo es

Er =
1√
3
|N4,1| . (6.10)

-Cuarto Orden: repitiendo los mismos pasos es inmediato ver que

fop
5,2 = −fop

5,1 =
1
2
N5,1

fop
5,3 = fop

5,4 =
1
2
N5,2 (6.11)

fop
5,5 = −fop

5,6 =
1
2
N5,3

y el error que se obtiene utilizando el procesador óptimo es

E =
1√
2

√
(N5,1)2 + (N5,2)2 + (N5,3)2. (6.12)

-Quinto Orden: para este caso se tiene la expresión más compleja

fop
6,1 = −fop

6,2 =
1

1772
(227N6,1 − 99N6,2 − 411N6,3)

fop
6,3 = −fop

6,5 =
1

1772
(83N6,1 − 165N6,2 − 285N6,3)

fop
6,7 = −fop

6,6 =
1

886
(−76N6,1 + 39N6,2 + 323N6,3)

fop
6,9 = −fop

6,8 =
1

443
(−28N6,1 + 61N6,2 + 119N6,3)

fop
6,4 =

1
443

(52N6,1 + 50N6,2 + 221N6,3)
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y la constante de error puede ser calculada a partir de la ec. (3.31).

-Sexto Orden:

|f7,2j−1| = |f7,2j | = 1
2
|N7,j | j = 1, . . . , 9 (6.13)

y el error es

E =
1√
2

√√√√
9∑

j=1

(N7,j)2. (6.14)

Obsérvese que este caso contiene las N7,j que no vienen dadas en la Tabla
5.1. Éstas tienen que ser obtenidas en la forma N7,j = k7,2j − k7,2j−1 +
G(k) donde G(k) es una expression polinómica de las ki,j con i < 7
utilizando los códigos de [69].

2. Hamiltonianos con Enerǵıa Cinética Cuadrática en Momentos.

-Cuarto Orden: tan sólo hay que eliminar fop
5,5 y fop

5,6 de (6.11) dando

fop
5,2 = −fop

5,1 =
1
2
N5,1; fop

5,3 = fop
5,4 =

1
2
N5,2 (6.15)

y el error que uno obtiene utilizando el procesador óptimo es

E =
1√
2

√
(N5,1)2 + (N5,2)2. (6.16)

-Quinto Orden: el procedimiento nos lleva ahora a

fop
6,1 = −fop

6,2 =
5

2(32 + 52)
N6,1; fop

6,3 = −fop
6,5 =

−3
2(32 + 52)

N6,1; fop
6,4 = 0

(6.17)
y el error es ahora

E =
1

2
√

17
|N6,1|. (6.18)

-Sexto Orden: eliminando los valores j = 5, . . . , 9 de (6.13) se obtiene

|f7,2j−1| = |f7,2j | = 1
2
|N7,j | j = 1, . . . , 5 (6.19)

y el error es

E =
1√
2

√√√√
5∑

j=1

(N7,j)2. (6.20)
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6.2.1 Ejemplos a Tercer y Cuarto Orden

A continuación presentamos algunos métodos como una ilustración de la forma
de proceder que acabamos de discutir. Nuestra estrategia para construir métodos
será similar a la del caṕıtulo anterior, excepto que ahora el procesador tiene que
ser elegido de manera que minimice el error. Para que este sea el caso los co-
eficientes del procesador tienen que resolver un sistema de pop(n) ≡ p(n + 1)
ecuaciones.

Tercer Orden Optimizado. Si consideramos de nuevo el núcleo (NS-2) visto
en (5.31) el coeficiente a puede ser determinado a partir de la ecuación (5.32)
luego, el error (6.10) es sólo una función de b. Para b± = 1

2

(
1±

√
1 + 2√

3

)

obtenemos el error y la eficiencia mı́nimos dados por Er = 8.639×10−3 y Ef =
0.4104, respectivamente. Esto significa una mejora de un 25% aproximadamente
sobre el valor obtenido en el caṕıtulo anterior.

Respecto del procesador, debemos resolver un sistema de pop(3) + 1 = 5
ecuaciones luego, consideraremos un método (NS-2,3). Un conjuto de soluciones
al sistema correspondiente lo damos en la Tabla 6.1.

Cuarto Orden Optimizado. Para este caso hemos analizado diferentes situa-
ciones:

1. El Caso General de Hamiltonianos H = HA + HB

Metodo I.- Consideramos el núcleo simétrico S-3 estudiado en el caṕıtulo
anterior y encontramos el mı́nimo para b1 = −0.175, con error E = 1. 260×
10−3 y eficiencia Ef = 0.5653. Este resultado debe de ser comparado con
el valor 0.6227 obtenido por el mejor de los método simétricos simplécticos
construido por McLachlan en [91] (S, m = 5).

Para el procesador, en principio, debemos resolver un sistema de ocho
ecuaciones. Como no encontramos soluciones reales para un procesador
con ocho exponenciales decidimos introducir una más y tomar s = 5. Un
posible conjunto de soluciones del método (4:S-3,5) la damos en la Tabla
6.1.

Metodo II.- Consideramos ahora el núcleo simétrico (S-4) que es lig-
eramente más complicado con la finalidad de buscar métodos más efi-
cientes. Ahora disponemos de dos parámetros libres para minimizar el
error. Hemos encontrado diferentes conjuntos de soluciones con valores
mı́nimos muy similares. Uno de ellos es b1 = 0.24 , b2 = −0.1 que da de
error E = 1.042 × 10−4 y eficiencia Ef = 4E1/4 = 0.4041, mejorando el
correspondiente del esquema anterior. Para este caso es posible utilizar
un procesador con s = 4, con lo que utilizaremos un método (S-4,4). Un
conjunto de soluciones lo damos en la Tabla 6.1.

2. Hamiltonianos con Enerǵıa Cinética Cuadrática
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Núcleos con potenciales modificados.- Consideremos el más sencillo de los

métodos simétricos (S-1) dado en (5.42) que da N5,1 = N5,2 =
1

1440
, y por

tanto E =
1

1440
, mientras que la eficiencia es Ef = mE1/4 = 0.1624 m.

Con esto hemos considerado el método (S-1,4) siendo una de las soluciones
posibles la dada en la Tabla 6.1.

El esquema resultante es esencialmente tan eficiente como el método con
núcleo (S-2) y c1 = 0 diseñado en [85].

Núcleos sin potenciales modificados. En algunos casos puede ser útil
disponer de métodos RKN simplécticos que no utilicen potenciales mod-
ificados en la composición. Para tal propósito tomamos el núcleo no-
simétrico (NS-2) dado en (5.31), que tiene un par’ametro libre que uti-
lizaremos para minimizar. Es fácil ver que N5,1 = (5a(1−a)−1)

1440 ; N5,2 =
−1

1440 y la elección a = −1
10 da E = 9.028 × 10−4 y Ef = 2E1/4 = 0.3467.

Esta eficiencia mejora la mejor de los métodos RKN simplécticos que no
utilizan potenciales modificados. El método completo utilizado ha sido el
(NS-2,4), siendo una posible solución la dada en la Tabla 6.1.
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Orden 3
(NS − 2, 3)

(Ef = 0.6532)
Ef = 0.4104

a1 = 1
2

(
1 +

√
1 + 2√

3

)
b1 = 1

2

(
1−

√
1 + 2√

3

)

z1 = 0.1719330997988762 y1 = 0.5151263269901992
z2 = 0.3863677665431393 y2 = −0.06985654907807675
z3 = −(z1 + z2) y3 = 0

Orden 4

(S − 3, 5)
(Ef = 0.6227)

Ef = 0.5653

a1 =
√

1646169−147
1680 b1 = − 7

40

z1 = −1.450228208075020 y1 = −0.026109696957887
z2 = 0.470250210499111 y2 = 0.066841578109894
z3 = 1.480280303520878 y3 = 2.989840731091553
z4 = −(z1 + z2 + z3 + z5) y4 = −(y1 + y2 + y3)
z5 = − 1

2 y5 = 0

(S − 4, 4)
(Ef = 0.6227)

Ef = 0.4041

a1 = 57+
√

18069
300 b1 = 6

25

b2 = − 1
10

z1 = −0.1171835753202670 y1 = −0.5903105192555323
z2 = 0.8785444960116207 y2 = 0.00137327945651152
z3 = −0.8972532123604465 y3 = 0.3958521503201655
z4 = −(z1 + z2 + z3) y4 = −(y1 + y2 + y3)

(SRKN − 1, 4)
(Ef = 0.4764)

Ef ∈ (0.1624, 0.3248)

c1 = 1
24

z1 = 0 y1 = −0.1576624269298081
z2 = −0.0363539829039128 y2 = 0.0731969797858114
z3 = −0.2371066801510219 y3 = 0.1859353996846055
z4 = 0.8749306155955435 y4 = 0
vi = 0 i = 1, 2, 3, 4

(NSRKN − 2, 4)
(Ef = 0.4764)

Ef = 0.3467

a1 = 1
2 −

√
133
132 b1 = − 1

10

c1 = c2 = 0
z1 = 0 y1 = 0.1937696215758170
z2 = 0.5349755290809216 y2 = 0.9311511462564267
z3 = −0.3086327690445878 y3 = −0.1053624334726687
z4 = 0.1428375011411086 y4 = 0
vi = 0 i = 1, 2, 3, 4

Tabla 6.1: Métodos optimizados X-m, s (X=NS,S,NSRKN,SRKN) Entre paréntesis
damos las eficiencias de los mejores métodos existenetes en la literatura.
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6.2.2 Comparación de Diferentes Métodos

Con la finalidad de apreciar mejor el efecto del uso de la técnica del procesado
y el procedimiento de optimización que hemos presentado, recogemos en forma
de tabla la bondad de diferentes métodos.

En la Tabla 6.2 presentamos las constantes de error, la efectividad y el
número de evaluaciones de B por paso de los métodos con procesado construidos
aqúı para el caso general de hamiltonianos H = HA + HB. Para poder com-
parar incluimos también algunos de los esquemas simplécticos bien establecidos
en la literatura. Hemos elegido como métodos estándar aquellos algoritmos
simplécticos no procesados con la mejor eficiencia a cada orden. Se aprecia
directamente que los nuevos algoritmos son más eficientes que el resto y esto se
ve más claramente en el caso de nuestros métodos optimizados. La ganancia en
eficiencia es obtenida, en general, por el descenso en el número de evaluaciones
de B.

Orden n Metodo E1/n Eficiencia m E1/n

3 (NS, m = 3) 0.2177 0.6532
Proc. (NS-2,1) 0.2790 0.5580
Opt. (NS-2,3) 0.2052 0.4104

4 (S, m = 5) 0.1245 0.6227
Proc. (S-3,3) 0.2652 0.7957
Opt. (S-3,5) 0.1884 0.5653
Opt. (S-4,4) 0.1010 0.4041

5 Proc. (NS-4,4) 0.3655 1.4618
6 (SS, m = 9) 0.2372 2.1351

Proc. (S-5,7) 0.3776 1.8880

Tabla 6.2: Comportamiento teórico de diferentes integradores simplécticos para un
hamiltoniano general.

Similarmente la Tabla 6.3 presenta la situación para los métodos RKN.

Orden n Metodo E1/n Eficiencia m E1/n

4 (RKN, m = 4) 0.1191 0.4764
Proc. (SRKN-1,2) (1 < m < 2) 0.2736 (0.2736, 0.5472)
Opt. (SRKN-1,4) (1 < m < 2) 0.1624 (0.1624, 0.3248)

Opt pot. no mod. (NSRKN-2,4) 0.1733 0.3467
5 (RKN, m = 6) 0.1640 0.9840

Proc. (NSRKN-2,2) (2 < m < 4) 0.2289 (0.4577, 0.9154)
6 (RKN, m = 7) 0.1478 1.0345

Proc. (SRKN-3,5) (3 < m < 4) 0.2401 (0.7203, 0.9603)

Tabla 6.3: Comportamiento teórico de diferentes integradores RKN simplécticos



100 CHAPTER 6. OPTIMIZACIÓN DEL PROCESADO

6.3 Ejemplos Numéricos

La finalidad de esta sección es mostrar el funcionamiento de los nuevos métodos
con procesado obtenidos en estos dos últimos caṕıtulos y recogidos en las Tablas
5.4 y 6.1, en comparción con otros integradores simplécticos estándar de órdenes
4, 5 y 6. Aśı pues, para el hamiltoniano general H = HA +HB, consideramos el
algoritmo (4:S-4,4) y los métodos a órdenes cinco y seis expuestos en la Tabla
5.4. Los resultados son comparados con los métodos simétricos a órdenes cuatro
(S, m = 5) y seis (S, m = 9) dados por McLachlan [91]. Con respecto al orden
5, sin embargo, no hemos encontrado ningún método simpléctico disponible
para esta clase de hamiltoniano.

Cuando la enerǵıa cinética es cuadrática en momentos, consideramos el
método con procesado a orden cuatro optimizado con eficiencia Ef = 0.1624 m
y los esquemas a órdenes cinco y seis recogidos en la Tabla 5.4. Comparamos
con los siguientes esquemas:

(a) el método Runge-Kutta-Nyström de cuatro etapas de orden 4 dado por
Calvo y Sanz-Serna [19] (RKN, m = 4);

(b) el algoritmo simpléctico de seis etapas a quinto orden construido por
McLachlan y Atela [88] (RKN, m = 6);

(c) el mejor de los métodos simétricos encontrado por Okunbor y Skeel [100]
para este tipo de hamiltonianos (RKN, m = 7).

Estos métodos serán referidos en las figuras como s-4, s-5 y s-6.
Ahora examinamos cómo todos estos esquemas simplécticos describen fa-

milias de órbitas periódicas para tiempos de integración muy grandes en difer-
entes sistemas hamiltonianos. Como es habitual, chequeamos el grado de exac-
titud en la conservación de la enerǵıa y la precisión en la determinación de la
trayectoria.

Ejemplo 1. El oscilador armónico generalizado unidimensional es posi-
blemente uno de los ejemplos más sencillos de un sistema hamiltoniano que
puede ser separado en dos partes no triviales, H = HA +HB, con los flujos cor-
respondientes a HA y HB evaluables de forma expĺıcita. Además, la evolución
temporal exacta de H es también conocida, luego es posible compararla con
las soluciones aproximadas obtenidas con los diferentes algoritmos numéricos.
Tomamos

HA =
1
2
(p2 + q2), HB = α(pq + q2), (6.21)

con α = 0.9, y analizamos la trayectoria eĺıptica dada por

q(t) = q0 cos(ηt) +
p0 + αq0

η
sin(ηt) (6.22)

p(t) = p0 cos(ηt)− (q0η + α
p0 + αq0

η
) sin(ηt)
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con η =
√

1 + 2α− α2 y peŕıodo T = 2π/η. Aqúı q0, p0 se corresponden con el
valor inicial de la coordenada y el momento, respectivamente. Para este ejemplo
determinamos numéricamente la trayectoria para un gran número de peŕıodos
(39741), calculamos los puntos (q, p) en intervalos de tiempo T/20 durante el
último peŕıodo y entoces calculamos la distancia euclidea en R2 entre estos
puntos y los correspondientes valores exactos dados por (6.22). Finalmente
tomamos el valor medio de las distancias.

La Figura 6.1 muestra, en una escala log− log, esta distancia media para
q0 = p0 = 1 (enerǵıa E = 2.8) en términos del coste computacional expresado
como número de evaluaciones de B. Las ĺıneas sólidas denotadas por s-n cor-
responden a los resultados obtenidos por los métodos simplécticos estándar a
orden n, mientras que las ĺıneas p-n corresponden a los métodos a orden n con
procesado. A la vista de los resultados hay que realizar algunos comentarios.
Primero, la estimación teórica para la efectividad de los diferentes métodos
recogidos en las Tablas 5.4 y 6.1 se pone de manifiesto también en la práctica.
En particular, está clara la superioridad de los algoritmos con procesado sobre
las composiciones simplécticas estándar. Una razón para este comportamiento
es el requerimiento de menor número de evaluaciones. Segundo, el método
a orden 5 se comporta, para este ejemplo y en el rango de precisiones anal-
izado, como un integrador a sexto orden con una eficiencia superior a la de
otros métodos estándar. Tercero, el esquema a cuarto orden con procesado
optimizado funciona significativamente mejor que el resto de los métodos con
procesado en una región muy amplia y para este ejemplo. Esta notable mejora
nos anima en la búsqueda de métodos optimizados a órdenes superiores sigu-
iendo un procedimiento similar.
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Figura 6.1. Error medio en la distancia frente al número de evaluaciones de
B para el hamiltoniano (6.21) con α = 0.9 y E = 2.8 tras 39741 peŕıodos. Las
ĺıneas sólidas denotadas por s-n corresponden a los integradores simplécticos estándar
(no procesados) a orden n y las ĺıneas discont́ınuas representan los nuevos esquemas
simplécticos a orden n con procesado (p-n), respectivamente.

Ejemplo 2. A continuación consideramos el bien conocido hamiltoniano
de Hénon-Heiles [62]

H(q,p) =
1
2
(p2

1 + p2
2) +

1
2
(q2

1 + q2
2) + q2

1q2 − 1
3
q3
2. (6.23)

Cuando la enerǵıa cumple E < 1/6 hay tres trayectorias periódicas cuyas
proyecciones sobre el plano q son ĺıneas rectas [30]. Una de ellas, que llamare-
mos π1, se encuentra sobre el eje q2, y las otras dos (π2 y π3) se obtienen rotando
π1 con los ángulos ±2π/3, respectivamente [30]. Analizamos, en particular, la
órbita π2, cuya ecuación es

q1(t) = −
√

3
2

Q(t), q2(t) = −1
2
Q(t), p1(t) = q̇1(t), p2(t) = q̇2(t), (6.24)

con

Q(t) = (qb − qc) sn2

(√
qa − qc

6
t

)
+ qc, (6.25)

y el peŕıodo viene dado por

T = 2

√
6

qa − qc
K(s). (6.26)

En las expresones anteriores s ≡ √
(qb − qc)/(qa − qc), K(s) es la integral

eĺıptica completa de primera especie, sn(u) es la función eĺıptica seno ampli-
tud y qa, qb, qc son las soluciones de la ecuación x3 − (3/2)x2 + 3E = 0 con
qc < 0 < qb < 1 < qa.

Para este ejemplo determinamos la trayectoria periódica para 41603 peŕıodos
y entonces promediamos el error relativo en la enerǵıa durante el último peŕıodo.
En la Figura 6.2 (en una escala log− log) representamos para E = 0.1 los resul-
tados obtenidos con los métodos estándar y con procesado en función del coste
computacional medido en número de evaluaciones de B. Para determinar este
número hemos considerado que, en promedio y para el problema en cuestión,
una evaluación de Cα,β es aproximadamente equivalente a 1.1 evaluaciones de
B [11].

Aqúı de nuevo el algoritmo a quinto orden con procesado se comporta
como un integrador a sexto orden para una amplia serie de pasos de integración
y, como se predijo teóricamente, el efecto de la combinación de la técnica del
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procesado y las segundas derivadas del hamiltoniano (en Cα,β) permite con-
struir esquemas simplécticos altamente eficientes. La mejora con respecto a los
estándar es particularmente notoria para el método a cuarto orden, porque ha
sido construido utilizando la técnica de optimización.

En la Figura 6.3 presentamos los mismos resultados que en la Figura 6.2
pero ahor tomando en cuenta la estimación más conservadora en el que una
evaluación de Cα,β es equivalente a dos evaluaciones de B. Incluso en ese caso
los métodos con procesado funcionan mejor que los estándar y la mejora es
de nuevo mayor con el método optimizado a orden cuatro. Por otro lado, los
resultados obtenidos por éste y por el método a orden cuatro con procesado
optimizado que no utiliza potenciales modificados en el núcleo (Ef = 0.3467)
son muy similares para este caso (ĺınea p-4 en la Figura 6.3).
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Figura 6.2. Error relativo en la enerǵıa vs. al número de evaluaciones de B

para el hamiltoniano de Hénon-Heiles con E = 0.1. Para este ejemplo una evaluación
de Cα,β es aproximadamente equivalente a 1.1 evaluaciones de B. Los códigos son
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similares a los utilizados en la Figura 6.1.
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Figura 6.3. Lo mismo que la Figura 6.2 pero considerando que una evaluación
de Cα,β es equivalente a dos evaluaciones de B.



Chapter 7

Sistemas Hamiltonianos

Cuasi-Integrables

7.1 Introducción

El principal objetivo a lo largo de esta primera parte del trabajo ha sido obtener
integradores simplécticos, tan eficientes como sea posible, para hamiltonianos
separables utilizando la técnica del procesado. Además, hemos analizado con
detalle un importante caso particular como es el de los hamiltonianos con en-
erǵıa cinética cuadrática en momentos. Sin embargo, a veces un mismo hamil-
toniano puede ser separable en diferentes formas. Lo más frecuente es que éste
se pueda separar en su parte cinética y potencial

H(q,p) = T (p) + V (q). (7.1)

No obstante, en muchos casos es también posible otra separación. Esto
suele ocurrir cuando el sistema es una pequeña perturbación de uno que puede
ser resuelto de forma exacta, p.e. cuando H es cuasi-integrable y se puede
separar en la forma

H(q,p; ε) = H0(q,p) + εH1(q), (7.2)

donde ε es un parámetro pequeño. Una forma obvia de construir un IS para
este hamiltoniano es aplicar una composición considerando los flujos correspon-
dientes a H0 y H1, cuando ambos son evaluables de forma expĺıcita. En este
sentido hay menos restricciones severas con respecto a las condiciones para
un orden. Más espećıficamente, para obtener un IS de orden efectivo k no es
necesario cancelar todos los términos hi (en un paso h) hasta i = k − 1 en el
hamiltoniano modificado asociado con el método [79, 119], sino sólo aquellos
que contengan órdenes más bajos en ε (en la práctica, ε, ε2 o como máximo ε3);
como consecuencia, el número de pasos para obtener un determinado orden (y

105
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por tanto el número de transformaciones a componer) disminuye considerable-
mente, pudiéndose mejorar la eficiencia. Esta aproximación ha sido utilizada
por McLachlan [90] para obtener varias familias de métodos a segundo y cuarto
orden efectivos para el hamiltoniano (7.2). Un inconveniente de esta forma de
proceder es que, muy a menudo, tiene que ser incorporada una transformación a
las variables acción-angulo del hamiltoniano integrable H0 [70, 113], y por tanto
la efectividad se ve reducida. Como consecuencia, si el esquema numérico no
es muy eficiente, podŕıa ser ventajoso separar el hamiltoniano H(q,p; ε) como
en (7.1) e integrar las ecuaciones del movimiento con un método simpléctico
estándar, particularmente si ε no es muy pequeño [70]. Esta situación motiva
la búsqueda de métodos que, preservando las ventajas de la descomposición en
forma perturbativa, mejore la efectividad.

En este caṕıtulo nos centraremos en la construcción de IS más eficientes
a órdenes elevados, que aprovechen la ventaja de la especial estructura del
hamiltoniano (7.2). Para ello utilizaremos la técnica del procesado estudiada,
teniendo en cuenta que ahora el número de condiciones que habrá que imponer
al núcleo y al procesador se verán ampliamente reducidas. Esto nos llevará a
métodos que, con muy pocas evaluaciones por paso, nos den algoritmos muy
eficientes.

En primer lugra estudiaremos el problema sin tener en cuenta el pro-
ceso de optimización. Los procesadores utilizados serán aquellos que tengan
el mı́nimo número de exponenciales para obtener el orden deseado. Con esto
obtendremos métodos altamente eficientes para este tipo de problemas [11],
como podremos apreciar al aplicarlos sobre ejemplos concretos. Finalizaremos
el caṕıtulo con una sección en la que veremos cómo aplicar la técnica de opti-
mización a este tipo de hamiltonianos. Presentamos algunos métodos, aśı como
las ĺıneas a seguir.

7.2 Los Nuevos IS con Procesador

En esta sección buscaremos un IS que aproxime la solución exacta para un paso
de integración

M(h) = e−hL(H0+εH1) . (7.3)

Con la finalidad de aprovechar la estructura del hamiltoniano (7.2) parece
lógico aproximar la solución exacta por la composición

e−hLĤ =
m∏

i=1

e−haiAe−hbiεB (7.4)

donde ahora A ≡ LH0 y B ≡ LH1 . Por la fórmula BCH, el llamado hamiltoniano
modificado Ĥ pertenece al álgebra de Lie libre generada por H0 y H1, y puede
ser desarrollado como una doble serie asintótica en h y ε, con un número finito
de términos a cada orden en h, pero un número infinito a cada orden en ε
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[90]. Los coeficientes ai, bi son determinados de forma sistemática a partir del
conjunto de ecuaciones polinómicas fijadas por la exigencia que

H − Ĥ = O
(∑

εjhsj

)
. (7.5)

Siguiendo McLachlan [90], un método que satisface esta condición se le llamará
de orden (s1, s2, . . .). Según esta notación, el orden efectivo de un método co-
incidirá con el menor de los si. La ecuación (7.5) constituye una restricción
menos severa que la impuesta por los integradores simplécticos a un determi-
nado orden k, ya que no tienen que ser eliminados todos los términos a cada
orden. Ello nos permitirá obtener equemas muy eficientes cuando el parámetro
de la perturbación ε sea suficientemente pequeño.

Obviamente, utilizaremos la técnica del procesado. La forma de proceder
es construir ambos, el núcleo y el procesador, como una composición del tipo
(7.4), en cuyo caso, por aplicación de la fórmula BCH, obtenemos la serie de
potencias que formalmente define el hamiltoniano modificado como

H = H0 + εH1 + hεf2,1[H0,H1] + h2
(
εf3,1[H0,H0,H1] + ε2f3,2[H1,H0,H1]

)

+h3
(
εf4,1[H0,H0,H0,H1] + ε2f4,2[H1,H0,H0, H1] + . . .

)
+ . . . (7.6)

El despreciar términos que contengan potencias de ε superiores a una
dada, digamos εr, es equivalente a no tener en cuenta determinados elementos
del álgebra de Lie. Aśı pues, si denotamos por d(n) la dimesión de las nuevas
subálgebras Ln(A,B) tendremos que d(n) ≤ c(n) y por tanto, el número de
condiciones del núcleo se verá reducido (aśı como las del procesador). Para ver
qué condiciones de la Tabla 5.1 sobreviven en cada caso, es de gran ayuda el
reescribir la Tabla 5.2 introduciendo con cada fi,j la potencia εi que la mul-
tiplica, como vemos en la Tabla 7.1. Con esto, una vez fijadas las potencias
en h y en ε que queremos eliminar y observando la Tabla 7.1, obtendremos las
condiicones Ni,j = 0 a satisfacer por el núcleo.

Orden 3 εf3,1 = ε2f3,2 = 0 ⇒ N3,1 = 0
Orden 4 εf4,1 = ε2f4,2 = ε3f4,3 = 0 ⇒ N4,1 = 0
Orden 5 εf5,1 = ε2f5,2 = 0 ⇒ N5,1 = 0

ε2f5,3 = ε3f5,4 = 0 ⇒ N5,2 = 0
ε3f5,5 = ε4f5,6 = 0 ⇒ N5,3 = 0

Orden 6 εf6,1 = ε2f6,2 = ε2f6,3 = ε3f6,5 = 0 ⇒ N6,1 = 0
ε3f6,4 = ε3f6,6 = ε4f6,7 = ε4f6,8 = ε5f6,9 = 0 ⇒ N6,2 = 0
εf6,1 = ε2f6,2 = . . . = ε5f6,9 = 0 ⇒ N6,3 = 0

Tabla 7.1: Lo mismo que la Tabla 5.2 pero introduciendo las potencias de ε

que acompañan a cada fi,j .

Para conseguir un método a orden (4, 2) debemos tomar f2,1 = f3,1 =
f4,1 = 0. Vemos que el núcleo no tiene que cumplir ninguna condición (a parte
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de la consistencia) y por tanto podemos considerar

e−hK = e−hεBe−hA. (7.7)

Con este núcleo sólo se pueden obtener métodos (s, 2) a segundo orden
los cuales se obtienen imponiendo las condiciones

fi,1 = 0 1 < i ≤ s, (7.8)

donde en forma compacta se tiene

fi,1 = ki,1 − pi−1,1 +
i−2∑

j=1

ki−j,1

j!
pj
1,1 −

i−2∑

j=2

pi−j,1

j!
pj−1
1,1 +

p1,1 − p1,2

(i− 1)!
pi−2
1,1 . (7.9)

Esto es equivalente a considerar sólo el conmutador anidado [A, . . . , A, B]
con n−1 operadores A. Luego, si en la ec. (5.16) sustituimos c(n) por d(n) = 1
se obtiene k(n) = 0. Esto es, el núcleo no tiene que cumplir ninguna condición
(excepto la de consistencia) y los coeficientes pr,1 son suficientes para cancelar
fi,1. Con el núcleo (7.7) se pueden obtener métodos (s, 2) con s tan grandes
como se quiera (por ejemplo, en [137] construyen un método con s = 17). La efi-
ciencia de estos métodos utilizando el núcleo (7.7) viene dada por el coeficiente
f3,2 que, teniendo en cuenta la ec. (7.8), da

f3,2 = −N3,1 = k3,2 − k3,1 +
1
2
k2

2,1 =
−1
24

.

La eficiencia es básicamente la misma que la obtenida para los métodos
(s, 2) de [90] sin el uso de procesador. Por otro lado, el núcleo

e−hαAe−
h
2
εBe−h(1−2α)Ae−

h
2
εBe−hαA, (7.10)

dependiendo del parámetro α, lleva a métodos con procesado más eficientes
[92], pero, como ya se vió para este núcleo, no son posibles métodos a órdenes
superiores pues N3,1 = k3,1 − k3,2 = 12α2 − 6α + 1 6= 0 para todos los valores
reales de α.

De esta manera, si se consideran núcleos simétricos será necesario tomar
más transformaciones de Lie para obtener algoritmos (s, r) con r > 2, por lo que
en principio se reduciŕıa la efectividad. De forma alternativa, podemos consid-
erar una generalización del núcleo (7.10) no simétrico que cumpla la condición
a orden 3, y un procesador que, en conjunto, nos lleve a un método al orden
requerido. Aśı pues, tomamos como núcleo uno NS-2 donde ahora las com-
posiciones son del tipo (7.4). Para el procesador seguiremos la misma notación
(5.27) con la salvedad del parámetro ε. Aśı pues, con composiciones (NS-2,r)
es posible obtener métodos (s, 4, 3), en función del número de exponenciales en
el procesador.

Definir la eficiencia de los métodos es ahora algo complicado puesto que
el error depende de dos parámetros pequeños. En principio, habŕıa que dar
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un peso a los coeficientes que multiplican las distintas potencias de h y ε. Aśı
y todo seŕıa altamente dependiente del problema en cuestión. Por esta razón
nos hemos limitado a mantener la definición utilizada hasta ahora aunque los
métodos presenten una bondad mucho mejor que la reflejada por la eficiencia.

Hemos recopilado en la Tabla 7.2 los valores de los parámetros yi, zi,
a1, b1 de los esquemas (5, 4, 3) y (6, 4, 3) más eficientes que hemos obtenido
utilizando el mı́nimo número de exponenciales en los procesadores. Obsérvese
que todos los métodos son de orden 3 debido a la presencia en el hamiltoniano
modificado del término O(ε3h3). Por tanto, el coeficiente f4,3 podŕıa dar una
buena medida del error E del método, mientras que la eficiencia Ef = 4E1/3

nos da 0.5025 y 0.552, respectivamente.
Podemos eliminar los coeficientes f4,3 en el hamiltoniano modificado y por

tanto conseguir órdenes superiores simplemente tomando más transformaciones
de Lie en el núcleo. De esta forma, la composición simétrica S-3 para el núcleo
y para ciertos valores de la constantes a1 y b1, satisface la condición N3,1 = 0,
luego, en principio, se puede obtener un método a cuarto orden. De hecho, los
parámetros a1 y b1 pueden ser elegidos de manera que se cumpla también la
condición N5,1 = 0 y por tanto conseguir un método (6, 5, 4), esto es, un método
tal que el hamiltoniano modificado Hm verifique

H −Hm = O(h4(ε3 + ε4) + h5(ε2 + · · ·) + · · ·). (7.11)

Estos valores de a1 y b1, junto con los coeficientes del procesador y el cor-
respondiente error, los damos en la Tabla 7.2. La eficiencia viene dada por
Ef = 3E1/4 ' 0.950.

7.2.1 Enerǵıa Cinética Cuadrática en Momentos

Por otro lado, es frecuente encontrar sistemas hamiltonianos cuasi-integrables
como en la ec. (7.2) con la parte cinética del término no perturbado H0(q,p)
cuadrática en p. El ejemplo más importante lo encontramos en la clase de
hamiltonianos de la forma H0(q,p) = (1/2)pT M−1p + V (q), aunque pueden
haber otras aplicaciones, como son los sistemas de Poisson [91]. En este caso está
claro que {H1, H0,H1} sólo depende de q, y por tanto {H1, H1,H1,H0} = 0,
reduciéndose el número de condiciones para el núcleo como ya hemos visto.

En particular, los esquemas (s, 4) de la Tabla 7.1 son ahora de cuarto
orden, estando sus errores E dados por 0.0114 y 0.0073, respectivamente, mien-
tras que sus eficiencias Ef vendrán dadas por 2E1/4. Con esto, Ef ' 0.6504
para s = 5 y Ef ' 0.5534 para s = 6. Con el objetivo de comparar; el método
simétrico (6, 4) más eficiente a cuarto orden de la familia (7.4) obtenida por
McLachlan (M64) [90] como una composición simétrica de 9 transformaciones
de Lie (cuatro evaluaciones de eB por paso) tiene Ef ' 0.701. Luego los nuevos
esquemas son, en principio, computacionalmente más efectivos. Respecto del
esquema (6, 5, 4), el único coeficiente de error a considerar es f5,4 ' −0.005439,
luego Ef ' 0.814.
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Alternativamente, para esta clase de problemas, podemos considerar la
perturbación modificada

HI(a, b) = aH1 + εbh2[H1,H0,H1], (7.12)

e introducimos la tranformación de Lie asociada, e−hεCa,b (que es expĺıcitamente
soluble) en el núcleo de la misma forma que hicimos en los caṕıtulos anteriores.
Con el núcleo

e−hK = e−
h
2
Ae−hεC1,1/24e−

h
2
A. (7.13)

nos construimos las composiciones (S-1,r) que nos dan métodos (s, 4) sin más
que determinar los coeficientes yi, vi, zi del procesador. Por supuesto, esta
aproximación será interesante si el coste para evaluar la transformación eCa,b

no es muy superior al de eB [85], porque en este caso se pueden construir
métodos con un coste computacional por paso prácticamente similar al de los
esquemas (s, 2). Indicamos de paso que los coeficientes c1 y vi de K y P son
tales que hacen que pasemos de los métodos (s, 2) a los (s, 4) , por lo que si
ya disponemos de métodos (s, 2) tan sólo hay que resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales.

En la Tabla 7.2 damos los valores de los coeficientes de los métodos (5, 4)
y (6, 4) obtenidos con el núcleo (7.13) junto a sus errores E . Los métodos (5,4,3)
y (6,4,3) son ahora integradores simplécticos a orden cuatro (5,4,4,) y (6,4,4)
para todos los valores de los parámetros ε. Obsérvese también que, incluso si
el coste computadional de la transformación eCa,b es el doble que el de eB [85],
el esquema (5, 4) es bastante más eficiente que el esquema simétrico (6, 4) dado
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por McLachlan.

(5,4)
(NS − 2, 3)

a = 1.5896000072622117, b = 1.0821637822147259,
z1 = 0.2851551164550483, y1 = 0.7159105928169487,
z2 = 0.8710931818992361, y2 = 1.0709452543425548,

(6,4)

(S − 2, 3)

a = −0.9567833984859270, b = 1.0426882062700246,
z1 = 0 y1 = −0.6490361324128516;
z2 = −0.1277699347609845, y2 = 0.5621294645351909,

z3 = −0.4469320826113257, y3 = −0.0286387165649518,

(6,5,4)

(S − 3, 4)

a = 1.1201759621849238, b = 3.0342959414414455,
z1 = 0, y1 = −0.3374148114124959;
z2 = 1.1612906565415770, y2 = −0.7501576197569441,
z3 = −0.0058363282642076, y3 = 0.7631823448075698,
z4 = −1.3725667313929890, y4 = 0.1072776832462506,

(5,4)

(S − 1, 3)

z1 = 0 y1 = 0.1876535691375507,

z2 = 0.6020123900477252, y2 = 0.8832006959483817,

z3 = −0.0311581249617928, y3 = 0,

v2 = −0.0301346687423359; v1 = v3 = 0,

(6,4)

(SRKN − 1, 3)

z1 = 0.2265822137922755, y1 = 0.5583849316514216,

z2 = 0.7926767848377910, y2 = 0.9476848053308943,

z3 = −0.0131892616477507, y3 = 0
v2 = −1.0456815823520770; v1 = v3 = 0,

Tabla 7.2: Conjuntos de soluciones para métodos (s, r) utilizando esquemas (X-m,r).

7.3 Ejemplos numéricos

En esta sección testeamos los nuevos integradores simplécticos sobre un sistema
hamiltoniano sencillo y comparamos sus funcionamientos con otros algoritmos
simplécticos bien establecidos. En particular, tomamos el bien conocido hamil-
toniano de Hénon-Heiles [62]

H(q,p; ε) =
1
2
(p2

1 + p2
2 + q2

1 + q2
2) + ε(q2

1q2 − 1
3
q3
2). (7.14)

considerado como una perturbación del oscilador armónico bidimensional H0 =
(1/2)(p2

1 + p2
2 + q2

1 + q2
2). Cuando la enerǵıa cumple E < 1/(6ε2) hay tres

trayectorias periódicas cuyas proyecciones sobre el plano q son ĺıneas rectas.
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Analizamos, en particular, la órbita dada por (6.24) y (6.25). El periodo es
ahora Tε = 1√

ε
T con T dado en (6.26) y qa, qb, qc son en este caso soluciones

de la ecuación εx3 − (3/2)x2 + 3E = 0 con qc < 0 < qb < 1/ε < qa.
Para este ejemplo determinamos numéricamente la trayectoria periódica

para un gran número de peŕıodos (76604) y entonces consideramos dos tests
diferentes. En el primero calculamos numéricamente (q,p) en intervalos de
tiempo T/20 durante el último peŕıodo. Entoces calculamos la distancia eucĺıdea
en R4 entre estos puntos y los correspondientes valores exactos. Finalmente,
tomamos el valor medio de las distancias. En el segundo, seguimos el mismo
procedimiento para evaluar el error relativo promedio en enerǵıas. Comparamos
los siguientes esquemas de integración simplécticos:

(a) el más eficiente de los métodos (4, 2) simétricos de la familia (7.4) dado
por McLachlan (M42) [90] como una composición de 5 transformaciones,
con Ef ' 0.423. Incluso si ε ' 1 es aproximadamente 3 veces más preciso
(a trabajo constante) que el método salto de rana;

(b) el método RKN no-simétrico expĺıcito de cuatro etapas de orden 4 obtenido
por Calvo y Sanz-Serna (CSS4) [116] dado en (4.27);

(c) el método con procesado (5, 4) dado en la Tabla 7.2. Es un esquema de
cuarto orden que puede ser aplicado sólo si el hamiltoniano no perturbado
H0 es cuadrático en los momentos;

(d) los nuevos métdos (6, 4) y (6, 5, 4) cuyos coeficientes vienen recogidos
en la Tabla 7.2. Cuando son aplicados a un hamiltoniano cuasiinte-
grable en general (7.2) el primero es un esquema de tercer orden (orden
4 para el hamiltoniano (7.14)), mientras que el hamiltoniano (6, 5, 4) es
intŕınsicamente de orden cuatro.

-9

-7

-5

-3

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

E
rr

or
 e

n 
E

ne
rg

ia

riempo de CPU

M42
(5,4)
(6,4)

CSS4



7.3. EJEMPLOS NUMÉRICOS 113

Figura 7.1. Error relativo en la enerǵıa vs. el tiempo de CPU de cálculo (en
segundos) para el hamiltoniano de Hénon-Heiles (ε = 1) con E = 0.1 después de 76604
peŕıodos.
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En la Figura 7.1 representamos en una escala log− log el error relativo
en la enerǵıa entre las trayectorias exacta y numérica para ε = 1, y con enerǵıa
E = 0.1 como una función del coste computacional medido en tiempo de CPU
(en segundos) en una HP-9000/K210 workstation, mientras que en las Figuras
7.2 y 7.3 mostramos los resultados para las distancias promediadas en términos
de la cantidad de trabajo computacional para diferentes valores del parámetro
de perturbación y la misma enerǵıa. Como mencionamos anteriormente, el
promediado se realiza sólo durante el último peŕıodo.

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

D
is

ta
nc

ia
 P

ro
m

ed
io

tiempo de CPU

M42
(5,4)
(6,4)

CSS4
(6,5,4)

Figura 7.2. Distancia promedio sobre un peŕıodo entre la trayectoria exacta y
las numéricas vs. el tiempo de CPU para ε = 0.1 y E = 0.1 obtenido por diferentes
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métodos simplécticos.
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Figura 7.3. Igual que la Fig. 7.2 con ε = 0.01 y E = 0.1. Ahora incluimos
también el algoritmo modificado para el integrador estándar CSS4.
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A la vista de las figuras presentamos los siguientes comentarios:

(i) Incluso para ε = 1 (i.e., el caso Hénon-Heiles clásico) los nuevos métodos
(s, 4) funcionan significativamente mejor que el integrador simpléctico
CSS4 en la consevación de la enerǵıa. De hecho, el esquema (6, 4) de
la Tabla 7.2 nos presenta también resultados más precisos en el cálculo
de la órbita hasta ε ' 0.5.

(ii) El esquema (5, 4) con la composición (SRKN-1,3) es siempre más efectivo
que el algoŕıtmo (6, 4) con (NR-2,3). Esto refleja el hecho que el anterior
está directamente adaptado a la esturctura del hamiltoniano (7.2) con la
parte no perturbada H0 cuadrática en p. Por otro lado, el método (6, 5, 4)
da el mejor resultado para valores pequeños del parámetro ε, debido a que
en el hamiltoniano modificado H han sido eliminadas potencias superiores
de ε.

(iii) Las figuras muestran que incluso los integradores a segundo orden que
toman provecho de la estructura del hamiltoniano (7.2) superan los es-
quemas convencionales para valores del parámetro de perturbación su-
ficintemente pequeños. Esto sigue siendo válido para los nuevos métodos
cuando los integradores simplécticos son aplicados con el algoritmo mod-
ificado propuesto por Kinoshita et al. [70], i.e., cuando los mismos esque-
mas construidos para H = T (p)+V (q) (ec.(7.1)) son aplicados al mismo
hamiltoniano considerado como H = H0 + εH1 (ec.(7.2)) (ver la Figura
7.3, donde los resultados obtenidos con el método modificado CSS4 han
sido expuestos para ε = 0.01).

(iv) Finalmente, vale la pena mencionar el grado de exactitud conseguido
con los nuevos métodos (s, 4) y (6, 5, 4) en comparación con el esquema
simétrico (4, 2) con el mismo esfuerzo computacional, incluso cuando se
consideran pasos de integración grandes (h = T/20).

De los resultados expuestos en las figuras podemos estimar el tiempo de
computación necesario para evaluar la transformación eCa,b con respecto a eB.
Obtenemos, en promedio y para este problema en concreto, que una evaluación
de eCa,b es aproximadamente equivalente a 1.1 evaluaciones de eB. Con estos
números elaboramos la Tabla 7.3, la cual nos da el coste computacional por paso
Ef de los diferentes métodos (s, r) (sólo la estimación de m para el esquema
(5, 4) depende de este problema en particular).

Metodo E1/k Ef = mE1/k

M42 0.1057 (k = 2) 0.211 (m = 2)
M64 0.1971 (k = 4) 0.788 (m = 4)
(5, 4) 0.2151 (k = 4) 0.237 (m = 1.1)
(6, 4) 0.292 (k = 4) 0.553 (m = 2)
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Tabla 7.3: Efectividad de los métodos (s,r)

Añadimos un comentario final sobre el tiempo de CPU requerido por
cada tipo de cálculo. Es frecuente considerar que el coste de cálculo de eCα,β es
como máximo el doble que el de eB. Pero, cuando consideramos la separación
H0 + εH1 y un núcleo del tipo e−hbεBe−haAe−h(1−b)εBe−h(1−a)A uno tiene que
considerar los cuatro cambios de coordenadas necesarias para que los flujos de
H0 y H1 sean exactamente evaluables. Si denotamos por τi el tiempo de CPU
necesario para evaluar exp(hLHi), i = 0, 1, y τc el tiempo de CPU necesario
para realizar el cambio de variables, el tiempo total en la evaluación del núcleo
es 2τ0 + 2τ1 + 4τc.

Por otro lado, cuando se utilizan potenciales modificados, tenemos que
una evaluación de eCα,β tiene que considerarse como una evaluación de un núcleo
del tipo e−hC1,be−hA, con sólo dos cambios de coordenadas. Si τI denota el
tiempo de CPU necesario para calcular eCα,β , tenemos τI + τ0 + 2τc, luego, la
diferencia del tiempo de CPU considerado es τ0 +2τ1 +2τc−τI . Si, por ejemplo
(y este es la peor de las posibilidades), τI ' 2τ1, existe todav́ıa una reducción
de τ0 + 2τc en el tiempo de CPU. Vemos que para este tipo de problemas,
el sustituir los potenciales H1 por los modificados no significa un incremento
considerable en coste del método.

Aunque en todo momento hemos considerado familias de métodos (s, r)
para s ≤ 6, con la misma idea y con exactamente los mismos núcleos es posible
conseguir métodos (s′, r) con s′ > s: tan sólo hay que buscar el procesador
adecuado, pues las ecuaciones fn,1 = 0 siempre se pueden resolver con los
coeficientes del procesador pn,1 como se observa de (7.9).

En este caṕıtulo sólo hemos considerado sistemas autónomos. Sin em-
bargo, los mismos métodos pueden ser aplicados también a perturbaciones de-
pendientes del tiempo H1(q, t) teniendo en cuenta los comentarios de la sección
4.4.

7.4 Opitimización en Hamiltonianos Perturbados

Esta sección la dedicamos a la presentación de los resultados más recientes
obtenidos, deducibles de la combinación del proceso de optimización de los
métodos con esta nueva estrategia en la elección de las fi,j = 0 a resolver en
función de las potencias de ε que las acompañan.

7.4.1 Caso General H = H0 + εH1

Empecemos por estudiar los métodos (s, 4, 3). Éstos son métodos efectivos a
orden 3, en los que los coeficientes f4,i que dominan el error han sido elegidos
tales que f4,1 = f4,2 = 0 (además de fr,1 = 0 para r ≤ s. Con esto, el
error del método viene dado por f4,3. Es fácil comprobar que tomando los
coeficientes p3,1 y p3,2 tales que anulen f4,1 y f4,2 se tiene que f4,3 = N4,1. Pero,
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en el caṕıtulo anterior ya vimos para qué coeficientes del núcleo obteńıamos el
mı́nimo en N4,1. Aśı pues, tomando el núcleo del método (3:NS-2,3) de la Tabla
6.1 y el procesador con el número suficiente de exponenciales se pueden obtener
métodos (s, 4, 3) con s tan grande como se quiera y todos con el mismo valor
de f4,3, esto es, con el mismo error.

Por lo que respecta al método (6, 5, 4) la cosa es distinta pues se utilizó
un núcleo simétrico con dos variables que fueron utilizadas para resolver las
ecs. N3,1 = N5,1 = 0, por lo que en el núcleo no habrá parámetros libres. El
error de un método a orden 4 viene dado por los coeficientes f5,i, i ≤ 6. La
condición N5,1 = 0 nos permite, con el coeficiente del procesador p4,1 obtener
f5,1 = f5,2 = 0. El utilizar p4,2 para consiguir f5,3 = 0 nos lleva obligatoriamente
a que f5,4 = N5,2 y la única posibilidad para optimizar con el procesador estará
en los coeficientes f5,5 y f5,6. Considerando que f5,6 está multiplicado por una
potencia de ε más que f5,5, lo más interesante seŕıa utilizar p4,3 para conseguir
f5,5 = 0 y por tanto f5,6 = N5,3. Con esto se mejoraŕıa sensiblemente la
eficiencia del método (6, 5, 4) presentado anteriormente, aunque creemos que
no de forma considerable. Recordemos de nuevo que en principio es posible
obtener, con el mismo núcleo, métodos (s, 5, 4) con s tan grande como se quiera
(o uno sea capaz de conseguir).

7.4.2 Enerǵıa Cinética Cuadrática en Momentos

Para este tipo de hamiltonianos podemos hacer, al igual que en el caṕıtulo
anterior, un estudio paralelo entre el uso o no de potenciales modificados.

Métodos sin Potenciales Modificados. Según vimos anteriormente, los
métodos para el caso general (s, 4, 3) seŕıan ahora métodos efectivos a orden
4, esto es (s, 4, 4). Pero los coeficientes que dominan el error de un método a
orden 4 son los f5,i, i ≤ 4, que son los que debemos optimizar. Aśı pues,
el método óptimo se obtiene tomando el núcleo del método RKN a orden 4
(4:NS-2,3) de la Tabla 6.1 y tomar f5,1 = 0, con lo que se tendŕıa f5,2 = N5,1,
f5,3 = f5,4 = 1

2N5,2, donde N5,1 y N5,2 son los dados en la sección 6.2.1 para
este núcleo. Como ejemplo, para obtener un método (6,4,4) podemos utilizar
el esquema (NS-2,5), donde una posible solución la damos en la Tabla 7.1.

Si consideramos el nćleo NS-3 es posible obtener un método a orden 5
que además tiene un parámetro libre. Variando este parámetro no es posible
cancelar la expresión de N6,1, y por tanto no es posible obtener un método
a orden 6. No obstante, hemos buscado el valor que lo hace mı́nimo, con
lo que se puede obtener un método a orden 5 optimizado con una eficiencia
Ef = 3E1/5 ≈ 0.6 (comparar con la Tabla 5.4).

Además observamos que es posible cancelar con el procesador los coefi-
cientes f6,1, f6,2, f6,3, f6,4 y f7,1. Por tanto, con este núcleo es posible obtener
un método (7, 6, 5) optimizado. Éste se trataŕıa de un método efectivo a orden
5 con efectividad Ef ≈ 0.7 que es tan solo ligeramente peor que la óptima y
tiene las ventajas adicionales de ser especialmente efectivo para hamiltonianos
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cuasi-integrables.

Métodos con Potenciales Modificados. Todo lo dicho para los coeficientes
de error en los métodos que no utilizan potenciales modificados sigue siendo
válido ahora. Aśı pues, para obtener métodos (s, 4, 4) optimizados consider-
aremos el núcleo (7.13) y buscaremos el procesador que haga que f5,1 = 0,
f5,2 = N5,1, f5,3 = f5,4 = 1

2N5,2, con N5,1 = N5,2 = 1
1440 , por lo que el error

será E =
√

3/2

1440 y la eficiencia 0.1708 < Ef < 0.3416. Observamos que la efi-
ciencia de los métodos (s, 4, 4) es prácticamente la misma que la del método a
orden 4 optimizado visto en el caṕıtulo anterior y además estamos cancelando
los coeficientes fr,i, r ≤ s. Como ejemplo, en la Tabla 7.3 damos un cojunto
de soluciones para (SRKN-1,4) que nos llevan a un método (6, 4, 4).

Si utilizamos el núcleo no simétrico con dos potenciales modificados uti-
lizado en la obtención de métodos a orden 5, vemos que disponemos todav́ıa de
un parámetro libre en el núcleo. Con este parámetro no se puede conseguir un
método a orden 6. No obstante, se puede buscar el valor que nos de el error
mı́nimo, obteniéndose 0.35 < Ef < 0.70 (comparar con la Tabla 5.4). Al igual
que con los métodos sin potencial modificado, hemos tomado estos coeficientes
del núcleo para conseguir un método (7, 6, 5) con el esquema (NSRKN-2,5). En
la Tabla 7.3 damos los valores de los coeficientes obtenidos. Este método puede
ser utilizado como uno a orden 5 con eficiencia 0.4260 < Ef < 0.8520, el cual
tiene las ventajas adicionales ya conocidas.

Con estos métodos creemos que ya se roza el que podŕıa considerarse como
una cota superior en el orden de los métodos con utilidad práctica. Recordamos
además que antes de decidirse por uno u otro algoritmo hay que tener presente
el valor del paso de integración h y el valor del parámetro ε, para poder realizar
la elección apropiada.

La gran precisión conseguida ya con los algoritmos de las secciones an-
teriores nos anima a aplicar, en el futuro inmediato, los nuevos métodos en la
integración numérica a tiempos muy grandes de problemas relevantes en sis-
temas hamiltonianos débilmente acoplados, tal como el Sistema Solar [70, 113]
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o el problema de tres cuerpos.

(6,4,3)
(NS − 2, 4)

a = − 1
10

, b =
1
2
−

√
133
132

,

z1 = 0 y1 = −0.1677635606904907,
z2 = −0.8166530657446426, y2 = −0.6620928448641953,
z3 = −0.2644713063762618, y3 = 0.1030583772761163,
z4 = 0.3962246110336624, y4 = 0.6922763403734603,

(6,4,4)

(SRKN − 1, 5)

z1 = 0, y1 = −0.1659120515409654,

z2 = −0.9125829692505096, y2 = −0.1237659000825160,

z3 = −0.3605243318856133, y3 = 0.0250397323738759,

z4 = 0.7354063037876117, y4 = 0.2269372219010943,

z5 = −1
2

y5 = 0,

(7,6,5)

(NSRKN − 2, 5)

a1 = −1
2
, b1 =

45 +
√

1785
90

,

c1 =
33915 + 915

√
1785

1285200
, c2 =

33915− 915
√

1785
1285200

,

z1 = 0 y1 = −0.1577278248055032,

z2 = −0.5137586368199843, y2 = −0.9557680299885889,

z3 = −0.6093047517859403, y3 = 0.0130371595784696,

z4 = 0.6451651230269014, y4 = 0.1694786249062649,

z5 = −0.9683636916828054, y5 = 0,

w1 = w5 = 0, w2 = 0.0618235800121671,

w3 = 0.0005369287475492, w4 = −0.0373981953775190

Tabla 7.4: Métodos (s1, s2, s3) optimizados utilizando esquemas (X-m, s).
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En esta segunda parte del trabajo vamos a centrarnos, básicamente, en
el estudio de la ecuación diferencial matricial lineal

dX

dt
= A(t)X,

con la condición inicial X(0) = I. En principio, aparenta ser un problema to-
talmente distinto del estudiado a lo largo de la primera parte. Sin embargo,
recordamos que el principal objetivo de nuestro trabajo es el estudio de la
evolución temporal de sistemas hamiltonianos en Mecánica Clásica (y su gen-
eralización a otros problemas). La existencia de muchos tipos de hamiltonianos
hace necesario el uso de diferentes técnicas en función de la estructura del
mismo. En la primera parte estudiamos diferentes métodos numéricos espe-
cialmente diseñados para un determinado tipo de hamiltonianos, como son los
autónomos separables en unas pocas partes exactamente solubles (principal-
mente en dos). También estudiamos cómo aplicar estos métodos a sistemas
no-autónomos cuando la dependencia temporal era un tanto especial (aparećıa
sólo en el potencial).

El estudio general para hamiltonianos dependientes del tiempo ha sido
también estudiado en la literatura. Han sido diseñados muchos métodos que,
preservando el carácter simpléctico, aproximan la solución en términos de algún
parámetro pequeño, que incluso puede ser el propio hamiltoniano. No obstante,
la aplicación de muchos de estos métodos a problemas prácticos está enorme-
mente limitada por la dificultad existente en la evaluación, en general, de trans-
formaciones de Lie.

Con esto, un primer paso será el estudio de sistemas lineales. Aunque
ésta parezca una simplificación considerable debemos tener presente que se
trata de un problema nada trivial y al mismo tiempo muy frecuente. Además,
recordamos que en Mecánica Cuántica se trabaja con sistemas lineales (aunque
pueden ser de dimensión infinita) y, como veremos, buena parte de los resulta-
dos que obtengamos en esta parte podrán ser aplicados de forma inmediata en
este campo.

Desde mediados de los años 50 y durante los 60 se desarrollaron bastantes
métodos algebraicos para sistemas lineales en el que la solución aproximada
preservaba las propiedades cualitativas de la exacta [42, 81, 89, 134]. En un
principio fueron diseñados especialmente para ser aplicados en el contexto de
la Mecánica Cuántica. Posteriormente fueron adaptados a la resolución de sis-
temas clásicos no lineales [27, 104]. A finales de los 70 empezaron a desarrollarse
métodos diseñados para sistemas no lineales. Utilizando el razonamiento a la
inversa será inmediato adaptar estos métodos a sistemas lineales.

En el caṕıtulo 8 revisaremos algunos de los métodos más importantes y los
presentaremos tanto en su forma para ser aplicados a sistemas lineales como en
su forma para ser aplicados a no lineales. Veremos que ello sólo implica hacer un
par de cambios y además analizaremos las relaciones entre ellos. En el caṕıtulo
9 estudiaremos con detalle dos de los métodos más utilizados (desarrollos de



124

Magnus y de Fer) y analizaremos el problema de su convergencia y de las cotas
de error. Como éste es todav́ıa un problema abierto para el resto de métodos,
en lo que queda de trabajo sólo tendremos en cuenta estos dos últimos. Es muy
frecuante, antes de abordar el problema, realizar alguna transformación (un
cambio de imagen) tal que nos lleve a un sistema más fácilmente resoluble. Aśı
pues, veremos la importancia que tiene el disponer de información al respecto
de la convergencia de los métodos para saber qué cambio de imagen es el más
apropiado en cada problema. Otro aspecto importante que abordaremos es el de
la búsqueda de métodos numéricos de integración simplécticos, especialmente
diseñado para sistemas lineales dependientes del tiempo y que sean altamente
eficientes. Éstos los presentaremos, teniendo en cuenta los esquemas de Magnus
y Fer, en el caṕıtulo 10.

El oscilador armónico en Mecánica Cuántica ha recibido y sigue reci-
biendo una enorme atención. A lo largo del caṕıtulo 11 estudiaremos cómo
presentar este problema de manera que, de forma inmediata, podamos aplicar
los resultados obtenidos para las ecuaciones diferenciales lineales.



Chapter 8

Diferentes Métodos

Algebraicos y Relaciones entre

Ellos

8.1 Introducción

El problema de condiciones iniciales para la matriz X(t) que satisface la ecuación
diferencial lineal

dX

dt
= A(t)X, (8.1)

con la condición inicial X(0) = I aparece muy a menudo en muchas areas de
la ciencia. Aqúı consideramos A(t) una función matricial suficientemente suave
para asegurar la existencia de soluciones. La ecuación es, al menos en principio,
fácilmente resuelta por iteración: desarrollando

X(t) = I +
∞∑

k=1

Pk(t) , (8.2)

con Pk(0) = 0 y sustituyendo en la ec. (8.1) se obtiene el algoritmo recursivo

d

dt
Pk = A(t)Pk−1, P0 ≡ I . (8.3)

El esquema anterior recibe diferentes nombres dependiendo del contexto: serie
de Neumann, teoŕıa de perturbaciones, desarrollo de Dyson... La serie en la ec.
(8.2) converge para todos los valores de t independientemente del valor de la
norma de A [106]. Un serio inconveniente del método es que su convergencia
suele ser demasiado lenta y además al truncar la serie generalmente se pierden
algunas de las propiedades de la solución exacta: recordemos que el punto
principal de nuestro trabajo es el buscar métodos que preserven al máximo las
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propiedades cualitativas de la solución exacta. Debemos tener presente que
estamos considerando el problema matricial general, pues no hemos tomado
ninguna forma particualr para A(t). Pero si A(t) = −JS(t) con S(t) una
matriz simétrica tendremos que X(t) será una matriz simpléctica, si A(t) es
antihermı́tica X(t) será unitaria, etc.

8.2 Diferentes Métodos Algebraicos de Integración

Durante las últimas décadas se le ha prestado un interés especial a los métodos
algebraicos de integración que preservan las propiedades cualitativas de la solución
exacta. En esta sección, sin pretender dar una lista exhaustiva de todos los
métodos existentes, expondremos aquellos que creemos más importantes. To-
dos ellos pueden ser considerados como métodos perturbativos y están desar-
rollados en términos de algún parámetro pequeño. Por ello, en función de la
estructura de A(t) puede ser más interesante el uso de uno u otro. Con esto
presentamos los siguientes métodos.

Magnus [89]: Considerando A = εH la aproximación a orden n viene
dada por

X = eΩ con Ω =
n∑

i=1

εiΩi, (8.4)

donde los Ωi son integrales de conmutadores de orden i. Hasta orden 4 se tiene
[72, 89, 134]

Ω1 =
∫ t

t0
dt1H1 (8.5)

Ω2 =
1
2

∫ t

t0
dt1

∫ t1

t0
dt2[H1,H2]

Ω3 =
1
6

∫ t

t0
dt1

∫ t1

t0
dt2

∫ t2

t0
dt3{ [ [H1,H2],H3] + [H1, [H2,H3] ] }

Ω4 =
1
12

∫ t

t0
dt1

∫ t1

t0
dt2

∫ t2

t0
dt3

∫ t3

t0
dt4{ [ [ [H1,H2],H3],H4]

+[H1, [ [H2,H3],H4] ] + [H1, [H2, [H3,H4] ] ] + [H2, [H3, [H4,H1] ] ] }
Wilcox [134]: Considerando A = εH la aproximación a orden n viene

dada por
X = eεW1 . . . eεnWn , (8.6)

donde los Wi son integrales de conmutadores de orden i. Los órdenes más bajos
vienen dados por

W1 =
∫ t

t0
dt1H1 (8.7)

W2 =
1
2

∫ t

t0
dt1

∫ t1

t0
dt2[H1,H2]
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W3 =
1
3

∫ t

t0
dt1

∫ t1

t0
dt2

∫ t2

t0
dt3{ [ [H1,H2],H3] + [H2, [H3,H1] ] }.

Kumar [81]: Considerando A = B + εC, con B y C constantes, la
aproximación a orden n viene dada por

M = eBeεK1 . . . eεnKn , (8.8)

donde los Ki son integrales de expresiones que involucran conmutadores de
los operadores B y C. Los órdenes más bajos vienen dados por expresiones
idénticas a las del Wilcox (8.7) para el caso particular H(t) = e−tBCetB.

Dragt-Forest [36]: El desarrollo de Dragt-Forest fue originalmente de-
sarrollado para la resolución de la ecuación diferencial

Ṁ = MLH , (8.9)

donde H =
∑

i>2 Hi con Hi polinomios homogéneos de grado i en las variables
del espacio fásico. La finalidad del método es expresar M en la forma

M = . . . eLf6eLf5eLf4eLf3 , (8.10)

donde las fi son también polinomios homogéneos de grado i. El problema
consiste en expresar estas fi en términos de integrales anidadas de corchetes
de Poisson de los Hi . Para ello parten de la ecuación (8.9) y consideran el
desarrollo de von Neuman en el que separan los términos que contienen poli-
nomios del mismo grado. Después desarrollan las exponenciales eLf6 . . . eLf3

e igualan los polinomios homogéneos del mismo grado. Finalmente queda el
mayor problema de este método y es el intentar reordenar todos los términos
de tal manera que las fi puedan ser expresadas como integrales anidadas de
corchetes de Poisson de los Hi. Esta tarea es fácil si se pretende calcular f3

y f4 , pero el cálculo de f5 y f6 resulta mucho más costoso debido a la
complicada álgebra de conmutadores que aparece (ver apéndice de [36]).

Utilizando la notación (a partir de ahora tomamos t0 = 0)
∫ t

0
dt1 Hn(t1) = [1n] (8.11)

∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2 {Hm(ti),Hn(tj)} = [ i j

m n] (8.12)
∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2

∫ t2

0
dt3 {Hm(ti) , {Hn(tj), Hl(tk) } } = [ i j k

m n l],

el resultado que obtienen, hasta grado 6 es

f3 = [13]

f4 = [14] +
1
2
[2 1
3 3] (8.13)
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f5 = [15] + [2 1
3 4] +

1
3
{ [3 2 1

3 3 3] + [2 3 1
3 3 3] }

f6 = [16] + [2 1
3 5] +

1
2
[2 1
4 4] +

1
4
{ [3 2 1

4 3 3] + [2 3 1
4 3 3] + [3 2 1

3 3 4] + [2 3 1
3 3 4] }

+
1
4
{ [3 2 4 1

3 3 3 3] + [4 2 3 1
3 3 3 3] + [4 3 2 1

3 3 3 3] }.

Veamos ahora cómo aplicar estos resultados al hamiltoniano

H(t) = εH(1)(t) + ε2H(2)(t) + ε3H(3)(t) + . . . (8.14)

donde los H(i) pueden tomar cualquier forma (no es necesario que sean poli-
nomios homogéneos de grado i).

Denotemos por Pi el conjunto de los polinomios homogéneos de grado
i. Luego, se tiene que si gi ∈ Pi , gj ∈ Pj entonces

{gi, gj} ∈ Pi+j−2 (8.15)

y por tanto
{gi+2, gj+2} ∈ P(i+j)+2.

Si en vez de considerar cómo vaŕıa el grado de los polinomios nos interesa
la variación de las potencias de un parámetro ε vemos que

{
εiH(i)

εjH(j) ⇒ {εiH(i), εjH(j)} = O(εi+j),

donde el exponente de ε crece de la misma forma que lo hace el grado de los
polinomios. Por tanto, podemos hacer el siguiente paralelismo

H(t) = H3(t) + H4(t) + H5(t) + . . .
l l l l

H(t) = εH(1)(t) + ε2H(2)(t) + ε3H(3)(t) + . . .

(8.16)

Por tanto, utilizar el desarrollo de Dragt-Forest para obtener un nuevo
desarrollo en términos de un parámetro pequeño

M = . . . eε3LD3eε2LD2eεLD1 , (8.17)

y donde en Di debemos hacer los cambios entre los hamiltonianos según (8.16).

Fer [42]: La aproximación a orden n viene dada por el siguiente esquema
recursivo

X = eF1eF2 . . . eFnXn (8.18)
Ẋn = An(t)Xn Xn(0) = I, n = 1, 2, 3...,
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con Fn(t) y An(t) dados por

Fn+1(t) =
∫ t

0
An(t′)dt′ A0(t) = A(t), n = 0, 1, 2...

An+1 = e−Fn+1AneFn+1 −
∫ 1

0
dx e−xFn+1AnexFn+1

=
∫ 1

0
dx

∫ x

0
du e−(1−u)Fn+1 [An, Fn+1] e(1−u)Fn+1 (8.19)

=
∞∑

j=1

(−)j j

(j + 1)!

{
F j

n+1, An

}
, n = 0, 1, 2...,

donde hemos utilizado la notacion
{
F j

i , A
}

≡
{
F j−1

i , [Fi, A]
}

= [Fi, [. . . [Fi, A] . . .]]
{
F 0

i , A
}

≡ A, (8.20)

con [Fi, A] ≡ FiA − AFi. Se aprecia fácilmente que si A = εH entonces Fn =
O(ε2

n−1
).

Fer-Magnus-N: La aproximación a orden n viene dada por el siguiente
esquema recursivo

X = eF1eF2 . . . eFnXn (8.21)
Ẋn = An(t)Xn Xn(0) = I, n = 1, 2, 3...,

donde ahora Fn(t) y An(t) vienen dados por

Fn+1(t) = Ω[N ]
n+1 n = 0, 1, 2...

An+1 = e−Fn+1AneFn+1 −
∫ 1

0
dx e−xFn+1ḞnexFn+1 , (8.22)

siendo Ω[N ]
n+1 la aproximación de Magnus de orden N a Xn. Un estudio más

detallado para el caso particular N = 2 se encuentra en [8]. Al igual que en el
método de Fer, es fácil ver que si A = εH entonces Fn = O(εNn−1

).

8.3 Aplicación de los Métodos a Sistemas Lineales y

no-Lineales

Todos estos métodos fueron diseñados originalemente para ser aplicados o bien
a sistemas lineales o bien a sistemas no-lineales. Vamos a ver como es inmediato
el adaptar cada uno de éstos para utilizarlos tanto en sistemas lineales como en
no-lineales. Consideremos la ecuación diferencial lineal

Ẋ = A(t)X, (8.23)
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donde A es una matriz, y la ecuación

Ṁ = MLH(t), (8.24)

donde H es una función escalar.
En las secciones 2.6 y 2.7 del caṕıtulo 2 indicamos las modificaciones a

realizar cuando los operadores y transformaciones de Lie estaban asociados a
sistemas lineales. Con ello, para pasar de un sistema lineal a uno no-lineal o
viceversa debemos tener presente las siguientes equivalencias

LH ←→ A (8.25)
M ←→ X

M(t, 0) = M1(t, 0)M2(t, 0) ←→ X(t, 0) = X2(t, 0)X1(t, 0)
L{H1,H2} ←→ −[A1, A2].

(8.26)

Una forma alternativa para utilizar los métodos desarrollados para (8.23)
en la resolución de (8.24) y viceversa es considerar que a partir de (8.24) se
tiene (tomando MM−1 = I y derivando)

Ṁ−1 = −LH(t)M−1. (8.27)

Esta expresión tiene la misma ordenación que la (8.23) y por tanto, los
mismos métodos que que se utilicen para resolver (8.23) pueden ser utilizados
para la resolución de (8.27) y viceversa, sin más que tener presente el cambio de
signo. Con esto, el paso de unos a otros lo podemos expresar en los siguientes
pasos

Magnus : X = eεΩ1+ε2Ω2+... ⇔ M−1 = e−εLΩ1
+ε2LΩ2

−ε3LΩ3
+...

Wilcox : X = eεW1 eε2W2 eε3W3 . . . ⇔ M−1 = e−εLW1 eε2LW2 e−ε3LW3 . . .

Kumar : X = eBeεK1 eε2K2 . . . ⇔ M−1 = e−LBeεLK̄1 eε2LK̄2 . . .

D − F : X = eεD1 eε2D2 eε3D3 . . . ⇔ M−1 = eεLD̄1 eε2LD̄2 eε3LD̄3 . . .

Fer : X = eF1 eF2 eF3 . . . ⇔ M−1 = eLF̄1 eLF̄2 eLF̄3 . . . ,

donde hemos realizado un abuso del lenguaje en las expresiones de M−1. Por
ejemplo, representamos por LΩn el término n-ésimo de la serie de Magnus en
sistemas lineales pero aplicado al hamiltonianos de (8.24) y sustituyendo con-
mutadores por los corchetes de Poisson. El siguiente paso será, obviamente

Magnus : M−1 = e−εLΩ1
+ε2LΩ2

−ε3LΩ3
+... ⇔ M = eεLΩ1

−ε2LΩ2
+ε3LΩ3

+...

Wilcox : M−1 = e−εLW1 eε2LW2 e−ε3LW3 . . . ⇔ M = . . . eε3LW3 e−ε2LW2 eεLW1

Kumar : M−1 = e−LBeεLK̄1 eε2LK̄2 . . . ⇔ M = . . . e−ε2LK̄2 e−εLK̄1eLB

D − F : M−1 = eεLD̄1 eε2LD̄2 eε3LD̄3 . . . ⇔ M = . . . e−ε3LD̄3 e−ε2LD̄2 e−εLD̄1

Fer : M−1 = eLF̄1 eLF̄2 eLF̄3 . . . ⇔ M = . . . e−LF̄3 e−LF̄2 e−LF̄1 ,
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donde por K̄i , D̄i , F̄i representamos las correspondientes expresiones a
Ki , Di , Fi pero cambiando el signo de todos los H que contienen. Para
el método de Fer-Magnus-N habŕıa que hacer los mismos cambios que para el
de Fer y el de Magnus combinados.

Se ha comentado que todos estos métodos algebraicos preservan cier-
tas propiedades cualitativas de la solución exacta (simplecticidad, unitariedad,
etc.). Aunque la solución no pertenezca a ningún grupo en especial, al uti-
lizar estos métodos siempre se tendrá que al menos las soluciones aproximadas
preservan el valor del determinante de la solución exacta en las ecuaciones ma-
triciales.

Teorema 8.3.1 Dada la aproximación de orden n a la ecuación (8.1)

X(n) = eB1eB2 . . . eBn , (8.28)

donde por Bi representamos los exponentes de cualquiera de los desarrollos
anteriores (para Magnus B1 = Ω y Bi = 0, i > 1), se tiene que

det X(n) = detX. (8.29)

Demostración : Dada la ecuación (8.1) se sabe que [3]

detX = exp
(

Tr

∫ tf

0
A(s)ds

)
, (8.30)

donde por TrG representamos la traza de la matriz G. Calculando el determi-
nante de (8.28) se tiene

det X(n) = det(eB1) det(eB2) . . .det(eBn), (8.31)

donde
det(eBi) = exp(TrBi). (8.32)

Si ahora consideramos que todos los Bi para i > 1 se obtienen de sucesivos
conmutadores se tendrá que

exp(TrBi) = exp(0) = 1, i > 1, (8.33)

y por tanto

det X(n) = det(eB1) = exp(TrB1) = exp
(

Tr

∫ tf

0
A(s)ds

)
(8.34)

como se pretend́ıa demostrar. 2



132 CHAPTER 8. RELACIONES ENTRE MÉTODOS

8.4 Relaciónes entre Métodos

Hemos dado diferentes métodos algebraicos para resolver las ecuaciones (8.23)
y (8.24). De momento no nos hemos preocupado de si es posible expresar la
solución de una determinada forma u otra ni del problema de la convergencia
de los mismos. Esto es, hemos dado una serie de métodos que resuelven, al
menos formalmente, las respectivas ecuaciones. Es en este sentido en el que
los distintos desarrollos pueden ser considerados como equivalentes (aunque
presenten eficiencias distintas al ser aplicados a problemas concretos). Aśı pues,
ha de ser posible pasar de un método a otro sin más que reagrupar términos.
Debemos tener presente que en la dedución de alguno de los métodos se ha
utilizado el desarrollo de von Neuman para comparar potencias del parámetro
en cuestión y posteriormente se han reagrupado los términos para formar los
conmutadores anidados. Es obvio que este proceso de cálculo es enormente
costoso. Aśı pues, si somos capaces de deducir alguno de los métodos de una
forma sistemática y sencilla, posiblemente sea más rápido construir buena parte
de los restantes métodos a partir de éste.

En la actualidad se conoce un esquema recursivo que permite deducir los
diferentes términos de la serie de Magnus [72]. A continuación exponemos, a
modo de ejemplo, cómo deducir el método de Dragt-Forest (DF) a partir de
éste.

8.4.1 Desarrollo de Dragt-Forest a partir de Magnus

Ahora comprobaremos cómo es posible reproducir el desarrollo de DF con mu-
cho menos esfuerzo que en el trabajo original utilizando el desarrollo de Magnus,
en el que tenemos que

M = exp (LΩ) con Ω =
∞∑

i=1

Ωi, (8.35)

y donde los Ωi vienen dados por las ecuaciones (8.5) con los cambios corre-
spondientes, debido a que trabajamos con operadores de Lie (esto no es mas
que el cambio de signos de los términos pares). Como queremos reproducir los
resultados hasta f6 sólo vamos a necesitar hasta Ω4 . Si en los cálculos nos
olvidamos de todos los términos que dan contribución a polinomios de grado
superior al sexto, y para simplificar notación consideramos igualdades del tipo
g6 + órdenes sup. ≡ g6 , donde g6 es un polinomio homogéneo de grado 6,
entonces tendremos (con H(t) = H3(t) + H4(t) + . . ., y Hm(ti) ≡ H i

m)

Ω1 =
∫ t

0
dt1 H(t1) = [13] + [14] + [15] + [16] = d3 + d4 + d5 + d6

Ω2 =
1
2
[2 1
3 3] +

1
2
{ [2 1

3 4] + [2 1
4 3] }+

1
2
{ [2 1

3 5] + [2 1
4 4] + [2 1

5 3] } = g4 + g5 + g6

Ω3 =
1
6
{[1 2 3

3 3 3] + [3 2 1
3 3 3]}+

1
6
{[1 2 3

3 3 4] + [3 2 1
3 3 4] + [1 2 3

3 4 3] + [3 2 1
3 4 3] + [1 2 3

4 3 3] + [3 2 1
4 3 3] } =
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= h5 + h6

Ω4 = − 1
12

{[4 3 1 2
3 3 3 3] + [1 4 3 2

3 3 3 3] + [1 2 3 4
3 3 3 3] + [2 3 4 1

3 3 3 3] } = k6, (8.36)

donde los sub́ındices de los términos de la derecha indican el grado de los poli-
nomios homogéneo correspondientes. Sumando y reagrupando términos

Ω1 + Ω2 + Ω3 + Ω4 = (d3 + d4 + d5 + d6) + (g4 + g5 + g6) + (h5 + h6) + k6 =
= d3 + (d4 + g4) + (d5 + g5 + h5) + (d6 + g6 + h6 + k6) =
= p3 + p4 + p5 + p6. (8.37)

Aśı pues, ya tenemos expresada M como la exponencial de la suma de
polinomios homogéneos hasta grado 6, y en el que cada término ya se encuetra
escrito en términos de integrales anidadas de corchetes de Poisson de los Hm .
Lo único que nos queda por hacer es aplicar la fórmula de Zassenhaus y reex-
presar la exponencial como producto de exponenciales. Aśı pues, considerando
que

eLA+B = . . . eLC3eLC2eLBeLA (8.38)

donde C2 = 1
2{A,B}, C3 = 1

6{A, {A,B} } + 1
3{B, {A,B} }, y tomando

A = p3 , B = p4 + p5 + p6 se tiene

exp (Lp3+p4+p5+p6) = exp (LC3) exp (LC2) exp (Lp4+p5+p6) exp (Lp3) , (8.39)

con

C2 =
1
2
{p3, p4 + p5 + p6} =

1
2
{p3, p4}+

1
2
{p3, p5} = q5 + q6

C3 =
1
6
{p3, {p3, p4} } = t6 (8.40)

Luego

M = . . . exp (Lt6) exp (Lq5+q6) exp (Lp4+p5+p6) exp (Lp3) (8.41)
= . . . exp (Lt6+p6+q6) exp (Lp5+q5) exp (Lp4) exp (Lp3) ,

expresión que debemos identificar con la buscada M = . . . eLf6eLf5eLf4eLf3 , y
por tanto

f3 = p3; f4 = p4; f5 = p5 + q5; f6 = p6 + q6 + t6. (8.42)

Finalmente, lo que tenemos que hacer es reexpresarlo todo en términos
de los hamiltonianos Hm. Los términos que nos aparecen se encuentran ya
expresados como corchetes de Poisson y el único trabajo por hacer es reescribir
algunas de las integrales para que nos aparezcan como integrales anidadas. Para
ello es interesante utilizar identidades del tipo

∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 f(t1, t2) =

∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2 [f(t1, t2) + f(t2, t1)]. (8.43)
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Aśı pues, tenemos

f3 = p3 = d3 = [13] (8.44)

f4 = p4 = d4 + g4 = [14] +
1
2
[2 1
3 3]

f5 = p5 + q5 = d5 + g5 + h5 +
1
2
{p3, p4} = [15] + [2 1

3 4] +
1
3
{ [2 3 1

3 3 3] + [3 2 1
3 3 3] }

f6 = p6 + q6 + t6 = (d6 + g6 + h6 + k6) +
1
2
{p3, p5}+

1
6
{p3, {p3, p4} }

= d6 + g6 + h6 + k6 +
1
2
{d3, d5}+

1
2
{d3, g5}+

1
2
{d3, h5}

+
1
6
{d3, {d3, d4} }+

1
6
{d3, {d3, g4} }.

Como en f6 tenemos muchos términos a calcular, lo que se puede hacer es
separarlos en función del número de corchetes de Poisson que contengan. Aśı
pues, sin ningún y con un corchete interno tenemos

d6 = [16]; g6 +
1
2
{d3, d5} = [2 1

3 5] +
1
2
[2 1
4 4], (8.45)

y con dos corchetes

h6 +
1
2
{d3, g5}+

1
6
{d3, {d3, d4} } =

1
4
{[3 2 1

4 3 3] + [2 3 1
4 3 3] + [3 2 1

3 3 4] + [2 3 1
3 3 4]}.(8.46)

Finalmente, con tres corchetes es relativamente fácil comprobar que

k6 +
1
2
{d3, h5}+

1
6
{d3, {d3, g4} } =

1
4
{ [3 2 4 1

3 3 3 3] + [4 2 3 1
3 3 3 3] + [4 3 2 1

3 3 3 3] }, (8.47)

donde hemos utilizado identidades de Jacobi (ver apéndice A) para reagrupar
términos. Uniendo estos resultados parciales vemos que reproducimos la ex-
presión de f6

Aqúı hemos visto que utilizando el desarrollo de Magnus podemos obtener,
de forma mucho más rápida y elegante, el desarrollo de Dragt-Forest, a la vez
que puede ser el camino óptimo para el cálculo de órdenes superiores del de-
sarrollo. Esto es debido a que en el desarrollo de Magnus ya nos aparecen
directamente los conmutadores. En cambio, si se utiliza el desarrollo de von
Neuman, como originalmente se hizo, hay que reorganizar las expresiones de
forma ingeniosa y con mucho esfuerzo con tal de conseguir las expresiones fi-
nales en términos de corchetes de Poisson.

8.4.2 Esquema de Magnus a partir de Fer-Magnus-N

Aunque ya existen diferentes esquemas para ir reproduciendo los diferentes
términos del desarrollo de Magnus [72, 134] vamos a ver cómo es posible, a
partir de desarrollo de Fer-Magnus-N, obtener una expresión que nos permita
deducir las diferentes expresiones de los Ωi de la serie de Magnus.
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Supongamos que conocemos Ωi para i = 1, . . . , n y queremos calcular
Ωn+1. Tomemos los dos primeros términos del desarrollo de Fer-Magnus-N,
eF1eF2 , para N = n, donde [8]

F1 = Ω1 + Ω2 + . . . + Ωn

A1 =
∫ 1

0
dx

∫ x

0
du e−(1−u)F1 [F1, A] e(1−u)F1 −

∫ 1

0
dx e−(1−x)F1 (Ḟ1 −A) e(1−x)F1

F2 =
∫ t

0
dt′A1(t′) + . . . , (8.48)

en el que en A1 se cancelan todas las potencias en A hasta orden n , siendo
la primera que no se anula de orden n + 1 . Con esto, si nos centramos en las
contribuciones a orden n+1 y nos olvidamos de todos los términos superiores
tendremos que

F2 = Bn+1 + órd. sup. (8.49)

Por tanto, si utilizamos la fórmula BCH tendremos

M = eF1eF2 . . . = e(Ω1+...+Ωn+Bn+1+S), (8.50)

donde en S incluimos los términos de orden superior a n + 1, por lo que se
infiere que Bn+1 ≡ Ωn+1 , que es lo que estamos buscando.

El procedimiento a seguir consistirá en tomar la expresión de A1 y
calcularse sólamente aquellos términos que dan contribución a orden n+1, que
denotaremos por A

(n+1)
1 , con lo que finalmete se obtiene que

Ωn+1 =
∫ t

0
dt1A

(n+1)
1 (t1). (8.51)

Naturalmete, para obtener una expresión sencilla de Ωn+1 hay simplificar
al máximo las expresiones, en el que observamos que todos los términos están
en función de conmutadores.

Debemos resaltar que mientras que para el desarrollo de Dragt-Forest
conseguimos una forma más eficaz de generarlo, para la generación del desarrollo
de Magnus simplemente se llega a un esquema alternativo a los que ya se conocen
de generar el desarrollo y que, en principio, puede ser tan interesante como los
ya existentes.
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Chapter 9

Convergencia de los

Desarrollos de Magnus y Fer

9.1 Introducción y Visión General

La mayoŕıa de los desarrollos exponenciales estudiados en el caṕıtulo anterior
han sido utilizados en una amplia variedad de problemas. A pesar de los ex-
celentes resultados que suelen dar, siempre queda la duda de la validez de las
aproximaciones hechas debido al desconocimiento de la convergencia de los mis-
mos.

Siguiendo los pasos realizados en [12], a continuación dirigimos nuestro
interés hacia dos de los métodos más utilizados en el cálculo de expresiones
aproximadas para X(t). Éstos son los desarrollos de Magnus [89] y Fer [42]. El
primero (de ahora en adelante DM) vimos que tomaba la representación de la
matriz X en términos de una única exponencial

X(t) = eΩ(t), (9.1)

donde Ω se obtiene como una serie infinita

Ω(t) =
∞∑

k=1

Ωk(t). (9.2)

Desde un punto de vista práctico, hay disponibles fórmulas expĺıcitas para Ωk

en términos de conmutadores de A(t) e integrales múltiples hasta quinto orden
[107]. Expresiones expĺıcitsa para las Ωk a todos los órdenes se encuentran
también el el reciente trabajo [66]. La caracteŕıstica importante para nuestros
propósitos es que los Ωk se pueden obtener de forma recursiva [72]. Además, es
posible conseguir una generación de las Ωk a partir de las Pk’s del desarrollo de
Dyson [15, 72].

El desarrollo de Fer (de ahora en adelante DF) sustituye X(t) por un

137
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producto infinito de exponenciales.

X(t) =
∞∏

k=1

eFk(t) = eF1(t)eF2(t) · · · (9.3)

donde ya vimos cómo obtener de forma recursiva las Fk’s.
Antes de entrar en el problema de la convergencia de los desarrollos, a

continuación recogemos algunas referencias a diferentes sistemas f́ısicos donde
han sido aplicados el DM y el DF.

• Desarrollo de Magnus.- Cuando analizamos las citas al trabajo de Mag-
nus [89], el trabajo de Robinson [110] parece ser la primera aplicación del
DM a un problema f́ısico. Desde entonces, el DM adquirió una rápida
popularidad y citamos unos pocos ejemplos de sus aplicaciones. Ha sido
utilizado en Mecánica Cuántica estudiando problemas dependientes del
tiempo [106], teoŕıa de colisiones atómicas semiclásicas [6], el compor-
tamiento de sistemas moleculares en campos laser intensos [95], excita-
ciones multifotónicas de moléculas [120], espectro de pulso de resonancia
magnética [39, 131], ensanchamiento de ĺıneas espectrales [18], divergen-
cias infrarojas en QED [32], problema de neutrinos solares (efecto MSW)
[102], espectroscoṕıa NMR de alta resolución en términos de hamiltoni-
anos promediados [15, 38], solución de las trayectorias a las ecuaciones de
Hamilton en Mecánica Clásica [104]. En el aspecto matemático, parecen
haberse abierto nuevos horizontes para el uso del algoritmo como un in-
tegrador numérico eficiente [66] y que estudiaremos con más profundidad
en el siguiente caṕıtulo.

• Desarrollo de Fer.- En contraste con el DM, se le ha prestado mucha
menos atención a las soluciones de la ec. (8.1) en términos de un pro-
ducto infinito de exponenciales de matrices y el DF tiene una historia
peculiar. Según nuestros conocimientos, la propuesta hecha por Fer hace
ya mucho tiempo [42] nunca fué utilizada para resolver problemas f́ısicos
hasta recientemente. Wilcox, en su bien conocido trabajo [134] en este
campo, asoció el nobre de Fer con un interesante desarrollo (como pro-
ducto infinito) alternativo, que de hecho, fué una novedad por śı mismo y
que ya expusimos en el caṕıtulo anterior. Puesto que el DM es llamado al-
gunas veces el análogo cont́ınuo de la fórmula BCH, el desarrollo de Wilcox
puede considerarse el análogo cont́ınuo de la fórmula de Zasenhauss. Vale
la pena mencionar que el trabajo de Fer ha sido ocasionalmente mal citado
como referencia al DM [6, 133]. Toda esta situación fue clarificada en [75]
y se llevaron a cabo algunas aplicaciones del DF a la Mecánica Cuántica
por primera vez. Una adaptación del algoritmo al contexto particular de
la Mecánica Clásica en términos de operadores de Lie fué elaborado en
[27], donde se llevó a cabo una comparación con la factorización de Dragt-
Finn [36]. Posteriormente ha sido aplicada la factorización de Fer como un
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integrador simpléctico [25] y como una herramienta para resolver ciertas
ecuaciones diferenciales lineales en derivadas parciales [26]. En Análisis
Numérico el DF fué redescubierto por Iserles [65] y está siendo investigado
en estos momentos como una herramienta potente para tratar ecuaciones
diferenciales lineales y no lineales en grupos de Lie y otras variedades
[141]. En el siguiente caṕıtulo desarrollaremos también nuevos métodos
numéricos basándonos en el esquema de Fer.

No es necesario decir que la ec. (8.1) podŕıa ser tratadada por alguno de
los algoritmos generales propuestos para resolver ecuaciones diferenciales. Para
finalizar esta revisión, dirigimos nuestra atención hacia los aspectos menos es-
tudiados de estos esquemas, esto es, aquellas cuestiones referentes a la conver-
gencia de los algoritmos. Éste será nuestro principal objetivo en este caṕıtulo.

Existen dos problemas correlacionados con respecto a la solución de Mag-
nus: primero, ¿cuándo admite X la representación exponencial (9.1)? Segundo,
¿cuándo (en el dominio de t) la serie en la ec. (9.2) converge? La primera pre-
gunta fue analizada por Magnus en su famoso trabajo [89], y reanalizada por
Wei [132]. Mucho menos se conoce respecto a la pregunta de la convergencia.
Por lo que sabemos, sólo Pechukas y Light [106] a mediados de los sesenta y muy
recientemente Iserles y Nørsett [66] han cosiderado este problema en el caso gen-
eral. Restricciones sobre la convergencia del DM para algunas descomposiciones
de la matriz A(t) se pueden encontrar en la literatura [40, 43, 73, 74, 87, 114].
Sin embargo, éste es un problema diferente y menos general del que no nos
vamos a preocupar ahora, puesto que no supondremos ningún conocimiento
previo de A(t).

En este caṕıtulo, tratando apropiadamente con el esquema recursivo para
la generación de términos de órdenes elevados en el DM propuesto en [72], sere-
mos capaces de ampliar el dominio de convergencia. Mencionamos de paso que
con una técnica similar obtenemos también el resultado (a menudo olvidado)
dado en el Apéndice de [106].

Con respecto al DF, la convergencia del algoritmo fue ya considerada en
el trabajo original por Fer. Modificamos convenientemente el planteamiento y
como consecuencia mejoramos la región de convergencia, repitiendo en buena
parte lo hecho en [8]. Si se suponen ciertas propiedades adicionales para A(t),
el radio de convergencia puede ser ampliado más todav́ıa, como será el caso en
el que A sea una matriz antihermı́tica (y por tanto X será unitaria).

Analizaremos también la importante pregunta práctica al respecto de
las cotas a los errores de la solución aproximada para ambos esquemas. El
conocimiento de cotas para la convergencia de ambos DM y DF es un resultado
interesante por śı mismo. Cuando el DM y el DF son utilizados como una her-
ramienta matemática para obtener aproximaciones anaĺıticas a X(t) cualquier
información sobre la extensión de la región de convergencia es de gran interés.
Por otro lado, si el algoritmo tiene que ser utilizado para masivas y precisas
integraciones numéricas, el conocimiento de tales cotas puede ser de gran utili-
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dad. En ambos tipos de aplicaciones la necesidad de cotas sobre el error de una
solución aproximada es un aspecto que realmente tiene que ser emfatizado.

9.2 Análisis del desarrollo en Serie de Magnus

9.2.1 El Algoritmo

La propuesta de Magnus para resolver la ec. (8.1) es tomar X(t) en la forma
X = eΩ. Si éste se sustituye en la ecuación inicial se obtiene la ecuación
diferencial matricial no lineal [72, 89, 110, 134]

Ω̇ =
∞∑

j=0

Bj

j!

{
Ωj , A

}
, Ω(0) = 0. (9.4)

Aqúı el punto indica derivación respecto al tiempo y Bj son los números de
Bernoulli [1].

Sustituyendo la serie de Magnus Ω =
∑∞

j=1 Ωj en la ec. (9.4) se obtiene
[72]

Ω̇1 = A

Ω̇n =
n−1∑

j=1

Bj

j!
S(j)

n , n ≥ 2, (9.5)

con la relación de recurrencia

S(j)
n =

n−j∑

m=1

[
Ωm, S

(j−1)
n−m

]
, 2 ≤ j ≤ n− 1 (9.6)

S(1)
n = [Ωn−1, A] , S(n−1)

n =
{
Ωn−1

1 , A
}

.

Después de integrar alcanzamos el resultado final

Ω1 =
∫ t

0
A(τ)dτ

Ωn =
n−1∑

j=1

Bj

j!

∫ t

0
S(j)

n (τ)dτ, n ≥ 2. (9.7)

La conexión entre la serie de Magnus y la serie perturbativa de Dyson
empieza a partir de la identidad

∞∑

j=1

Ωj = ln


I +

∞∑

j=1

Pj


 . (9.8)

De acuerdo con Burum [15, 72]

Ωn = Pn −
n∑

j=2

(−1)n

j
R(j)

n , n ≥ 2, (9.9)
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donde R
(j)
n se puede obtener de forma recursiva a partir de

R(j)
n =

n−j+1∑

m=1

R(1)
m R

(j−1)
n−m , (9.10)

R(1)
n = Pn, R(n)

n = Pn
1 .

9.2.2 Convergencia del Desarrollo de Magnus

Con la finalidad de estudiar la convergencia de la serie de Magnus sustituimos
la ec. (9.7) en la ec. (9.6) para obtener

S(j)
n (t) =

[∫ t

0
A(τ)dτ, S

(j−1)
n−1 (t)

]
+

n−j∑

m=2

m−1∑

p=1

Bp

p!

[∫ t

0
S(p)

m (τ)dτ, S
(j−1)
n−m (t)

]
.

(9.11)
Consideremos que la matriz A(t) está acotada, con ‖A(t)‖ una función

continua a trozos que asumimos que está acotada por una función escalar k(t),
‖A(t)‖ ≤ k(t). Si denotamos K(t) ≡ ∫ t

0 k(t′)dt′, tendremos ‖Ω1(t)‖ ≤ K(t) y la
ec. (9.11) implica que

∥∥∥S(j)
n (t)

∥∥∥ ≤ 2K(t)
∥∥∥S

(j−1)
n−1 (t)

∥∥∥ + 2
n−j∑

m=2

m−1∑

p=1

|Bp|
p!

(∫ t

0

∥∥∥S(p)
m (τ)

∥∥∥ dτ

) ∥∥∥S
(j−1)
n−m (t)

∥∥∥ .

(9.12)
Es inmediato probar por inducción que

∥∥∥S(j)
n (t)

∥∥∥ ≤ (K(t))n−1 k(t) f (j)
n , (9.13)

supuesto que los coeficientes f
(j)
n obedezcan la relación de recurrencia de varios

términos

f (j)
n = 2

n−j∑

m=1

m−1∑

p=0

|Bp|
p!m

f (p)
m f

(j−1)
n−m , (9.14)

con f
(0)
1 = 1, f

(0)
n = 0, para n > 1. Como consecuencia, si definimos

bn =
1
n

n−1∑

p=1

|Bp|
p!

f (p)
n , (9.15)

tenemos
‖Ωn(t)‖ ≤ bn (K(t))n . (9.16)

Concluimos entonces que la convergencia absoluta de la serie de Magnus
está asegurada si

K(t) lim
n→∞

bn+1

bn
< 1. (9.17)
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Una investigación numérica de esta condición claramente indica que tendremos
convergencia para valores de t que cumplan que

K(t) < ξ ≡ 1.086869 . (9.18)

En el caso particular en que k(t) = ρtλ, λ ∈ Z+, ρ ∈ <+, considerado en la
referencia [66] tenemos

t <

[
(1 + λ) ξ

ρ

] 1
1+λ

. (9.19)

Nuestro valor ξ = 1.086869 tiene que ser comparado con el valor 0.125 dado
por Iserles y Nørsett. Esto significa que hemos ampliado claramente el dominio
de convergencia.

Una forma de proceder similar pero considerando las ecs. (9.9) y (9.10)
conduce a ∥∥∥R(j)

n

∥∥∥ ≤ (K(t))n g(j)
n , (9.20)

con tal que las g
(j)
n estén generadas por la relación de recurrencia

g(j)
n =

n−j+1∑

m=1

1
m!

g
(j−1)
n−m j > 1 (9.21)

g
(1)
1 = 1.

Una investigación numérica nos lleva ahora a la siguiente cota para la conver-
gencia de la serie de Magnus

K(t) < ln 2 = 0.693147, (9.22)

que reproduce el resultado dado por Pechukas y Light [106] para una cota
superior constante k(t) = ρ.

Consideramos la ec. (9.22) como un chequeo que confirma la validez del
proceso seguido en esta sección y a la ec. (9.18) como una mejora significativa
de la cota para la región de convergencia.

9.2.3 Análisis del Orden y Cotas de Error

Supongamos ahora que A(t) = O(tλ). Entonces, obviamente, Ω1(t) = O(tλ+1),
mientras que, de las ecs. (9.6) y (9.7), tenemos

Ω2(t) = −1
2

∫ t

0
[Ω1(τ), A(τ)] dτ = O(t2λ+3), (9.23)

porque el orden más bajo en el desarrollo de A(t) conmuta con el correspondi-
ente a Ω1(t). Una fácil inducción muestra que, en general, Ωn(t) = O(tn(λ+1)+1)
para n ≥ 2. Aśı pues, cuando la serie de Magnus para Ω(t) se trunca en el
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término a orden n y se considera la aproximación Ω[n](t) ≡ ∑n
j=1 Ωj(t) se tiene

Ω(t)− Ω[n](t) = O(t(n+1)(λ+1)+1), luego

X(t)−X [n](t) ≡ eΩ(t) − eΩ[n](t) = O(t(n+1)(λ+1)+1),

que es el resultado obtenido en la referencia [66].
En el caso general, si escribimos K = αξ, con 0 < α < 1, la estimación

en la ec. (9.16) nos lleva a ‖Ωn+1‖ ≤ αn+1ξn+1bn+1, mientras que

∥∥∥Ω(t)− Ω[n](t)
∥∥∥ ≤

∞∑

i=n+1

αiξibi.

Como ilustración, si α = 1/2 y n = 4, entonces
∥∥∥Ω− Ω[n]

∥∥∥ < 0.0065 .

9.3 Análisis del Desarrollo de Fer

9.3.1 El Algoritmo

El algoritmo de Fer aproxima la solución X(t) a la ec. (8.1) por un producto de
exponenciales de matrices. Como vimos, el método es generado por el siguiente
esquema recursivo

X = eF1eF2 . . . eFnXn (9.24)
Ẋn = An(t)Xn Xn(0) = I, n = 1, 2, 3...,

con Fn(t) y An(t) dados por

Fn+1(t) =
∫ t

0
An(t′)dt′ A0(t) = A(t), n = 0, 1, 2...

An+1 =
∫ 1

0
dx

∫ x

0
du e−(1−u)Fn+1 [An, Fn+1] e(1−u)Fn+1 . (9.25)

Cuando, después de n pasos, imponemos Xn = I nos quedamos con una
aproximación X [n](t) a la solución exacta X(t).

9.3.2 Convergencia del Desarrollo de Fer

En el estudio de la convergencia del desarrollo de Fer lo que hacemos es ver
las condiciones para A(t) que aseguren que Fn → 0 para n → ∞. Como en
la sección anterior, supondremos que A(t) es una matriz acotada con ‖A(t)‖ ≤
k(t) ≡ k0(t). El algoritmo de Fer, ecs. (9.24), (9.25), nos permite obtener
una relación de recurrencia para las correspondientes cotas kn(t) a ‖An(t)‖.
Si denotamos Kn(t) ≡ ∫ t

0 kn(t′)dt′, podemos escribir esta relación en la forma
genérica

kn+1 = f(kn,Kn), (9.26)
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que después de integrar da
Kn+1 = G(Kn). (9.27)

La pregunta ahora es: ¿cuándo se cumplirá que Kn → 0 para n →
∞? Esto se cumplirá si 0 es un punto fijo estable para la iteración de la
transformación G y K0 está es su cuenca de atracción. Para saber cuándo se
cumple esta situación debemos resolver la ecuación ξ = G(ξ) para ver dónde
se encuentra el siguiente punto fijo. Con todo esto presentamos el siguiente
Teorema [8, 12]

Teorema 9.3.1 Sea la ecuación diferencial matricial

Ẋ = A(t)X X(0) = I (9.28)

donde A(t) es una función continua a trozos y su integral es una función aco-
tada. Entonces, el desarrollo de Fer es convergente en el intervalo de tiempo
[0, t] si ∫ t

0
‖A(s)‖ds < 0.8604065 (9.29)

donde la convergencia tiene que ser entendida como

lim
n→∞

∫ t

0
‖An(s)‖ds −→ 0. (9.30)

Demostración: Tomando normas en el esquema recursivo de las ecs.
(9.25) tenemos

‖An+1‖ ≤
∫ 1

0
dx

∫ x

0
du e2(1−u)Kn ‖[An, Fn+1]‖ , (9.31)

que puede ser escrito en la forma ‖An+1‖ ≤ kn+1, con

kn+1 =
1− e2Kn(1− 2Kn)

2Kn

dKn

dt
(9.32)

y como consecuencia Kn+1 viene dado por la ec. (9.27) con

G(Kn) =
∫ Kn

0

1− e2x(1− 2x)
2x

dx. (9.33)

Ésta es la transformación que debemos iterar. Dada una aplicación iterativa,
xn+1 = G(xn), se tiene que un punto fijo de la misma, x = G(x), será un
atractor si |G′(x)| < 1 (donde por G′ representamos la derivada). Esto es, dado
un valor de x1 relativamente cerca del punto fijo, los sucesivos valores que se
obtengan de la iteración se acercarán cada vez más al punto fijo. En cambio, si
|G′(x)| > 1 los valores se alejarán del mismo. Resolviendo la ecuación ξ = G(ξ)
encontramos como punto fijo distinto del 0 a ξ = 0.8604065. Analizando el valor
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de las derivadas en los puntos fijos se tiene que |G′(0)| = 0 < 1, mientras que
|G′(ξ)| ≈ 2.9 > 1. De aqúı se deduce que si 0 < K0 < 0.8604065 los sucesivos
valores de Kn irán acercándose cada vez más al valor 0 y por tanto tendremos
que el método será convergente, como se pretend́ıa. Además, la rapidez con
que convergerá a 0 será bastante elevada (cuadráticamente) ya que G′(0) = 0
(se tiene G(x) = O(x2)). Con esto concluimos que el desarrollo de Fer será
convergente para valores de t tales que

∫ t

0
‖A(t′)‖dt′ ≤ K0(t) < 0.8604065. 2 (9.34)

Este resultado ampĺıa el alcance K0(t) < 0.628 originalmente dado por Fer
[42] utilizando un argumento ligeramente distinto.

Corolario 9.1 Si A(t) es antihermı́tica el metodo de Fer es convergente
si ∫ t

0
‖A(s)‖ds < 2 (9.35)

Demostración: Para la demostración simplemente hay que recordar que
si una matriz, A, es antihermı́tica entonces eA es unitaria y por tanto ‖eA‖ = 1.
Con esto, y siguiendo la demostración del Teorema 9.3.1 se llega a que

‖Ai+1‖ ≤
∫ 1

0
dx

∫ x

0
du‖[Ai, Fi+1]‖ =

1
2
‖[Ai, Fi+1]‖ ≤ Kiki ≡ kn+1 (9.36)

e integrando se tiene que

Ki+1 =
1
2
Ki (9.37)

Tendremos convergencia si 0 < K0 < ξ, donde ahora ξ es la solución
distinta de 0 de la ecuación ξ = 1

2ξ2, o sea, ξ = 2. 2

Obsérvese que siempre que para un valor particular n = n0 encontremos
otra cota kn0 < kn0 para ‖An0‖, entonces el proceso de iteración dado por la
ec. (9.27) puede iniciarse a partir de Kn0 =

∫ t
0 kn0(t

′)dt′. Esto podŕıa ampliar
el dominio de convergencia de t. En la siguiente subsección emfatizaremos la
importancia de ampliar la región de convergencia debido a sus efectos sobre las
cotas de error de las soluciones aproximadas. Observese que si para algún caso
somos capaces de calcular una cota a ‖[A,F1]‖ mejor que la tomada a partir
de (9.31), (hemos tomado siempre que ‖[B1, B2]‖ ≤ 2‖B1‖ ‖B2‖) es posible
obtener un valor Kn0 < K1 con el que seguiŕıamos el proceso iterativo.

9.3.3 Cotas de Error

Denotando por X [n] la aproximación de Fer a orden n definimos su error por
En = X −X [n]. Nuestro objetivo ahora será conseguir una cota a ‖En‖. Como
resultado presentamos el siguiente Teorema [8, 12]
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Teorema 9.3.2 El error, En, cometido al aplicar el método de Fer a orden n

a la ec. (8.1) está acotado por

‖En‖ ≤ KneK0+2Kn (9.38)

donde los Kn se obtienen a partir del esquema iterativo (9.27) con (9.33) em-
pezando por el valor inicial K0.

Demostración: Escribamos X = X [n]Xn. Entonces, si introducimos
Dn = Xn − I, tenemos En ≡ X −X [n] = X [n]Dn.

Acotamos ‖En‖ acotando Dn y X [n]. Para tal finalidad, empezamos
escribiendo Dn en la forma

Dn(t) =
∫ t

0
dt′An(t′)Xn(t′). (9.39)

A partir de la ecuación (9.24) obtenemos ‖Xn‖ ≤ e
∫ t

0
‖An‖dt′ ≤ eKn , y por

tanto
‖Dn‖ ≤

∫ t

0
‖An‖ ‖Xn‖dt′ ≤ eKn

∫ t

0
‖An‖dt′ ≤ KneKn . (9.40)

Por lo que concierne a X [n] , observamos que

‖X [n]‖ =
∥∥∥XX−1

n

∥∥∥ ≤ ‖X‖
∥∥∥X−1

n

∥∥∥ ≤ eK0eKn . (9.41)

y considerando que ‖En‖ ≤
∥∥∥X [n]

∥∥∥ ‖Dn‖ se tiene

‖En‖ ≤ KneK0+2Kn . 2 (9.42)

Como ya hemos indicado

K0 < 0.8604065 ⇒ Kn
n→∞−→ 0 ⇒ ‖En‖ n→∞−→ 0 (9.43)

y esto nos permite encontrar cotas al error de las soluciones aproximadas
obtenidas con Fer.

Ya hemos resaltado la importancia de ampliar la región de convergencia
donde, para un determinado valor de t, y obtenido K0(t) se pueda originar con
la iteración que Kn → 0 para n → ∞. Si nos encontramos dentro de la región
de convergencia y ξ es una cota (aqúı ξ = 0.8604065 para una A general)
podremos escribir siempre K0 = αξ , con 0 < α < 1 , y por tanto

‖En‖ ≤ α2n
ξ eξ(α+2α2n

). (9.44)

Luego, en general, a mayor valor de la cota ξ, se tendrá menor valor del
coeficiente α y por tanto mejores cotas de error.

Corolario 9.2 Si A(t) es antihermı́tica entonces:
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i)
‖En‖ ≤ Kn (9.45)

ii) Teniendo en cuenta (9.37) se tiene también

‖En‖ ≤ 2
(

K0

2

)2n

. (9.46)

Demostración: i) La demostración es idéntica a la del Teorema sin
más que tener en cuenta que tanto X [n] como Xn son matrices unitarias, y por
tanto ‖X [n]‖ = ‖Xn‖ = 1.

ii) Se deduce de i) sin más que tener presente (9.37). 2

9.4 Análisis del Desarrollo de Fer-Magnus-2

En el caṕıtulo anterior se introdujo el desarrollo de Fer-Magnus-N y ahora va-
mos a estudiar el caso particular N=2. Seguiremos un razonamiento similar al
realizado en [8] en el que mejoraremos sensiblemente los resultados alĺı presen-
tados. El método tiene la misma forma que el de Fer con

Fn+1(t) = Ω(n)
1 + Ω(n)

2 n = 0, 1, 2...

An+1 = e−Fn+1AneFn+1 −
∫ 1

0
dx e−xFn+1ḞnexFn+1

=
∞∑

1=0

(−)i

(i + 1)!

{
F i

n+1, (i + 1)An − Ḟn+1

}
(9.47)

Ahora disponemos del siguiente

Teorema 9.4.1 Dadas las condiciones del Teorema 9.3.1 se tiene que el de-
sarrollo de Fer-Magnus-2 es convergente en el intervalo de tiempo [0, t] si

∫ t

0
‖A(s)‖ds < 0.7517. (9.48)

Demostración: La demostración es análoga a la del Teorema 9.3.1, tan
solo que llegamos a una aplicación iterativa Kn+1 = G(Kn) distinta. Tras
algunos cálculos es posible tomar

Kn+1 = −K2
n +

∫ Kn

0

(
e2x+x2

+
(x + 1)(e2x+x2 − 1)

2x + x2

)
dx (9.49)

donde es fácil ver que Kn+1 = O(K3
n). Con esto, el primer punto fijo inestable

lo encontramos para ξ = 0.7517. 2
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Teorema 9.4.2 El error, En, cometido al aplicar el método de Fer-Magnus-2
a orden n a la ec. (8.1) está acotado por

‖En‖ ≤ Kn exp(K0 +
K0

2
+ 2Kn), (9.50)

donde los Kn se obtienen a partir del esquema iterativo (9.49).

Demostración: es totalmente análoga a la del Teorema 9.3.2. 2

Según hemos visto el estudio de la convergencia y cotas de error para
los desarrollos de Magnus y Fer es por śı de gran interés. Ahora pasaremos
a estudiar la utilidad del conocimiento de estos resultados cuando se quiere
realizar una transformación del sistema inicial. Más en concreto, revisaremos
la imagen de interacción y analizaremos con un poco más de detalle la ima-
gen adiabática. Este análisis nos permitirá, en muchos casos, aprovechar la
información disponible del sistema a resolver.

9.5 Imagen de Interacción

Cuando un sistema pueda ser considerado como una pequeña perturbación de
otro que sabemos resolver de forma exacta es conveniente utilizar la imagen de
interacción (nombre que recibe de la Mecánica Cuántica). Consiste en aplicar
la siguiente transformación:

Dada la ecuación
Ẋ = A(t)X, (9.51)

si A se descompone según

A(t) = A0(t) + A1(t), (9.52)

donde A0 es tal que sabemos resolver la ecuación

Ẋ0 = A0(t)X0, (9.53)

entonces la factorización
X = X0XI , (9.54)

nos lleva a la ecuación para XI

ẊI = AI(t)XI , con AI = X−1
0 A1X0. (9.55)

Con estas operaciones transformamos el problema de la resolución de la
ec. (9.51) al de la ec. (9.55). La primera pregunta que uno debe plantearse
antes de realizar esta transformación es ¿cuándo es interesante utilizar la im-
agen de interacción? La respuesta suele ir ligada al método utilizado para la
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resolución de las ecuaciones. Como nosotros estamos considerando los desar-
rollos de Magnus y Fer es inmediato darse cuenta que será interesante pasar a
la imagen de interacción si se tiene que

∫ t

0
‖AI(τ)‖dτ <

∫ t

0
‖A(τ)‖dτ, (9.56)

ya que entonces el radio de convergencia será mayor y los errores cometidos serán
bastante menores. En general, esta condición se cumplirá si ‖A1(τ)‖ ≤ ‖A(τ)‖.
Si A y A0 son antihermı́ticas entonces ‖AI(τ)‖ ≤ ‖A1(τ)‖ ya que X0 será
unitario y ‖X0‖ = 1.

9.5.1 Ejemplos

i) Oscilador Armónico Perturbado. Sea la ecuación diferencial

ẍ + (1 + f(t))x = 0, (9.57)

que puede ser escrita en la forma matricial (9.51) con

A0 =

(
0 1
−1 0

)
; A1 =

(
0 0
−f 0

)
, (9.58)

donde X0(t) = etA0 y ‖X0‖ = 1. De aqúı se deduce que

‖AI(τ)‖ ≤ ‖A1(τ)‖ = |f |, (9.59)

por lo que, analizando f(t), es inmediato ver si es interesante o no pasar a la
imagen de interacción. Aśı pues, si p.e. f =

ε

cosh(δt)
y queremos integrar

en el intervalo [−∞,∞] tendremos que los métodos de Magnus y Fer serán
convergentes en la imagen de interacción si

∫ ∞

−∞
ε

cosh(δt)
dt < ξ ⇒ ε

δ
<

ξ

π
(9.60)

donde ξ toma los valores obtenidos para Magnus y Fer.

ii) Sistema Cuántico con dos Niveles. Consideremos el sistema (9.51) con

A(t) = i~a(t) · ~σ, (9.61)

donde ~σ = (σ1, σ2, σ3), σi son las matrices de Pauli [50] y ~a(t) es un vector con
coeficientes dependientes del tiempo. Supongamos que

~a(t) = ~a0(t) + ~a1(t), (9.62)

con ~a0(t) tal que conocemos la solución de la ecuación.

Ẋ0 = i~a(t) · ~σX0, (9.63)
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Con esto se tiene que

‖AI‖ ≤ ‖~a1(t)~σ‖ ≤ |~a1(t)|, (9.64)

por lo que es inmediato comprobar si para una determinada función, ~a(t), es
interesante o no pasar a la imagen de interacción.

9.6 Imagen Adiabática

Cuando los coeficientes de A(t) vaŕıan muy lentamente con el tiempo (de forma
cuasiadiabática) es interesante definir la que llamaremos imagen adiabática.
Sabemos que si A(t) es diagonal entonces la solución a (9.51) es inmediata ya
que [A(t1), A(t2)] = 0. Aśı pues, el paso a la imagen adiabática consistirá en
realizar aquella transformación que diagonalice A(t) en cada instante. Esto es,
buscaremos X0 tal que

X−1
0 AX0 = Ad. (9.65)

Ahora, la factorización
X = X0X1, (9.66)

conduce a la siguiente ecuación para X1

Ẋ1 = A1(t)X1, con A1 = Ad −X−1
0 Ẋ0. (9.67)

Fijémonos que A1 tiene una parte que es exactamente soluble, Ad (también
podemos tomar Ad−diag(X−1

0 Ẋ0)). Aśı pues, podemos aplicar la misma trans-
formación que la realizada en la imagen de interacción y tomar X1 = XdX2 con

Xd = exp
(∫ t

0
Ad(τ)dτ

)
. Para X2 se tendrá

Ẋ2 = A2(t)X2, con A2 = −X−1
d X−1

0 Ẋ0Xd. (9.68)

El criterio a seguir para saber si es o no interesante el uso de la imagen
adiabática, previa al uso de los métodos de Magnus y Fer, es comprobar si

∫ t

0
‖A2(τ)‖dτ <

∫ t

0
‖A(τ)‖dτ. (9.69)

Si se trata de un sistema que evoluciona lentamente tendremos que los co-
eficientes de A(t) variarán muy suavemente con el tiempo y como X0 es también
una función que depende de los coenficientes de A se cumplirá, en general, que
‖Ẋ0‖ ¿ ‖A‖. Por tanto, si Ẋ0 es el término dominante en A2 (como ocurrirá
en la mayoŕıa de los procesos que evolucionan adiabáticamente) es de esperar
que se cumpla la condición (9.69). Si A es una matriz antihermı́tica, entonces
A1 y Ad también lo serán y por tanto X0 y Xd serán unitarias. Luego, de (9.68)
se deduce que ‖A2(τ)‖ ≤ ‖Ẋ0‖ y por tanto, en principio, podemos sustituir el
criterio (9.69) por ∫ t

0
‖Ẋ0(τ)‖dτ <

∫ t

0
‖A(τ)‖dτ, (9.70)

que es más fácil de analizar.
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9.6.1 Ejemplos

i) Oscilador Armónico Generalizado. Este problema es estudiado con detalle
en [28] utilizando la imagen adiabática. Dado el hamiltoniano

H =
1
2
[W (t)q2 + 2Y (t)pq + Z(t)p2], (9.71)

las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse en la forma (9.51) con

A =

(
Y Z
−W −Y

)
. (9.72)

A partir de aqúı podemos tomar [28]

X0 = X−1
0 =

1√
2λ(Y + λ)

(
Y + λ Z
−W −Y − λ

)
λ =

√
Y 2 −WZ (9.73)

con λ =
√

Y 2 −WZ y siendo

Xd = exp
[∫ t

0

(
Ad(τ)− diag(X−1

0 Ẋ0)
)

dτ

]
. (9.74)

Finalmente

A2 =

(
0 αe−2a

βe2a 0

)
, (9.75)

donde

α = (λ̇+Ẏ )Z−(λ+Y )Ż
2λ(λ+Y ) a = 1

2 log K(0)
K(t) +

∫ t
0 dτ

(
λ− Y Ż−Ẏ Z

2λZ

)

β = (λ̇+Ẏ )W−(λ+Y )Ẇ
2λ(λ+Y ) K =

√
(λ+Y )W
(λ−Y )Z .

Si Z 6= 0 es posible hacer una transformación canónica que nos lleve de
(9.71) al hamiltoniano

K =
1
2
P 2 +

1
2
W (t)Q2, (9.76)

(puede considerarse equivalente a la ec. (9.57)) donde W es una función de
W, Y y Z. Entonces podemos analizar los anteriores resultados para el caso
particular Z = 1, Y = 0. Sustituyendo en (??) se obtiene

A2 =
i

4
Ẇ

W

(
0 1√

W0
e−iθ

√
W0e

iθ 0

)
, (9.77)

donde θ =
∫ t
0 dτ

√
W y W0 ≡ W (0). Si W > 0 entonces θ es real y se tiene que

‖A2‖ ≤ m0

4
|Ẇ |
W

, (9.78)
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con m0 = max{√W0,
1√
W0
}. Si tomamos como ejemplo la ec. (9.57) donde

W = 1 + f(t) y por comparación con los resultados obtenidos para la imagen
de interacción consideramos f =

ε

cosh(δt)
, ε > 0, tendremos asegurada la

convergencia del desarrollo de Magnus y de Fer si

∫ ∞

−∞
‖A2(τ)‖dτ ≤ 1

4

∫ ∞

−∞
|Ẇ |
W

dτ =
1
2

ln(1 + ε) < ξ ⇒ ε < e2ξ − 1. (9.79)

Esto es, el desarrollo de Fer será convergente para este problema si ε <
4.58 y el de Magnus lo será si ε < 7.79. Nos encontramos con dos aspec-
tos importantes a resaltar: primeramente vemos que los métodos son conver-
gentes para valores bastante grandes de ε en todo el intervalo de tiempo, y
segundo, comprobamos que los resultados son independientes del parámetro δ
(si se integra para todo el intervalo temporal). Por otro lado, si comparamos
con los resultados obtenidos para la imagen de interacción vemos que cerca
del régimen repentino (valores de δ grandes) es interesante utilizar la imagen
de interacción, pues la condición (9.60) se ve favorecida, mientras que cerca del
régimen adiabático (valores de δ pequeños) es más útil la imagen adiabática, tal
y como cabŕıa esperar. Resultados similares se obtienen para distintas funciones
f(t).

ii) Incremento del Invariante Adiabático. Es bien conocido que si el hamil-
toniano (9.71) evoluciona de forma adiabática, entonces existe el llamado in-
variante adiabático, J = H(t)/ω(t) con ω(t) =

√
WZ − Y 2. Si el proceso no es

exactamente adiabático tendremos que J variará con el tiempo. Si denotamos
{

qR

pR

}
= X−1

0

{
q
p

}
, (9.80)

con X0 dado en (9.73), tendremos que [28]

J(t) = −ipRqR (9.81)

.
En un intervalo de tiempo [t0, tf ], J(t) habrá sufrido una variación,

4J = J(tf )− J(t0). (9.82)

Si queremos calcular 4J lo que realmente debemos hacer es calcular
J(tf ), esto es qR(tf ) y pR(tf ). Un cálculo aproximado lo podemos obtener
utilizando los métodos de Magnus y Fer. Denotemos por qR(tf ) y pR(tf ) las
aproximaciones hechas con cualquiera de estos métodos. El error cometido en
el cálculo de 4J vendrá dado por

E4J = 4J −4J = −i [pR(tf )qR(tf )− pR(tf )qR(tf )] (9.83)
= −ipR(tf ) [qR(tf )− qR(tf )]− iqR(tf ) [pR(tf )− pR(tf )] .



9.6. IMAGEN ADIABÁTICA 153

Ahora debemos recordar que
{

qR(t)
pR(t)

}
= X1

{
qR(0)
pR(0)

}
, (9.84)

y que X1 = XdX2 donde Xd la conocemos de forma exacta y sólo debemos cal-
cular de forma aproximada X2 (la solución aproximada la denotaremos por X2).
Por otro lado se tiene que |qR(t)| ≤ ‖Xd‖ ‖X2‖|~x0| con |~x0| =

√
q2
R(t0) + p2

R(t0)
y lo mismo para pR(t). Con esto, E4J estará acotado por

‖E4J‖ ≤
(
‖X2‖+ ‖X2‖

)
‖X2 −X2‖ ‖Xd‖2|~x0|2, (9.85)

donde, si se cumplen las condiciones de convergencia, debemos tener que ‖X2−
X2‖ sea muy pequeño, como aśı ocurre en los ejemplos estudiados en [28].

iii) Sistema Cuántico. Consideremos la ecuación de Schrödinger aplicada
al operador de evolución temporal [50]

U̇ = H(t)U con H(t) = − i

h̄
H, (9.86)

donde H es el hamiltoniano del sistema (a partir de ahora tomaremos h̄ = 1).
Sea {|n〉} una base de estados propios de H(0) y {|n(t)〉} una base de estados
propios instantáneos de H(t), que estarán relacionados a través de un operador
lineal unitario

|n(t)〉 =
∑
m

U0|m〉. (9.87)

Con este cambio de base diagonalizamos H(t), obteniendo

U+
0 H(t)U0 = E(t) =




E1(t) 0
E2(t)

0
. . .


 . (9.88)

Si trabajamos con una base finita tendremos que el problema de la evolución
del sistema será equivalente al de la resolución del sistema (9.51). El paso a la
imagen adiabática consistirá en tomar la factorización U = U0U1 donde

U̇1 = H1(t)U1 con H1(t) = −i(E − U+
0 U̇0). (9.89)

Tomando Ud = exp
(
−i

∫ t

0
E(τ)dτ

)
(es posible también tomar la parte

diagonal de U+
0 U̇0 en Ud) el siguiente paso será considerar U1 = UdU2 donde

U̇2 = H2(t)U2 con H2(t) = −iU+
d U+

0 U̇0Ud. (9.90)

Finalmente, si utilizamos las aproximaciones de Magnus y Fer en la res-
olución de (9.90) vemos que la convergencia estará asegurada si

∫ t

0
‖H2(τ)‖dτ ≤

∫ t

0
‖U̇0(τ)‖dτ < ξ. (9.91)
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recordando que si aplicamos el método de Fer ahora debemos tomar ξ = 2.
Como caso particular estudiamos el hamiltoniano asociado a un sistema

con dos niveles
H(t) = ~a(t) · ~σ, (9.92)

de aqúı se obtiene [77, 78]

U0 = ~̂b(t) · ~σ, (9.93)

donde ~̂b tiene norma 1 y está en la dirección de ~̂a+~̂k (con ~̂a , ~̂k vectores unitarios
en las direcciones de ~a y del eje z respectivamente). Si pasamos a la imagen
adiabática, los métodos de Magnus y Fer serán convergentes si

∫ t

0
‖H2(τ)‖dτ ≤

∫ t

0

∣∣∣∣∣
˙̂
~b(τ)

∣∣∣∣∣ dτ =
∫ t

0

√√√√
(

θ̇

2

)2

+
(

φ̇ sin
θ

2

)2

< ξ, (9.94)

donde θ y φ son los ángulos que describen la dirección de ~a(t) en coordenadas
esféricas. Si consideramos, por ejemplo, ~a(t) = (1, 0, f(t)) con f(t) una función
monótona (creciente o decreciente) tendremos que de (9.94) se obtiene (recor-
dando que φ̇ = 0)

1
2
|θ(t)− θ(0)| < ξ. (9.95)

Considerando que θ ∈ [0, π] y que si se utiliza Fer se tiene ξ = 2, se
tendrá que la condición (9.95) se cumplirá siempre. Por tanto, el DF será
convergente para todo intervalo de tiempo con independencia de la función f(t)
considerada (siempre que ésta sea monótona). Para este problema concreto, el
desarrollo de Magnus no presenta, a priori, unos resultados tan impresionantes,
pero siguen siendo muy buenos. No obstante, ello no quiere decir que el método
de Magnus no pueda ser más eficiente cuando sea aplicado expĺıcitamente sobre
un problema.



Chapter 10

DM y DF como Métodos

Numéricos de Integración

10.1 Introducción

Los métodos algebraicos expuestos en el caṕıtulo 8 fueron, en un principio,
diseñados para ser utilizados como métodos anaĺıticos que proporcionan una
solución aproximada a la ec. (8.1). En el caṕıtulo 9 expusimos una extensa
lista de ejemplos en los que hab́ıan sido aplicados los desarrollos de Magnus y
Fer. En este caṕıtulo nos proponemos presentarlos como métodos numéricos de
integración de forma que las soluciones aproximadas preserven las propiedades
cualitativas de la solución exacta. En esta dirección, el desarrollo de Fer parece
haber recibido un poco más de atención. Aśı pues, el DF fue redescubierto
por Iserles [65] buscando un método numérico de integración. Fue utilizado
también como integrador simpléctico para sistemas lineales dependientes del
tiempo por Casas [25] y en la resolución de ecuaciones no lineales [141, 142].
El uso de Magnus como método numérico de integración ha sido estudiado
muy recientemente por Iserles y Nørsett [66], presentando un método a orden
4 altamente eficiente.

La principal dificultad para aplicar estos desarrollos como métodos numéricos
de integración radica en la evaluación de integrales múltiples de forma numérica
y eficiente. En [8] ya indicamos la posibilidad de aprovechar los cálculos real-
izados en las integrales simples para ser utilizados en el cálculo de las integrales
múltiples sin prácticamente coste adicional. Posteriormente, Iserles y Nørsett
[66] se dan cuenta también de este importante hecho.

En este caṕıtulo seguiremos en la ĺınea de aprovechar las evaluaciones real-
izadas en el cálculo de las integrales simples para la evaluación de las múltiples.
Para ello tendremos en cuenta dos cosas: 1- la estructura de conmutadores en
las integrales múltiples, y 2- las funciones de varias variables están factorizadas
como productos de funciones de una sola variable. Primeramente analizaremos
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el desarrollo de Magnus. Veremos que para para obtener un método a orden
n no siempre es necesario considerar la serie de Magnus hasta orden n − 1
como parece intuirse de los resultados de la sección 9.2.3. Con ello veremos
que es posible simplificar el método a orden 4 dado en [66] y seguidamente
presentaremos métodos a órdenes 5 y 6.

Para el DF veremos también cómo aprovechar las evaluaciones para el
cálculo de las integrales múltiples. Ello nos permitirá reducir considerablemente
el número de evaluaciones por paso de integración. Teniendo en cuenta que sin
esta optimización de los cálculos, los métodos han probado ser ya altamente
eficientes [25, 65] es de esperar que la eficiencia que consigamos sea realmente
buena. Si además consideramos que disponemos de criterios de convergencia y
cotas de error, veremos que es posible implementar los métodos con un paso de
integración variable y una tolerancia del error. Con todos estos ingredientes la
eficiencia que podŕıa alcanzarse es realmente esperanzadora.

10.2 Métodos Numéricos con Magnus

La forma más usual de calcular integrales numéricamente consiste en evaluar el
integrando en diferentes puntos, de tal manera que una combinación lineal de
éstos reproduzca la solución exacta hasta el orden deseado. Aśı pues, el primer
paso será conocer la expresión de la integral exacta que queremos reproducir
hasta ese orden. Como vamos a dar métodos hasta orden 6 presentamos las
expresiones de las integrales exactas hasta este orden. Suponemos que A(t) es
una función anaĺıtica del tiempo, y por tanto, el desarrollo de Taylor alrededor
de t0 viene dado por (mientras no se diga lo contrario tomaremos, sin pérdida
de generalidad, t0 = 0)

A(t) = a0 + ta1 + . . . + t5a5 +O(t6). (10.1)

Con esto, los diferentes términos de la serie de Magnus hasta orden 5
toman la siguiente forma (hasta orden 6 para un paso de integración h)

Ω1 =
∫ h

0
A(t)dt = ha0 +

h2

2
a1 + . . . +

h6

6
a5 +O(h7) (10.2)

Ω2 = −h3

12
[a0, a1]− h4

12
[a0, a2]− h5

(
3
40

[a0, a3]− 1
60

[a1, a2]
)

−h6
(

1
15

[a0, a4]− 1
48

[a1, a3]
)

+O(h7)

Ω3 =
h5

720
(2[a0, a0, a2] + 3[a1, a1, a0])

+
h6

720
(3[a0, a0, a3]− [a0, a1, a2] + 5[a2, a1, a0]) +O(h7)

Ω4 =
h5

720
[a0, a0, a0, a1] +

h6

720
([a0, a0, a0, a2]− [a0, a1, a1, a0]) +O(h7)

Ω5 = O(h7).
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Es de resaltar que en Ω3 y Ω5 los términos O(h4) y O(h6) respectiva-
mente se cancelan y por tanto son de un orden superior al que en principio
podŕıa esperarse según lo indicado en las refs. [12, 66]. El comprobar que
en Ω5 se cancelan todos los términos a orden h6 es relativamente sencillo a
partir de la expresión expĺıcita dada en [107]. Hay que tener presente que
los conmutadores del tipo [A(t1), A(t2), A(t3), A(t4), A(t5)] dan contribución a
orden h6 después de realizar las 5 integrales, mientras que las del tipo, p.e.
[[A(t1), A(t2)], [A(t3), A(t4), A(t5)]] lo hacen a orden h7 (pues hay dos conmu-
tadores internos), por lo que sólo hay que tener en cuenta unos pocos términos.
Con esto, es bastante sencillo comprobar que los términos a orden h6 se cance-
lan.

A la vista de los resultados, para dar un método a orden 2 sólo nos hace
falta tener en cuenta Ω1. Para conseguir métodos a órdenes 3 y 4 tan sólo hará
falta considerar además Ω2. Tanto para obtener un método a orden 5 como a
orden 6 hay que considerar los términos de la serie Ω3 y Ω4. Naturalmente, todas
las integrales en cada Ωi tienen que ser calculadas hasta el orden considerado.
Para el cálculo de Ω1 hasta un orden k disponemos de gran cantidad de métodos
[57, 63]. La mayoŕıa de ellos consisten en calcular A(ti) en un determinado
conjunto de puntos (habitualmente ti ∈ [0, h], aunque es posible tomar puntos
fuera del intervalo). Aśı pues, la forma que toma es

Ω1 =
∫ h

0
A(t)dt = h

N∑

i=1

αiA(ti) +O(hk+1), (10.3)

donde αi son coeficientes convenientemente elegidos y N suficientemente grande
para poder conseguir el orden hk. La eficiencia de un método dependerá del
valor de N y de la magnitud de los coeficientes que multipliquen a los términos
de orden hk+1. Debemos tener presente que si se considera t1 = 0 y tN = h
la evaluación de A(t) en t = h podrá ser utilizada en el siguiente paso de inte-
gración (esta propiedad es equivalente a la FSAL). Existen diferentes métodos
que dan los valores de las αi para unos ti que en cierto sentido son óptimos,
como, por ejemplo, las diferentes cuadraturas de Gauss. Con la finalidad de sim-
plificar nuestro estudio y poder presentar métodos sencillos y fáciles de aplicar,
hemos optados por tomar valores de ti equidistantes. Aśı pues, el intervalo
[0, h] lo dividiremos en 2, 3, 4, . . . subintervalos de igual longitud y a cada orden
buscaremos qué partición puede ser la más interesante.

Por otro lado, para Ω2 vemos en (10.2) que la solución exacta no es más
que una combinación lineal de conmutadores de las diferentes partes de A.
Considerando que ya tenemos calculados {A(ti)}N

i=1 podemos aprovechar éstos
para ver si es posible conseguir que

Ω2 = h2
∑

1≤i<j≤N

βi,j [A(ti), A(tj)] +O(hk+1), (10.4)

donde los βi,j son unos coeficientes a determinar. En general se tiene que
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N es suficientemente grande para conseguir el orden deseado (notemos que el
sumatorio está multiplicado ahora por un factor h2).

En general podemos construir

Ωn = hn
∑

i,j,...,s

γi,j,...,s[A(ti), A(tj), . . . , A(ts)] +O(hk+1), (10.5)

donde los valores i, j, . . . , s se toman de tal manera que el conmutador sea
distinto de 0 y los γi,j,...,s son coeficientes elegidos de forma conveniente para
que se cumpla la condición de orden.

Si representamos por Ω(k) la suma de todas las expresiones que evalúan
las Ωi hasta orden hk tendremos que un paso de integración vendrá dado por

Xn+1 = eΩ(k)
Xn. (10.6)

Si suponemos que Xn se corresponde con la solución exacta en t en-
tonces Xn+1 es una aproximación a orden k. Por la forma en que ha sido
calculada numéricamente Ω(k) se observa que éste sigue siendo un elemento del
álgebra al que pertenece A(t), y por tanto las propiedades cualitativas siguen
preservándose. Obviamente, queda el problema de evaluar la exponencial. En
caso de no poder evaluarla de forma exacta la podremos aproximar por un
número finito de términos del desarrollo, teniendo en cuenta que Ω(k) = O(h).
Con esto, la simplecticidad, unitariedad, etc., sólo será preservada hasta el or-
den de aproximación de la exponencial.

10.2.1 Métodos a Órdenes 4, 5 y 6

Una vez hecho todo el análisis sólo nos queda por presentar diferentes métodos
a órdenes 4 (M4), 5 (M5) y 6 (M6), en el que damos el número de nuevas
evaluaciones de A(t) por paso en cada uno de ellos.

M4: evaluaciones=2 ; Ai ≡ A(ih
2 ) , i = 0, 1, 2.

Ω(4) =
h

6

(
A0 + 4A1 + A2

)
− h2

12
[A0, A2]. (10.7)

M5: eval=4 ; Ai ≡ A(ih
4 ) , i = 0, 1, 2, 3, 4.

Ω(5) =
h

90

(
7A0 + 32A1 + 12A2 + 32A3 + 7A4

)
(10.8)

+
h2

180

(
−12[A2, A4] + [A0, 32A1 − 36A2 + A4]

)

+
h3

360

(
2[A0, [A0, A4 − 2A2]]− 3

2
[A4 −A0, [A0, A2]]

)

+
h4

720
[A0, [A0, [A0, A4]]].
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M6: eval=4 ; Ai ≡ A(ih
4 ) , i = 0, 1, 2, 3, 4.

Ω(6) =
h

90

(
7A0 + 32A1 + 12A2 + 32A3 + 7A4

)
(10.9)

+
h2

180

(
[A0,−16A3 + 9A4]− 16[A1, A4]

)

+
h3

720

(
4[A0, [A0, A4 − 2A2]] + 3[A4 −A0, [A0,−A4 − 8A2]]

+ 12[A2 −A0, [A0, A4]]
)

+
h4

720
[A0, [A4, [A0, A4]]].

En vista de los resultados presentados caben varios comentarios. El
método a orden 4, M4, presenta una forma bastante más sencilla que la dada
en [66] ya que, según hemos visto, no es necesario tener en cuenta Ω3 para
conseguir un método a cuarto orden1. En el método a orden 5, M5, hemos
evaluado el término Ω1 hasta orden 6 ya que los métodos de integración más
eficientes son los simétricos, los cuales son de órdenes pares. Ello implica que
si Ω1 es altamente dominante, entonces M5 puede ser considerado como un
método a orden 5 optimizado. No obstante, el método a orden 6, M6, presenta
una estructura similar (y por tanto un coste de cálculo parecido) por lo que en
general M6 será preferible a M5. A la vista de los resultados obtenidos observa-
mos que es interesante la búsqueda de órdenes elevados ya que ello nos permite,
en principio, utilizar pasos de integración mayores y por tanto menor número
de evaluaciones de la exponencial, que en muchos problemas suele ser la parte
más delicada.

Observando los métodos presentados y la forma de construirlos vista an-
teriormente nos damos cuenta, de forma inmediata, que éstos no son los únicos
métodos posibles. En principio es posible utilizar diferentes métodos de inte-
gración para calcular Ω1 y además existen muchas más combinaciones posibles
de conmutadores que podŕıan llevarnos a métodos en principio más eficientes.
Éste se trata de un problema interesante a estudiar todav́ıa.

10.3 Métodos Numéricos con Fer

La idea que seguiremos para conseguir métodos numéricos utilizando el desar-
rollo de Fer será básicamente la misma que para Magnus. El método de Fer
considera X = eF1eF2eF3 . . . donde F1 coincide con el primer término de la serie
de Magnus, Ω1, y por tanto lo evaluaremos de la misma forma. El principal
problema estará en ver cómo aprovechar las evaluaciones de A(ti) utilizadas en
F1 para calcular el resto de las Fi , i > 1, hasta el orden deseado.

1No obstante debemos decir que en unos trabajos muy recientes [67, 142] ya se dan cuenta

de ello
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El primer punto a considerar es analizar por dónde hay que cortar el
desarrollo para alcanzar un determinado orden [66]. Si

Ai(t) = tNaN +O(tN+1), (10.10)

entonces

Fi+1 =
∫ t

0
Ai(τ)dτ =

tN+1

N + 1
aN +O(tN+2). (10.11)

Para calcular el orden de Fi+2 debemos tener presente que el orden más
bajo es proporcional a

∫ h

0
[Ai(t), Fi+1]dt =

∫ h

0
O(t2N+2)dt = O(h2N+3). (10.12)

Aśı pues, suponiendo A(t) una función anaĺıtica como en (10.1) tendremos
que

F1 = O(h); F2 = O(h3); F3 = O(h7); F4 = O(h15). (10.13)

Luego, si queremos un método a orden 2 consideraremos sólamente F1,
si lo queremos hasta orden 6 habrá que tener en cuenta también F2 y si se
desean órdenes superiores hasta orden 14 deberemos considerar además F3.
En este trabajo, por supuesto, no nos hará falta más alla de F3. Según el
esquema recursivo de Fer se tiene que F2 =

∫ t
0 A1(t′)dt′. Como A1(t) = O(t2),

los método numéricos que utilizaremos para calcular F2 serán, excepto para el
método a orden 5, los mismos que para F1. En cambio, como A2(t) = O(t6)
podremos utilizar métodos especiales de cálculo para este tipo de integrando y
que necesitan menos evaluaciones por paso. Supongamos que queremos calcular
F3 hasta orden 8. Para ello consideramos que

A2(t) = t6a6 + t7a7 +O(t8), (10.14)

entonces

F3 =
∫ h

0
A2(t)dt =

1
7
h7a6 +

1
8
h8a7 +O(h9), (10.15)

Para reproducir la solución exacta hasta orden h8 sólo nos hace falta
conocer A2(t) para dos valores de t, digamos t1 = rh y t2 = sh, entonces
consideramos

C = h (αA2(t1) + βA2(t2)) = (r6α + s6β)h7a6 + (r7α + s7β)h8a7 +O(h9),
(10.16)

luego, F3 = C +O(h9) si

α =
1
7s− 1

8

r6(s− r)
; β =

1
7r − 1

8

s6(r − s)
. (10.17)
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Antes de presentar los distintos métodos de Fer definimos la siguiente
función matricial

G(A,F ) ≡
∫ 1

0

∫ x

0
e−(1−u)F [A,F ]e(1−u)F dx du. (10.18)

La eficiencia de los integradores de Fer vendrá fuertemente ligada a cuan
costoso sea el cálculo de G. Esta función será, en general, dif́ıcil de evaluar por
lo que también es posible utilizar la aproximación

G(m)(A,F ) ≡
m∑

j=1

(−)jj

(j + 1)!
{F j , A}. (10.19)

Aunque cortemos la serie infinita, G(m) sigue perteneciendo al álgebra
generada por A y F .

Es relativamente frecuente encontrarnos con ecuaciones en las que la ex-
presión de A(t) es suficientemente sencilla como para poder calcular su integral
de forma anaĺıtica. Como la obtención de integradores con Fer es un poco
más delicada, empezaremos por presentar diferentes métodos aplicables cuando
F1(t) se pueda calcular de forma exacta.

10.3.1 Métodos con F1(t) Conocido

Supongamos que somos capaces de calcular de forma exacta la función

F1(t) =
∫ t

0
A(τ)dτ, (10.20)

donde, obviamente, F1(0) = 0. Entonces, los métodos a órdenes 4 (F4), 5 (F5)
y 6 (F6) vendrán dados por

Xn+1 = eF1(h)eF2(h)Xn, (10.21)

donde sólo nos falta por conocer F2 hasta el orden deseado. Con todo esto
tendremos que algunos de los posible métodos son

• F4: Ai ≡ A(ih
2 ); F i

1 ≡ F1(ih
2 ); Ai

1 ≡ G(Ai, F i
1), i = 1, 2

F2 =
h

6

(
4A1

1 + A2
1

)
. (10.22)

• F5: Ai ≡ A(ih
3 ); F i

1 ≡ F1(ih
3 ); Ai

1 ≡ G(Ai, F i
1), i = 1, 2, 3

F2 =
h

120

(
27A1

1 + 54A2
1 + 13A3

1

)
. (10.23)

• F6: Ai ≡ A(ih
4 ); F i

1 ≡ F1(ih
4 ); Ai

1 ≡ G(Ai, F i
1), i = 1, 2, 3, 4

F2 =
h

90

(
32A1

1 + 12A2
1 + 32A3

1 + 7A4
1

)
. (10.24)
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donde en F5 hemos considerado que F2 =
∫ h
0 A1 = O(h3) y nos hemos con-

struido un método de integración al estilo del realizado para (10.14), con la
finalidad de ahorrar en número de evaluaciones.

Un método a orden 8 (F8) vendrá dado por

Xn+1 = eF1(h)eF2(h)eF3(h)Xn, (10.25)

donde ahora necesitamos conocer F2(h) y F3(h) hasta orden h8. Además, para
el cálculo de F3 nos hará falta conocer también F2 para algún otro valor de
t y con una precisión hasta orden O(h6) ya que el orden más bajo de F3 es
proporcional a

∫ h
0 [A1, F2], con A1 = O(h2). Aśı pues, proponemos el siguiente

algoritmo

• F8: Ai ≡ A(ih
6 ); F i

1 ≡ F1(ih
6 ); Ai

1 ≡ G(Ai, F i
1), i = 1, . . . , 6

F2 =
h

840

(
216A1

1 + 27A2
1 + 272A3

1 + 27A4
1 + 216A5

1 + 41A6
1

)

F 2
2 =

2h

270

(
32A1

1 + 12A2
1 + 32A3

1 + 7A4
1

)

F3 =
h

3584

(
2187G(A4

1, F
2
2 ) + 320G(A6

1, F2)
)

. (10.26)

10.3.2 DF a Órdenes 4, 5 y 6 en General

Estudiemos ahora las modificaciones a realizar para el caso en que no sepamos
calcular F1(t) de forma exacta o su evaluación sea bastante costosa. Para
conocer numéricamente F1 utilizaremos métodos similares a los utilizados para
el cálculo de Ω1 en Magnus. En cambio, para el cálculo de F2 nos hará falta
conocer el valor de F1(t) en determinados valores de t y con una precisión al
orden necesario. Como el orden más bajo en la expresión de F2 viene dado por

F2(h) =
1
2

∫ h

0
[A(t), F1(t)]dt + . . . , (10.27)

para conseguir F2(h) con precisión O(hk) debemos conocer F1(t) con precisión
O(hk−1) en los puntos en los que se evalúe. Cuando no disponemos de suficiente
información para conocer F1 con esta precisión podemos optar por diferentes
caminos. Lo primero que se nos ocurriŕıa seŕıa hacer una partición más fina,
pero ello incrementaŕıa el coste de cálculo, que es justamente lo que estamos in-
tentando reducir. Otra opción es considerar que las integrales se van a realizar
para muchos pasos de integración y por tanto podemos aprovechar evaluaciones
correspondientes al siguiente paso de integración (o al anterior) para la eval-
uación de F1 con la precisión requerida y en los puntos deseados. Con esto
no aumentamos sustancialmente el número de evaluaciones ya que buena parte
de ellas serán aprovechadas en el siguiente paso de integración. Esta forma de
proceder es similar a la de los métodos multipaso, los cuales presentan prob-
lemas si se quieren utilizar como integradores simplécticos según vimos. Pero,
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la situación ahora es distinta puesto que estamos calculando numéricamente
integrales, que al fin y al cabo no serán mas que coeficientes numéricos que
multipliquen a los elementos del álgebra, por lo que la estructura algebraica no
se pierde.

Con todo esto, presentamos los siguientes métodos a órdenes 4 (FE4),
5 (FE5) y 6 (FE6). En cada uno de ellos indicamos el número de nuevas
evaluaciones de A(t) por paso (sin contar las aprovechadas del paso anterior).

• FE4: eval=2, Ai ≡ A(ih
2 ), i = 0, 1, 2, 3

F1 =
h

6

(
A0 + 4A1 + A2

)
(10.28)

F 2
1 =

h

48

(
9A0 + 19A1 − 5A2 + A3

)

F2 =
h

6

(
4G(A1, F 2

1 ) + G(A2, F1)
)

.

• FE5: eval=4, Ai ≡ A(ih
4 ), i = 0, . . . , 4

F1 =
h

90

(
7A0 + 32A1 + 12A2 + 32A3 + 7A4

)
(10.29)

F 2
1 =

h

12

(
A0 + 4A1 + A2

)

F 3
1 =

3h

32

(
A0 + 3A1 + 3A2 + A3

)

F2 =
h

270

(
108G(A1, F 2

1 ) + 64G(A2, F 3
1 ) + 27G(A3, F1)

)
.

• FE6: eval=4, Ai ≡ A(ih
4 ), i = 0, . . . , 7

F1 =
h

90

(
7A0 + 32A1 + 12A2 + 32A3 + 7A4

)
(10.30)

F 1
1 =

h

5760

(
475A0 + 1427A1 − 798A2 + 482A3 − 173A4 + 27A5

)

F 2
1 =

h/2
5040

(
369A0 + 622A1 − 149A2 + 556A3 − 429A4 + 152A5 − 23A6

)

F 3
1 =

h

69120

(
5257A0 + 25039A1 + 9261A2 + 15547A3 − 3653A4

+45A5 + 463A6 − 119A7
)

F2 =
h

90

(
32G(A1, F 1

1 ) + 12G(A2, F 2
1 ) + 32G(A3, F 3

1 ) + 7G(A4, F1)
)

.

10.3.3 Control del Error

Consideremos la ecuación diferencial

~̇x = A(t)~x, (10.31)
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con ~x un vector de dimensión m. Si aplicamos el desarrollo de Fer a orden n
obtendremos como solución aproximada ~x[n], estando el error acotado por

|~x− ~x[n]| ≤ KneK0+2Kn |~x0|, (10.32)

donde ~x0 son las condiciones iniciales y los Ki pueden ser calculados según
vimos en el caṕıtulo 9. De los métodos de Fer estudiados, posiblemente los de
orden 6 sean los que mejor se adapten para ser implementados con el control
del error que vamos a presentar, por lo que de ahora en adelante supondremos
que trabajamos con éstos. Suponemos que el error cometido es pequeño, esto es
K2 ¿ 1. Esto implica que por la relación existente con K1, dada por la ecuación

de recurrencia (9.27) con (9.33), podamos tomar la estimación de K2 ≈ 1
2
K1.

Aśı pues, conociendo K1 será inmediato disponer de una buena aproximación
a K2.

En principio, podriamos calcular K0 y a partir de éste obtener K1 y K2,
pero es posible hacer una acotación bastante mejor. Recordemos que K1 es una
cota a la integral

∫ h

0
‖ A1(t) ‖ dt =

∫ h

0
‖ G(A0(t), F1(t)) ‖ dt, (10.33)

y hacer un cálculo aproximado de esta integral es sencillo ya que en los cálculos
numéricos tenemos evaluado ya G(A0(t), F1(t)) en un número suficiente de pun-
tos. Luego, el único cálculo extra será hacer evaluaciones de las normas de estas
matrices.

Con todo esto, una buena estimación a la cota del error relativo puede
ser

E [2]
r =

‖~x− ~x[n]‖
‖~x‖ ≤ 1

2
K2

1 . (10.34)

Por otro lado, sabemos que K1 = O(h3) y por tanto 1
2K2

1 = O(h6) mien-
tras que el error del método de Fer es un orden superior. Aśı pues, es de esperar
que los resultados que se obtengan sean mejores que la estimación del error
hecha. No obstante, ésta será de gran utilidad ya que contiene más información
que la simple cuenta de potencias de h. Con ello, cuando la variación temporal
de A(t) sea suave (procesos cuasiadiabáticos) o cuando A(t) cuasi-conmute con
F1(t), se obtendrá un valor de K1 pequeño y por tanto podrán utilizarse pasos
de integración mayores, mientras que si A(t) vaŕıa mucho obtendremos valores
de K1 mayores, siendo esto un indicio para utilizar pasos de integración más
finos.

10.4 Ejemplos

Consideremos la ecuación diferencial escalar

ẍ + f(t)x = 0. (10.35)
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Esta ecuación puede ser escrita en la forma matricial (8.1) tomando ~x =
(x, ẋ)T , ~x(t) = X(t)~x0 y

A(t) =

(
0 1
−f 0

)
.

Como A es de traza nula el álgebra que generará será de matrices de traza
nula, que podemos escribir en la forma

Q =

(
a b
c −a

)
.

y que por exponenciación dará

eQ =

(
cosh(η) + a

η sinh(η) b
η sinh(η)

c
η sinh(η) cosh(η)− a

η sinh(η)

)
.

con η =
√

a2 + bc. Si a2 + bc < 0 consideraremos que cosh(η) = cos(σ) y
sinh(η)

η
=

sin(σ)
σ

con η = iσ.

10.4.1 Métodos de Magnus

Para los métodos de Magnus a orden k tenemos

Xn+1 = eΩ(k)
Xn, (10.36)

donde Ω(k), como también pertenecerá al álgebra de matrices de traza nula,
tomará la forma

Ω(k) =

(
a b
c −a

)
.

Presentamos a continuación los valores de a, b, c para cada uno de los
métodos de Magnus expuestos anteriormente

• M4: fi ≡ f(tn + ih
2 ); i = 0, 1, 2

a =
h2

12
(f2 − f0)

b = h (10.37)

c =
h

6
(f0 + 4f1 + f2).

• M5: fi ≡ f(tn + ih
4 ); i = 0, 1, 2, 3, 4

a = − h2

180
(3f0 + 32f1 − 24f2 − 11f4) +

h4

180
f0(f4 − f0)
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b = h +
h3

90
(f0 − 2f2 + f4) (10.38)

c = − h

90
(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4)

+
h3

360

(
4f0(f0 − 2f2 + f4)− 3(f4 − f0)2

)
.

• M6: fi ≡ f(tn + ih
4 ); i = 0, 1, 2, 3, 4

a =
h2

180
(−7f0 − 16f1 + 16f3 + 7f4) +

h4

360
(f2

4 − f2
0 )

b = h +
h3

90
(f4 − 2f2 + f0) (10.39)

c = − h

90
(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4)

+
h3

360

(
4f0(f4 − 2f2 + 2f0)− (f4 − f0)2 − 4(f4 − f0)(f2 − f0)

)
.

Los métodos de Fer no tienen una forma tan sencilla debido a la presencia
de la función marticial G(A,F ). No obstante, esta matriz es muy fácil de evaluar
[8], y por tanto los algoritmos de Fer serán sencillos de aplicar.

10.4.2 Método Runge-Kutta-4

A modo de ejemplo presentamos el bien conocido método Runge-Kutta a orden
4 (RK4), aplicado a la ec. (10.35). Obviamente, se tratará de un método no
simpléctico, que presenta la siguiente forma

Xn+1 = RXn, (10.40)

con

R =

(
a b
c d

)

y siendo

• RK4: fi ≡ f(tn + ih
2 ); i = 0, 1, 2

a = 1− h2

6

[
f0 + f1

(
2− h2

4
f0)

)]

b = h

(
1− h2

6
f1

)
(10.41)

c = −h

6

[
f0 + 2f1

(
2− h2

4
f0

)
+ f2

(
2− h2

2
f1

)]

d = 1− h2

6

[
2f1 + f2

(
1− h2

4
f1

)]
.
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Ahora no hay que exponenciar la matriz R y por tanto debe de ser un
poco más rápido el realizar un paso de integración con RK4 que con M4, aunque
también hay que tener presente que los coeficientes de Ω[4] dados en (10.37) pre-
sentan un aspecto más sencillo que los correspondientes a R. El método RK4
con paso de integración variable es un método estándar a orden 4 altamente
eficiente porque de las cuatro evaluaciones del método dos son reaprovechadas
siendo, por tanto, necesarias sólo dos evaluaciones por paso. Como nuestros
métodos pueden estar implementados de la misma forma con paso de inte-
gración variable será suficiente, para analizar la bondad de nuestros métodos,
con compararlos a paso de integración constante.
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Chapter 11

Oscilador Armónico Cuántico

Dependiente del Tiempo

11.1 Introducción

El estudio del oscilador armónico dependiente del tiempo, dentro del contexto
de la Mecánica Cuántica, ha retomado un especial interés en los últimos años,
sobre todo a partir de cuatro trabajos en cuatro campos distintos: estos corre-
sponden a los de Lewis-Riesenfeld [83], Yuen [140], Paul [105] y Gazdy-Micha
[52]. El primero, estudiando part́ıculas cargadas en campos electromagnéticos
dependientes del tiempo, aborda el problema del oscilador buscando un in-
variante del movimiento. Éste se corresponde con el análogo del ya conocido
invariante clásico (para H = 1

2p2 + w2(t)1
2q2 )

I =
1
2
[(qα̇− αq̇)2 +

q2

α2
] con

dI

dt
=

∂I

∂t
+

1
ih̄

[I,H] = 0, (11.1)

donde
q̈ + w2(t)q = 0, (11.2)

y el coeficiente α es solución de la ecuación

α̈ + w2α =
1
α3

. (11.3)

Yuen, en cambio, estudia los estados coherentes en el ámbito de la Óptica
Cuántica a través del Hamiltoniano

H = f1a
+a + f∗2 a2 + f2a

+2 + f3a + f∗3 a+, (11.4)

donde a, a+ son los operadores de creación-destrucción (CD) del oscilador
armónico [50] y las fi son funciones escalares con f1 real y f2 , f3 com-
plejas (el asterisco indica complejo conjugado). En este trabajo se considera la
transformación

169
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b = UaU+ = µ(t)a + ν(t)a+, (11.5)

con U un operador unitario,dando las ecuaciones que satisfacen µ y ν ,
y estudiando diversas formas de resolverlas. Además obtiene que los estados
coherentes cumplen el principio de incertidumbre mı́nima cuando tenemos de-
pendencia temporal en el Hamiltoniano

4q4p =
h̄

2
|µ− ν| · |µ + ν| ≥ h̄

2
. (11.6)

A partir de estos trabajos se han publicado otros muchos que estudian,
sobre todo, el Hamiltoniano

H =
p2

2m(t)
+ m(t)w2(t)

q2

2
, (11.7)

utilizando diferentes factorizaciones del operador de evolución temporal o bus-
cando aquellas Transformaciones Canónicas que nos conduzcan a un Hamilto-
niano resoluble exactamente [122].

El trabajo de Paul [105] esta dirigido al confinamiento de part́ıculas en
ciertas regiones, lo cual permite realizar experimentos con suficiente cantidad
de part́ıculas. En realidad, el estudio lo hace sobre el Hamiltoniano clásico
homólogo del (11.7) con m = cte y donde w(t+T ) = w(t) (en concreto estudia
las regiones de estabilidad de la ecuación de Mathieu en varias dimensiones).
Posteriores trabajos realizan el tratamiento cuántico del mismo [2, 14, ?].

Gazdy y Micha [52] estudian el proceso semiclásico de colisión lineal entre
un átomo y una molécula diatómica a través del Hamiltoniano

H = H0 + V (q; t), (11.8)

donde H0 viene dado por (11.7) con m y w constantes y

V (q; t) = V1(t)q + V2(t)q2. (11.9)

Nuestro trabajo lo desarrollaremes siguiendo, básicamente, la ĺınea de
este último trabajo. Recordemos que dado un sistema dinámico cuántico que
en un instante t0 se encuentra en un estado, |Ψ(t0)〉 del espacio de Hilbert,
evolucionará en un instante posterior t a un estado |Ψ(t)〉 = U(t, t0) |Ψ(t0)〉
donde U(t, t0) es el operador de evolución temporal. La evolución de este
operador viene governada por la ecuación de Schrödinger

i
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0) U(t0, t0) = I, (11.10)

donde I es el operador identidad y hemos tomado h̄ = 1.
En este caṕıtulo estudiaremos el oscilador armónico sujeto a una pequeña

pertubación externa dependiente del tiempo, tomando en (11.8)

H0 = w
1
2
(p2 + q2). (11.11)
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Este modelo es muy útil para gran cantidad de procesos f́ısicos. Un ejem-
plo interesante lo encontramos en los estados de vibración-traslación de una
molécula poliatómica tras una colisión con otras moléculas y que ha sido am-
pliamente estudiado en la literatura.

Si consideramos que la interacción externa, V (q, t), es pequeña podremos
hacer un desarrollo de Taylor y quedarnos en los primeros términos

V (q; t) = V0(t) + V1(t)q + V2(t)q2 + . . . . (11.12)

En este trabajo sólo vamos a considerar hasta el segundo orden, donde
además no tendremos en cuenta V0(t) ya que sólo afecta, de forma trivial, al
origen de energias. El hecho que {p2, q2, pq, p, q, I} cierre un álgebra ha dado
pie a que este problema haya recibido un interés especial [133, 52, 53, 7] en el que
el operador de evolución temporal es descrito como la exponencial o productos
de exponenciales de elementos del álgebra. Esto hace que para obtener las
probabilidades de transición tan solo haya que resolver numéricamente unas
ecuaciones diferenciales relativamente sencillas.

Habitualmente V (q; t) depende (además de q y de t) de otros parámetros
(las masas que intervienen, la enerǵıa del proceso, el tiempo que dura la inter-
acción, etc.). Para ciertos problemas es muy interesante conocer la depen-
dencia de las probabilidades de transición respecto de estos parámetros. Por
tanto, o bien debemos de buscar una solución anaĺıtica aproximada (quedando
expĺıcita la dependencia con los parámetros) o bien habrá que repetir los cálculos
numéricos muchas veces, siendo altamente interesante el disponer de métodos
eficientes para ello. En este trabajo estudiaremos cómo presentar el problema
del cálculo de las probabilidades de transición manera que se puedan aplicar
los desarrollos de Magnus y de Fer. Con esto, podremos obtener soluciones
anaĺıticas aproximadas o utilizar los métodos numéricos desarrollados en los
caṕıtulos anteriores, donde la mayor parte de las propiedades cualitativas de la
solución exacta se preservan.

Recordemos que la condicion para el Hamiltoniano que asegura la con-
vergencia de los desarrollos de Magnus y de Fer viene dada por

∫ t

0
‖ H(s) ‖ ds < ξ. (11.13)

(por ser iH antihermı́tico para el método de Fer se tendrá que ξ = 2) donde
‖ H(s) ‖ representa la norma del operador. Si intentamos aplicar este criterio
a nuestro problema inmediatamente nos damos cuenta que no se cumple para
ningún valor de t, pues H(t) es un operador no acotado (y de dimensión in-
finita). Por tanto, no podremos aplicar los métodos para resolver la ec. (11.10).
Lo que haremos será reformular el problema de manera que al final haya que
resolver una ecuación matricial de dimensión finita.

Replanteemos el problema: queremos obtener soluciones anaĺıtico-numéricas
aproximadas utilizando los esquemas de Magnus y Fer, y en el que además
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podamos aplicar los criterios de convergencia y las cotas de error. Uno de
nuestros objetivos en este estudio es calcular la probabilidad de transición en-
tre dos estados propios del oscilador armónico, H0, a través del potencial de
interacción Pnm(t) = |〈m|U(t)|n〉|2 = |〈m|n(t)〉|2 . Si trabajamos con op-
eradores CD lo podremos calcular considerando que éstos evolucionan en el
tiempo a ≡ A(t0) → A(t) = f(a, a+; t) . Aśı pues, aplicaremos los desarrollos
para la obtención de A(t), veremos bajo qué condiciones los desarrollos son
convergentes e intentaremos dar cotas al error cometido.

11.2 Diferentes Métodos Existentes

Consideremos el Hamiltoniano dado en (11.8) con (11.9) e introducimos la base
de estados propios de H0 , {|n〉}∞n=0, con valores propios En = w(n + 1

2) .
En los procesos en los que V (t) sea pequeño será interesante trabajar en la
imagen de interacción, tomando U(t) = e−iH0tUI(t) donde

iU̇I = HIUI con HI = eiH0tH1e
−iH0t. (11.14)

La probabilidad de transición del estado propio de H0 |n〉 al |m〉, debido
a la interacción, se obtiene calculando

Pnm(t) = |〈m|U(t)|n〉|2 = |〈m|UI(t)|n〉|2. (11.15)

donde es suficiente con conocer la actuación de UI sobre los estados.
En este punto es interesante introduccir los operadores CD, a , a+ del

oscilador armónoco [50]

{
a+ = 1√

2
(q − ip)

a = 1√
2
(q + ip)

⇔
{

q = 1√
2
(a+ + a)

p = i 1√
2
(a+ − a),

cumpliéndose que [a, a+] = 1 y

a+|n〉 =
√

n + 1 |n + 1〉
a |n〉 =

√
n |n− 1〉.

Si reescribimos HI en términos de los operadores a , a+ tendremos

HI(t) = eiw(a+a+ 1
2
)tV (a, a+; t)e−iw(a+a+ 1

2
)t = V (e−iwta, eiwta+; t), (11.16)

donde hemos supuesto que V (q; t) es una función anaĺıtica respecto de q y
hemos aplicado la propiedad análoga a (2.24) y (2.25).

Analicemos ahora las distintas formas de abordar el problema en cuestión.
Una técnica estándar consiste en suponer que la solución a la ecuación de
Schrödinger se puede escribir en la forma
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|m(t)〉 =
∞∑

n=0

an(t)e−iEnt|n〉. (11.17)

donde las an son las funciones a determinar. Si (11.17) lo sustituimos en la
ecuación de Schrödinger

i
∂

∂t
|m(t)〉 = H(t)|m(t)〉, (11.18)

pasamos a la ecuación matricial

i
d

dt
~b(t) = A(t)~b(t), (11.19)

donde los elementos de la matriz A vienen dado por

Anm = [VnmeiEnmt]; ~b = {a1(t), a2(t), . . .}T ,

con n,m = 0, 1, 2, . . . , Vnm(t) = 〈n|V (t)|m〉, Enm = En − Em. Considerando
que partimos del estado inicial |i〉 entonces tendremos las siguientes condiciones
iniciales

|an(−∞)|2 = δn,i n = 0, 1, 2, . . . (11.20)

y por tanto la probabilidad de transición viene dada por

Pi→n(t) = |an(t)|2. (11.21)

Este método es interesante cuando en el proceso no intervienen estados
de enerǵıa elevada y podemos hacer los cálculos con una buena aproximación
utilizando matrices relativamente pequeñas. No obstante, tiene el inconveniente
que al truncar se pierde unitariedad.

Cuando V (q; t) es tal que junto a H0 cierra un álgebra sencilla, como
ocurre en nuestro caso, se han estudiado diferentes métodos que consisten en
representar el operador U(t) por la exponencial ó producto de exponenciales
de los elementos que forman el álgebra. El cálculo de las probabilidades de
transición se obtiene resolviendo las ecuaciones diferenciales que satisfacen los
coeficientes de los elementos del álgebra que se encuentran en las exponenciales
por lo que la estructura algebraica (y por tanto la unitariedad) es preservada.

Aśı pues, Wei y Norman [133] consideran el álgebra {q2, p2, pq + qp} y
aproximan U por un producto de exponenciales de los elementos del álgebra
en una determinada ordenación, mientras que Wilcox [134] toma una única
exponencial. Gazdy y Micha [52], además de completar el algebra con {q, p, I},
consideran la siguiente composición

UI(t, t0) =
6∏

n=1

exp[−iαnxn], (11.22)
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donde

x1 = q2; x2 = pq + qp; x3 = p2; x4 = q; x5 = p; x6 = I. (11.23)

Para obtener el valor de los coeficientes αn tan solo hay que resolver
numéricamente un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales acopladas
y varias integrales. Finalmente, las probabilidades de transición se calculan
relacionando estos coeficientes con los propagadores, al estilo del trabajo de
Pechukas y Light [106].

La factorización en términos del álgebra {a2, a+2, a+a, a, a+, I}, que suele
ser más apropiada para la obtención de las probabilidades de transición, ha sido
utilizada en la literatura con diferentes combinaciones y ordenaciones de los op-
eradores en las exponenciales. Por ejemplo, Ma y Rhodes [86] combinan una
factorización de seis exponenciales con una determinada ordenación y la fac-
torización en términos de los operadores ”squeeze”, de traslación y de rotación.
Benjamin [7], en cambio, utiliza la composición

U(t) = ez1a+aez2a+2
ez3a+

ez4aez5a2
ez6 (11.24)

donde los coeficientes, por contra, deben de obtenerse resolviendo numéricamente
un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas no lineales y varias inte-
grales.

Otra propuesta en este estilo, también interesante, es la que presentan
Gilmore y Yuan [53] en el que consideran la composición

U(t) = era++Ra+2
eη(n+ 1

2
)+δIela+La2

. (11.25)

Para calcular los coeficientes r,R, η, δ, l, L consideran que el álgebra aso-
ciada al ’doble fotón’ es una subálgebra de C2 en el que todas sus subálgebras de
dimensión finita son conocidas. Aśı pues, toma una representación fiel, derivada
de Sp(4;R), en el que cada operador tiene asociada una matriz 4 × 4 . Con
esto se tendrá que la ec. (11.10) llevará asociada una ecuación matricial por
lo que para conocer los coeficientes en cuestión sólo necesitamos resolver un
sistema de cuatro ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Una vez resuelto,
el cálculo de las probabilidades de transición es inmediato.

11.3 Evolución Temporal de los Operadores CD

En este trabajo tomaremos un punto de vista distinto. No vamos a intentar
obtener el operador de evolución temporal sino que vamos suponer que los
operadores a, a+ evolucionan con el tiempo debido a la presencia del potencial
de interacción en la forma

A(t0) = a
UI(t)−→ A(t) = UI(t)aU+

I (t). (11.26)
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Luego, los estados propios evolucionarán con el tiempo en la forma

|n〉 =
1√
n!

(a+)n|0〉 UI(t)−→ |n(t)〉 =
1√
n!

(A+(t))n UI |0〉, (11.27)

donde tenemos que Pn,m(t) = |〈m|n(t)〉|2 . Aśı pues, nuestro objetivo será
calcular

A(t) = f(a, a+; t) con A(t0) ≡ a (11.28)

(a partir de ahora, mientras no digamos lo contrario, tomaremos sin pérdida de
generalidad t0 = 0 ).

Por tanto, si conocemos f(a, a+; t) y UI(t)|0〉 podemos calcular Pn,m .
Para obtener f debemos tener en cuenta la ecuación diferencial que satisfacen
A y A+

{
Ȧ+ = −i [HI(a, a+; t), A+]
Ȧ = −i [HI(a, a+; t), A]

ó
d

dt

{
A+

A

}
= −i : HI(a, a+; t) :

{
A+

A

}
,

(11.29)
donde hemos utilizado la notación : HI : a ≡ [HI , a] . Estas ecuaciones son
similares a las ecuaciones de Hamilton de la Mecánica Clásica.

A pesar de ello debemos tener presente que mientras en el problema clásico
el hamiltoniano depende de las coordenadas y los momentos en cada instante,
en el problema cuántico éste depende de a y a+ (los operadores en el instante
inicial) y no de A(t) y A+(t).

Finalmente, hay que decir que existe una diferencia fundamental que
debemos tener siempre presente a la hora de considerar métodos de resolución
utilizados en la Mecánica Clásica y querer aplicarlos sin más a este nuevo prob-
lema, pues tenemos diferencias fundamentales entre el corchete de Poisson y los
conmutadores ya que mientras para el conmutador de operadores se tiene

[a, a+] = 1 ⇒ a a+ 6= a+ a (11.30)

en cambio en para el corchete de Poisson se tiene

{q, p} = 1 pero q p = p q. (11.31)

En este caṕıtulo intentaremos resolver la ec. (11.29) para un H(t) que
presente una dependencia a lo sumo cuadrática en los operadores a y a+ ,
utilizando los desarrollos de Magnus y de Fer. En el cálculo de las probabili-
dades utilizaremos el mismo razonamiento y la misma notación que la utilizada
por Fernandez-Micha-Echave [44]. Antes de abordar el problema en general
analizamos algunos casos particulares.

11.4 Potencial Lineal en q: V (q; t) = V1(t) q

La solución a este problema es bien conocida [50], siendo muy útil para su
obtención el uso del desarrollo de Magnus ó de Fer aplicados al operador de
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evolución temporal. No obstante, vamos a utilizar el nuevo el método descrito
en la sección anterior a fin de ver mejor cómo se aplica, a la vez que veremos
que nos da también la solución exacta de forma inmediata. Considerando la ec.
(11.16) se tiene que

HI(t) =
V1(t)√

2
(eiwta+ + e−iwta). (11.32)

Calculemos ahora A(t) ( A+(t) es simplemente su adjunto), teniendo
en cuenta la condicion inicial A(0) = a. Lo más sencillo es, a partir del
conocimiento de la estructura de las ecuaciones, ensayar con una solución de la
forma

A(t) = a + G0(t)I, (11.33)

con I el operador identidad (cuando escribamos sólo una función escalar supon-
dremos que está multiplicada por la identidad). A partir de las ecs. (11.29) se
obtiene

Ȧ = −i : HI : A =
i√
2
V1(t)eiwt (11.34)

y de aqúı

G0(t) =
i√
2

∫ t

0
dt′V1(t′)e−iwt′ . (11.35)

Veamos cómo obtener un esquema recursivo que nos dé las probabilidades
de transición sin mas que tener presente que A(t) = UIaU+

I

〈m|UI |n〉 =
1√
n
〈m|UIa

+|n− 1〉 =
1√
n
〈m|A+(t)UI |n− 1〉

=
1√
n
〈m|(a+ + G∗

0)UI |n− 1〉 =
G∗

0√
n
〈m|UI |n− 1〉+

√
m√
n
〈m− 1|UI |n− 1〉.

Análogamente se obtiene

〈m|UI |n〉 =
√

n√
m
〈m− 1|UI |n− 1〉 − G0√

m
〈m− 1|UI |n〉

Utilizando la notación Im,n = 〈m|UI |n〉 obtenemos los siguientes esque-
mas recursivos

Im,n =
G∗

0√
n

Im,n−1 +
√

m

n
Im−1,n−1; Im,n = − G0√

m
Im−1,n +

√
n

m
Im−1,n−1

(11.36)
y partir de éstos se tiene

I0,n =
(G∗

0)
n

√
n!

I0,0; Im,0 = (−)m Gm
0√
m!

I0,0. (11.37)
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Sólo nos falta por conocer I0,0 , el cual se obtine de forma trivial sin mas
que considerar que

∑∞
n=0 P0→n = 1, luego

1 =
∞∑

n=0

|I0,n|2 =
∞∑

n=0

|G0|2n

n!
|I0,0|2 = e|G0|2 |I0,0|2, (11.38)

esto es, |I0,0|2 = e−
1
2
|G0|2 , con lo que conocemos I0,0 a excepción de una fase

irrelevante.

11.5 Potencial Cuadrático en q: V (q; t) = V2(t) q2

Reescribéndolo en términos de los operadores a, a+ se tiene

V (q; t) =
V2

2
(a+ + a)2 = V2(a+a +

1
2
) +

V2

2
(a+2 + a2). (11.39)

Ahora, en vez de utilizar direcatamente la ec. (11.16) haremos una
pequeña modificación con el fin de simplificar el resultado. Consideremos el
Hamiltoniano total en la siguiente forma

H(t) = (w + V2(t) )(a+a +
1
2
) +

V2(t)
2

(a+2 + a2) = H̃0(t) + H1(t). (11.40)

Como H̃0(t) sigue siendo diagonal en la base de estados propios de H0 , lo

que haremos será tomar la factorización U(t) = exp
{
−i

∫ t

0
H̃0(t′)dt′

}
UI(t) =

Ũ0UI , por lo que Pn→m(t) = |〈m|U(t)|n〉|2 = |〈m|UI(t)|n〉|2 . La ecuación a
resolver ahora es

U̇I = −iH̃IUI , (11.41)

donde
H̃I = Ũ+

0 H1Ũ0 =
V2

2
(e2iΦ(t)a+2 + e−2iΦ(t)a2), (11.42)

siendo Φ(t) = wt +
∫ t

0
V2(t′)dt′ . A partir de aqúı podemos obtener las ecua-

ciones que satisfacen los operadores A+(t) y A(t) donde, debido a la linealidad
de las ecuaciones ensayaremos con una solución de la forma

{
A+(t)
A(t)

}
=

(
G∗− G∗

+

G+ G−

) {
a+

a

}
= M(t)

{
a+

a

}
. (11.43)

La ecuación para M(t) se obtiene a partir de (11.29)

d

dt

{
A+

A

}
= Ṁ(t)

{
a+

a

}
= iV2(t)M(t)

(
0 −e−2iΦ

e2iΦ 0

) {
a+

a

}
,

(11.44)
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con las condiciones iniciales indicadas anteriormente. Finalmente, la ecuación
a resolver es

Ṁ = MH(t), (11.45)

siendo H(t) una matriz hermı́tica que podemos escribir como

H(t) = ~b(t) · ~σ con ~b(t) = V2(t)(− sin 2Φ(t), cos 2Φ(t), 0) (11.46)

Ahora es cuando podemos utilizar los desarrollos de Magnus y de Fer
para obtener M(t) de forma aproximada, y sobre la que podremos aplicar los
criterios de convergencia y cotas al error del cálculo de los coeficientes dados en
(11.43). Considerando que H(t) no es una matriz antihermı́tica sino que es
hermı́tica1 sólo podemos aplicar los criterios de convergencia obtenidos para un
caso general. Aśı pues, tenemos asegurada la convergencia de los desarrollos si

∫ t

0
‖ H(t′) ‖ dt′ < ξ ⇒

∫ t

0
|V2(t′)|dt′ < ξ. (11.47)

Como Tr H(t) = 0 entonces se tiene que detM(t) = 1 y por tanto

|G−|2 − |G+|2 = 1. (11.48)

Esta condición es equivalente a exigir la conservación del conmutador a
lo largo de la evolución temporal

[A(t), A+(t)] = 1, (11.49)

de manera análoga a como ocurre en Mecánica Clásica, donde se preserva el
corchete de fundamental Poisson es preservado, pues la evolución temporal viene
dada por una Transformación Simpléctica.

Es muy sencillo, haciendo uso de la ec. (11.43), obtener un esquema
recursivo que nos proporcione las amplitudes de transición [44]





Im,n = 1√
n

1
G− [

√
mIm−1,n−1 +

√
n− 1G∗

+Im,n−2 ]

Im,n = 1√
m

1
G− [

√
nIm−1,n−1 −

√
m− 1G+Im−2,n ].

(11.50)

A partir de estas relaciones de recurrencia comprobamos que todas las
amplitudes de transición son proporcionales a I0,0 de manera similar a como
ocurŕıa antes. Por otra parte observamos que el hecho de trabajar con Hamil-
tonianos cuadráticos con los operadores a , a+ hace que sólo den contribución
las amplitudes Im,n en las que n + m es un número par. Aśı pues, para
calcular I0,0 necesitamos conocer I2m,0 , que se obtienen de (11.50)

I2m,0 =
1√
2m

√
2m− 1
G−

(−G+)I2m−2,0 == (−)m

√
(2m− 1)!!√

(2m)!!

(
G+

G−

)m

I0,0

(11.51)
1A pesar que H̃I es un operador hermı́tico la matriz asociada a : H̃I : no es hermı́tica

sino que es antihermı́tica, y como está multiplicada por i dará una matriz hermı́tica.
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y de forma análoga se obtiene

I0,2m =
√

(2m− 1)!!√
(2m)!!

(
G∗

+

G−

)m

I0,0. (11.52)

Si ahora consideramos que 1 =
∑∞

m=0 |I2m,0|2 podemos obtener I0,0 a
excepción de una fase irrelevante, dándonos

|I0,0|2 =
1

1 +
∑∞

m=1
(2m−1)!!
(2m)!! |G+

G− |2m
donde |G−|2 = 1+|G+|2. (11.53)

Según vemos, hemos escrito las probabilidades de transición, Pn,m(t) =
|In,m|2 en términos de las funciones G+ y G−, que son las que nosotros
podemos calcular de forma aproximada utilizando los desarrollos a diferentes
órdenes. Con esto, si se dan las condiciones de convergencia, podremos dar
cotas de error a estas funciones y por tanto tendremos controlado el error en
las Pn,m(t).

11.6 Caso General: V (q; t) = V1(t) q + V2(t) q2

De igual forma a como se hizo en el apartado anterior se tiene que

H̃I =
V2

2
(e2iΦ(t)a+2 + e−2iΦ(t)a2) +

V1√
2
(eiΦ(t)a+ + e−iΦ(t)a) (11.54)

donde Φ(t) = wt +
∫ t

0
V2(t′)dt′ . De la estructura del Hamiltoniano vemos que

la solución a la ecuación se puede escribir en la forma
{

A+(t)
A(t)

}
=

(
G∗− G∗

+

G+ G−

) {
a+

a

}
+

{
G∗

0

G0

}
. (11.55)

Si lo sustituimos en la expresión (11.29) obtenemos

Ṁ(t)

{
a+

a

}
+

d

dt

{
G∗

0

G0

}
= iV2(t)M(t)

(
0 −e−2iΦ

e2iΦ 0

) {
a+

a

}

+i
V1(t)√

2
M(t)

{
−e−iΦ

eiΦ

}
(11.56)

donde M(t) se obtiene resolviendo la misma ecuación diferencial homogénea
de la sección anterior. Esto hace que podamos aplicar los métodos de Magnus
y de Fer, y todos los resultados al respecto de la convergencia y cotas de error.
Finalmente G0 y G∗

0 se obtienen calculando
{

G∗
0

G0

}
= i

1√
2

∫ t

0
dt′V1(t′)

(
G∗−(t′) G∗

+(t′)
G+(t′) G−(t′)

) {
−e−iΦ(t′)

eiΦ(t′)

}
. (11.57)
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Ahora es más complicado dar una cota al error cometido al aplicar un
método a un cierto orden debido a la presencia y estructura de G0. Para obtener
el esquema recursivo que permite calcular las amplitudes de transición se utiliza
el mismo razonamiento del apartado anterior, dando [44]




Im,n = 1√
n

1
G− [

√
mIm−1,n−1 + (G∗

0G− −G∗
+G0)Im,n−1 +

√
n− 1G∗

+Im,n−2]

Im,n = 1√
m

1
G− [

√
nIm−1,n−1 −G0Im−1,n −

√
m− 1G+Im−2,n]

.

(11.58)
A partir de aqúı podemos calcular Im,0 , dándonos

Im,0 = − 1√
m

1
G−

[G0Im−1,0 +
√

m− 1G+Im−2,0], (11.59)

donde ahora ya no es tan sencillo el obtener una expresión general que nos
factorice en la forma Im,n = Jm,nI0,0 . No obstante, en la mayoŕıa de los casos
sólo nos harán falta unos pocos términos para calcular I0,0 . Aqúı damos los
primeros términos

I1,0 = − G0
G− I0,0 I3,0 = 1√

3!
G0
G−

(
3G+

G− −
G2

0

G2
−

)
I0,0

I2,0 = 1√
2

(
G2

0

G2
−
− G+

G−

)
I0,0 I4,0 = 1√

4!

(
G4

0

G4
−
− 6G2

0G+

G3
−

+ 3
G2

+

G2
−

)
I0,0 . . .

Por tanto, si el potencial de interacción no es muy intenso las probabil-
idades de transición a estados elevados será despreciable, por lo que se podrá
tomar la aproximación (considerando Im,0 = Jm,0I0,0 )

|I0,0|2 ' 1
1 + |J1,0|2 + |J2,0|2 + . . . + |JN,0|2 . (11.60)

También se puede obtener I0,0 por otro procedimiento [44] dando

I0,0 = |N |
√

1− G+

G−
exp

[
−1

2
G2

0

G2−
(1− G+

G−
) + iθ

]
, (11.61)

donde

|N | = √
Re g2 exp

[
−1

3
Re g1

Re g2

]
; g1 =

√
2

G0

G−

(
1− G+

G−

)
; g2 =

1 + G+

G−

1− G+

G−

.

(11.62)

11.7 Aproximación Adiabática

En los apartados anteriores hemos estudiado los criterios que aseguran la con-
vergencia del desarrollo de Magnus y de Fer aplicados al cálculo de la evolución
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temporal de los operadores A , A+ . En este apartado veremos que si V2(t)
vaŕıa lentamente con el tiempo se obtienen unos resultados muy interesantes si
se utiliza la aproximación adiabática. Seguiremos el trabajo de Klarsfeld y Oteo
[76] en el que tomaremos V1(t) = 0 con el fin de simplificar las expresiones,
pues éste no afecta a la convergencia (aunque śı afecte a las probabilidade de
transición y a los errores cometidos). En este trabajo se considera

H(t) =
1

2m
P 2 + mw2(t)

1
2
Q2, (11.63)

donde w2(t) = w2
0 +

2g(t)
m

. Haciendo la Transformación Canónica

Q =
1√
mw

q; P =
√

mwp, (11.64)

y pasando a la imagen adiabática (ver caṕıtulo 9) tendremos que el nuevo
hamiltoniano pasará a ser, en términos de los operadores CD

H1 = w(a+a +
1
2
) + i

ẇ

4w
(a+2 − a2). (11.65)

Si ahora pasamos a la imagen de interacción tomando la parte diagonal
de H1 , de forma similar a como se hizo anteriormente, se obtiene U1 =

e
∫ t

0
H̃0(t′)dt′U2 donde ahora

iU̇2 = H2U2, (11.66)

con
H2 = i

ẇ

4w
[e2iΦa+2 − e−2iΦa2], (11.67)

siendo Φ(t) =
∫ t
0 w(t′)dt′ . A partir de aqúı, el criterio que nos asegura la

convergencia de nuestros desarrollos aplicados a la ec. (11.66) viene dado por
∫ t

0

∣∣∣∣
ẇ

2w

∣∣∣∣ dt′ < ξ (11.68)

donde si w(t) es una función definida positiva y a la vez monótona (creciente
o decreciente) la integral es inmediata. Éste se trata de un criterio muy sencillo
y práctico que nos dice si para un determinado problema es interesante o no
utilizar la aproximación adiabática.

11.8 Ejemplos

i) V1 = 0 , V2 =

{
ε 0 ≤ t ≤ T
0 T < t

Éste se trata de un ejemplo muy ilustrativo pues conocemos la solución ex-
acta y la podremos comparar con la solución anaĺıtica obtenida utilizando Mag-
nus o Fer a primer orden. Por otra parte, gracias al cálculo de errores y debido
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a la sencillez de las expresiones, seremos capaces de deducir para qué reǵımenes
(adiabático y/o repentino) el método a primer orden tiende ya a la solución
exacta. Estos resultados son transportables de forma cualitativa a otros poten-
ciales que presenten una estructura de este tipo como p.e. V2 =

ε

cosh2 t
T

, que

estudiaremos más adelante. Aśı pues, obtendremos la aproximación a primer
orden, daremos cotas de error a los coeficientes y finalmente lo compararemos
con la solución exacta.

Los operadores A+(t) , A(t) se obtienen resolviendo la ec. (11.45) para
el H(t)correspondiente. Esta ecuación puede reescribirse en la forma

ṀT = ~b(t) · σMT , (11.69)

donde
~b(t) = −ε(sin(2Φ), cos(2Φ), 0)

y

Φ(t) = w0t +
∫ t

0
V2(t′)dt′ =

{
w0t + εt 0 ≤ t ≤ T
w0t + εT T < t.

(11.70)

En primer lugar hay que decir que tenemos asegurada la convergencia del
desarrollos a todos los tiempos si se cumple la sencilla condición

∫ ∞

0
|V2(t)|dt = εT < ξ. (11.71)

Si aplicamos el método a primer orden tendremos que MT ' eF1 donde

F1 = ~σ ·
∫ t

0

~b(t′)dt′ = ~B(t) · ~σ, (11.72)

siendo

~B(t) =





ε
2(w0+ε){ cos(2(w0 + ε)t)− 1 , sin(2(w0 + ε)t) , 0 }T 0 ≤ t ≤ T

ε
2(w0+ε){ cos(2(w0t + εT ))− 1, sin(2(w0t + εT )), 0 }T T < t

y

| ~B(t)| =





ε
w0+ε | sin((w0 + ε)t)| 0 ≤ t ≤ T

ε
w0+ε | sin((w0t + εT ))| T ≤ t.

Con esto tendremos que

MT ' eF1 = e
~B(t)~σ = cosh | ~B(t)|+

~B(t)
| ~B(t)|~σ sinh | ~B(t)| (11.73)

o sea, tenemos que (para 0 < t < T )

MT '
(

cosh | ~B(t)| −ie−i(w0+ε)tΘ(t) sinh | ~B(t)|
iei(w0+ε)tΘ(t) sinh | ~B(t)| cosh | ~B(t)|

)
=

(
G∗− G+

G∗
+ G−

)
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donde Θ(t) =

{
1 t ∈ [0, π]

−1 t ∈ [π, 2π]
. A partir de aqúı ya es inmediato el

obtener las probabilidades de transición. Veamos primeramente cuánto valen

expĺıcitamente P0,0(t) y P0,2m(t) donde
∣∣∣∣
G+

G−
∣∣∣∣ = tanh | ~B(t)|

P0,0(t) = |I0,0|2 =
1

1 +
∑∞

m=0
(2m−1)!!
(2m)!! (tanh | ~B(t)|)2m

P0,2m(t) =
(2m− 1)!!

(2m)!!
(tanh | ~B(t)|)2mP0,0(t).

Para obtener Pn,m(t) debemos calcular en primer lugar Im,n utilizando
el esquema recursivo visto anteriormente. Respecto a las cotas de error cabe
decir que (para t > T )

‖ M − eF T
1 ‖≤ K1e

K0+K1 , (11.74)

donde una forma sencilla de obtener unos valores para K0 y K1 viene dada
por

K0 = ε · T ; K1 =
∫ K0

0

1− e2x(1− 2x)
2x

dx. (11.75)

Busquemos ahora un valor de K1 que mejore este resultado (que sea
más pequeño). El primer orden del desarrollo en muchas ocasiones da ya una
solución muy precisa. Además, ésta coincide con el primer orden de la mayoŕıa
de los desarrollos estudiados en el caṕıtulo 8. Considerando (9.31), podemos
tomar como valor de K1 un valor tal que

1− e2K0(1− 2K0)
(2K0)2

∫ T

0
dt1 ‖

∫ t1

0
dt2[H1,H2] ‖≤ K1, (11.76)

donde Hi = ~b(ti)~σ , i = 1, 2 . Teniendo en cuenta las propiedades de las
matrices de Pauli se llega a que se puede tomar

K1 =
1− e2K0(1− 2K0)

(2K0)2
ε2

w0 + ε

[
T − sin(2(w0 + ε)T )

2(w0 + ε)

]
.

Observamos que si se mantiene el producto ε T constante, se tiene que
K1 → 0 en el régimen adiabático, o sea, la aproximación a primer orden tiende
a la solución exacta en el régimen adiabático.

Por otro lado, en contra de lo que cabŕıa esperar, en el régimen repentino
no se tiene que K1 → 0 , cosa que ocurŕıa en muchos otros casos (ver Pechukas
y Light [106]). Ello es debido a que en el operador de evolución temporal
hemos considerado la factorización U(t) = Ũ0(t)UI(t) donde Ũ0 = exp{(w0 +
ε)(a+a + 1

2)t} (para t < T ), donde vemos que en el exponente de Ũ0 se
encuentra incluido el parámetro ε . El trabajar en esta imagen hace que en los
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denominadores de K1 nos aparezca el factor (w0 + ε) , que es el responsable
de que en el régimen repentino no se tenga que K1 → 0 .

Veamos ahora cuál es la solución exacta. Para este problema en con-
creto resulta más sencillo no trabajar en la imagen de interacción y por tanto
consideraremos el hamiltoniano completo

H = (w0 + V2)(a+a +
1
2
) +

V2

2
(a+2 + a2). (11.77)

de aqúı se obtiene (para 0 ≤ t ≤ T )

d

dt

{
A+

A

}
= Ṁ

{
a+

a

}
= −i M(t)

(
(w0 + ε) ε
−ε −(w0 + ε)

) {
a+

a

}
.

(11.78)
La solución de esta ecuación se obtiene inmediatamenmte por exponen-

ciación, dándonos
{

A+(t)
A(t)

}
=


 cos(ηt)− i(w0 + ε) sin(ηt)

η −iε sin(ηt)
η

iε sin(ηt)
η cos(ηt) + i(w0 + ε) sin(ηt)

η




{
a+

a

}

(11.79)
donde η =

√
w2

0 + 2w0ε . A partir de aqúı identificamos los coeficientes

G− = cos(ηt) + i(w0 + ε)
sin(ηt)

η
; G+ = iε

sin(ηt)
η

. (11.80)

Se ve claramente que |G−|2 = 1 + |G+|2. Con esto, el cálculo de las
probabilidades de transición es ya inmediato sin mas que considerar (11.52) y
(11.53). Oviamente, si t > T se tendrá que U(t, 0) = U(t, T )U(T, 0) donde
U(t, T ) tiene una expresión idéntica a (11.79) sin mas que sustituir t por t− T
y tomar ε = 0.

ii) V1 = 0 , V2 =
ε

cosh2( t
T )

con ( t0 = −∞ )

Ahora tenemos

~b(t) = −V2(t)(sin(2Φ), cos(2Φ), 0)

Φ(t) = w0t +
∫ t

−∞
V2(t′)dt′ = w0t + ε · T tanh

(
t

T

)
.

Luego, tendremos asegurada la convergencia de los desarrollos si
∫ ∞

−∞
|V2(t)|dt = 2ε · T < ξ ⇒ ε · T <

1
2
ξ. (11.81)

Si aplicamos el método a primer orden tendremos que MT ' eF1 donde

F1 = ~σ ·
∫ t

−∞
~b(t′)dt′ = B1(t)σ1 + B2(t)σ2, (11.82)
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siendo

B1(t) = −ε

∫ t

−∞
sin(2Φ(t′))
cosh2( t′

T )
dt′; B2(t) = −ε

∫ t

−∞
cos(2Φ(t′))
cosh2( t′

T )
dt′. (11.83)

A partir de aqúı calculamos M(t) dándonos

M '

 cosh | ~B(t)| B1(t)−iB2(t)

| ~B(t)| sinh | ~B(t)|
B1(t)+iB2(t)

| ~B(t)| sinh | ~B(t)| cosh | ~B(t)|


 =

(
G∗− G∗

+

G+ G−

)
.

Para obtener las probabilidades P0,0 y P0,2m utilizaremos las expresiones
que acabamos de ver, con la salvedad que ahora debemos hacer la sustitución∣∣∣∣
G+

G−

∣∣∣∣ = tanh | ~B(t)|.
Las expresiones para obtener las cotas de error K0 y K1 son las dadas

en (11.75), salvo que ahora K0 = 2ε · T . Si queremos conseguir un mejor
resultado para K1 , podemos buscar un valor tal que se cumpla

1− e2K0(1− 2K0)
(2K0)2

ε2
∫ ∞

−∞
dt1

1
cosh2( t1

T )

∣∣∣∣∣
∫ t1

−∞
dt2

sin[2(Φ(t1)− Φ(t2))]
cosh2( t2

T )

∣∣∣∣∣ ≤ K1.

(11.84)
Aunque las integrales no se puedan resolver de forma anaĺıtica el com-

portamiento, tanto en el régimen adiabático como en el repentino, será cual-
itativamente similar al correspondiente a la perturbación constante estudiada
anteriormente. Recordemos que los criterios de convergencia dependen de la
magnitud de toda la perturbación (la integral de la norma), y no de si la per-
turbación ha sido introducida de forma más o menos suave. Con esto tendremos
otra vez que el desarrollo a primer orden tiende a la solución exacta en el régimen
adiabático.

11.9 Aplicación al Modelo de Gazdy-Micha

Vamos a aplicar los resultados obtenidos en este trabajo al modelo de Gazdy-
Micha (GM) [52]. En éste se estudia la colisión lineal de un átomo con una
molécula diatómica. El estado de la molécula diatómica se describe por un
oscilador armónico, encontrándose inicialmente en el estado fundamental. La
colisión se describe con la introducción de un hamiltoniano dependiente del
tiempo que actuará durante un pequeño instante. Esta interacción producirá
una excitación de la molécula del estado fundamental |0〉 a un estado |n〉 , que
es lo que se pretende estudiar. Siguiendo el trabajo de Secrest y Johnson [121]
y haciendo una aproximación semiclásica en el proceso de colisión se describe
el proceso por el hamiltoniano aproximado

H̄(t) =
1

2m
P 2 + mw2

0

1
2
Q2 + g(t)Q2 + f(t)Q. (11.85)
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Si ahora hacemos la Transformación Canónica (11.64) pasamos al hamil-
toniano

H(t) = w0

(
1
2
p2 +

1
2
q2

)
+

g(t)
mw0

q2 +
f(t)√
mw0

q. (11.86)

Para aplicar los resultados obtenidos en la sección anterior debemos tomar

V2(t) =
g(t)
mw0

; V1(t) =
f(t)√
mw0

. Consideremos los valores de g(t) y f(t)

utilizados en el trabajo de GM

g(t) =
1
2

(
γ

a

)2

E
1

cosh2( t
T )

; f(t) =
2a

γ
g(t), (11.87)

por lo que si queremos aprovechar los resultados obtenidos en el ejemplo anterior

debemos considerar ε =
1

2mw0

(
γ

a

)2

E. Por otra parte se tiene que T =

a

√
2µ

E
. El valor de los parámetros que aqúı aparecen vienen dados por

m =
mBmC

mB + mC
; γ =

mC

mB + mC
; µ =

mA(mB + mC)
mA + mB + mC

, (11.88)

donde mB , mC son las masas de los átomos de la molécula diatómica y mA

es la masa del tercer átomo. Se define el parámetro α =
√

2
γ

a
σ0, donde σ2

0

es el radio cuadrático medio de la molécula en el estado fundamental, valiendo
σ2

0 = 1
2mw0

. Con esto se obtiene que

w0 =
1

mα2

(
γ

a

)2

. (11.89)

El valor de la enerǵıa que se toma es la obtenida promediando la enerǵıa

cinética antes y después de la colisión, E =
µ

2

[
vi + vf

2

]2

. Si consideramos que

inicialmente la molécula se encuentra en el estado fundamental se tendrá que,
por conservación de la enerǵıa

Et =
µ

2
v2
i +

w0

2
=

µ

2
v2
f + (2n + 1)

w0

2
, (11.90)

y si tomamos la factorización Et = εt
w0

2
se tiene que

E =
w0

4

[
εt − (n + 1) +

√
(εt − 1)(εt − 1− 2n)

]
(11.91)

Haciendo las sustituciones correspondientes tendremos que se puede con-
siderar

ε = w0
α2

8
A(εt, n); T = 2a

√
2µ

w0

1√
A(εt, n)

, (11.92)
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donde A(εt, n) = εt − (n + 1) +
√

(εt − 1)(εt − 1− 2n).
Los valores de los parámetros utilizados en el trabajo GM son los sigu-

ientes:

Sistema 1: mA = 4 , mB = mC = 1 ; a = 0.2 ; α = 0.3 (correspon-
diente a la colisión colineal de un átomo de Helio (He) con una molécula de
Hidrógeno (H2)). De aqúı se obtiene que w0 = 138.9 . Para obtener los valores
de los parámetros ε y T debemos dar valores a εt y a n (estado final del
oscilador). En este trabajo se le dan valores a εt comprendidos entre 10 y 20
aproximadamente, por lo que ε vaŕıa entre 12.5 (para εt = 10 , n = 4 ), y 59.4
(para εt = 20 , n = 0 ) mientras que T vaŕıa entre 0.02 (para εt = 10 , n = 4 )
y 0.009 (para εt = 20 , n = 0 ). Luego, el producto ε · T vaŕıa entre 0.25 y
0.535. Es fácil comprobar que la mayoŕıa de estos valores caen dentro de los
ĺımites que nos aseguran la convergencia de los desarrollos de Magnus y Fer.
Como la experiencia nos dice que los métodos funciona muy bien incluso en
situaciones que van más allá de las que nosotros podemos asegurar la conver-
gencia, es de esperar que éstos, ya a primer orden, reproduzcan bastante bien
las probabilidades de transición. Analizando los valores de ε y de T vemos
que se corresponden con un régimen repentino, como corresponde con una col-
isión, pero cabe decir que el valor de w0 es todav́ıa bastante mayor que el de
ε .

Figura 11.1. Probabilidades de transición |0〉 → |n〉 con n = 1, 2, 3 obtenidas
de forma exacta (ĺıneas continuas) y aproximada a primer orden (ĺıneas doscontinuas)
para el sistema 1.

En la Figura 11.1 representamos las probabilidades de transición |0〉 →
|n〉 con n = 1, 2, 3 y para valores de εt ∈ [6, 22] . Comparamos las soluciones
obtenidas de forma numérica (ĺıneas continuas) con las obtenidas utilizando la
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aproximación a primer orden (ĺıneas discontinuas). Vemos que a medida que
aumenta el valor de εt las diferencias entre la solución exacta y la aproximada
se van haciendo más patentes, como era de esperar a partir del razonamiento
hecho respecto a los criterios de convergencia.

Sistema 2: mA = 2 , mB = mC = 12 ; a = 0.2214 ; α = 0.1287.
Si calculamos ahora ε y T , y los comparamos con los resultados dados para el
sistema 1 vemos inmediatamente que ahora ε es unas 15 veces más pequeño,
T es aproximadamente el doble y w0 pasa a ser casi tres veces más pequeño.
Con esto vemos que el producto ε ·T disminuye en un factor aproximadamente
7 y por tanto nuestra solución aproximada debe ser mucho mejor. Este hecho
queda patente al observar la Figura 11.2 en la que representamos los mismos
procesos que en la Figura 11.1 para estos nuevos parámetros. Se observa que
la solución anaĺıtica, ya a primer orden, reproduce perfectamente la solución
exacta.
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Figura 11.2. Idem a la Figura 11.1 para el sistema 2.

Figura 11.3. Idem a la Figura 11.1 para el sistema 3.

Sistema 3: el mismo que el Sistema 2 pero con α = 0.3. Comparando
con el sistema 1 vemos que tanto ε como w0 disminuyen en un factor
aproximadamente 15 mientras que T aumenta en un factor del orden de 5 .
De aqúı se obtiene que el producto ε ·T disminuye alrededor un factor 3 y por
tanto se esperan resultados mejores que para este caso. Respecto a w0 , como
disminuye en la misma proporción a como lo hace ε no esperamos que esto
lleve cambios significativos. Efectivamente esto lo comprobamos al observar la
Figura 11.3 donde reproducimos los mismos procesos para este nuevo sistema.
En ella vemos que la solución anaĺıtica aproximada reproduce muy bien la
exacta (bastante mejor que lo hace para el sistema 1 pero no tanto como lo
hace para el sistema 2, como era de esperar).

Los resultados mostrados en este caṕıtulo ponen claramente de manifiesto
el buen funcionamiento de los desarrollos de Magnus y Fer cuando son aplicados
sobre problemas ciertamente realistas. Además, observamos que según vamos
variando los parámetros del problema, la solución aproximada se acerca más o
menos a la exacta de acuerdo con lo teóricamente esperado.

Hasta ahora hemos estudiado el oscilador armónico unidimensional, el
cual es un problema suficientemente sencillo como para no necesitar de her-
ramientas muy potentes para su estudio por lo que, en principio, parece que
nuestros métodos no sean de gran utilidad. A continuación pasamos a estu-
diar con detalle el oscilador armónico bidimensional y veremos cómo habŕıa
que abordar el problema en dimensiones mayores. Éste se trata ya de un prob-
lema nada trivial y es aqúı donde nuestro métodos, tanto en las aproximaciones
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anaĺıticas como numéricas, pueden jugar un papel importante.

11.10 Oscilador Armónico Bidimensional

Posteriores trabajos al de Gazdy y Micha tratan la colisión lineal entre dos
moléculas diatómicas, lo cual supone tratar con el oscilador armónico bidimen-
sional semiclásico dependiente del tiempo

H = H0 + V (q1, q2; t), (11.93)

donde

H0 = w1
1
2
(p2

1 + q2
1) + w2

1
2
(p2

2 + q2
2) (11.94)

V (q1, q2; t) = F1(t)q1 + F2(t)q2 + G11(t)q2
1 + G22(t)q2

2 + G12(t)q1q2,

En el trabajo de Recaimer-Gazdy-Micha [109] abordan este problema
tomando la separación

H = H1(p1, q1; t) + H2(p2, q2; t) + G12(t)q1q2, (11.95)

con Hi = wi
1
2(p2

i + q2
i ) + Fi(t)qi + Gii(t)q2

i . Se sabe resolver de forma numérica
los hamiltonianos H1 y H2 , y factorizan en la forma U = U (1)U (2)UI donde
U (1) y U (2) son los operadores asociados a H1 y H2, mientras que UI lo
calculan de forma perturbativa a primer orden, perdiendo unitariedad. En el
trabajo de Benjamin [7] se considera que a partir del álgebra cerrada, gener-
ada por 15 elementos, se puede pasar (haciendo algunas aproximaciones) a una
subálgebra con 9, por lo que hay que resolver un sistema de 9 ecuaciones difer-
enciales acopladas no-lineales. Posteriormente Fernandez-Micha-Echave [44]
presentan un trabajo muy interesante por lo que respecta a la generalización a
Hamiltonianos multidimensionales. Aqúı realizaremos algunos cambios con el
fin de optimizar los cálculos. Primero, vamos a calcular directamente las ecua-
ciones que satisfacen los operadores CD dependientes del tiempo, sin necesidad
de tener que calcular primero la evolución de los operadores pi y qi en la
imagen de Heisenberg. En segundo lugar, para el Hamiltoniano unidimensional
en el procedimiento se resuelven 4 ecuaciones diferenciales lineales acopladas
(EDLA) y la generalización a un Hamiltoniano bidimensional seŕıa resolver 16
EDLA, de ah́ı que este paso parezca más complicado de realizar. Con nuestro
tratamiento veremos que las cosas son mucho más sencillas; para un hamilto-
niano n-dimensional sólo hace falta resolver un sistema de 2n EDLA, que se
resuelve de forma muy sencilla y nos da directamente los coeficientes que nos
interesan sin necesidad de tener que hacer cambios de variables. Los pasos a
realizar son los siguientes:

Pasemos a los operadores CD

q1 =
1√
2
(a+

1 + a1); q2 =
1√
2
(a+

2 + a2). (11.96)
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Con esto tendremos que

H = H0 + V (a1, a
+
1 , a2, a

+
2 ; t), (11.97)

donde

H0 = (w1 + G11(t))(a+
1 a1 +

1
2
) + (w2 + G22(t))(a+

2 a2 +
1
2
)

V =
F1√

2
(a+

1 + a1) +
F2√

2
(a+

2 + a2) +
G11

2
(a+2

1 + a2
1)

+
G22

2
(a+2

2 + a2
2) +

G12

2
(a+

1 + a1)(a+
2 + a2) (11.98)

Suponiendo que V es una perturbación de H0 podemos pasar a la
imagen de interacción generalizada

H̃I = e−i
∫

H0 V (a1, a
+
1 , a2, a

+
2 ; t) ei

∫
H0 = V (e−iφ1a1, e

iφ1a+
1 , e−iφ2a2, e

iφ2a+
2 ; t)

(11.99)
donde

φ1 = w1t +
∫ t

0
G11(t′)dt′; φ2 = w2t +

∫ t

0
G22(t′)dt′. (11.100)

Si ahora utilizamos la notación vectorial ~AT = {A+
1 , A+

2 , A1, A2}T para
los operadores evolucionados en el tiempo y ~AT (0) ≡ ~aT = {a+

1 , a+
2 , a1, a2}T

se tiene que las ecuaciones diferenciales se pueden escribir en la siguiente forma
compacta

d

dt
~A =: V (~a; t) : ~A, (11.101)

donde : V : A ≡ [V, A] .
Debido a la estructura lineal del hamiltoniano podemos considerar que la

solución a esta ecuación es de la forma

~A(t) = M(t)~a +~b(t) (11.102)

donde M(t) es una matriz 4× 4 y ~b(t) es un vector, ambos por determinar.
Si esta expresión la sustituimos en la ec. (11.101) se obtiene

Ṁ~a + ~̇b = M : V (~a; t) : ~a = M
(
P (t)~a + ~θ

)
, (11.103)

o sea, tenemos que resolver

Ṁ = MP (t) (11.104)

~b =
∫ t

0
M(t′)~θ(t′)dt′

donde P (t) es la matriz asociada al operador V dada por
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P (t) =




0 1
2G12e

−i(φ1−φ2) G11e
−2iφ1 1

2G12e
−i(φ1+φ2)

1
2G12e

i(φ1−φ2) 0 1
2G12e

−i(φ1+φ2) G22e
−2iφ2

−G11e
2iφ1 −1

2G12e
i(φ1+φ2) 0 −1

2G12e
i(φ1−φ2)

−1
2G12e

i(φ1+φ2) −G22e
2iφ2 −1

2G12e
−i(φ1−φ2) 0




y
~θT =

1√
2

{
F1e

−iφ1 , F2e
−iφ2 , −F1e

iφ1 , −F2e
iφ2

}
.

Escribamos M(t) y ~b(t) en la siguiente forma

M(t) =




G∗
1 G∗

2 G∗
3 G∗

4

G∗
5 G∗

6 G∗
7 G∗

8

G3 G4 G1 G2

G7 G8 G5 G6


 ; ~b =





b∗1
b∗2
b1

b2





,

donde además sabemos que detM(t) = 1 ya que TrP (t) = 0 . Reescribamos
la ec. (11.104) en la forma

ṀT = P T (t)MT con M(0) = I. (11.105)

Definamos ahora un vector que evolucione de la siguiente forma, ~x(t) =
M(t, 0)~x0 con ~x0 = ~x(0) . Con esto se tiene que la ecuación a resolver es

~̇x = P T (t)~x. (11.106)

El cálculo numérico de los coeficientes de la matriz M(t) es muy sencillo
y podemos aplicar los métodos numéricos estudiados en el caṕıtulo anterior.
Aśı pues, tomando de forma conveniente las condiciones iniciales tenemos

~x0 =





1
0
0
0





⇒ ~x(t) =





G∗
1(t)

G∗
2(t)

G∗
3(t)

G∗
4(t)





; ~x0 =





0
1
0
0





⇒ ~x(t) =





G∗
5(t)

G∗
6(t)

G∗
7(t)

G∗
8(t)





El siguiente paso es ver cómo calcular las probabilidades de transición,
Pn1n1→m1m2 , a partir de los coeficientes de M(t) y de ~b(t). Para ello
deduciremos un esquema recursivo que genere las amplitudes de transición
Im1m2
n1n2

= 〈m1m2|UI(t)|n1n2〉 . El razonamiento es el mismo que el realizado
para el caso unidimensional y tan sólo debemos tener en cuenta algunas con-
sideraciones durante el cálculo. Por ejemplo ahora tenemos

{
A1

A2

}
=

(
G3 G4

G7 G8

) {
a+

1

a+
2

}
+

(
G1 G2

G5 G6

) {
a1

a2

}
+

{
b1

b2

}
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y de aqúı se obtiene que
{

a1

a2

}
= G−1

[{
A1

A2

}
−

(
G3 G4

G7 G8

) {
a+

1

a+
2

}
−

{
b1

b2

} ]
,

donde

G−1 =
1
D

(
G6 −G2

−G5 G1

)
,

siendo D = G1G6 −G2G5 . Con todo esto y tras unos cálculos relativamente
sencillos se llega a que

Im1m2
n1n2

=
1√
n1

[D1I
m1m2
n1−1n2

+
√

m1D2I
m1−1m2
n1−1n2

+
√

m2D3I
m1m2−1
n1−1n2

+
√

n1 − 1D4I
m1m2
n1−2n2

+
√

n2D5I
m1m2
n1−1n2−1] (11.107)

Im1m2
n1n2

=
1√
n2

[C1I
m1m2
n1n2−1 +

√
m1C2I

m1−1m2
n1−1n2

+
√

m2C3I
m1m2−1
n1−1n2

+
√

n1C4I
m1m2
n1−1n2−1 +

√
n2 − 1C5I

m1m2
n1n2−2] (11.108)

donde los Ci y los Di dependen de los Gi y bi de una forma sencilla
[44]. Estas dos recurrencias son suicientes para calcular las probabilidades de
transición I00

n1n2
. El otro par de relaciones en que nos permiten calcular Im1m2

00

se obtienen de la misma forma y presentan un aspecto totalmente análogo.
Se observa claramente que se puede tomar la factorización Im1m2

n1n2
=

Jm1m2
n1n2

I00
00 . Para el cálculo de I00

00 debemos considerar que

1 =
∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

P 00
n1n2

' |I00
00 |2

N1∑

n1=0

N2∑

n2=0

|Jm1m2
n1n2

|2 (11.109)

Para calcular los Jm1m2
n1n2

seguiremos el siguiente orden: primero calcu-
laremos J00

n10 y J00
0n2

(esto se hace tomando I00
00 = 1 y por tanto J00

n10 = I00
n10

y J00
0n2

= I00
0n2

). Con esto tendremos que

J00
n10 =

1√
n1

[
A1J

00
n1−10 +

√
n1 − 1A4J

00
n1−20

]
(11.110)

J00
0n2

=
1√
2

[
C1J

00
0n2−1 +

√
n2 − 1C5J

00
0n2−2

]

con lo que vamos obteniendolos según este orden

J00
10 −→ J00

20 −→ J00
30 −→ . . . (11.111)

y
J00

01 −→ J00
02 −→ J00

03 −→ . . . (11.112)
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Una vez calculados éstos pasamos a cálcular los J00,n11

J00
n11 =

1√
n1

[
A1J

00
n1−11 +

√
n1 − 1A4J

00
n1−21 +

√
1A5J

00
n1−10

]

(11.113)

obteniendo
J00

11 −→ J00
21 −→ J00

31 −→ . . . (11.114)

Seguidamente calculamos J00
n12

J00
n12 =

1√
n1

[A1J
00
n1−12 +

√
n1 − 1A4J

00
n1−22 +

√
2A5J

00
n1−1,1]

y aśı sucesivamente hasta valores suficientemente grandes
En resumen, hemos visto que existe gran cantidad de formas de abordar el

problema del oscilador armónico unidimensional dependiente del tiempo, todas
ellas relativamente rápidas y eficientes. La mayoŕıa de métodos que preservan
unitariedad se basan en la factorización del operador de evolución temporal
como un producto de exponenciales de elementos del álgebra. Esto hace que
la generalización a más dimensiones se complique de forma extraordinaria, de
tal manera que ya en el oscilador armónico bidimensional se haya tenido que
recurrir a soluciones aproximadas con el fin de reducir la gran cantidad de
cálculos necesarios. Aqúı hemos seguido un razonamiento análogo al realizado
en [44] en el que ahora trabajamos directamente con los operadores A−A+ lo
cual evita, ya de primeras, un cambio de variables, que en el caso bidimensional
ya se convierte en un proceso laborioso. Por otro lado, comprobamos que,
debido a la forma de la ecuación de la matriz M(t) , no hace falta resolver un
sistema de 16 ecuaciones diferenciales lineales acopladas sino que con resolver un
sencillo sistema de 4 ecuaciones es suficiente. Una vez resueltas las ecuaciones,
utilizando el esquema recursivo expuesto se pueden calcular de manera sencilla
y rápida las probabilidades de transición. Ejemplos concretos sobre los que
podemos aplicar este método los podemos encontrar en [7, 109]. El método
utilizado aqúı es válido no sólo para el Hamiltoniano (11.93) con (11.94), sino

que es válido en general para H(t) =
N∑

i=1

ai(t)Xi donde Xi son los elementos

de un álgebra cerrada. Por otra parte cabe decir que la generalización a un
Hamiltoniano n-dimensional es trivial y lo único que se complica es el esquema
recursivo que genera las amplitudes de transición.



Chapter 12

Conclusiones y Perspectivas

Futuras

En esta memoria hemos abordado el estudio de la evolución de sistemas dinámicos
hamiltonianos utilizando métodos algebraicos. Tras una introducción de la for-
mulación algebraica al estudio de la evolución de sistemas en Mecánica Clásica,
hemos dividido el trabajo en dos partes:

- En la primera parte realizamos un estudio de los llamados integradores
simplécticos. Nos centramos, principalmente, en el estudio de hamiltonianos
autónomos separables en dos partes exactamente solubles, viendo que los resul-
tados son transportables al caso de potenciales dependientes del tiempo.

En los caṕıtulos 3 y 4 realizamos una introducción a los integradores
simplécticos, aśı como una revisión de los métodos existentes y la conexión
con los métodos obtenidos con tableros de coeficientes (métodos Runge-Kutta).
Aprovechamos esta introducción para aportar algunos resultados parciales pro-
pios. Estos son: la generalización de Teoremas existentes (Teoremas 3.2.1,
4.3.1 y 4.3.2) y el estudio, dentro de las secciones 3.4-3.7, 4.5 y 4.6, de ciertas
peculiaridades de los sistemas.

Nuestra principal aportación en el campo de los integradores simplécticos
empieza en el caṕıtulo 5 con el estudio general de la técnica del procesado
para el hamiltoniano H = HA + HB, en el que consideramos la aproximación
e−hH ' eP e−hKe−P . Presentamos el número de condiciones necesarias que
deben cumplir los coeficientes del núcleo para poder obtener un método a
un determinado orden y damos expĺıcitamente estas condiciones hasta orden
6 (indicamos también cómo se obtendŕıan las expresiones a órdenes superi-
ores). Cuando trabajamos con hamiltonianos especiales, como ocurre cuando
[B,B,B, A] = 0 o bien B = εB, el número de condiciones se reduce. Para estos
casos indicamos aquellas que sobreviven. A partir de este estudio obtenemos
diferentes métodos para el caso general H = HA + HB y RKN hasta sexto or-
den, y métodos (s1, s2, s3) para los hamiltonianos cuasi-integrables. En general,
estos métodos presentan una eficiencia bastante superior a la de otros métodos
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existentes en la literatura, quedando este hecho de manifiesto en los ejemplos
estudiados.

Finalmente, hemos abordado el problema de la optimización de los métodos.
Esto es, dado un núcleo que cumpla las condiciones para obtener un método a
un determinado orden, buscar el procesador que haga mı́nimo el error. Hemos
visto que la eficiencia máxima que se pueda conseguir con la técnica del proce-
sado, cuando se utiliza un determinado núcleo, dependa únicamentes de los
coeficientes del núcleo. Con esto, presentamos diferentes métodos optimizados
para el caso general y RKN a órdenes tres y cuatro. Los métodos RKN a orden
cinco optimizados los hemos incluido dentro del estudio de métodos optimiza-
dos para hamiltonianos cuasi-integrables. Con el uso de la optimización hemos
comprobado que la eficiencia de los métodos mejora sustancialmente.

- En la segunda parte estudiamos la ecuación diferencial matricial Ẋ =
AX. En el caṕıtulo 8 presentamos una recopilación de gran parte de los métodos
algebraicos más importantes para su resolución e indicamos cómo hay que mod-
ificarlos para que puedan ser aplicados a la ecuación Ṁ = MLH y viceversa.
Esta recopilación, aśı como el obtener unos desarrollos a partir de otros (desar-
rollo de Dragt-Forest a partir del de Magnus y Magnus a partir de Fer-Magnus)
es muy interesante para el estudio de estos sistemas y desconocemos la exis-
tencia de ningún trabajo en esta ĺınea (Wilcox hace un review sólo para la
ecuación matricial).

Seguidamente, hemos realizado un estudio más profundo de dos de los
desarrollos más utilizados como son los de Magnus y Fer. Realizamos un estu-
dio de su convergencia mejorando los resultados existentes en la literatura, y
analizamos también las cotas de los errores. Estos resultados nos dan una visión
más clara a cerca de cuándo puede ser conveniente el uso de estos métodos a
la vez que pueden ser unos criterios muy útiles cuando sean utilizados como
métodos numéricos de integración con paso variable. Además, nos permiten
entender claramente el buen funcionamiento de éstos cuando eran aplicados en
diferentes trabajos, sobre todo en los reǵımenes repentino y adiabático.

Recientemente, el estudio de los DM y DF como métodos numéricos de
integración ha tomado un interés especial. A partir del desarrollo de Magnus
deducimos métodos de integración hasta sexto orden (es posible obtener órdenes
superiores con la ayuda de programas algebraicos). Observamos que los métodos
a órdenes pares presentan una eficiencia especial. Si no tenemos en cuenta la
dificultad de la evaluación de exponenciales, los métodos presentan una gran
sencillez y utilizan muy pocas evaluaciones por paso, a parte de sus especiales
propiedades cualitativas. Respecto al desarrollo de Fer hemos visto cómo es
posible obtener métodos hasta orden 8 aśı como la implementación de estos con
los criterios de error para poder utilizar paso de integración variable. Presenta
el inconveniente de tener que evaluar un mayor número de exponenciales.

Para finalizar nuestro trabajo, en el caṕıtulo 11 realizamos un estudio
de la evolución de sistemas hamiltonianos en Mecánica Cuántica. Nuestra in-
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tención es aplicar los resultados obtenidos a lo largo de todo el trabajo a en
este campo. Más en concreto, estudiamos las probabilidades de transición en-
tre diferentes estados cuánticos de un sistema. Si trabajamos en un subespacio
de estados de dimensión finita, la ecuación de Schrödinger para el operador de
evolución temporal se convierte en una ecuación matricial de dimensión finita
y la aplicación de nuestros métodos es inmediata. Para el oscilador armónico
dependiente del tiempo el problema es más sutil y requiere un tratamiento espe-
cial. En nuestro caso hemos trasladado el problema al estudio de la evolución
temporal de los operadores creación-destrucción. Este tratamiento del prob-
lema no sólo permite utilizar los resultados de los caṕıtulos anteriores sino que
podemos abordar el problema del oscilador armónico en más dimensiones de
una forma mucho más sencilla.

A lo largo de esta memoria hemos realizado diferentes estudios que han
dado lugar a varios trabajos ya finalizados. No obstante, existen diferentes
problemas que estás siendo objeto de nuestro estudio, encontrándose algunos
de ellos en una fase avanzada y que a continuación presentamos:

• Búsqueda de IS con procesado óptimo a órdenes superiores.

• Uso de potenciales modificados generalizados para potenciales polinómicos
dependientes del tiempo.

• Aplicación de los IS diseñados para hamiltonianos cuasi-integrables a
problemas realistas (Sistema Solar o problema de tres cuerpos).

• Optimización de los métodos numéricos basados en el desarrollo de Mag-
nus y obtención de órdenes superiores.

• Optimización de los métodos numéricos basados en el desarrollo de Fer e
implementación con paso de integración variable.

• Estudio comparativo de estos métodos numéricos con otros bien estable-
cidos en la literatura para diferentes métodos.

• Aplicación de los resultados en ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales. Un ejemplo puede ser el problema estudiado en
[97] cuando los coeficientes son dependientes del tiempo.

• Búsqueda de métodos numéricos especialmente diseñados para el caso en
que A(t) pertenezca a ciertas álgebras de dimensión finita.

• Aplicación de los IS en aceleradores de part́ıculas. Los hamiltonianos que
describen la evolución de las part́ıculas son de la forma

H = H2 + H3 + H4 + . . . (12.1)
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con Hi polinomios homogéneos de grado i en 4 o 6 dimensiones. Las
coordenadas y los momentos son pequeñas desviaciones respecto de una
trayectoria cerrada y por tanto las contribuciones de los polinomios de
grado elevado son despreciables. Los hamiltonianos no suelen presentar
la forma más general posible debido a las simetŕıas en el diseño de los
aparatos y a la distinta contribución de cada pieza del acelerador. Con
un estudio minucioso de cada caso particular es posible conseguir que
muchos de los hamiltonianos que suelen aparecer sean separables en unas
pocas partes exactamente solubles. Incluso en algunos casos, como el del
hamiltoniano asociado a los efectos de borde de un cuadrupolo

H = pyy
3 − pxx3 + 3pyyx2 − 3pxxy2 (12.2)

es separable en dos partes exactamente solubles, HA = py(y3 + 3yx2) y
HB = −px(x3 + 3xy2). Por tanto, en este caso es posible aplicar nuestros
resultados para IS con procesado. Con esto, el estudio del uso de los IS
en aceleradores de part́ıculas parece ser un apasionante campo en el que
es posible aplicar todos nuestros conocimientos.



Appendix A

Diferentes Identidades entre

Conmutadores

El trabajar con álgebras de Lie a órdenes elevados lleva consigo una complejidad
extraordinaria. Ésta proviene, por una parte, de la gran cantidad de términos
que aparecen a medida que aumentamos el orden y, por otra, debido al hecho
de tener que reescribir todos los términos en función de la base escogida. Este
último paso no suele ser trivial debido al elevado número de identidades entre
conmutadores a tener en cuenta (del tipo de las identidades de Jacobi) según se
aumenta el orden. Aśı pues, vamos a dar algunas de las identidades más útiles
para los cálculos de nuestro trabajo y las escribiremos de tal forma que los
diferentes conmutadores aparezcan como una combinación lineal de elementos
de la base que hemos utilizado en este trabajo (ver Apéndice B). Las más
sencillas son

[B,A] = −[A,B] (A.1)

[A,B, B, A] = [B, A, B, A] = −[B,A, A, B] (A.2)

Dado un elemento del álgebra C ∈ L(A, B) se puede escribir la identidad
de Jacobi en la forma

[[A,B], C] = [A,B, C]− [B, A,C]. (A.3)

Aśı pues, a órdenes 5 y 6 tenemos

[[A,B], [B, B,A]] = [A,B, B,B,A] + [B,B,A, A, B] (A.4)
[[A,B], [A,A, B]] = −[A,A, B, B,A]− [B, A,A, A, B]
[[A,B], [A,A, A, B]] = [A,B,A, A, A,B]− [B, A,A, A, A,B]
[[A,B], [B, B,B,A]] = [A,B,B, B, B, A]− [B, A,B,B, B, A]

[[A,B], [B, A,A, B]] = −1
3

([B, B, A, A,A, B] + [A,A, B, B,B,A])

[[B,A, B], [A,A, B]] = [A,B,B, A, A,B]

+
1
3

(2[A,A, B, B, B,A]− [B, B,A, A, A,B])
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En las dos últimas identidades hemos considerado que

[B, A, A,B, B, A] = −[A,B, B, A, A,B]−1
3

([B,B, A, A,A, B] + [A,A, B, B,B,A])

(A.5)
Existe también una familia de identidades para conmutadores de orden

par, 2n (n > 0), en el que a orden 4 toma la forma (A.2) y a orden 6 viene dado
por [103]

[A,A, B, A, A,B] = 2[A,B, A, A,A, B]− [B,A, A, A,A, B] (A.6)

Además, estas identidades nos permiten, por ejemplo, comprobar que a
orden 6 sólo hay 9 elementos independientes y por tanto la subálgebra L6(A,B)
será de dimensión 9. Por una parte se tiene que cualquier conmutador puede ser
escrito como una combinación lineal de conmutadores anidados (ver el apéndice
de [36]) y por tanto sólo hay que analizar cuántos de éstos son linealmente
independientes. Para el resto es fálcil comprobar, utilizando las identidades
vistas, que son combinación lineal de estos 9 elementos. No existe un criterio
estándar para la elección de los elementos de la base y, por tanto, en este trabajo
hemos utilizado una de las diferentes elecciones posibles.

Esta falta de convención única acarrea ciertors inconvenientes pues, por
ejemplo, los programas obtenidos de [69] que permiten manipular las álgebras
de Lie hasta orden 7 y que nos han servido para chequear nuestros resultados
hasta orden 6, utiliza una base que discrepa de la nuestra en la ordenación y
signo de algunos de los elementos que la componen.
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Relaciones entre Diferentes

Bases del Álgebra de Lie

A partir de dos elementos A,B que no conmutan podemos construir un álgebra
de Lie, L(A, B). Esta álgebra puede ser vista como un espacio vectorial formado
por A,B y todos sus conmutadores. En todo nuestro trabajo hemos utilizado la
siguiente base del álgebra de Lie (hasta orden 7 y siguiendo este mismo orden)

n = 1 E1,1 = A E1,2 = B

n = 2 E2,1 = [A,B]
n = 3 E3,1 = [A,A, B] E3,2 = [B, A,B]
n = 4 E4,1 = [A,A, A, B] E4,2 = [B,A, A, B] E4,3 = [B, B, B, A]

n = 5
E5,1 = [A,A, A, A,B] E5,2 = [B, A, A,A, B]
E5,3 = [A,A, B, B, A] E5,4 = [B, B, A,A, B]
E5,5 = [A,B, B, B, A] E5,6 = [B, B, B, B,A]

n = 6

E6,1 = [A,A, A, A,A, B] E6,2 = [B, A,A, A, A,B]
E6,3 = [A,B, A, A,A, B] E6,4 = [A,B,B, A, A,B]
E6,5 = [B,B,A, A, A,B] E6,6 = [A,A, B, B, B, A]
E6,7 = [B,A, B, B, B, A] E6,8 = [A,B,B, B, B, A]
E6,9 = [B,B,B, B, B, A]

n = 7 E7,2i−1 = [A,E6,i] E7,2i = [B,E6,i] i ≤ 9

Pero existen otras bases distintas y muy utilizadas. Dos de las más cono-
cidas son (hasta orden 5)

Base de Lyndon
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n = 1 L1,1 = A L1,2 = B

n = 2 L2,1 = [A,B]
n = 3 L3,1 = [A,A, B] L3,2 = [[A,B], B]

n = 4
L4,1 = [A,A, A,B] L4,2 = [A,A, [[A,B], B]]
L4,3 = [[[A,B, ]B], B]

n = 5
L5,1 = [A,A, A,A, B] L5,2 = [A,A, [[A,B], B]]
L5,3 = [[A, [A,B]], [A,B]] L5,4 = [A, [[[A,B], B], B]]
L5,5 = [[A,B], [[A,B], B]] L5,6 = [[[[A,B], B], B], B]]
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Base de Hall

n = 1 H1,1 = A H1,2 = B

n = 2 H2,1 = [A,B]
n = 3 H3,1 = [A,A, B] H3,2 = [B,A, B]
n = 4 H4,1 = [A,A, A, B] H4,2 = [B, A,A, B] H4,3 = [B,B,A, B]

n = 5
H5,1 = [A,A, A, A,B] H5,2 = [B,A, A, A,B]
H5,3 = [[A,B], [A,A, B]] H5,4 = [B,B, A, A,B]
H5,5 = [[A,B], [B, A,B]] H5,6 = [B,B, B, A, B]

Vemos que las tres bases coinciden hasta orden 4 (a excepción de algún
signo) y empiezan a discrepar a partir del orden 5. Cuando queremos obtener
un integrador simpléctico a un determinado orden será indiferente la base que
se tome. Esto es aśı ya que los sistemas de ecuaciones que hay que resolver
utilizando las distintas bases son equivalentes y por tanto tendrán las mismas
soluciones. Las diferencias las encontraremos en la evaluación del error del
método. Si, dado un método a un orden k, definimos el error como la raiz
cuadrada de los cuadrados de los coeficientes de los elementos de la base del
álgebra a orden k + 1 según ec. (3.31), tendremos que, si k ≥ 4, para cada
una de estas bases nos dará un valor distinto. Esto hace que dados varios
métodos, en la busqueda del más eficiente, podamos obtener resultados distintos
dependiendo de la base escogida y por tanto sólo tiene sentido, estrictamente,
comparar en eficiencias métodos expresados en la misma base. Además, el
proceso de optimización puede dar lugar a diferentes métodos en función de la
base escogida.

Con la finalidad de obtener la relación entre las componentes de un el-
emento genérico del álgebra C ∈ L(A,B), expresadas en las diferentes bases
consideramos

C =
∞∑

i=1

c(i)∑

j=1

αi,jEi,j =
∞∑

i=1

c(i)∑

j=1

βi,jLi,j =
∞∑

i=1

c(i)∑

j=1

γi,jHi,j (B.1)

Teniendo en cuenta las expresionnes de los elementos de las distintas bases
y las relaciones entre conmutadores vistas en el Apéndice A, es fácil obtener las
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relaciones entre los coeficientes, dando (hasta orden 5)

β1,1 = α1,1 = γ1,1

β1,2 = α1,2 = γ1,2

β2,1 = α2,1 = γ2,1

−β3,1 = α3,1 = γ3,1

β3,2 = α3,2 = γ3,2

β4,1 = α4,1 = γ4,1

−β4,2 = α4,2 = γ4,2

−β4,3 = α4,3 = −γ4,3

β5,1 = α5,1 = γ5,1

β5,3 = α5,2 = γ5,2 − γ5,5

β5,2 + β5,3 = α5,3 = γ5,5

β5,5 = α5,4 = γ5,3 − γ5,6

β5,5 − β5,4 = α5,5 = −γ5,6

β5,6 = α5,6 = −γ5,4

Observamos que la relación entre los coeficientes es muy sencilla (al menos
en estos órdenes más bajos). En el proceso de búsqueda del integrador más
eficiente (sobretodo cuando éste depende de algún paraḿetro) es de esperar
que no dependa excesivamente de la base. Es frecuente también, dentro del
estudio de los sistemas hamiltonianos, el uso de los hamiltonianos elementales
y de las H-series [116, 117]. Esto es equivalente a utilizar el álgebra de Lie,
aunque en una base que es distinta de las que acabamos de estudiar. Las
relaciones entre la base que nosotros hemos utilizado y la correspondiente a la
utilización de H-series es similar a la relación con la de Lyndon y de Hall, y por
tanto los comentarios hechos anteriormente siguen siendo válidos.

Por otro lado, para aquellos problemas en los que [B,B, B, A] = 0 se
tendrá que las dimensiones de las subálgebras Ln(A,B), para n > 3, se verán
reducidas. Pero no lo hacen de la misma forma para todas las bases. Aśı pues,
mientras que para nuestra base y la de Lyndon a orden 5 dos de los elementos
se hacen identicamente nulos, para la base de Hall sólo lo hace uno. Pero la
dimensión debe de ser la misma en todas las bases. Esto se explica porque en
este caso especial se tiene que dos elementos de la base de Hall son equivalentes
(H5,4 ≡ −H5,5). Cabe decir pues, que para este tipo de reducciones del álgebra
habrá que tener presente la base en la que se está trabajando. Además, en la
base de conmutadores anidados hemos dado una receta muy sencilla para saber
cuándo un elemento de la base es idénticamente nulo (suponiendo el caso de
enerǵıa cinética cuadrática en momentos).
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Simetŕıas de las Fórmulas

BCH, Zassenhaus y

Factorización de una

Transformación

En el tratamiento algebraico de los sistemas dinámicos es muy frecuente, como
se puede comprobar a lo largo de este trabajo, el uso de las fórmulas BCH,
Zassenhaus y la factorización de una transformación. Cuando utilizamos es-
tas fórmulas a órdenes crecientes comprobamos que el número de términos
que aparecen en las mismas crece también de forma extraordinaria. Vamos a
comprobar en este apéndice que no todos los coeficientes que aparecen son in-
dependientes sino que están relacionados, aunque ésta no se aprecie cuando se
utilizan ciertas bases del álgebra.

C.1 Simetŕıa de la Fórmula BCH

Sean A, B los generadores del álgebra de Lie, L(A,B), entonces se tiene, uti-
lizando la fórmula BCH

eA eB = eA+B+C2(A,B)+C3(A,B)+C4(A,B)+... (C.1)

donde Ci(A,B) ∈ Li(A,B), y por tanto cumplirá

Ci(−A,−B) = (−)iCi(A,B) (C.2)

Para obtener la relación entre los coeficientes de los distintos elementos
de la base en cada Ci(A,B), procederemos de la siguiente forma:

1- Calculamos la inversa de (C.1), obteniendo

e−B e−A = e−A−B−C2(A,B)−C3(A,B)−C4(A,B)... (C.3)
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2- Hacemos los cambios (−B) → A y (−A) → B , dándonos

eA eB = eA+B−C2(−B,−A)−C3(−B,−A)−C4(−B,−A)... (C.4)

3- Utilizamos la propiedad (C.2) para obtener

eA eB = eA+B−C2(B,A)+C3(B,A)−C4(B,A)... (C.5)

Si comparamos (C.1) y (C.5) observamos que los términos Ci(A,B) de la
fórmula BCH presentan la siguiente simetŕıa

Ci(A, B) = (−)i+1Ci(B, A) (C.6)

o sea, que si en la fórmula BCH intercambiamos A y B debemos reproducir
la misma expresión, a excepción del signo para los órdenes pares. Cuando
se utiliza la fórmula BCH en la base de Lyndon (ver apéndice de la Tesis de
Koseleff [72]) es poco menos que imposible el darse cuenta de esta simetŕıa, por
lo que el conocimiento de la existencia de la relación (C.6) puede ser muy útil
cuando trabajamos en este tipo de bases o nos encontramos a órdenes elevados.
En el siguiente apéndice veremos cómo gracias a esta simetŕıa, la obtención de
los esquemas recursivos, utilizados a lo largo del trabajo, se ve simplificada de
forma considerable.

C.2 Simetŕıa de la Fórmula de Zassenhaus

La fórmula de Zassenhaus puede ser considerada, en cierto sentido, como la
inversa de la fórmiula BCH, ya que a partir de una exponencial nos da un
producto de exponenciales en la forma

ex(A+B) = exA exB eZ2(xA,xB) eZ3(xA,xB) eZ4(xA,xB) . . . (C.7)

donde si x = 1 se obtiene la expresión en la forma habitualmente conocida y
Zi(xA, xB) ∈ Li(A,B) por lo que

Zi(xA, xB) = xiZi(A,B) (C.8)

La expresión (C.7) puede ser considerada como la fórmula a derechas. La
fórmula a izquierdas toma la forma, para x = 1

eA+B = . . . eW4(A,B)eW3(A,B) eW2(A,B) eB eA (C.9)

Vamos pues, a deducir la relación existente entre Zi(A,B) y Wi(A,B).
Para ello procederemos de la siguiente forma:

1- Calculamos ls inversa de (C.7) teniendo en cuenta (C.8)

e−x(A+B) = . . . e−x4Z4(A,B)e−x3Z3(A,B) e−x2Z2(A,B) e−xB e−xA (C.10)
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2- y tomamos x = −1, dando

eA+B = . . . e−Z4(A,B)eZ3(A,B) e−Z2(A,B) eB eA (C.11)

Si comparamos (C.9) y (C.11) deducimos que

Wi(A,B) = (−)i+1Zi(A,B) (C.12)

C.3 Factorización de una Transformación

El hamiltoniano que describe la desviación de un sistema respecto de una trayec-
toria cerrada (como ocurre en aceleradores de part́ıculas) puede escribirse per-
turbativamente en la forma

H = H1 + H2 + H3 + . . . (C.13)

donde los Hi son polinomios homogéneos de grado i (que consideraremos inde-
pendientes del tiempo). Como las desviaciones respecto de la trayectoria cer-
rada son, en general, pequeñas el grado de los polinomios puede considerarse
como un parámetro perturbativo. Por tanto, se suele trabajar sólo con poli-
nomios hasta un determinado grado. En estos casos puede resultar interesante
factorizar la transformación que govierna la evolución en la forma [35, 36]

e−tL(H1+H2+...) = . . . eg3(t)eg2(t)eg1(t) (C.14)

donde los gi son operadores de Lie asociados a polinomios homogeneos de
grado i . Al igual que en la fórmula de Zassenhaus, la expresión (C.15) puede
ser considerada como el desarrollo a derechas. Una expresión similar se obtiene
para el desarrollo a derechas

e−tL(H1+H2+...) = ef1(t)ef2(t)ef3(t) . . . (C.15)

donde los fi son también operadores de Lie asociados a polinomios homogéneos
de grado i. Se han realizado algunos trabajos para poder obtener, dado un
hamiltoniano general, una fórmula a derechas a partir de la de izquierdas y
viceversa [60, 61]. Vamos a ver que para el caso particular en el que se trabaje
con el hamiltoniano autónomo (C.13) este proceso es inmediato, sin más que
realizar los siguientes pasos:

1- Calcular la inversa de (C.15)

etL(H1+H2+...) = . . . e−f3(t)e−f2(t)e−f1(t) (C.16)

2- y cambiar el signo de t

e−tL(H1+H2+...) = . . . e−f3(−t)e−f2(−t)e−f1(−t) (C.17)

Comparando (C.17) y (C.14) se observa que

gi(t) = −fi(−t) (C.18)

por lo que pasar del desarrollo (C.15) al (C.14) y viceversa es trivial.
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Appendix D

Esquemas Recursivos

Utilizando la Fórmula BCH

En este apéndice pretendemos dar expresiones recursivas que permitan utilizar
la fórmula BCH de forma repetida. Con la finalidad de presentar un esquema
con coeficientes más manejables tomamos la siguiente estructura para un ele-
mento del álgebra C(α) ∈ L(A,B) (hasta sexto orden)

C = α1,1A + α1,2B +
1
2
α2,1[A,B] +

1
12
{α3,2[A,A, B] + α3,1[B, A, B]} (D.1)

+
1
24
{α4,1[A,A, A, B] + α4,2[B, A,A, B] + α4,3[B, B,B,A]}

+
1

720
{α5,1[A, A,A, A, B] + α5,2[B, A,A, A, B] + α5,3[A,A, B, B,A]

+α5,4[B,B, A, A,B] + α5,5[A,B, B, B,A] + α5,6[B, B, B,B,A]}
+

1
1440

{α6,1[A,A, A,A, A, B] + α6,2[B,A, A, A,A, B] + α6,3[A,B, A,A, A, B]

+α6,4[A,B, B, A,A, B] + α6,5[B, B,A, A, A,B] + α6,6[A,A, B,B,B, A]
+α6,7[B,A, B, B, B,A] + α6,8[A,B,B, B, B, A] + α6,9[B, B, B, B, B,A]}

D.1 Fórmula BCH

Dados dos elementos A, B que generan un álgebra L(A,B), la fórmula BCH
nos dice que

eAeB = eD

donde D ∈ L(A,B). A continuación damos la forma expĺıcita de D hasta orden
6 (utilizando como base de L(A, B) la usada a lo largo del trabajo)

D = A + B +
1
2
[A,B] +

1
12
{[A,A, B]− [B, A,B]} − 1

24
[B, A,A, B] + (D.2)

+
1

720
{−[A,A, A, A,B]− [B, B, B, B, A] + 6[A, A,B, B, A] + 6[B, B,A, A, B]

209
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+2[A,B,B,B, A] + 2[B,A, A, A,B]}
+

1
1440

{[B,A, A, A,A, B]− [A,B, B, B, B, A]

+2[A,A, B, B,B,A] + 6[A,B,B, A, A,B]}

D.2 Cálculo de exBeC(α) = eC(β)

Dado un elemento del álgebra C(α) ∈ L(A,B) cuya expresión general viene
dada por

C(α) =
∞∑

i=1

c(i)∑

j=1

αi,jEi,j (D.3)

Calcularemos, utilizando la fórmula BCH

exBeC(α) = eC(β) (D.4)

donde

C(β) =
∞∑

i=1

c(i)∑

j=1

βi,jEi,j (D.5)

Para ello, simplemente debemos escribir los coeficientes βi,j en términos
de x y αi,j . A continuación presentamos estas relaciones hasta orden 6. En la
actualidad existen ciertos paquetes escritos en Mathematica que realizan estos
cálculos [69] (utilizando una base sensiblemente distinta).

β1,1 = α1,1 (D.6)
β1,2 = α1,2 + x

β2,1 = α2,1 + xα1,1

β3,1 = α3,1 + xα2
1,1

β3,2 = α3,2 + 3xα2,1 − x2α1,1 + xα1,1α1,2

β4,1 = α4,1

β4,2 = α4,2 + xα3,1 − xα1,1α2,1 + x2α2
1,1

β4,3 = α4,3 − xα3,2 − x2α2,1 + xα2,1α1,2 − x2α1,1α1,2

β5,1 = α5,1 − xα4
1,1

β5,2 = α5,2 + 15xα4,1 + 5xα1,1α3,1 + 2x2α3
1,1 − xα3

1,1α1,2

β5,3 = α5,3 − 10xα1,1α3,1 + 6x2α3
1,1 + 2xα3

1,1α1,2

β5,4 = α5,4 + 15xα4,2 − 5x2α3,1 + 15xα2
2,1 + 5xα1,2α3,1 + 5xα1,1α3,2

−15x2α1,1α2,1 + 6x3α2
1,1 − 2xα2

1,1α
2
1,2 − 2x2α2

1,1α1,2

β5,5 = α5,5 + 10xα1,1α3,2 + 15xα2
2,1 + 6x2α2

1,1α1,2 + 2x3α2
1,1 + xα2

1,1α1,2

β5,6 = α5,6 + 15xα4,3 − 5x2α3,2 + 5xα1,2α3,2 + 15x2α1,2α2,1 + 4x2α1,1α
2
1,2
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−4x3α1,1α1,2 − x4α1,1 + xα1,1α
3
1,2

β6,1 = α6,1

β6,2 = α6,2 + xα5,1 + 5xα1,1α4,1 + xα3
1,1α2,1 − x2α4

1,1

β6,3 = α6,3 − 10xα4,1α1,1

β6,4 = α6,4 − xα5,3 − 5x(α1,1α4,2 − α2,1α3,1)− 10x2α1,1α3,1 + 2xα2
1,1α1,2α2,1

+6x2α2
1,1α2,1 − 2x2α3

1,1α1,2 − 6x3α3
1,1

β6,5 = α6,5 + x(α5,2 − 1
3
α5,3) + 5x2α4,1 − 5x(α1,2α4,1 − 1

3
α1,1α4,2) +

5
3
x2α1,1α3,1

−5
3
xα2

1,1α1,2α2,1 − 5
3
x2α3

1,1α1,2

β6,6 = α6,6 − 1
3
xα5,3 +

5
3
xα1,1α4,2 + 5xα2,1α3,1 − 10

3
x2α1,1α3,1

+
2
3
xα2

1,1α1,2α2,1 + 2x2α2
1,1α2,1 − 2

3
x2α2

1,1α1,2 − 2x3α3
1,1

β6,7 = α6,7 + x(α5,5 − 2α5,4)− 10x2α4,2 + 5x(α4,3α1,1 + 2α1,2α4,2 − α2,1α3,2)
+5x2(−3α2

2,1 + 2α1,2α3,1)− 5xα2,1α1,1α
2
1,2 + 10x3α2,1α1,1

+10x2α1,1α1,2α2,1 + 5x2α2
1,1α

2
1,2 + 10x3α2

1,1α1,2

β6,8 = α6,8 + xα5,4 + 5x2α4,2 + 5x(−2α1,1α4,3 − α1,2α4,2 + α2,1α3,2)
+5x2(3α2

2,1 − α3,1α1,2 + α1,1α3,2) + 2xα1,1α
2
1,2α2,1 + 2x2α1,1α1,2α2,1

−6x3α1,1α2,1 + x4α2
1,1 − 2x2α2

1,1α
2
1,2 − 2x3α2

1,1α1,2

β6,9 = α6,9 + xα5,6 + 5x2α4,3 − 5xα1,2α4,3 + 5x2α1,2α3,2

−α2,1(x4 − xα3
1,2 + 4x3α1,2 − 4x2α2

1,2) + α1,1(x4α1,2 + x2α3
1,2 + 4x3α2

1,2)

D.3 Cálculo de exAeC(α) = eC(β)

Una forma de calcular C(β) puede ser repetir las operaciones hechas para la
obtención del anterior esquema recursivo. Pero éste es un trabajo sumamente
tedioso. Hemos utilizado muchas identidades de Jacobi y reescrito muchas ex-
presiones para poder reproducir los elementos de la base del álgebra de Lie en
la que estamos trabajando. Aśı pues, en vez de reproducir todo el descomu-
nal cálculo vamos a ver cómo obtener este esquema recursivo aprovechando el
esquema (D.6) y teniendo en cuenta ciertas simetŕıas de las expresiones.

Como A y B juegan el mismo papel en el álgebra de Lie, tendremos que
podemos intercambiar el nombre A ←→ B. Denotaremos por Ĉ(α) a C(α) en
el que hemos intercambiado el nombre de A y B y reescrito todos los nuevos
conmutadores en términos de la base.

Nosotros queremos calcular la expresión de C(β) que se obtiene de exAeC(α) =
eC(β). Pero si en esta expresión hacemos el cambio mencionado A ←→ B estare-
mos pasando a la expresión

exBeĈ(α) = eĈ(β)
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Como conocemos la expresión de Ĉ(α) vemos que podemos calcular, uti-
lizando el anterior esquema recursivo, Ĉ(β) y a partir de éste deducir la ex-
presión para C(β). En el proceso del intercambio A ←→ B hay algunas su-
tilezas que merece la pena mencionar ya que al final hay que escribir todos los
términos en función de la base escogida. Aśı pues, mientras que a órdenes bajos
el cálculo es sencillo, pues tenemos

[A,B] −→ [B,A] = −[A,B] (D.7)
[A,A,B] −→ [B,B, A] = −[B, A,B]
[B, B, A] −→ [A,A, B]

[B,A, A, B] −→ [A,B, B, A] = −[B,A, A, B]

en cambio a órdenes más altos empiezan a aparecer ciertos detalles a tener
presente como por ejemplo

[A,B,B, A, A,B] −→ [B, A, A,B, B, A] = −[A,B, B, A, A,B] (D.8)

−1
3

([A,A, B, B, B,A] + [B, B,A, A, A,B])

Teniendo presente estas consideraciones se obtiene, a partir de (D.6) y de
forma relativamente senzilla, el siguiente resultado

β1,1 = α1,1 + x (D.9)
β1,2 = α1,2

β2,1 = α2,1 − xα1,2

β3,1 = α3,1 − 3xα2,1 − x2α1,2 + xα1,1α1,2

β3,2 = α3,2 + xα2
1,2

β4,1 = α4,1 + xα3,1 + x2α2,1 − xα2,1α1,1 − x2α1,1α1,2

β4,2 = α4,2 + xα3,2 − xα1,2α2,1 − x2α2
1,2

β4,3 = α4,3

β5,1 = α5,1 + 15xα4,1 + 5x2α3,1 − 5xα1,1α3,1 − 15x2α1,1α2,1 + 4x2α1,2α
2
1,1

−4x3α1,1α1,2 − x4α1,2 + xα1,2α
3
1,1

β5,2 = α5,2 − 10xα1,2α3,1 + 15xα2
2,1 + 6x2α2

1,2α1,1 + 2x3α2
1,2 + xα2

1,2α
2
1,1

β5,3 = α5,3 − 15xα4,2 − 5x2α3,2 + 15xα2
2,1 − 5xα1,2α3,1 + 5xα1,1α3,2

−15x2α1,2α2,1 + 6x3α2
1,2 − 2xα2

1,1α
2
1,2 − 2x2α2

1,2α1,1

β5,4 = α5,4 − 10xα1,2α3,2 + 6x2α3
1,2 + 2xα3

1,2α1,1

β5,5 = α5,5 + 15xα4,3 − 5xα1,1α3,2 + 2x2α3
1,2 − xα1,1α

3
1,2

β5,6 = α5,6 − xα4
1,2

β6,1 = α6,1 + xα5,1 + 5x2α4,1 − 5xα1,1α4,1 − 5x2α1,1α3,1
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+α2,1(x4 − xα3
1,1 + 4x3α1,1 − 4x2α2

1,1) + α1,2(x4α1,1 + x2α3
1,1 + 4x3α2

1,1)

β6,2 = α6,2 + xα5,3 − 5x2α4,2 + 5x(−2α1,2α4,1 + α1,1α4,2 + α2,1α3,1)
+5x2(3α2

2,1 + α3,2α1,1 − α1,2α3,1)− 2xα1,2α
2
1,1α2,1 − 2x2α1,2α1,1α2,1

+6x3α1,2α2,1 + x4α2
1,2 − 2x2α2

1,2α
2
1,1 − 2x3α2

1,2α1,1

β6,3 = α6,3 + x(α5,2 − 2α5,3) + 10x2α4,2 + 5x(α4,1α1,2 − 2α1,1α4,2 − α2,1α3,1)
−5x2(3α2

2,1 + 2α1,1α3,2) + 5xα2,1α1,2α
2
1,1 − 10x3α2,1α1,2

−10x2α1,2α1,1α2,1 + 5x2α2
1,2α

2
1,1 + 10x3α2

1,2α1,1

β6,4 = α6,4 + xα5,4 − 5x(α1,2α4,2 + α2,1α3,2)− 10x2α1,2α3,2 + 2xα2
1,2α1,1α2,1

+6x2α2
1,2α2,1 + 2x2α3

1,2α1,1 + 6x3α3
1,2

β6,5 = α6,5 − 10
3

x(α1,2α4,2 − α2,1α3,2)

β6,6 = α6,6 + xα5,5 + 5x2α4,3 − 5xα1,1α4,3 − 10
3

xα1,2α4,2 − 5
3
xα2,1α3,2

−5x2α1,2α3,2 − xα1,1α
2
1,2α2,1 + 2x2α2

1,2α2,1 − x2α1,1α
3
1,2 + 2x3α3

1,2

β6,7 = α6,7 − 10xα4,3α1,2

β6,8 = α6,8 + xα5,6 + 5xα1,2α4,3 − xα3
1,2α2,1 − x2α4

1,2

β6,9 = α6,9

D.4 Cálculo de exB+y[B,A,B]eC(α) = eC(γ) ( [B,B,B, A] =

0)

Como [B,B, B, A] = 0 entonces se tiene que los términos B y [B, A, B] conmu-
tan, y por tanto

exB+y[B,A,B]eC(α) = ey[B,A,B]exBeC(α) = ey[B,A,B]eC(β) (D.10)

Aśı pues, para calcular C(γ) a partir de C(β) tan sólo debemos modificar
los siguientes coeficientes

γ3,2 = β3,2 + 12y (D.11)
γ4,2 = β4,2 − 12yβ1,1

γ5,3 = β5,3 − 60yβ2
1,1

γ5,4 = β5,4 + 60y(3β2,1 + β1,1β2,1)
γ6,4 = β6,4 + 60y(β3,1 + β1,1β2,1)
γ6,5 = β6,5 + 20y(β3,1 + β1,1β2,1)

Para el resto de términos se tiene γi,j = βi,j . Con esto sólo hay que
sustituir los valores de βi,j para poder tener los γi,j en función de x, y, αi,j .
Debemos recordar que por el hecho de tener [B, B,B,A] = 0 muchos de los
coeficientes no deben de ser considerados ( α4,3, α5,5, α5,6, . . . α6,9 ).
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D.5 Cálculo de eC(γ)ezB = eC(δ)

Estudiemos cómo deducir los valores de δi,j conociendo lo que vale el producto
exBeC(α) del apartado anterior. Si en esta expresión calculamos la inversa ten-
dremos

e−zBe−C(γ) = e−C(δ) (D.12)

Considerando que −C(α) = C(−α) obtendremos

e−zBeC(−γ) = eC(−δ) (D.13)

y por tanto, haciendo las sustituciones

x = −z (D.14)
αi,j = −γi,j

βi,j = −δi,j

reproducimos la expresión exBeC(α) = eC(β) por lo que podemos utilizar el
esquema anterior. Con todo esto sólo hay que hacer los cambios de signo y de
nombre de las variables.

Lo mismo habŕıa que hacer para el cálculo de eC(γ)ezB+w[B,A,B] = eC(δ)

y el de eC(γ)ezA = eC(δ).
Los esquemas rcursivos presentados en este apéndice han sido utilizados

en la búsqueda de integradores simplécticos compuestos por un producto de
transformaciones de Lie. Estos esquemas nos dan las ecuaciones polinómicas a
resolver.



Appendix E

Ecuaciones en la Técnica del

Procesado

Consideremos la composición de transformaciones de Lie utilizadas en la técnica
del procesado

e−hH(h) ≡ eP e−hKe−P , (E.1)

Si P y K pertenecen al álgebra de Lie generada por A y B, L(A,B), se
tendrá que H ∈ L(A,B) y los podremos escribir (teniendo en cuenta que en P
no hemos factorizado h) en la forma

K =
n∑

i=1



hi−1

c(i)∑

j=1

ki,jEi,j



 ; P =

n∑

i=1



hi

c(i)∑

j=1

pi,jEi,j





H =
n∑

i=1



hi−1

c(i)∑

j=1

fi,jEi,j



 (E.2)

donde las fi,j son expresiones polinómicas de las ki,j y las pi,j , y que a con-
tinuación damos expĺıcitamente hasta orden 6. Para reducir las expresiones
introducimos

σ ≡ p1,2 − p1,1

λn,i ≡ pn,i − kn,ip1,1

µn,i ≡ pn,i − kn,ip1,2

f2,1 = k2,1 − σ

f3,1 = k3,1 − λ2,1 − 1
2
p1,1σ

215
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f3,2 = k3,2 − µ2,1 − 1
2
p1,2σ

f4,1 = k4,1 − λ3,1 − 1
2
p1,1λ2,1 − 1

6
p2
1,1σ

f4,2 = k4,2 − λ3,2 − µ3,1 − 1
2
p2,1(p1,1 + p1,2) + k2,1p1,1p1,2 − 1

3
p1,1p1,2σ

f4,3 = f3
4,1

f5,1 = k5,1 − λ4,1 − 1
2
p1,1λ3,1 − 1

6
p2
1,1λ2,1 − 1

24
p3
1,1σ

f5,2 = k5,2 − µ4,1 − p2,1k3,1 + p3,1k2,1 + p1,1k2,1 +
1
2

(−p1,2λ3,1 + p2,1λ2,1 − p3,1σ)

−1
6
p1,1 (p1,2λ2,1 − p2,1σ)− 1

24
p1,2p

2
1,1σ

f5,4 = k5,4 − µ4,2 − p2,1k3,2 + p3,2k2,1 +
1
2

(−p1,2(λ3,2 + µ3,1) + p2,1µ2,1 + p3,2σ)

− 1
12

p1,1p
2
1,2σ −

1
6
p1,2 ((p2,1(p1,1 + p1,2)− 2k2,1p1,1p1,2)− p2,1σ)

f5,3 = f3
5,4

f5,5 = f3
5,2

f5,6 = f3
5,1

f6,1 = k6,1 − λ5,1 − 1
2
p1,1λ4,1 − 1

6
p2
1,1λ3,1 − 1

24
p3
1,1λ2,1 − 1

120
p4
1,1σ

f6,2 = k6,2 − µ5,1 − λ5,3 + k2,1p4,1 − k4,1p2,1

+
1
2
(−p4,1σ + p2,1λ3,1 − p1,2λ4,1 + p1,1β1) +

1
6
p1,1(p2,1λ2,1 − p1,2λ3,1 + β2)

+
1
24

(p2,1p
2
1,1σ − p1,2p

2
1,1λ2,1 + p1,1β3) +

1
120

p1,2p
3
1,1σ

f6,3 = k6,3 − λ5,2 + 2p5,3 − k2,1p4,1 + k4,1p2,1 − 2k5,3p1,1

+
1
2
(p4,1σ − p2,1λ3,1 + α1p1,1 − 2β1p1,1)

+
1
6
p1,1(−p2,1λ2,1 + (α2 − 2β2)) +

1
24

p1,1(α3 − 2β3)

f6,4 = k6,4 − λ5,4 + µ5,3 + k3,1p3,2 − k3,2p3,1

+
1
2
(−p3,2λ2,1 + p3,1µ2,1 − p1,2β1 + p1,1γ1)

+
1
6
(−p3,2p1,1σ + p3,1p1,2σ − p1,2β2 + p1,1γ2)

+
1
24

(−p1,2β3 + p1,1γ3)− 1
30

p2
1,2p

2
1,1σ

f6,5 = k6,5 − µ5,2 +
1
3
(µ5,3 + k2,1p4,2 − k3,1p3,2 + k3,2p3,1 − k4,2p2,1)

+
1
2
(p1,2α1 +

1
3
(−p1,2β1 − p4,2σ + p3,2λ2,1 − p3,1µ2,1 + p2,1(µ3,1 + λ3,2)))

+
1
6
(p1,2α2 +

1
3
(−p1,2β2 + p3,2p1,1σ − p3,1p1,2σ
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+p2,1(p2,1(p1,1 + p1,2)− 2k2,1p1,1p1,2)))

+
1
24

(p1,2α3 +
1
3
(−p1,2β3 + 2p2,1p1,2p1,1σ))− 5

360
p2
1,2p

2
1,1σ

f6,6 = f3
6,5 +

1
3
f6,4

f6,7 = f3
6,3

f6,8 = f3
6,2

f6,9 = f3
6,1

donde

α1 = −µ4,1 − k3,1p2,1 + k2,1p3,1

α2 = −p1,2λ3,1 + p2,1λ2,1 − p3,1σ

α3 = −p1,1µ2,1

β1 = λ4,2 − k3,1p2,1 + k2,1p3,1

β2 = −p1,1(−µ3,1 − λ3,2) + p2,1λ2,1 − p3,1σ

β3 = 2p1,1p1,2 (p1,2 + k2,1)
γ1 = −µ4,2 − k3,2p2,1 + k2,1p3,2

γ2 = −p1,2(µ3,1 + λ3,2) + p2,1µ2,1 − p3,2σ

γ3 = 2p1,1p1,2 (k2,1 − p1,2)

y por f3
n,i representamos las fn,i con las siguientes sustituciones

k2,1 ↔ −k2,1 p1,1 ↔ p1,2

k3,1 ↔ −k3,2 p2,1 ↔ −p2,1

k4,1 ↔ k4,3 p3,1 ↔ −p3,2

k4,2 ↔ −k4,2 p4,1 ↔ p4,3

k5,1 ↔ k5,6 p4,2 ↔ −p4,2

k5,2 ↔ k5,5 p5,1 ↔ p5,6

k5,4 ↔ k5,3 p5,2 ↔ p5,5

k6,1 ↔ k6,9 p5,4 ↔ p5,3

k6,2 ↔ k6,8

k6,3 ↔ k6,7

k6,4 ↔ −k6,4

k6,5 → k6,6 − 1
3k6,4

k6,6 → k6,5 − 1
3k6,4

Estos resultados, bastante costosos de deducir a mano (como realmente
lo hicimos), pueden obtenerse de forma sencilla y rápida utilizando unos re-
cientes programas algebraicos diseñados por Kahan y Ren-Can Li [69]. Incluso
es posible obtener las expresiones hasta orden 7. Las condiciones del núcleo
expuestas en el caṕıtulo 4 se obtienen a partir de estas expresiones sin más que
tomar fi,j = 0 y eliminar las variables pi,j de las ecuaciones resultantes.



218 APPENDIX E. ECUACIONES DEL PROCESADO

Cuando el procesador y el núcleo están formados por una sencilla com-
posición de transformaciones de Lie es interesante utilizar la fórmula BCH para
calcular los coeficientes ki,j y pi,j , y aprovechar las expresiones dadas en este
apéndice para obtener las ecuaciones a resolver. Este ha sido el procedimiento
que hemos seguido en el cálculo de los métodos en los que presentamos las
soluciones de forma anaĺıtica. Obviamente, si el número de variables en el
procesador o en el núcleo es muy grande no será posible obtener expresiones
anaĺıticas y las ecuaciones presentarán un aspecto verdaderamente complejo,
por lo que en estos casos es preferible utilizar directamente métodos numéricos.
En tales casos es suficiente con utilizar el esquema recursivo presentado en el
Apéndice D.
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hasta orden 6’, presentado en el congreso XV C.E.D.Y.A./V C.M.A.,
Vigo 23-26 Septiembre (1997)

219



220 BIBLIOGRAPHY

[13] S. Blanes, F. Casas y J. Ros, ‘Symplectic integrators with processing: A
general study’, (1997), enviado para su publicación

[14] L.S. Brown, ‘Quantum motion in a Paul trap’, Phys. Rev. Lett. 66 (1991)
527-529

[15] D. P. Burum, ‘Magnus expansion generator’, Phys. Rev. B 24 (1981)
3684-3692

[16] J. Butcher, ‘The effective order of Runge-Kutta methods. In: Confer-
ence on the numerical solution of differential equations’, Lecture Notes in
Math., Vol. 109 Springer, Berlin, (1969) 133-139

[17] J. Butcher y J.M. Sanz-Serna, ‘The number of conditions for a Runge-
Kutta method to have effective’, Appl. Numer. Math. 22 (1996) 103-111

[18] W. A. Cady, ‘Rotational spectral line broadening of OCS by noble gases’,
J. Chem. Phys. 60(1974) 3318-3323

[19] M.P. Calvo y J.M. Sanz-Serna, ‘The development of variable-step sym-
plectic integrators, with applications to the two-body problem’, SIAM J.
Sci. Comput., 14 (1993) 936-952

[20] M.P. Calvo y J.M. Sanz-Serna, ‘High-order symplectic Runge-kutta-
Hyström methods’, SIAM J. Sci. Comput., 14 (1993), 1237-1252
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[85] M.A. López-Marcos, J.M. Sanz-Serna, y R.D. Skeel, ‘Explicit symplec-
tic integrators using Hessian-vector products’, SIAM J. Sci. Comput. 18
(1997) 223-238

[86] X. Ma, W. Rhodes, ‘Sqeezing in harmonic oscillators with time-dependent
frequencies’, Phys. Rev. A 39 (1989) 1941-1947

[87] M.M. Maricq ‘Convergence of Magnus expansion for time-dependent two-
level systems’, J. Chem. Phys. 86 (1987) 5647-5651



BIBLIOGRAPHY 225

[88] R.I. McLachlan y P. Atela, ‘The accuracy of symplectic integrators’, Non-
linearity, 5 (1992) 541-562

[89] W.Magnus, ‘On the exponential solution of differential equations for a
linear operator’, Commun. Pure Appl. Math. 7 (1954) 649-673

[90] R.I. McLachlan, ‘Composition methods in the presence of small parame-
ters’, BIT, 35 (1995) 258-268

[91] R.I. McLachlan, ‘On the numerical integration of ordinary differential
equations by symmetric composition methods’, SIAM J. Sci. Comput.,
16 (1995) 151-168

[92] R.I. McLachlan, ‘More on symplectic correctors’, in Integration Algo-
rithms and Classical Mechanics, Vol. 10, J.E. Marsden, G.W. Patrick,
and W.F. Shadwick, eds., American Mathematical Society, Providence,
R.I., (1996) 141-149

[93] R.I. McLachlan y C. Scovel, ‘A survey of open problems in symplectic
integration’, in Integration Algorithms and Classical Mechanics, Vol. 10,
J.E. Marsden, G.W. Patrick, and W.F. Shadwick, eds., American Math-
ematical Society, Providence, R.I., (1996) 151-180

[94] S. Mikkola, ‘Practical symplectic methods with time transformation for
the few-body problem’, Celest. Mech. 67 (1997) 145-165

[95] K.F. Milfeld y R.E. Wyatt, ‘Study, extension and application of Floquet
theory for quantum molecular systems in an oscillating field’, Phys. Rev
A 27 (1983) 72-94

[96] A. Murua y J.M. Sanz-Serna, ‘Order conditions for numerical integrators
obtained by composing simpler integrators’, Universidad de Valladolid
Applied Mathematics and Computation Report 1997/6

[97] E. Navarro, E. Ponsoda y L. Jodar, ‘A matrix approach to the analytic-
numerical solution of mixed partial differential systems’, Computers
Math. Applic 30 (1995) 99-109

[98] F. Neri, ‘Lie algebras and canonical integration’, Technical Report Uni-
versity of Maryland, Department of Physics (1988)

[99] D.I. Okunbor y R.D. Skeel, ‘Explicit canonical methods for Hamiltonian
systems’, Math. Comp. 59 (1992) 439-455

[100] D.I. Okunbor y R.D. Skeel, ‘Canonical Runge-Kutta-Nyström methods
of orders five and six’, J. Comp. Appl. Math., 51 (1994) 375-382

[101] J.C. D’ Olivo y J.A. Oteo, ‘Magnus expansion and the two-neutrino os-
cillations in matter’, Phys. Rew. D 42 (1990) 256-259



226 BIBLIOGRAPHY

[102] J.C. D’ Olivo y J.A. Oteo, ‘Nonadiabatic three-neutrino oscillations in
matter’, Phys. Rev. D 54 (1996) 1187-1193

[103] J.A. Oteo, ‘The Baker-Campbell-Hausdorff formula and nested commu-
tators identities’, J. Math. Phys. 32 (1991) 419-424

[104] J.A. Oteo y J. Ros, ‘The Magnus expansion for classical Hamiltonian
systems’, J. Phys. A 24 (1991) 5751-5762

[105] W. Paul, ‘Electromagnetic traps for charged and neutral particles’, Rev.
Mod. Phys. 62 (1990) 531-540

[106] P. Pechukas y J.C. Light, ‘On the exponential form of time-displacement
operators in quantum mechanics’, J. Chem. Phys. 44 (1966) 3897-3912

[107] D. Prato y PW Lamberti, ‘A note on Magnus formula’, J. Chem. Phys.
106 (1997) 4640-4643

[108] Qin Meng-Zhao y Zhu Wen-Jie, ‘Construction of higher orther symplectic
schemes by composition’, Computing 47 (1992) 309-321

[109] J. Recaimer, B. Gazdy y D. A. Micha, ‘Energy transfer in collisions be-
tween two vibrating molecules’, Chem. Phys. Lett. 119 (1985) 383-387

[110] D.W. Robinson, ‘Multiple Coulomb excitations of deformed nuclei’, Helv.
Phys. Acta 36 (1963) 140-154

[111] G. Rowlands, ‘A numerical algorithm for Hamiltonian systems’, J. Com-
put. Phys., 97 (1991) 235-239

[112] R.D. Ruth, ‘A canonical integration technique’, IEEE Trans.Nucl.Sci. NS-
30, (1983) 2669-2671

[113] P. Saha y S. Tremaine, ‘Symplectic integrators for solar system dynamics’,
Astron. J., 104 (1992) 1633-1640

[114] W. R. Salzman, ‘New criterion for convergence of exponential perturba-
tion theory in the Schrödinger representation’, Phys. Rev. A 36 (1987)
5074-5076

[115] J.M. Sanz-Serna, ‘Runge-Kutta schemes for Hamiltonian systems’, BIT
28 (1988) 877-883

[116] J.M. Sanz-Serna, ‘Symplectic integrators for Hamiltonian problems: An
overview’, in Acta Numerica 1992, Cambridge University Press, Cam-
bridge, NY, 1992, 243-286

[117] J.M. Sanz-Serna, ‘Symplectic Runge-Kutta and related methods: recent
results’, Physica D 60 (1992) 293-302



BIBLIOGRAPHY 227

[118] J.M. Sanz-Serna, ‘Geometric integration’, En The state of the art in nu-
merical analysis, I.S. Duff & G.A. Watson eds., Claresdon Press, Oxford
(1997) 121-143

[119] J.M. Sanz-Serna y M.P. Calvo, ‘Numerical Hamiltonian Problems’, Chap-
man & Hall, London (1994)

[120] I. Schek, J. Jortner y M.L. Sage, ‘Application of the Magnus expansion
for high-order multiphoton excitation’, Chem. Phys. 59 (1981) 11-27

[121] D. Secrest y B.R. Johnson, ‘Exact quantum-mechanical calculation of a
collinear collision of a particle with a harmonic oscillator’, J. Chem. Phys.
45 (1966) 4556-4570

[122] D. Sheng, R.D. Khan, Z. Jialun y S. Wenda, ‘Quantum harmonic with
time-dependent mass and frequency’ Int. J. Theor. Phys. 34 (1995) 355-
368 (y referencias contenidas en él)

[123] R.D. Skeel y J.J. Biesiadecki, ‘Symplectic integration with variable step-
size’, Ann. Num. Math., 1 (1994) 191-198

[124] A.M. Stuart y A.R. Humphries, ‘Dynamical Systems and Numerical Anal-
ysis’, Cambridge University Press, New York, (1996)

[125] Y.B. Suris, ‘Preservation of symplectic structure in the numerical solution
of Hamiltonian systems’, in Numerical Solution of Differential Equations,
Filippv. S.S. ed. Akad. Nauk. SSSR, Inst. Prikl. Mat., Moscow, (1988)
148-160 (en ruso)

[126] M. Suzuki, ‘Fractal decomposition of exponential operators with applica-
tions to many-body theories and Monte Carlo simulations’, Phys. Lett. A
146 (1990) 319-323

[127] M. Suzuki, ‘General theory of fractal path integrals with applications to
many-body and statistical physics’, J. Math. Phys. 32 (1991) 400-407

[128] M. Suzuki, ‘General theory of higher-order decomposition of exponential
operators and symplectic integrators’, Phys. Lett. A 165 (1992) 387-395

[129] M. Suzuki, ‘Improved Trotter-like formula’, Phys. Lett. A 180 (1993)
232-234

[130] F.J. Vesely, ‘Computational Physics: an introduction’, Plenum Press, New
York (1994)

[131] J.S. Waugh, ‘Theory of broadband spin decoupling’, J. Magn. Reson. 50
(1982) 30-49



228 BIBLIOGRAPHY

[132] J. Wei, ‘Note on global validity of the Baker-Hausdorff and Magnus the-
orems’, J. Math. Phys. 4 (1963) 1337-1341

[133] J. Wei y E. Norman, ‘Lie algebraic solution of linear differential equa-
tions’, J. Math. Phys. 4 (1963) 575-581

[134] R.M. Wilcox, ‘Exponential operators and parameter differentiation in
quantum physics’, J. Math. Phys. 8 (1967) 962-982

[135] Ralph Wilcox, ‘Bounds for approximate solutions to the operator differ-
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