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Chapter 1

Introduccion

El estudio de la evolucién de sistemas hamiltonianos requiere, en general, la
existencia de métodos eficientes que resuelvan las ecuaciones de Hamilton (al
menos con una buena aproximacién). Debido a la forma peculiar de estas ecua-
ciones, las soluciones correspondientes tienen también propiedades especificas.
Asi, el operador de evolucién es una transformacién simpléctica, existen los
invariantes de Poincaré, en un sistema auténomo la energia es una constante
del movimiento, etc. Estas son propiedades cualitativas de los sistemas hamil-
tonianos. Si queremos obtener informacién tanto cuantitativa como culitativa
del sistema es muy importante que las soluciones aproximadas que se obtengan
cumplan algunas de estas propiedades.

En cambio, la mayor parte de los métodos tradicionales de integracién
estan disenados para la obtencién de soluciones aproximadas a la ecuacién mas
general

x = F(x,1), (1.1)

conx € R'y F:R*xR — R% Al utilizar un método de integracion
para obtener una solucién aproximada, X, lo que realmente se esta haciendo es
resolver de forma exacta un sistema ligeramente distinto al (1.1)

I

x = F(x,1) (1.2)
con la misma condicién inicial X(to) = x(to).

El caso hamiltoniano corresponde a d = 2n siendo n el niimero de grados
de libertad y F = JV H con J la conocida matriz constante dada en la seccién
2.1. Por la propia construcciéon de los métodos se tiene que, en general no
existird una funcién escalar H tal que F = JVH. Es decir, se est4 aproximando
un sistema hamiltoniano por uno que no lo es y por tanto la solucién aproximada
no respetard, en general, las propiedades cualitativas de la solucién exacta. A
lo largo de las tltimas décadas ha surgido una gran variedad de problemas
en los que bien sea porque hay que integrar para intervalos de tiempo muy
grandes o por caracteristicas peculiares, es fundamental el conocimiento ya

9



10 CHAPTER 1. INTRODUCCION

no sélo cuantitativo sino cualitativo de sus soluciones. Ejemplos de ellos los
encontramos en el estudio de la estabilidad de las trayectorias (en Mecanica
Celeste, aceleradores de particulas, etc.), en el estudio del comportamiento
cadtico, etc., por citar alguno.

Este tipo de problemas motivé la aparicién de toda una serie de métodos
aproximados, tanto numéricos como analiticos, que respetan las propiedades
cualitativas de la solucion exacta. Esto es, la solucion aproximada viene dada
por (1.2) de manera que existe H tal que

F=JVH, (1.3)

donde obviamente debers cumplirse que en algin sentido H ~ H.

Aunque nos limitemos sélo a los sistemas hamiltonianos debemos tener
presente que éstos son muy frecuentes en Fisica. Por tanto, tenemos un amplio
abanico de posibilidades a estudiar en funcién del hamiltoniano en cuestién.

En la presente memoria estudiaremos con detalle métodos aproximados
analiticos y numéricos para ciertos tipos (muy habituales) de hamiltonianos. El
trabajo, tras una introduccién general, lo hemos dividido en dos partes:

En la primera estudiaremos los métodos numéricos conocidos como inte-
gradores simplécticos. Nos centraremos en aquellos casos en los que el hamil-
toniano sea independiente del tiempo y pueda ser escrito como suma de unas
pocas partes (basicamente dos) exactamente solubles, aunque también consid-
eraremos ciertas dependencias temporales. Los integradores simplécticos son
unos métodos que surgieron basicamente hace poco mas de una década y que
en los 1iltimos anos han adquirido una gran popularidad. En los capitulos 3 y 4
damos una extensa introduccion a los integradores simplécticos y aprovechamos
para introducir algunos teoremas nuevos que seran generalizaciones de otros ex-
istentes en la literatura, pues nos seran de gran utilidad para el resto del trabajo.
Terminamos ambos capitulos presentando ciertas peculiaridades de los métodos
que pueden ser objeto de futuros trabajos.

En el capitulo 5 empieza nuestra principal contribucién en el campo de los
integradores simplécticos. Estudiaremos la técnica del procesado. No podemos
decir que la idea original sea nuestra pues, a pesar de haberla deducido de forma
independiente y haber obtenido unos integradores simplécticos para hamilto-
nianos perturbados y otro distinto a orden 4, al estilo de los métodos Runge-
Kutta-Nistrom (RKN), més eficiente que cualquiera de los, en ese momento,
publicados ya existian unas notas al respecto [16, 111, 129]. Posteriormente
nos dimos cuenta de la existencia de ciertos preprints en los que se retomaba la
técnica y obtenian métodos basicamente equivalentes a los nuestros para hamil-
tonianos perturbados [137, 92] y para el RKN simpléctico a orden 4 [84, 85],
por lo que [10] no fue publicado. No obstante, nuestra fe en esta técnica nos
llevo a realizar un estudio general de la misma que presentamos en el capitulo
5. Ello nos dié una visién méas amplia y clara del método y nos ha permitido
explotar la técnica del procesado en la bisqueda de integradores simplécticos.
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Asi pues, hemos obtenido integradores simplécticos para hamiltonianos sepa-
rables en dos partes en general y métodos RKN simplécticos ambos a érdenes
3,4, 5, y 6 con eficiencias superiores a las actualmente existentes. Realizamos
también, en el capitulo 6, un analisis de la técnica que nos permite obtener el
procesador 6ptimo en cada caso. Con ello analizaremos la eficiencia maxima
que se le puede sacar al procesado. A modo ilustrativo en la obtencién de estos
métodos presentamos algunos hasta orden 4. Los excelentes resultados indican
que éste puede ser un buen camino en la buisqueda de integradores a érdenes
superiores.

Ademsds, en el capitulo 7, presentamos métodos a ordenes relativamente
elevados con eficiencias realmente interesantes especialmente disenados para
sistemas separables en dos partes, una de las cuales es mucho menor que la
otra. Terminaremos indicando cémo se aplica la optimizacién del procesado a
estos casos.

En la segunda parte de nuestro trabajo analizaremos con detalle el caso
particular en el que el hamiltoniano sea dependiente del tiempo, pero a lo sumo
cuadratico en coordenadas y momentos. En realidad estudiaremos la ecuacion
matricial mas general

X = A(t)X, (1.4)

donde, dependiendo de la estructura de A podré tratarse o no de un sistema
hamiltoniano. En el capitulo 8 presentamos algunos de los métodos mas im-
portantes que preservan las propiedades cualitativas de la solucién exacta, asi
como su relacién con los correspondientes métodos cuando son aplicados a las
ecuaciones de Hamilton no lineales. Aunque los métodos presentados son uti-
lizados con relativa frecuencia en gran variedad de problemas, su convergencia
no ha sido practicamente analizada. En el capitulo 9 presentamos con detalle
los desarrollos de Magnus y de Fer (dos de los més utilizados) y estudiamos
la convergencia de los mismos mejorando las estimaciones esistentes del radio
de convergencia asi como la cota a los errores cometidos cuando son utilizados.
Estos resultados no sélo son ttiles para el futuro uso de los mismos sino que
nos permiten explicar su buen funcionamiento cuando eran aplicados en la liter-
atura. Ademds estudiaremos con detalle como varia el radio de convergencia de
los desarrollos cuando se utilizan cambios de imagen, como son las cominmente
utilizadas imagenes de interaccion y adiabatica.

Los desarrollos de Magnus y de Fer fueron concebidos originalmente como
métodos que aproximaban la solucién exacta por cuadraturas, y por tanto, en
cierto sentido pueden considerarse como métodos analiticos. Como veremos en
el capitulo 10, a partir de ellos es posible disenar métodos numéricos altamente
eficientes y que respeten las propiedades cualitativas de la solucién exacta.

A lo largo de todo el trabajo nos centraremos, principalmente, en el con-
texto de la Mecanica Clasica pero debemos tener presente que en la biisqueda de
métodos que respeten las propiedades cualitativas de la solucién exacta hemos
utilizado métodos algebraicos. Estos métodos algebraicos son mucho mas gen-
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erales y pueden ser aplicados a gran variedad de sistemas hamiltonianos, sin
la estricta necesidad de permanecer en todo momento dentro de la Mecéanica
Clésica. Asi pues, la mayoria de resultados presentados en esta memoria pueden
ser aplicados a la Mecanica Cuantica, por ejemplo. Es mads, buena parte de
los métodos existentes fueron originalmente deducidos dentro del ambito de
la cudntica, como se vera con mas detalle en el capitulo 8. Asi pues, en el
capitulo 11, para finalizar, estudiaremos uno de los problemas més populares
en Mecanica Cudantica que es el oscilador arménico dependiente del tiempo.
Replanteamos el problema del calculo de probabilidades de transicién entre
estados propios del oscilador para cierto tipo de sistemas, de manera que po-
damos aplicar todos los métodos obtenidos a lo largo de esta segunda parte,
tanto analiticos como numéricos. Con ello abriremos una puerta a la aplicaciéon
de nuestros métodos y resultados en el futuro.



Chapter 2

Formulacién Algebraica de la
Mecanica Clasica

Con la finalidad de presentar este trabajo de forma autocontenida vamos a
estudiar previamente el algebra de Lie asociada a la Mecéanica Clasica. Como
ya se comentd en el capitulo anterior, la mayor parte de los resultados que
presentemos seran también validos para cualquier otro problema que, pudiendo
ser de indole totalmente distinto, presente la misma estructura algebraica.

2.1 Algebra de Poisson

Para el estudio de un sistema mecanico con n grados de libertad resulta ttil con-
siderar el conjunto de todas las funciones reales y analiticas A, definidas en Q2 C
R* xR — R, dependiendo de las coordenadas generalizadas, q = (q1, . - -, qn),
de los momentos canénicos conjugados p = (p1,-..,pn) y del tiempo, t. El con-
junto de estas funciones tiene estructura de espacio vectorial con respecto a la
suma de funciones y producto por escalares. Definimos ahora una ley de com-
posicion interna en A, {,} : A x A — A mediante el bien conocido Corchete
de Poisson entre f,g € Ay lo denotaremos por {f,g} a

_ N\~ (0f0g 0fdyg
{f’g}_izzl (8%81% aPiE)Qi).

De su definicion se deducen las siguientes propiedades para el corchete de
Poisson, dados a,b € Ry f,g,h € A

1. - Propiedad distributiva  {af + bg,h} = a{f,h} + b{g,h}.
2. - Antisimetria {f,9} = {9, }

3. - Identidad de Jacobi {f,{g,h}} +{g,{h, f}}+{h,{f,9}} =0.

13



14 CHAPTER 2. FORMULACION ALGEBRAICA

Estas propiedades dotan al espacio vectorial de las funciones con el corchete
de Poisson de estructura de dlgebrade Lie. Esta &dlgebra la seguiremos deno-
tando por A y la llamaremos dlgebra de Poisson.

Para simplificar la notacion, y ademés poner de relieve el trato por igual
que se les da tanto a las coordenadas como a los momentos, introducimos una
notacién compacta en la que consideraremos una variable vectorial de 2n com-
ponentes,

z=1(21,.--,220) = (1, yGn,P1, -+ Pn)- (2.1)

Los corchetes fundamentales adoptan ahora la forma

{zi, 2} = Jij, (2.2)

siendo J;; las componentes de la matriz

On In
J_<—In 0n>'

donde I, y 0, son las matrices identidad y nula de dimensiones n X n, respec-
tivamente. El corchete de Poisson de f y g se puede escribir en la forma

T A R

entendiendo la ultima expresién como el producto escalar euclideo.

2.2 Operadores de Lie

Dado un elemento del dlgebra de Poisson, f € A, le asociamos el que llamaremos
operador de Lie, Ly, el cual actuard sobre elementos de A para dar otro
elemento de A, esto es Ly : A — A. Este operador se define como

Ly = Z azz Jig 82 (24)

de manera que su actuacién sobre una funcién, g € A, nos dé el corchete de
Poisson de f con g¢

Lrg={f, g}, (2.5)

Observamos que si dos funciones difieren inicamente en una funcién del
tiempo les corresponde el mismo operador de Lie. Si establecemos clases de
equivalencia , pasando al conjunto codiente obtendremos que la relacién es uno
a uno, por lo que nosotros solo trabajaremos con un representante de cada clase
sin més consideraciones.
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Naturalmente, las potencias de los operadores las definimos por las suce-
sivas actuaciones de éstos, que se corresponderan con los corchetes anidados.
Asi pues, definimos

LYy =g
tg ={f.L} g}

La suma de operadores de Lie y el producto de éstos por un escalar sigue
siendo un operador de Lie

(2.6)

aLf + bLg = Laf+bg7 (27)

donde a y b son dos escalares o funciones del tiempo, por lo que el conjunto de
operadores de Lie tiene estructura de espacio vectorial.

Definimos ahora una nueva ley de composicion interna para los operadores
que serd el conmutador de éstos

Ly, Lyl = Ly Ly— Ly Ly. (2.8)

Aunque el producto de operadores de Lie no es, en general, un operador
de Lie, se tiene que el conmutador si lo es. Es maés, coincide con el operador de
Lie asociado al corchete de Poisson de las funciones en cuestion

(L, Lyl = Lig,gy- (2.9)

Con esta operacién vemos que al conjunto de operadores de Lie se le dota

de estructura de dlgebra de Lie. Por otra parte, comprobamos la existencia de

una intima relacién entre el dlgebra de Poisson de las funciones, A, y el algebra

de Lie de los operadores de Lie asociados a éstas, relacién que jugard un papel
muy importante en lo sucesivo.

Veamos algunas de las propiedades interesantes de los operadores de Lie.

e Actuacién como derivacién con respecto al producto de funciones

Ly(gh) = (Lyg)h+ g(Lsh), (2.10)

cumpliendose la férmula de Leibnitz

n

Lj(gh) = Y (j;) (L}g) (L} ™). (211)

m=0
e Respecto a la actuacién sobre los corchetes de Poisson

Li{g,h}t ={Lgg,h} +{g, Lsh}, (2.12)

obedeciéndose también la regla de Leibnitz

n

Hohy = (;) {LFg. Ly h}. (2.13)

m=0
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2.3 Transformaciones de Lie

Una vez definida la actuacién de L sobre los elementos de A podemos trabajar

ya, al menos formalmente, con series de potencias como lo es elf que recibira
el nombre de Transformacion de Lie asociada a f. Esta se define como

L
elr=>" - (2.14)
n=0
y su actuacién sobre una funcién g € A vendra dada por
L 1 2 1 n

donde cada uno de los términos se evalia segin se indicé en (2.6). Por otra
parte, haciendo uso de la ecuacién (2.11) se observa que, dadas dos funciones g
v h se tiene que

et (gh) = (" g)(e"1h), (2.16)

luego
ekt (z‘f‘zg 2y ) = (eP2) ¥ (el 29)P L (eB 2,)7. (2.17)

Por tanto, si g(z) es una funcién analitica de sus argumentos tendremos
que

elig(z) = g(etr2). (2.18)

Andlogamente, utilizando la ecuacién (2.13) se observa que el conjunto
de transformaciones de Lie respeta la ley de composicién corchete de Poisson

e“1{g.h} = {e"7g,e" b} (2.19)

Es bien conocido que por exponenciacién de los elementos de un algebra
se obtienen elementos del grupo asociado al dlgebra. Asi pues, el conjunto de
transformaciones de Lie serd el grupo de Lie asociado al algebra de Lie de los
operadores de Lie. Dados f,g € A se tiene que existe h € A tal que

ebrels = eln, (2.20)

L}, se obtiene haciendo uso de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)
1 1
Li=Ly+ Lo+ 5[Lp Lol + to{{Lg, Ly Lol + [Lgy Ly Ly} +. (221)

donde hemos introducido la notacién [Ly, Lo, ..., Ls] = [L1,[Le, ..., Ls]]. (para
mas informacién sobre la formula BCH ver apéndices C y D). De aqui se obtiene
que la inversa de e’/ no es mas que e~%/. Teniendo en cuenta la relacién (2.7)
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y (2.9) entre los elementos del édlgebra de Poisson y los operadores de Lie se
deduce que

h:f—l—g—l—%{f,g}—i-... (2.22)

Conviene asociar a cada operador de Lie, Ly, un superoperador, # L,
el cual actia sobre los operadores de Lie para dar otro operador de Lie en la
forma

#Ly# Ly = [Ly, Lg| = L5, (2.23)
cumpliendose la siguiente propiedad
oo L n
eliLyje s = e#li#t, = Z uLQ. (2.24)
n!
n=0

El paralelismo con la actuacién de los operadores de Lie sobre los elemen-
tos del dlgebra de Poisson es evidente. A partir de (2.24) es inmediato deducir
la férmula de Baker-Hausdorff

elreloe=lr = exp(e®li# L) = eln, (2.25)

con

h=eliyg. (2.26)

2.4 Transformaciones Simplécticas

Las Transformaciones Candnicas (TC) juegan un papel decisivo en la resolucién
de las ecuaciones de Hamilton. Hay varias formas, todas ellas equivalentes, de
caracterizar una TC (salvo que se consideren transformaciones de escala o in-
tercambios de los nombres de las coordenadas). De momento nos centraremos
en la caracterizacién algebraica. Debido a la intima relacién con las Transfor-
maciones Simplécticas (TS), a partir de ahora, a las TC las llamaremos TS.
Si tenemos las coordenadas canénicas z = (z1,. .., 22,) ¥y hacemos la siguiente
transformacion

Mz — Zi(2, 1), (2.27)

cuya matriz jacobiana la denotamos por M = M (z,t), diremos que la trans-
formacién, M, es simpléctica si M, es una matriz simpléctica para todos los
puntos (z,t), o sea

MJIMT = J,

donde M7 es la matriz traspuesta. Habitualmente, la transformacién de coor-
denadas la escribiremos en la forma zZ = M(t)z lo cual no debe confundirse con
una transformacion lineal sino que hay que interpretarla como la transformacion

dada en (2.27).



18 CHAPTER 2. FORMULACION ALGEBRAICA

Si calculamos el corchete de Poisson de las nuevas coordenadas con re-
specto a las viejas se tiene que

_ 822
{zi,2;} = Z azm ZMszman = (MJIM");; = Ji
= {zi,zg'}, (2.28)

luego, otra caracterizacion equivalente de las TS es que preserve los corchetes
de Poisson fundamentales (preservandose también los corchetes de Poisson en-
tre dos funciones analiticas cualesquiera). A la vista de esta caracterizacién
tenemos que cualquier transformacién de Lie, considerada como una transfor-
macién de coordenadas de la forma z; = el/z; es una TS ya que

{2@, Zj} = {eszi, eLij} = eLf{ZZ‘, Zj} = eLfJij = Jij = {Zz‘, Zj}. (2.29)

Existen ejemplos que prueban que no toda TS se puede expresar como
una transformacién de Lie. El problema de saber cuidndo una TS se puede
escribir como la exponencial de un operador de Lie es un problema que esta
abierto todavia.

Propiedades de Grupo. Debido a las propiedades de grupo que presentan
las matrices simplécticas tendremos que las T'S, con respecto a la composicién
de transformaciones, también tendra estructura de grupo, con la peculiaridad
de que en una composicion de transformaciones cada una actia sobre el espacio
fasico final de la anterior.

2.5 Flujo Hamiltoniano y Ecuacién de Evolucién de

M

Consideremos el hamiltoniano, H(z,t), de un sistema dindmico, que en un
instante ¢ se encuentra en el estado 2(%) = (21(tp), ..., z2n(to)) ¥ que en un in-
stante posterior ¢; habra evolucionado al estado 2(f) = (z1(ts),. .., zan(tf)). La
relacién existente entre z(9) y z(f) la representaremos por z(f) = M(ty, to)z(o)
y a la transformaciéon M(ty,tg) la llamaremos operador de evolucién tem-
poral por similitud con la Mecénica Cudntica. El siguiente Teorema establece
su principal caracteristica [4, 34, 56]

Teorema 2.5.1 Sea H(z,t) el hamiltoniano de un sistema dindmico y 20 las
coordenadas en el instante inicial, tg. Sea z2\F) el estado evolucionado en ty a
partir de (0. La transformacion

M: 20— () = M(tf,to)z(o) (2.30)
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es simpléctica

Como se observa, el problema de la resolucion de las ecuaciones de evolucién
para un determinado hamiltoniano, H(z,t), es equivalente a la obtencién de la
TS, M(t,tp), asociada a éste.

El principal objetivo de este trabajo es obtener de forma aproximada
(analitica o numéricamente) esta transformacién para una amplia variedad de
hamiltonianos. Ya se ha comentado, y se volverd a insistir a lo largo del trabajo,
la importancia que tiene para muchos problemas que los métodos aproximados
que se utilicen preserven el caricter simpléctico. Para ello utilizaremos unos
métodos que aproximan M(t,ty) por una TS o un producto de TS.

Para tal propésito es fundamental, dado un determinado hamiltoniano
H(z,t), conocer la ecuacién diferencial que satisface el operador de evolucién.
Si recordamos la forma que adoptan las ecuaciones de Hamilton en términos de
corchetes de Poisson tenemos

2t = { 2(t), H(z(t), 1) }. (2.31)

Sustituyendo la expresién de z(t) y suponiendo que M(t,ty) es una trans-
formacién de Lie o el producto de transformaciones de Lie (que en realidad serd
a lo que nosotros vamos a aproximar), con las correspondientes propiedades con
respecto a los corchetes de Poisson, vemos que [24, 34, 36|

M(t,to)z(te) = { M(t,to)z(to) , H(M(t,to)z(to),t) }
= { M(t to)z(to) , M(t,t0)H (2(t0),t) }
= Mt to) { 2(to) ,» H(2(to),t) }

- _M(tatO)LH(z(tO),t)Z(tO)' (2.32)

Esta expresion es vélida no sélo para z(tg) sino que lo es para cualquier
funcién analitica arbitraria g(z(tp)) por lo que tendremos la siguiente ecuacién
operacional

M=—-MLy  Mlty,to) =T, (2.33)

donde Z es la transformacién identidad y H = H(z(ty),t). Merece la pena
recordar (puesto que la notacién puede llevar a confusién) que tratamos con
operadores no necesariamente lineales y que M actia como una transformacion
de Lie. Para un hamiltoniano auténomo la solucién formal es inmediata

M(t,tg) = e~ -t Ln (2.34)

incluso para el caso en que H dependa del tiempo, pero se cumpla que

t { H(z0,t) , H(z0,t) } dt’ =0, (2.35)

to
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se tiene que la solucién viene dada por

t
M(t, tg) = e Ln con H :/ H (2, t")dt’. (2.36)
to

En caso de no darse estas condiciones, no disponemos de una expresién
que nos dé la solucién de la ecuacion y, en general, no es posible poner de forma
explicita M en funcién de H. Para estos casos tenemos que recurrir a métodos
aproximados, bien sea analiticos o bien sea numeéricos.

Obsevando la ecuacién (2.33) vemos que nos recuerda mucho la ecuacién
diferencial que satisface el operador de evolucién temporal en Mecanica Cuantica.
Este relaciona el estado de un sistema cuéntico en tp, representado por un el-
emento, |¥(tg)), del espacio de Hilbert, con el correspondiente estado evolu-
cionado en un tiempo ¢, |¥(t)) , de la forma |W(t)) = U(t,to)|¥(t0)).

La ecuacién de Schrédinger conduce a

dU (t,to)

i = HOU (1, to), (2.37)

0 equivalentemente

U=—HU, (2.38)

-
donde el punto indica derivacién respectoa ¢t y H = %H . Se observa que esta

ecuacién tiene un aspecto similar a la obtenida anteriormente (M = —MLy).

Aqui percibimos que existe un paralelismo formal muy grande entre las dos
t

expresiones donde vemos que si H no depende de ¢t 6 / [H(t"), H(t)]dt' =0

to
las formas que toma U(¢,ty) son similares en forma a las que toma M(t, ).

No obstante el gran parecido formal entre las ecuaciones debemos tener presente
que existen diferencias considerables, ya que mientras U es un operador lineal
unitario, se tiene que M es una TS, la cual actia segin vimos en (2.27) y
ademas no tiene por qué tratarse de un operador lineal. En realidad la verdadera
diferencia entre las ecuaciones se encuentra en la forma de los hamiltonianos
ya que mientras para la ecuacién de U nos encontramos con que H es un
operador lineal antihermitico, para la ecuacion de M se tiene que Ly es un
operador de Lie, en general no lineal. Por otro lado, la posicién del hamiltoniano
en las ecuaciones es distinta, diferencia que desaparecera al tratar con sistemas
clasicos lineales.

Con esto pretendemos poner de relieve el parecido formal tan grande
que existe entre el problema de la evolucién temporal en Mecanica Clasica
y en Mecédnica Cuantica. KEsto es, el problema algebraico a resolver es muy
similar para ambos casos y por tanto buena parte de los métodos que presen-
temos para la Mecanica Clasica seran aplicables a la Mecanica Cudntica o a
cualquier otro problema que presente la misma estructura algebraica. El pro-
ceso inverso es igualmente correcto, es decir, es posible aplicar a la Mecanica
Clasica buena parte de la gran cantidad de técnicas obtenidas en el campo de



2.6. SISTEMAS LINEALES 21

la cuantica. No obstante, debemos mencionar que estos dos campos han evolu-
cionado practicamente de espaldas uno del otro y muchos métodos han sido
obtenidos, de forma independiente, en ambos campos.

2.6 Sistemas Lineales

Los sistemas lineales merecen un estudio especial tanto por su importancia
como por su sencillez. Estos se corresponden con hamiltonianos cuadraticos en

1
coordenadas y momentos, H = —3 Z Sijzizj donde Si; (en principio funciones
i?j
del tiempo) son los elementos de una matriz simétrica S. El operador Ly
tendra asociada una matriz

1 1 1
LHZm = —5 Z Sij{ZiZj, Zm} = —5 Z SiijmZi — 5 Z SijJiij
i, i, i,
= - Z SiijmZi = Z(Js)mzzu (2.39)
%] A

que podemos escribir de forma abreviada Lpgz = (JS)z. En lo sucesivo repre-
sentaremos por H la matriz asociada a Ly y por M la asociada a M, que
se corresponde con la matriz jacobiana de la transformacién.

Si ahora consideramos la ecuacién diferencial de M, ec. (2.33), y la
hacemos actuar sobre z(tp), considerando que

M(t,t0) L (z(10),0)2(to) = Mt t0)(H(t)2(to)) = H(t)(M(t,t0)2(to)) =
— HEM( t0)=(t0). (2.40)

se tiene que pasamos a la ecuacién diferencial para M

M =—HM, (2.41)

que tiene exactamente la misma ordenacién que la correspondiente a la ecuacién
cuantica. No obstante, debemos recordar que aqui trabajamos con matrices
finitas (y de dimensién par) mientras que en Mecanica Cudntica se trabaja con
operadores lineales cuyas matrices asociadas pueden tener dimensién infinita.
Obtenemos una similitud formal, casi total, cuando estudiamos las probabili-
dades de transicién entre un numero finito de estados de un sistema cuantico a
través de un hamiltoniano, H(t) , ya que entonces si que se tiene una ecuacién
matricial de dimension finita.
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2.7 Orden de Actuacion de las TS

Como ya hemos comentado, la TS M(ty,ty) actiia sobre las coordenadas en
el instante inicial ¢o para dar las correspondientes al instante final 7. Es muy
frecuente hacer una particién del intervalo [to, ] en n subintervalos en la forma

Mty to) = M(tp tn—1) ... M(tiz1,t;) ... M(t1,10),

donde cada una de las TS M(t;41,t;) actuard sobre las coordenadas en el in-
stante t; y las transformaré en las correspondientes a ¢;41, que seran las condi-
ciones iniciales para el siguiente paso. Esto es, el orden en el que hay que
calcular las TS es de derecha a izquierda, como era de esperar en principio. En
cambio, es también muy frecuente aproximar la TS M(ty,tg) por un producto
de TS en la forma

./\/l(tf,to) Z./\/ll(tf,to)..../\/ln(tf,to), (2.42)

esto es, todas ellas actuando sobre las condiciones iniciales. Asi pues, utilizando
la notacion

Zm(20) = Mm(ts,t0)20

y considerando que
Mi(ty,to) Mit1(ty,to)z0 = Mi(ts,t0)ziv1(20) = zit1(Mizo) = zip1(2i(20)),

se llega a que
./\/l(tf, to)ZO = zn(zn_l(. .. Zl(z()) .. .),

luego, las evaluaciones hay que hacerlas ahora de izquierda a derecha. Es mas,
cuando se consideran también operadores de Lie junto a las T'S, como es el caso
de la ecuacién de evolucién (2.33), son aplicables los mismos criterios respecto
al orden en que actian. Estos detalles, a los que en general no se les presta
demasiada atencién, son de gran importancia cuando se trabaja con sistemas
no auténomos, sobre todo si se pretende obtener las expresiones matriciales a
partir de las correspondientes expresiones que utilizan operadores de Lie y TS,
y viceversa. Como ejemplo tenemos la ecuaciéon matricial (2.41) obtenida a
partir de la ecuacién operacional (2.33). Todo esto se estudiard con mas detalle
en la segunda parte de nuestro trabajo.

En cambio, cuando se trabaja con sistemas auténomos, estos problemas
no suelen aparecer. FKEsto es debido a que, si en cada paso de integracidén,
sustituimos la expresién (2.42) por la correspondiente a la ordenacién invertida
se obtiene, en general!, un método que presenta la misma eficiencia y por tanto
el resultado final no se ve afectado de forma apreciable. Este es el caso de la
mayor parte de los integradores simplécticos que estudiaremos a lo largo de la

1Esto no es siempre cierto pero se cumple, por ejemplo, para la mayor parte de los métodos
de integracién simplécticos utilizados en la literatura.
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primera parte. Asi pues, aunque uno se equivoque en el orden con que tiene que
evaluar las T'S cuando aplica un determinado método, en general, los resultados
obtenidos seran los esperados. Este aspecto es fundamental en el hecho de que
no se haya prestado mucha atencién en la literatura a la correcta ordenaciéon en
la actuacion de los operadores de Lie y las TS.
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La experiencia nos dice que generalmente no somos capaces de obtener
soluciones, utilizando técnicas analiticas, para la mayor parte de las ecua-
ciones diferenciales provenientes de sistemas hamiltonianos. Por esta razon,
la busqueda de soluciones numéricas es de enorme importancia para entender
la evolucion de estos sistemas. Existe un elevado niimero de métodos numéricos
de integracién, entre los que se encuentran los métodos Runge-Kutta, predictor-
corrector, multipaso, de Taylor, etc. [57, 58, 63, 71]. La precision de éstos viene
caracterizada por el paso de integracién, h, y el orden del mismo, O(h¥), o sea,
supuesta conocida la solucién exacta en un instante tg, la precisién con que son
capaces de reproducir la solucién exacta (desarrollo de Taylor) tras un paso de
integracién (en to + h).

En los ultimos anos hemos asistido a un rapido crecimiento de la tec-
nologia informatica, lo cual ha permitido integrar la evolucion de sistemas a
tiempos muy grandes. Por ejemplo, han sido integradas numéricamente las
ecuaciones de evolucién de los planetas del Sistema Solar para millones de
anos [71, 136]. A medida que aumenta el tiempo de integracién los resultados
numéricos se ven cada vez mas afectados de errores, bien sea por la utilizacién de
un paso finito de integracién, por el orden del método o por los errores debidos
a la precisién de la maquina y el gran niimero de operaciones a realizar.

Por esta razén, mucha gente se ha dedicado durante los ultimos afnos
al estudio de algoritmos numéricos més eficientes para estos nuevos tipos de
problemas. De ahi la aparicién de los llamados integradores simplécticos. Su
interés ha sido extraordinario, siendo un claro reflejo del mismo los cientos
de publicaciones sobre el tema aparecidos en los tltimos anos. Existen varios
reviews y libros muy interesantes en los que es posible encontrar una extensa
bibliografia [41, 93, 116, 119, 118, 124, 139]. En nuestro trabajo estudiaremos
con detalle sélamente los métodos explicitos.

Como hemos visto, la especial forma de las ecuaciones obtenidas de los sis-
temas hamiltonianos hace que la transformacién, M, que gobierna la evoluciéon
del sistema (¢(0),p(0)) — (¢(t),p(t)) sea una TS. Debido a esta propiedad, cier-
tas magnitudes permanecen constantes a lo largo de la evolucién del sistema,
como son los invariantes de Poincaré, la energia en sistemas auténomos, etc.
que caracterizan al sistema. Los métodos tradicionales de integraciéon anterior-
mente citados no respetan esta importante propiedad. Para estos métodos, tras
un paso de integracién se tiene que la matriz jacobiana de la transformacién
no es una matriz simpléctica (en muchos casos es inmediato detectarlo puesto
que el determinante suele ser distinto de 1). Esto hace que el sistema se vea
artificialmente excitado o amortiguado, con lo que las trayectorias tenderan a
diverger o a converger a un punto a tiempos suficientemente grandes.

Cuando estudiamos, por ejemplo, la estabilidad o la caoticidad de un
sistema, en general debemos integrar las ecuaciones a tiempos muy grandes.
Asi pues, si no se utilizan unos métodos de integracién apropiados puede que
los resultados que se obtengan, tanto cualitativos como cuantitativos, no de-
scriban el comportamiento real del sistema, y por tanto nos lleven a conclu-
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siones erréneas. Con la finalidad de solucionar este problema, aparecieron los
integradores simplécticos. Estos métodos consisten, basicamente, en aproxia-
mar la solucion exacta para un paso de integrcién, M(h), por una composicién
de TS que se saben calcular de forma exacta y que reproduzca la solucién hasta
un cierto orden h*.

Uno de los primeros en abordar el problema de obtener integradores
simplécticos a un orden superior al bien conocido salto de rana (también cono-
cido como método de Stérmer o de Verlet) de segundo orden, fue Ruth [112].
Obtuvo un método a tercer orden para el hamiltoniano separable? H = T'(p) +
V(g) (si T = 1p? da un método més simple con la utilizacién de un potencial
modificado). Utiliza funciones generatrices, evaluando (q,p) en puntos inter-
medios, al estilo de los métodos Runge-Kutta. Estas funciones generatrices
dependen de unos coeficientes que son solucién de un sistema de ecuaciones
polinémicas. El problema de conseguir érdenes elevados procediendo de esta
forma estriba en la dificultad tanto de la obtencién de las ecuaciones polinémicas
como de su resolucién. No obstante, posteriormente se han obtenido érdenes
superiores siguiendo esta técnica [47, 22] y se han generalizado los resultados a
hamiltonianos no separables [41, 29] dando lugar a métodos implicitos. Unos
anos después del trabajo de Ruth se comprobé que los resultados obtenidos
utilizando funciones generatrices para hamiltonianos separables podian ser de-
ducidos, de forma mucho mas sencilla, utilizando grupos y transformaciones de
Lie [98, 47]. Es més, en un trabajo muy elegante Yoshida [138] da una forma
muy sencilla de obtener un integrador simpléctico a cualquier orden utilizando
transformaciones de Lie. El principal problema radicara, pues, en obtener el
método mas eficiente a cada orden.

Independientemente, otros grupos han estado estudiando las condiciones
que deben satisfacer los coeficientes de los métodos Runge-Kutta para que éstos
sean simplécticos. En general, los resultados obtenidos dan lugar a métodos
implicitos. En el caso particular de hamiltonianos separables en dos partes
exactamente resolubles, es posible consturir métodos explicitos y, como veremos,
éstos son equivalentes a los obtenidos utilizando grupos de Lie.

2Diremos que un hamiltoniano es separable si puede ser escrito como suma de (en general
dos) partes exactamente solubles. Aunque la terminologia puede inducir a ello no hay que
confundir esta idea de separabilidad con la tradicional, aplicada a la ecuacién de Hamilton-
Jacobi.



Chapter 3

Integradores Simplécticos

En nuestro estudio sobre integradores simplécticos nos centraremos basicamente
en los métodos explicitos para hamiltonianos separables, utilizando técnicas
algebraicas. En este capitulo plantearemos el problema a estudiar y veremos
explicitamente cémo obtener algunos integradores simplécticos a érdenes bajos.
Comprobaremos que el uso de las técnicas de Lie no sélo simplifica el problema
sino que permite generalizar los resultados, de forma natural, a cualquier grupo
de Lie. Por tanto, los resultados podréan ser utilizados en problemas totalmente
distintos como puede ser en el estudio de la evolucion de sistemas en el &mbito
de la Mecanica Cuantica, etc. Una vez definamos una forma de medir la eficien-
cia de un método a un determinado orden, expondremos las lineas seguidas en
la busqueda de los métodos mas eficientes a cada orden, asi como un resumen
de los resultados existentes. Analizaremos también el por qué de su buen fun-
cionamiento tanto en la conservacién de las constantes del movimiento como
en el crecimiento lineal del error de las coordenadas. Terminaremos el capitulo
con un breve estudio sobre el paso de integracién variable.

3.1 Integradores Simplécticos a Primer Orden
Supongamos que nuestro hamiltoniano auténomo es separable en dos partes,
H=H,+ Hp, (3.1)

donde tanto H4 como Hp son exactamente solubles, o sea, sabemos evaluar las
TS, M4, Mp, a que dan lugar. Es muy frecuente que los hamiltonianos sean
separables en su parte cinética y potencial. Cuando ello courra tomaremos por
convencion Hy =T(p) y Hp =V (q).

Debemos tener presente que, a menos que fijemos las formas de Hq y Hp
los resultados que obtengamos seran generalizables a cualquier hamiltoniano
separable y cualquier grupo de Lie. El caso particular en que tengamos un po-
tencial dependiente del tiempo lo estudiaremos en el préximo capitulo. A pesar

29
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de ello, anticipamos aqui que para este caso, y puesto que nos encontramos en
el ambito de la Mecanica Clasica, podremos hacer una extensién del espacio
fasico y considerar el tiempo como una coordenada. Con esto, podremos uti-
lizar los métodos que vamos a estudiar para hamiltonianos auténomos, pero
no podremos generalizar los resultados a otros grupos de Lie donde el tiempo
no pueda ser considerado como una coordenada (por ejemplo, en Mecanica
Cuéntica).

Cuando nos planteamos estudiar la evolucién de un sistema auténomo
vemos que debemos resolver el sistema de ecuaciones

7 = —LHZ, (32)
cuya solucion formal viene dada por
z(t) = e~ )by (¢) (3.3)

(de ahora en adelante tomaremos, sin pérdida de generalidad ¢ty = 0). Nor-
malmente no sabemos evaluar esta exponencial y, si nos quedamos sélo con
unos cuantos términos del desarrollo de Taylor, perdemos el deseado caracter
simpléctico de la transformaciéon. Por otra parte, tanto el término de H4 como
el de Hp son exactamente solubles, por lo que somos capaces de evaluar de
forma exacta la actuacién de e?a y e#Ee sobre las coordenadas (¢,p). En
particular, si éstos se corresponden con la energia cinética y potencial, se tiene

que
_ 4T
S 1 S G I V) B PR Y
q

El propdsito de los integradores simplécticos consistird, pues, en aproxi-
mar e~ *“H por un producto de exponenciales exactamente solubles y que repro-
duzcan la solucién exacta hasta un determinado orden. Como el producto de
TS es también una TS, vemos que estaremos dando un método a un determi-
nado orden y que al mismo tiempo preserva el cardcter simpléctico. El primer
paso consistird en dividir el intervalo [0, ¢] en N subintervalos y donde h = t/N
serd el valor del paso de integracién que se supondré siempre pequeno. Asi
pues, tendremos que e thu — (e_hLH )N y buscaremos cémo aproximar e~hln
por un producto de exponenciales del tipo e "4 y e "B que sea exacto hasta
un determinado orden en h, donde hemos considerado A = Ly, , B = Lp,.
Para tal fin serd de gran utilidad la férmula BCH donde

e hBe=hA — o=hH (3.5)
siendo b
H:A+B+§[A,B]+...ELH, (3.6)

donde no nos preocuparemos del problema de la convergencia, tomandola sim-
plemente como expresion formal (para mas detalles al respecto de la férmula
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BCH y sus propiedades ver los apéndices C y D). Vemos que H = Ly + O(h),
o también que
e M = e O(h?), (3.7)

con lo que reproducimos la solucién exacta hasta primer orden en h, o sea,
estamos dando un método a primer orden que preserva el cardcter simpléctico
(o equivalentemente un integrador simpléctico a primer orden). Algunas de
las principales cualidades de los integradores simplécticos son que el error en
energias se mantiene en promedio constante (pues estamos resolviendo de forma
exacta el hamiltoniano aproximado H) y el error en las coordenadas crece sélo
de forma lineal. Estos aspectos serdan analizados con mas detalle al final del
capitulo.

En cambio, cuando consideramos los métodos tradicionales de integracion,
como el de Euler a primer orden, se tiene que el error en la energia crece de
forma lineal (al igual que la mayoria de las constantes del movimiento) y el error
en las posiciones y momentos lo hace de forma cuadrética. Este un denominador
comun de los métodos de integracién no simplécticos.

Con la finalidad de entender mejor estos problemas vamos a estudiar un
ejemplo muy sencillo, pero que al mismo tiempo pone claramente de manifiesto
las propiedades de los integradores simplécticos. Este serd el comtinmente uti-

1
lizado oscilador arménico, H = 5(102 + qz). Sabemos que la solucién exacta,

tras un paso de integracién, viene dada por

(s 5

Si aplicamos el método de Euler (Taylor a primer orden) tendremos

{g}:<jhlf>{ﬁ}’ (3.9)

donde se observa que el determinante de la transformacién vale (1 + h?) que
es mayor que la unidad y por tanto al sistema le estaremos aplicando una ex-
citacién artificial que lo hard diverger. Otra forma de verlo consiste en observar

que
L o ol o o
S(0"+ @) = A+ 1) 50"+ ),
con lo que el valor de la energia va creciendo tras cada paso de integracion,
y por tanto la trayectoria va situdndose en drbitas crecientes. En cambio, si

aplicamos el integrador simpléctico (3.5) tendremos que

@\ _ ~hiy,-hir) @ | _ 1—h? h q
e P G D P T

donde vemos que el determinante del jacobiano de la transformacién vale 1 (que
es la condicién de simplecticidad para matrices 2 x 2) y por tano, el volumen
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del espaico fasico permanecera constante, como le ocurre a la solucién real.
Ademas podemos comprobar que

1 5 o h1 h
5(1)2 +q) + 5Pl = 5(1)2 + %) + 5Pa = cte, (3.11)

que se corresponde con una trayectoria eliptica y cuya diferencia con la solucion
circular exacta es del orden de magnitud de h. Esto es debido a que en (3.6) se
tiene que

H = f(h) (;@2 +3)+ Zﬁq) con  f(h) =1+ O(h?),

que se trata del hamiltoniano que realmente estamos resolviendo y por tanto
ésta sera la constante de integracion de nuestra solucién aproximada.

En la Figura 3.1 representamos la trayectoria seguida por la solucién
exacta para las condiciones iniciales pg = 1, go = 0 (linea continua), junto
a las trayectorias obtenidas utilizando el método de Euler (tridngulos) y el

m
—, y en el que

integrador simpléctico a primer orden (cuadrados), para h = 50

también hemos representado la elipse (3.11).

2\\\\\\\\\\\\\T\\\\\\\\\\T\\\\\\\\

A

P
o
T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T

ol Lo b b b b b by
-2 -15 -1 -5 0 5 1 1.5 2
a

Figura 3.1: Trayectoria exacta (linea continua), obtenida con el método de
Euler (tridngulos) y con el integrador simpléctico a primer orden (cuadrados) junto a
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la trayectoria eliptica (3.11) (linea discontinua) .

2\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

_2 o e b b b b b g
-2 -15 -1 -5 0 5 1 1.5 2

Figura 3.2: Trayectoria exacta y la obtenida utilizando el método de Runge-

Kutta a orden 4 y h = %r al cabo de 100 periodos (pentdgonos). Representamos

también la trayectoria eliptica del integrador simpléctico a primer orden.

3.2 Ordenes Superiores

Este tipo de problemas que aparecen al utilizar el método de Euler siguen apare-
ciendo cuando se consideran métodos de integraciéon no simplécticos, aunque
tomemos valores de h mucho mas pequenos o se consideren métodos a érdenes
superiores. La tunica diferencia estard en que estos fenémenos se pondrdan de
manifiesto a tiempos mucho mayores. En la Figura 3.2 representamos la solucién

circular exacta junto con la obtenida con el método Runge-Kutta a orden 4
2

con las mismas condiciones iniciales y paso de integraciéon h = ) (aunque el

paso de integracién es mayor, debemos recordar que el método requiere cuatro
evaluaciones por paso, por lo que en realidad hemos duplicado el ntimero de
evaluaciones por periodo). Hemos representado la solucién obtenida después de
haber integrado para 100 periodos (pentdgonos). Ahora, en cambio, tras cada
paso de integacion se va perdiendo energia y los efectos se hacen patentes a
tiempos mayores.

El integrador simpléctico a primer orden presenta un gran integrés tedrico
por su simplicidad, pero muy poco valor practico por su poca precisién. Asi
pues, se han desarrollado integradores simplécticos a 6rdenes superiores y con
eficiencias cada vez mayores.

El método posiblemente més conocido y utilizado a lo largo de muchos
anos es el método a segundo orden llamado salto de rana (también conocido
como de Stormer o de Verlet). Cada paso de integracion viene dado por
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h h
e M2 = g= 34 hBe=54, (3.12)

Utilizando la férmula BCH se observa que

H :A+B+Z{2[B,B,A] —[A, A, B]} + O(h?), (3.13)

trantandose, por tanto, de un método a segundo orden ya que
e hlu — ¢=hH2 L O(p3). (3.14)

En cada paso de integracién, por ser el método simétrico, se tiene que la
primera y tltima exponencial coinciden. Cuando el primer y tltimo término son
del mismo tipo se dice que el método tiene la propiedad FSAL (First Same As
Last) y por tanto pueden aprovecharse resultados de un paso de integracién para
el siguiente, ahorrando tiempo de calculo. Esta propiedad queda claramente de
manifiesto cuando encadenamos los N pasos que queremos evaluar en la forma

e_tH2 — (e—th)N — e—%A(e—hBe—hA)Ne%A (315)

y en los puntos donde queremos sacar resultados intermedios se considera que

las dos tltimas exponenciales de (3.15) son del mismo tipo y pueden combinarse
e_hAe%A = 67%‘4.

De (3.12) se ve que para un paso de integracién hace falta evaluar una

vez e "B y dos ¢34 Asi pues, en principio, para un determinado problema,
se deberia de identificar por B el operador més costoso de evaluar y por A
el menos. Pero analizando (3.15) vemos que para N pasos de integracién, el
nimero de evaluaciones de e? es N mientras que el de e es N + 1, por lo que
éste no tiene por qué ser un criterio para identificar a B con el operador de Lie
de una u otra parte del hamiltoniano. Un criterio més logico seria analizar el
término O(h?) de (3.13) y ver si hay mucha diferencia entre identificar B con
una parte del hamiltoniano u otra (si, utilizando algin criterio de comparacién
se tiene que Hy < Hp el error del método se reduciria a la mitad tomando
B=Ly,yA=Lpyy,).

Para seguir adelante con nuestro estudio creemos interesante introducir
en este punto la siguiente notacién: sea L(A, B) el dlgebra de Lie libre generada
por A y B, que puede ser vista como el espacio vectorial formado por A, By
todos sus conmutadores anidados independientes. Denotaremos por L™ (A, B)
el subespacio de L(A, B) generado por los conmutadores anidados de orden m
independientes (L™ (tA,tB) = t"L™(A, B)). Llamaremos ¢(m) la dimensién de
la subagebra libre, cuyos 8 primeros valores son 2, 1, 2, 3, 6, 9, 18, 30 (ver [91]) y
denotamos por {Emz}zc(:nf) una base de L™ (A, B). Cuando fijemos la forma de A
y B ala dimensién actual de L™ (A, B) la denotaremos por d(m). Obviamente
d(m) < ¢(m). Nuestra eleccién explicita de la base, que adoptaremos a lo largo
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de toda esta primera parte, asi como la conexién con otras posibles elecciones
de bases se encuentra en el apéndice B.

Seguidamente nos planteamos el problema de obtener 6rdenes superiores.
La forma de proceder consistird en tomar

—hH(™) — — _ —
e hH —e halAe hblB e hamAe hme’ (316)
donde utilizando la férmula BCH (aqui puede ser interesante el uso de progra-
mas algebraicos) se obtiene una expresién de la forma

=1

oo d(i)
j=1

siendo los g;; expresiones polinémicas de los coeficientes a;, b;. Para obtener
un método a orden £ > 1 se debe cumplir que g11 = g12 = 1, que es conocida
como la condicién de consistencia. De ahora en adelante simpre supondremos
que esta condicion se satisface. Con esto, las condiciones que debemos imponer
a los coeficientes para obtener un método a orden k es que

gii=g012 = 1 (3.18)
9i; = 0 Jg=1,...,d();i=2,... k.

Ruth [112] considera m = 3 en (3.16) (6 exponenciales) para resolver las
5 ecuaciones que se obtienen de (3.18) con k = 3, teniendo un pardmetro libre.
Una solucion que propone es
r. _ 3 _ 1 blzg; bgz—g; by = 1. (3.19)

En realidad, Ruth obtiene este resultado utilizando funciones generatri-
ces, siendo Neri [98] el primero en reescribir el método como composicién de
transformaciones de Lie. Koseleff [79] demuestra que utilizando sélo 5 expo-
nenciales en (3.16) no es posible obtener una solucién real.

Si se pretende seguir este procedimiento para obtener un método a orden
4, habré que resolver un sistema de 8 ecuaciones. Ruth [47], obtiene el sistema
de ecuaciones, el cual presenta un aspecto monstruoso. Primero lo resuelve
de forma numérica y finalmente consigue una expresién analitica. Independi-
entemente, Neri [98] obtiene un sistema considerablemente simplificado pero
no da ninguan solucién, mientras que Candy y Rozmus [27] si que consiguen
resolver un sistema parecido al que presenta Neri. Con todo esto es facil enten-
der que intentar conseguir érdenes superiores siguiendo estos procedimientos
puede ser extremadamente complicado. Asi pues, se han buscando ordena-
ciones especiales de las exponenciales en (3.16) que simplifiquen el problema de
la resolucién del sistema de ecuaciones. El més popular ha sido la utilizacién
de ordenaciones simétricas, también llamadas formas polindrémicas, lo cual
conlleva una reduccién notable de las ecuaciones a resolver.
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Sean A;(t), i = 1,...,N un conjunto de operadores de Lie que sean
funciones pares del pardmetro ¢, esto es A;(—t) = A4;(t). Entonces se tendra el
siguiente

Teorema 3.2.1 FEl producto simétrico, escrito en la forma
N 1
C) — H etAi(t) H etAi() (3.20)
i=1 i=N

no contiene potencias pares de t en C(t).

DEMOSTRACION Tomemos la inversa de (3.20)

~tAi(t) _ C(-1)

N N
e—C(t) _ {H etAi(t)}—l{H etA%-(t)}—l _ H e—tAi(t)
i=1 =1

=

e
i=N i

(3.21)

donde en el ultimo paso se ha considerado que A;(—t) = A;(t). Entonces
C(—t)=-C(t) (3.22)

y por tanto no contiene potencias pares de t. O
Corolario 3.1 El producto simétrico

e—C’(h) — e—hamAe—hme o e—halAe—hblBe—halA o €_hb7”B€_hamA(.3.23)

no contienen potencias pares de h en C(h).
Vemos que el método salto de rana (3.12) es simétrico y por tanto no
contendrd potencias pares de h. Denotémoslo de la siguiente forma

Sa(h) = e haAe=hBe—hyA _ exp(—hay — haz — hPas +...), (3.24)

donde oy = A+ B, a3 = 5;{2[BBA]—[AAB]}, ... Debido a esta propiedad
vemos que con solo 3 exponenciales hemos sido capaces de cancelar todas las po-
tencias pares. Esta propiedad es el punto clave del elegante trabajo de Yoshida
[138] para obtener integradores simplécticos a ordenes pares. Se da cuenta que
el método a orden 4, tan costosamente obtenido por Ruth (aunque simplificado
por Forest), puede obtenerse de forma trivial tomando el siguiente producto
simétrico.

S4(h) = Sg(l‘lh)SQ(woh)Sg(xlh)
= exp(—h(zo + 2z1)ar — b3z + 223)az — hPés +...).

Sizg+2r1 =1y z}+ 22} =0 tendremos un método a orden 4. El sistema
tiene dos soluciones complejas y una real dada por

1
—23 1
o= —"T1; r]=—"1- (3.25)
2—23 2 93
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Con todo esto, el método a orden 4 vendra dado por

o—hHs _ o~hzo1A,—ha1B ,~hg(zo+21)A,~hwoB ,~hj(vo+a1)A,~hz1B ,~hgz1A

(3.26)
Se trata de un método a orden 4 con 7 exponenciales, coincidiendo con el
obtenido por Forest y Ruth [47] y por Candy y Rozmus [27]. Por la propiedad
FSAL, sélo necesita 3 evaluaciones de cada transformacién de Lie por paso de
integracion. Cuando lo comparamos con el tradicional método Runge-Kutta
a orden 4 vemos que éste necesita 4 evaluaciones por paso, con lo que no sélo
tenemos un integrador simpléctico sino que ademas requiere menos evaluaciones
por paso.
Siguiendo el trabajo de Yoshida, supongamos que se tiene un integrador
simpléctico a orden 2n, S2,, que es ademads simétrico, entonces es inmediato
construir

Sgn+2(h) = SQn(Zlh)Sgn(Zoh)SQn(Zlh) (327)

y Sop+2 serd un integrador simpléctico y simétrico a orden 2n+2 si 29 +2z1 = 1
an+1 4 o, 2n+1

Y 2 1 = 0. Este sistema tiene 2n soluciones complejas y una real,
dada por
9w 1
H=—"F"; 2] = ————5— (3.28)
9 — 97ar1 9 — 9%ar1

Aqui es donde vemos que el nimero de exponenciales de ambos tipos, en
cada paso de integracion siguiendo este proceso, necesarias para obtener un in-
tegrador simpléctico a orden 2n, es de 3"~ ! . Estos resultados fueron obtenidos
de forma independiente, e incluso con anterioridad, por Suzuki [126, 127],
aunque en un contexto totalmente distinto (dentro del &mbito de la Mecanica
Cuéntica). Posteriormente, Forest et al. [46] demuestran que los resultados de
Yoshida siguen siendo validos si en vez del método salto de rana utilizado se
considera cualquier método simétrico (aunque el hamiltoniano sea separable en
mas de dos partes exactamente solubles), puediéndose utilizar incluso métodos
implicitos.

Con el propédsito de disminuir el nimero de exponenciales en cada paso,
pero aprovechando el hecho que en S; se cancelan todas las potencias pares
en h, lo que hace Yoshida es considerar integradores simétricos de la forma

S™ = Sy(wmh) . .. So(wih)Sa(woh)Sa(wih) . . . Sa(wmh) (3.29)

y busca el valor minimo de m que nos da un integrador a orden 2k . Asi pues, a
orden 6 obtiene para m = 3 tres conjuntos de valores. Koseleff [79] demuestra
que son las unicas soluciones reales, siendo todas las demas complejas. Koseleff
presenta wj , we , wy como funciéon de wqy y éste se obtiene resolviendo una
ecuacién del tipo f(wg) =0 donde f es un polinomio de grado 39. Yoshida
obtiene también, para m = 7 , integradores a orden 8, dando 5 conjuntos de
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valores de los pardmetros w;. McLachlan [91] comprueba la existencia de 100
conjuntos de soluciones, dando aquel que presenta mejor eficiencia en razén de
unos criterios que analizaremos en la siguiente seccién.

3.3 Eficiencia de los Diferentes Métodos

En un principio se intentaba conseguir aquel método que, para un determinado
orden, necesitase el menor nimero de evaluaciones por paso. Pero, no neces-
riamente aquel método con menor coste por paso es el mas eficiente, ya que
los coeficientes que dominan el error pueden tomar valores relativamente eleva-
dos. Asi pues, parece logico establecer unos criterios, suficientemente objetivos,
que nos permitan calcular la eficiencia de un método, o al menos comparar
su eficiencia con la de otros métodos del mismo orden. Naturalmente, no es
posible establecer un criterio que nos diga cudl es el método mas eficiente para
todos los problemas. Esto es asi ya que la eficiencia de un método dependerd
también del problema sobre el que se aplique (y por tanto del hamiltoniano).
Aqui seguiremos el criterio habitualmente utilizado en la literatura [13, 84, 91]
y que parece el mas légico dentro del contexto en que nos movemos. Cuando se
utiliza un integrador simpléctico a orden k se esta resolviendo, de forma exacta,
la evolucién segiin un hamiltoniano que difiere del exacto en términos de orden

O(h*), esto es

c(k+1)
H,.=A+B+ h* Z gk+17iEk+17i + O(hk+1). (330)
i=1
Como queremos dar un criterio que sea independiente del hamiltoniano,
lo que se hace es dar el mismo peso a todos los elementos de la base Ej 1, y
se define el error como

(3.31)

Vemos que la diferencia con la solucién exacta es proporcional a hFE =
(h& 1/ k)k, entoces, dado un valor de £, para conseguir una determinada pre-
cisién en un intervalo unidad, el niimero de pasos h~! es proporcional a EV/* y
el trabajo requerido es proporciona a mé& 1/k donde m es el coste por paso y que
en nuestro caso podemos tomar como el nimero de evaluaciones de las trans-
formaciones de Lie de uno de los dos tipos. Entonces, definiremos la eficiencia

de un método a orden k por
Ef = m&YF. (3.32)

Obsérvese que un método serd, en principio, mejor cuanto menor sea su
eficiencia. McLachlan [91] no utiliza la definicién (3.32) sino una equivalente.
Por otro lado, debemos resaltar que el valor de £ dependerd de la base del
algebra de Lie utilizada pero, en general y salvo excepciones puntuales, cuando
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comparamos dos métodos los resultados son, basicamente, independientementes
de la base escogida. En el Apéndice B presentamos la relacién entre las compo-
nentes de los elementos del dlgebra escritos en tres de las bases mas utilizadas.
La relacion entre los coeficientes es lineal y, al menos para los 6rdenes bajos,
suele ser bastante sencilla.

En vista de la definicién (3.32) vemos que, si para un orden dado, se
aumenta el nimero de exponenciales del método, y por tanto el valor de m, es
posible reducir el valor de £, pudiéndose obtener un método més eficiente. La
filosofia consiste en utilizar mas exponenciales de las necesarias en la bisqueda
de un método a un determinado orden, con lo que se tendrd un sistema con
mas variables que ecuaciones. Esto permite tener una libertad que puede ser
utilizada para minimizar el valor de £. Siguiendo esta técnica McLachlan y
Atela [88] dan métodos optimizados no simétricos a segundo y tercer orden y
McLachlan [91] lo extiende hasta orden 8 pero utilizando ya métodos simétricos.

3.4 Energia Cinética Cuadratica en Momentos

Analicemos con detalle el caso especial (pero al mismo tiempo altamente fre-
cuente) en que el hamiltoniano sea separable en su parte cinética y potencial,
v en el que la energia cinética sea cuadratica en momentos, esto es

H =T(p) +V(g) = 3p"M'p+ V() (333)

Esta claro que {T',V'} es un polinomio de grado 1 en p, y que {V,T,V}

depende sélo de q. Entonces {V,V,V,T} = 0 y por tanto el dlgebra de los

operadores de Lie asociados se verd simplificada ya que habra nuevas relaciones

y/o anulaciones de ellos. Es facil comprobar, en el caso unidimensional, que
para un elemento cualquiera, se cumple la siguiente relacién

C={., V,T}=p"T7"HG(q), (3.34)

para np —ny +1 > 0, siendo np, ny el nimero de T’s y Vs, respectivamente,
que contiene el corchete de Poisson, y G es una funcién que sélo depende de q.
Observamos que si C' es tal que np — ny + 1 = 0 entonces {V,C} = 0. Con
esto concluimos que si tenemos un corchete de Poisson anidado y empezamos
a contar el numero de 1T’s y de V'’s que contiene de derecha a izquierda, y en
algin momento se tiene ny = ny + 2 entonces el corchete total serd nulo. Este
resultado es generalizable a mas dimensiones. Con ésto se tiene que d(n) < ¢(n)
para n > 3, més en concreto los valores de d(n) son 2,1,2,2,4,5,10,15 para
n=1,...,8.

Asi pues, se han desarrollado métodos especiales para este tipo de hamil-
tonianos que mejoran considerablemente la eficiencia de los existentes. Estos
suelen recibir el nombre de métodos Runge-Kutta-Nistrom (RKN) simplécticos
por la estrecha relacién con este tipo de métodos, seglin veremos en el siguiente
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capitulo. Teniendo esto en cuenta, McLachlan y Atela [88] obtienen un método
a orden 4 con 4 evaluaciones del operador fuerza por paso (mucho mas eficiente
que el de Ruth a orden 4) y otro a orden 5 que necesita 6 evaluaicones por
paso. Recordamos que para obtener la eficiencia de estos métodos no hay que
considerar los coeficientes de los conmutadores que se anulan.
Por otro lado, como {V, T, V} es una funcién de q podemos considerar el
operador de Lie
Cup = aB + h*b[B, A, B], (3.35)

cuya transformacién de Lie asociada sabemos evaluar de forma exacta. La
actuacion sobre las variables del espacio fasico viene dada por

—hC,
e TP qoi = qoi (3.36)

oV &V
Y 8q; 0qi0q; —

qfi

e—hCap

ov
Poi = poi — ha

pri =
! 94i lg=qo

+0h*> 2(MY)
J

q0

Vemos que aqui hace falta evaluar las derivadas segundas del potencial.
A pesar de ello, el tiempo de calculo no suele incrementarse de forma excesiva
debido a que , en muchos casos, parte de los resultados obtenidos en el célculo
de la derivada del potencial puede ser reutilizado para calcular el Hessiano. Asi
pues, en (3.16) podemos sustituir las exponenciales del tipo e "B por las més
generales e "Cbici que contienen como caso particular a las anteriores y ademés
nos permiten introducir dos pardmetros con una sola exponencial. La forma en
que aparecen los nuevos parametros contribuird a la obtencién de ecuaciones
més sencillas. El propio Ruth [112] ya propuso el siguiente método a orden 3

6_hH3 — e—hC’b,ce—haAe—h(l—b)Be—h(l—a)A’ (337)
1 1 2 . .
donde a = 1 b= TR c= 3" Koseleff [79, 80] propone el siguiente método
simétrico a orden 4
e = g=hCuy by =5 A hCl-201)0 =5 Ae~hCay b | (3.38)

Considerando que C,, g(—h) = C, g(h) serd aplicable el Teorema 3.2.1 y
por tanto Hy no contendra potencias impares en h (obsérvese el factor h que
multiplica a Hy). Asi pues, es facil comprobar que

2
Hy = A—I—B+%{(6a—1)[A, A, B]4(12a%—12a+2+424(b2+2b1))[B, B, A]}+O(h%),
(3.39)
. 1 .
ysia= 6 se obtiene
h

Hi=A+B+ ﬂ(% +24(by + 201))[B, B, A]} + O(hY), (3.40)
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luego, para obtener un método a orden 4 se debe cumplir que bs + 2b1 = —%2.
Koseleff propone la solucién con by = 0 por lo que el valor correcto para el
otro coeficiente serd by = —7%. Teniendo en cuenta la propiedad FSAL el
método necesitard dos evaluaciones del operador fuerza (una de ellas con el
potencial modificado). Con estos coeficientes, el error del método viene dado
por E/% = 0.1635 siendo su eficiencia, sorprendentemente, mejor que la de
McLachlan citada anteriormente. Koseleff presenta el método para un valor
particular de b; y sin analizar la eficiencia. Hemos estudiado el valor de £ en
funcién de b; bajo la restriccién by + 2b; = —% vy hemos encontrado el minimo
para by = ﬁ y EY/* = 0.1562. Se mejora sensiblemente el valor del error
a cambio de tener que considerar dos potenciales modificados, por lo que, en
general, no mejorara la eficiencia.

A la vista de los buenos resultados que presenta el método (3.38) nos
hemos planteado también el siguiente método simétrico

eihHéll — e*haAefhcl/zbe*h(172a)Aefhcl/27be*haA, (3.41)
donde

Hy=A+B+ %{(m2 —12a+2)[A, A, B] 4 (6a — 1 +48b)[B, B, A]} + O(h%),
(3.42)

1
luego, sia = = yb= %(% —a) obtenemos un método a orden 4. Ademés

:l: -
2723
de no tener el grado de libertad que teniamos anteriormente, comprobamos que

su eficiencia es también algo peor.

3.5 Conservacion de las Constantes del Movimiento

Segin hemos visto, cuando se utiliza un integrador simpléctico a orden n lo que
se hace es resolver de forma exacta la evolucion del sistema, pero no a través
del hamiltoniano H sino de uno ligeramente perturbado ‘H = H + ¢H;, donde
e=h"y Hy = H} + hH] + h?H? + ... Si lo que realmente se quiere es obtener
una informacién cualitativa del comportamiento del sistema, es de esperar que,
si eH; es suficientemente pequeno, el sistema evolucionara de forma muy similar
tanto para H como para H.

Consideremos ahora que el sistema tiene m constantes del movimiento
independientes, J; , i = 1,...,m, por lo que estas J; tendréan corchete de Pois-
son nulo con el hamiltoniano, {H, J;} = 0. Como se estd resolviendo de forma
exacta la evolucion segin el hamiltoniano H, tendremos que las constantes del
movimiento, en general, dejardan de serlo pues no tendran corchete nulo, en
principio, con el nuevo hamiltoniano. No obstante, se tiene que

{H,Ji} = {H + O(h™), J;} = O(h™). (3.43)

Vemos pues que las J;, salvo excepciones, no seran constantes del movimiento
pero discreparan de ser tales en el mismo orden en que lo hace la energia.
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3.6 Crecimiento Lineal del Error en Posiciones

Es muy frecuente decir que el error de las coordenadas crece de forma lineal
cuando se utiliza un integrador simpléctico ya que el error promedio en energias
permanece constante. No obstante, todos los errores tienen una primera fase de
crecimiento lineal con el tiempo previo a un crecimiento cuadratico o superior.
A pesar de ello, en todos los ejemplos que aparecen en la literatura [55, 70, 119]
se aprecia un crecimiento perfectamente lineal en todos los rangos de tiempos
estudiados, lo cual no deja de ser un poco sorprendente. En esta secciéon re-
alizaremos un estudio del error que nos permita ver dénde se encuentra este
crecimiento cuadratico y por qué no se observa en los ejemplos estudiados. Asi
pues, denotamos por zy la solucién exacta del sistema al cabo de un cierto
tiempo ¢, y por Z; la solucién aproximada obtenida utilizando un integrador
simpléctico, esto es

Zf = et bmtelm) 5 (3.44)

Para poder comparar con la solucién exacta parece logico tomar la fac-
torizacion
e tlutelny) — Arethn (3.45)

y analizar cuanto vale Mj. Pero, segiin veremos en el primer capitulo de la
segunda parte, el desarrollo de Kumar aplicado al hamiltoniano H = H + eH;

nos dice que
27 _ _
e tmtelmy) — | oLty oLy omthn (3.46)

con
- t
i, = — / e~TLH Hydr (3.47)
0
1t h L L
, = 5/0 dtl/o dto{e 200 Hy, et EH Y

Si H da lugar a un movimiento regular acotado es de esperar que e~ 7“4 H;
permanezca en promedio constante. Luego H; tendra un crecimiento lineal con
el tiempo y Hy crecerd de forma cuadrética, esto es, Hi(t) = tH, y Hs(t) =
t2H,.

Por otro lado, considerando que la actuacion de las transformaciones
simplécticas es de izquierda a derechas tendremos que

Zy = e b el et 5y = e7thH 5 (1), (3.48)

0 sea, es como si resolviésemos el sistema de forma exacta pero con unas
condiciones iniciales ligeramente distintas, obtenidas por una transformacién
simpléctica dependiente del tiempo. Si ahora hacemos un desarrollo de Taylor
en términos de potencias de € vemos que

Zp =25 + (teLg, + 2@ Ly + O()) 24, (3.49)
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con Hj distinta de H, ya que contiene més términos. Aqui es donde apreciamos
claramente el crecimiento cuadratico en el tiempo y el por qué no se aprecia
este comportamiento en la practica. El término cuadratico tendra importancia
frente al lineal cuando t?€? ~ te, esto es, te ~ 1, situacién en la cual el error en
las coordenadas es del orden de magnitud de las propias coordenadas, cosa que
no interesa cuando se pretende obtener resultados cuantitativos.

En cambio, cuando se utiliza un integrador no simpléctico se tiene que la
solucién aproximada presenta el desarrollo formal

Zp = zp +teGy + t2eGa + . . . (3.50)

(recordando que para un método a orden n se tiene ¢ = h'). Con esto ob-
servamos que a tiempos muy grandes un integrador simpléctico a orden n se
comportard como uno no simpléctico a orden 2n — 1, y de ahi su buen fun-
cionamiento.

3.7 Paso de Integracion Variable

Los integradores simplécticos estudiados hasta el momento han sido desarrol-
lados para ser aplicados con paso de integracién constante. A pesar del ele-
vado numero de evaluaciones que suelen necesitar por paso de integracién, han
demostrado ser altamente eficientes cuando son comparados con métodos no
simplécticos que utilicen también paso de integracion constante. En cambio,
muchos métodos no simplécticos suelen venir implementados con paso de in-
tegracién variable. Este hecho suele mejorar la efectividad de los métodos e
incluso los hace preferibles, en muchos casos, a los integradores simplécticos
para tiempos relativamente elevados.

Se han realizado diferentes trabajos analizando el comportamiento de los
integradores simplécticos cuando son implementados con un paso de integracién
variable [19, 55, 123, 139]. En estos trabajos se concluye que los integradores
simplécticos mejoran la efectividad a tiempos cortos, pero pierden sus buenas
cualidades a tiempos largos. Esto es, el error en la energia aumenta de forma
lineal, en las posiciones lo hace de forma cuadratica, etc., en el mismo modo
que los integradores no simplécticos.

La explicacion de esta pérdida de las propiedades es ficil de entender.
Cuando aplicamos un integrador simpléctico (IS) a orden k para un paso de
integracion hi, estamos resolviendo de forma exacta el hamiltoniano

H = H + hiHy oy + O(RF, (3.51)

donde por Hy indicamos una combinacién lineal de corchetes de Poisson de
orden k + 1. Si en el siguiente paso de integraciéon cambiamos hy por he = ahy
estaremos resolviendo la evolucién de forma exacta para el nuevo hamiltoniano

H = H + h¥ (" Hy) + O(hF ). (3.52)
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Esto seria equivalente a aproximar el hamiltoniano auténomo H por un
hamiltoniano dependiente del tiempo H = H + H;(t), y cuya dependencia tem-
poral serfa una funcién escalén. Como los sistemas no-auténomos no conservan
la energia, ésta seria la razoén por la cual el error en la energia crece de forma
lineal, a pesar de que el método sea simpléctico.

Como H; tiene una dependencia temporal lo podremos escribir (toméandolo
en promedio) en la forma Hy = H) + tH{ +t?H? + ... y en el calculo del er-
ror en posiciones se tendra que el crecimiento cuadrético aparecera ya a orden
n+ 1. No obstante, recientemente han aparecido diferentes trabajos en los que
se analiza una forma especial de la variacién del paso de integracién. En ellos
se toma la transformacién del tiempo t = g(q,p)7 para diferentes formas de
la funcién g, y estudian cémo se ven modificadas las ecuaciones de evolucién.
Los resultados obtenidos son muy interesantes y ésta parece una buena linea a
seguir [21, 59, 64, 94].



Chapter 4

Conexion con los Métodos
Runge-Kutta

Posiblemente, los métodos numéricos de integracién mas conocidos y utilizados
a lo largo de la historia sean los métodos Runge-Kutta (RK) (en especial el
método a orden 4). Como se comenté en el capitulo anterior, estos populares
métodos no preservan, en general, el cardcter simpléctico cuando son aplicados
a sistemas hamiltonianos. Los métodos RK a un determinado orden vienen
caracterizados por unos tableros de coeficientes. Estos coeficientes son elegidos
de tal manera que el método coincida con el desarrollo de Taylor hasta el orden
deseado (se evita el cdlculo de derivadas de las funciones). En este punto es
donde se aprecia que los métodos RK no son simplécticos porque en el proceso
de célculo de los coeficientes no se ha tenido en cuenta esta propiedad. Asi
pues, de forma independiente y casi simultdnea Sanz-Serna [115], Lasagni [82]
y Suris [125] obtuvieron las condiciones que deben cumplir estos coeficientes
para que los métodos RK preserven el caracter simpléctico. A raiz de ello se
comprobd que la familia de métodos implicitos de Gauss-Legendre eran todos
simplécticos. A pesar que los métodos implicitos peresentan, en general, muy
buena estabilidad [130], de normal es mds interesante disponer de métodos
explicitos.

Cuando el hamiltoniano es separable, H = Hj + Hp, es posible utilizar
dos métodos simplécticos aplicados a cada una de los hamiltonianos. Debido a
las condiciones que deben cumplir los coeficientes de los métodos para preser-
var la simplecticidad, al menos uno de los métodos tiene que ser implicito,
pero combinados adecuadamente pueden dar lugar a un método simpléctico
y explicito. Este tipo de métodos reciben el nombre de Partitioned-Runge-
Kutta (PRK). Cuando la energia cinética es cuadrédtica en momentos, p.e.
H = %pTMflp + V(q,t), es posible utilizar unos métodos especiales y mas
eficientes en general. Se trata de métodos explicitos que reciben le nombre de
Runge-Kutta-Nistrom (RKN). En los tltimos afios ha habido un gran interés en
la biisqueda de nuevos y mas eficientes métodos PRK y RKN. Para tal finalidad

45
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se han utilizado técnicas muy distintas a las del capitulo anterior, con el objetivo
de obtener las condiciones que deben de satisfacer los coeficientes de los tableros
[119]. Estas técnicas suelen llevar a un nimero mayor de ecuaciones que las que
se deducen de forma directa utilizando grupos de Lie. Esto hace que sea nece-
sario buscar cuales de esas ecuaciones son redundantes. Recientemente se ha
probado que es posible obtener los mismos resultados que los conseguidos con
transformaciones de Lie, pero utilizando tableros de coeficientes y utilizando el
lenguaje de arboles [96].

En este capitulo haremos un pequeno repaso de los métodos RK, especial-
mente de los métodos explicitos y simplécticos PRK y RKN. Comprobaremos
que estos métodos son equivalentes a los obtenidos utilizando grupos de Lie, por
lo que podremos reescribirlos como productos de Transformaciones de Lie. Esto
nos permitird comparar, utilizando un tnico criterio, la eficiencia de los métodos
obtenidos de estas dos formas. Segidamente introduciremos los métodos adjun-
tos, veremos lo sencillo que es trabajar con ellos utilizando transformaciones de
Lie, asi como su utilidad en la obtencién de 6rdenes superiores.

Los métodos PRK y RKN vienen dados para hamiltonianos dependientes
del tiempo en la forma H = T'(p) + V(q,t). En este capitulo veremos también
céomo aplicar los resultados correspondientes a los grupos de Lie del capitulo
anterior a este tipo de hamiltonianos sin tener la necesidad de incrementar la
dimension del espacio fasico cada vez.

4.1 Métodos RK

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

y=F(y1), (4.1)

donde y € R? y F : R4 x R — R? y que pretendemos resolver de forma
numérica. Un método RK de s pasos viene determinado por el siguiente tablero
de coeficientes constantes reales

C1 all ... Qg
Cs as1 ... Qgs
by - bs
(4.2)
donde b; son los pesos, con » ;b =1y ¢ = 23'21 a;; , 1 = 1,...,5. Si

denotamos por 3" la aproximacién en el tiempo t, al valor exacto y(t,), el
algoritmo de cdlculo que nos da la solucién aproximada 3"t en t, + h se
obtiene calculando
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S
Yi=y"+hY_ a;F (Yt + cjh), (4.3)
j=1
parai=1,...,s, donde Y; son los llamados pasos internos, y de aqui
S
Yy =y" + b b F(Yi ty + cih). (4.4)
i=1

Observando la ec.(4.3) vemos que el método sera explicito si a;; = 0 para
© < j. Diremos que el método es diagonalmente implicito si a;; = 0 para i < j.

4.1.1 Método PRK

Supongamos que en (4.1) podemos escrivir y = (¢,p) donde ¢ € R¢ , p € R~
y se tenga que
¢ = g(p) (4.5)
p = [f(g1),

entonces se puede utilizar un método RK para resolver la ecuacién de ¢ y otro
distinto para la de p. Asi pues, haran falta dos tableros

Cl A11 Als a1 ... Qig
Cs Asl Ass as1 Gss
By B; b1 bs
(4.6)
siendo el algoritmo de calculo
P = p"+h) aijf(Qj,tn+ Cjh)
j=1
Qi = ¢"+h)_ Ajg(P;) (4.7)
j=1
parai=1,...,8y
p" = p"+hY_ bif(Qitn + Cih)
i=1
" = q¢"+h)_ Big(P). (4.8)
i=1

Podemos comprobar facilmente que si a;; = 0 para ¢ < j y A;; = 0 para
i < j se tiene que, a pesar de que el tablero para las A;; es diagonalmente
implicito, el método en su totalidad es realmente explicito.
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4.1.2 Método RKN

Este método es utilizado para resolver de forma numérica ecuaciones del tipo

q= f(a,1),
0 equivalentemente
g = p
) = f(Q7 t)'
El tablero de coeficientes toma una forma un poco especial
§a! a1 ... Qg
Vs Qs1 ... Qsg
61 : ﬂs
bl bs

v el esquema de resolucién viene dado por

Qi =q"+hvp" +1* > i f(Qj, tn + 5h)
=1

parai=1,...,8y

P = P D bif Qi + i)

i=1
S
o= "+ B Bif(Qitn + ih).
i=1
Observamos también que si a;; = 0 para ¢ < j se tiene

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

un método

explicito. En realidad, el método RKN no es mas que un caso especial de

los PRK, estando sus coeficientes relacionados por

S S S
Bi =Y _ Bjaij; vi= Y Aij g = A kg t,j=1,...,s,
j=1 j=1 k=1

(4.14)

coincidiendo en ambos el valor de los b;. El considerar por separado los métodos
RKN es debido a que, como la dependecia de ¢ con p es lineal se tendra que
el nimero de ecuaciones a resolver para obtener los coeficientes serd menor, de
igual forma a como ocurria en el capitulo anterior, donde {V,V,V,T} = 0 para
T= %pTM p. Asi pues, tendremos que los métodos RKN seran, en general, mas

eficientes que los PRK cuando los apliquemos a la ec. (4.9).
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4.2 Meétodos RK Simplécticos

Imponiendo la condicién de simplecticidad Sanz-Serna, Lasagni y Suris, de
forma independiente, obtuvieron que un método RK serd simpléctico si los
coeficientes cumplen la condicion

biai]’ erjaji *bibj =0 ,j=1,...,5. (4.15)

Ma3és en concreto, Lasagni prueba que esta condicién es esencialmente
necesaria (ver [119]). Vemos que (4.15) conlleva que el método tenga que ser
implicito. Por otro lado, ésta nos permite comprobar que los métodos de Gauss
(los tinicos que con sélo s pasos son de orden 2s) son simplécticos. Asi pues, a
orden 2 se tiene (s = 1)

| 1

D=

que es el método implicito del punto medio y a orden 4 (s = 2)

V3

1
4 6

PN

[N + [ =
oI
ol B I

4.2.1 Métodos PRK Simplécticos

Las condiciones que deben cumplir los coeificientes para que el método sea
simpléctico son

biAiijBjaji *biBj =0 1,j=1,...,s. (416)

Estas condiciones hacen que los tableros (4.6) tomen la forma

0 .. 0 B, 0 - 0
bl 0 Bl BQ 0

by ) .
: : . : : . 0
b1 b2 bs—1 0 By B Bs_1 B
bl bS Bl BS

(4.17)

Si aplicamos este método al hamiltoniano H = T'(p) + V(¢q) vemos que
en (4.5) se tiene que g = V,T y f = —V,V y el algoritmo (4.7) y (4.8) se
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puede escribir en la forma (donde V es el operador derivada respecto de la
componentes indicadas en el subindice)

Q = dq", Pp=p"
for i=1,...,s
Qi =Qi-1 + hB;g(P;) (4.18)
Py =P + hbif(Q;)
" = Q. Pt =Py

Una forma simplificada de representar los tableros (4.17) es
(b1,...,bs)[B1,-..,Bs]. (4.19)

Por otro lado, si nos fijamos en el algoritmo (4.18) vemos que es equiva-
lente a la siguiente composicion de transformaciones de Lie

ethlLTefhblLV .. ethsLTeihbsLV’ (420)

con lo que vemos que (4.19) y (4.20) son dos formas de representar el mismo inte-
grador simpléctico. Aqui queda claramente de manifiesto que los integradores
simplécticos pueden ser considerados como métodos RK. Resulta interesante
comprobar que el método a orden 4 obtenido por Ruth [112] y Candy-Rozmus
[22], y reescrito como composicién de transformaciones de Lie por Neri [98],
Forest [47] y Yoshida [138], fue deducido también, de forma independiente por
Okunbor y Skeel [99] utilizando tableros, dando

w wt+vrv wtrv w

(w,y,w,O)[E, 92 ) 92 72]7

(4.21)

91 91/3 1 9—1/2
donde w = + + , v=1-2w.

Por otro 1ad03, y como veremos mas adelante, el trabajar con los grupos
de Lie permite una manipulaciéon de los métodos y una generalizaciéon de los
resultados a otros tipos de problemas que no es nada trivial de realizar con el
uso de tableros.

4.2.2 Métodos RKN Simplécticos

Las condiciones que deben cumplir los coeficientes para que el método sea
simpléctico son

B = bi(l—) i=1,...,s (4.22)
bl(ﬂZ — O[Z'j) = bj (ﬂ, — Oéjz‘) i,j = 1, c.oey S, (4.23)

Teniendo en cuenta estas condiciones, el tablero (4.11) toma la siguiente
forma
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Y1 0 0 0
V2 bi(v2 — 1) 0
Vs bl('ys _’Yl) bS('Ys —’72) 0
bl(l—’yl) bs(l_’}/s)
by b,

que se trata de un método explicito. Como se ha comentado, el método RKN
es un caso particular del PRK, y por tanto puede ser expresado como éste en
la forma dada en (4.19) dando [119]

(01,505, 0)[y1 —70,72 =71+ 5 Vst — Vs)y (4.24)

donde 79 = 0, vs+1 = 1. Teniendo en cuenta la relacién entre (4.19) y (4.20)
vemos que el método RKN es equivalente a la composicién de transformaciones
de Lie

e~hn—0)Lr o=hbiLy o—h(v2=y1)Lr  —hbsLv ;—h(ys+1=7s)Lr (4.25)

No sélo hemos comprobado que los métodos PRK y RKN explicitos y
simplécticos son equivalentes a los obtenidos utilizando transformaciones de
Lie, sino que hemos visto cémo, de forma inmediata, podemos representar un
método de una u otra forma.

Utilizando la misma idea de McLachlan y Atela [88], que consiste en
utilizar més variables que ecuaciones, con la finalidad de poder minimizar los
coeficientes que dominan el error, Calvo y Sanz-Serna [19, 119] obtienen un
método RKN a orden 4 optimizado. Consideran dos pardmetros mas de los
necesarios y el criterio para minimizar es también distinto del considerado en
el capitulo anterior, ya que no utilizan grupos de Lie. El método que dan, para
un paso de integracion, se puede escribir como

efhblLVefh('ygf'yl)LTefhbgLvefh('ygf'yg)LT o efh('y5f'y4)LTefhb5LV7 (426)

donde

b1 = 0.061758858135626325 71 =0

by = 0.338978026553643355 v2 = 0.205177661542286386

bs = 0.614791307175577566 v3 = 0.608198943146500973 (4.27)
by = —0.140548014659373380 v4 = 0.487278066807586965

bs = 0.125019822794526133 v5 = 1.

Se trata pues, de un método que necesita 4 evaluaciones de la fuerza por
paso (debido a la propiedad FSAL). Una vez escrito el método como producto
de transformaciones de Lie podemos evaluar la eficiencia del mismo utilizando
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el criterio (3.32) dando E; = 4&Y* = 0.4764 . Si consideramos el método de
McLachlan y Atela [88], el cual estd formado por 8 exponenciales (4 evalua-
ciones de la fuerza), comprobamos que su eficiencia vale Ey = 4& 1/4 = 0.5086 .
Vemos pues, que sus eficiencias son muy parecidas y por tanto, en general,
dard igual utilizar un método u otro. Aqui vemos la importancia que tiene el
poder escribir diferentes métodos (obtenidos utilizando técnicas distintas) en
una misma forma, ya que podemos evaluar sus eficiencias con un tnico criterio.

A orden 5 Okunbor y Skeel [100] obtienen 4 métodos RKN, que necesitan
5 evaluaciones de la fuerza por paso, utilizando las técnicas desarrolladas con
tableros de coeficientes. Las eficiencias de estos métodos son: para dos de ellos
se tiene Ky = 5E1/5 = 1.808 y para los otros dos Ef = 5615 = 1.677 . Por otro
lado, con anterioridad, McLachlan y Atela [88] ya habian obtenido un método a
orden 5 optimizado, utilizando 6 evaluaciones de la fuerza por paso. La eficien-
cia que presenta el método es Ey = 6£1/5 = 0.9840, siendo ésta bastante mejor.
Posiblemente, éste sea el integrador simpléctico més eficiente que se conoce a
orden 5. Por tanto sera el que tengamos en cuenta mas adelante para comparar
con nuestros métodos a orden 5, obtenidos utilizando unas técnicas diferentes
(que presentaremos en el capitulo siguiente) y que mejoran la efectividad.

Finalmente, a orden 6 se conocen los 16 conjuntos de coeficientes obtenidos
por Okunbor y Skeel [100] utilizando una composicién simétrica, que necesita
7 evaluaciones del operador fuerza por paso. McLachlan [91] comprueba la
no existencia de més soluciones reales, chequea la efectividad de todos ellos y
reproduce, con mas cifras significativas, aquel que presenta mejor efectividad,
siendo ésta By = 7€Y/6 = 1.0345.

4.3 Métodos Adjuntos

Dado un método W(ty,tg), que nos da el estado final del sistema en ¢; a partir
de las condiciones iniciales en tg, su adjunto, ¥, se define como [119]

Uty to) = U (to, ty), (4.28)

luego

\Il(t(]vtf)\l](tﬁtO) = \Il(t(Jatf)\Il(tf?tO) :Ia (429)
donde 7 es la transformacién identidad. Los métodos adjuntos de los inte-
gradores simplécticos juegan un papel muy importante dentro del estudio de
los integradores simplécticos, por lo que se les ha dedicado una especial atencién
[10, 108, 119]. Los coeficientes a;; , 1_7]- del tablero de un método adjunto estéan
relacionados con los del método por

Qij = bsy1-j — Qsy1-i 415, bj = bsi1-j. (4.30)

Vemos que se trata de relaciones poco confortables para trabajar con ellas.
Una vez estudiada la relacion entre los métodos PRK y las transformaciones de
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Lie veremos la forma, especialmente sencilla, que toman los métodos adjuntos
utilizando estas ultimas. Ademas, comprobaremos lo sencillo que puede resultar
trabajar con ellos, asi como estudiar sus propiedades y componerlos con otros
métodos.

Supongamos que trabajamos con hamiltonianos auténomos y tomamos
t =ty — to, luego, podemos escribir (4.28) como

U(t) = U (1), (4.31)

Sean A;(h) , i =1,2,...,n un conjunto de operadores de Lie que sean
funciones pares de h, esto es A;(—h) = A;(h), entonces se tiene el siguiente

Teorema 4.3.1 Dado el método

W(h) = ehArh)  ehan(h) (4.32)
para un hamiltoniano auténomo su adjunto es

T(h) = ehAnlh)  chr(h), (4.33)

DEMOSTRACION: La demostracién es inmediata, basta con aplicar la
definicién (4.31) y considerar que A;(—h) = A;(h)

U(h) = U7 (=h) = (e7hh) | omhAn(i))=1 — chdn(h) " chAs(h) O (4.34)
Corolario 4.1 Dado el metodo
U(h) = gharA 1B ehanAehbn37 (4.35)

su adjunto es
U(h) = ehtnBehand - ohb1Bohaid, (4.36)

El siguiente paso consistira en ver si el adjunto es también un integrador
simpléctico, de qué orden y su diferencia con el método. Para ello tenemos, con
las mismas consideraciones que antes, el siguiente

Teorema 4.3.2 Consideremos el método de orden N
W(h) = A1) || hAn(h) _ hLith ot 0N T2), (4.37)
donde a es una combinacion lineal de conmutadores de operadores de orden

N +1 y Ai(—h) = Ai(h). Entonces, se tiene que su adjunto es también un
método de orden N.
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DEMOSTRACION: Aplicando la definicién de operador adjunto (4.31) a
(4.37) se tiene que

U(h) = \Ilfl(_h) = (e*h(AJFB)*(*)N“hN“a+(9(hN+2))—1

— 6h(A+B)+(*)NhN+1Oé+O(hN+2). |:| (438)
De estos Teoremas se deducen varios Corolarios

Corolario 4.2 El adjunto del adjunto de un método es el propio método.

Corolario 4.3 Si la composicion (4.32) es simétrica, el adjunto coincide
con el propio método, recibiendo el nombre de autoadjunto.

Corolario 4.4 Los métodos ®1(h) = W (h/2)¥(h/2) y ®2(h) = U(h/2)¥(h/2)

son métodos simétricos, autoadjuntos y ademds

1. Si U es de orden 2N entonces ®1(h) y ®2(h) son también de orden
2N y no contienen potencias pares de h.

2. Si ¥ es de orden 2N — 1 entonces ®1(h) y ®2(h) son de orden 2N y
no contienen potencias pares de h. Ademdas si

U(h) = exp(—hLg + 1*N o + W ag + O(RV L)), (4.39)

entonces

®y(h) = exp [—hLH + <;L>2N <a2 + ;[LH,OHD + O(hQNH)]

®y(h) = exp l—hLH + <Z>2N (a2 — ;[LH,al}) 4 (’)(hQN-‘rQ)] '

(4.40)
Es interesante observar que si U = e "Be~"4 entonces ®; se corresponde
con el método salto de rana (3.12) y ®2 coincide con éste sin mas que cambiar
A por B. De igual forma, si tomamos por ¥ el método a orden 3 de Ruth [112]
obtenemos que ®; y ®o serdn métodos a orden 4, necesitando 5 evaluaciones
del operador fuerza por paso (®; ha sido deducido por Sanz-Serna [119] de esta
forma).
Una vez visto esto, comprobamos que el obtener métodos RKN a orden
6 es inmediato. Podemos tomar los métodos a orden 5 de Okunbor y Skeel y
componerlos con sus adjuntos (en realidad hay que considerar sélo 2 de los 4
conjuntos de soluciones, ya que los otros dos se corresponden con sus adjutos, y
de ahi que tuviesen la misma eficiencia). Con esto podemos conseguir 4 métodos
a orden 6 que necesitan 10 evaluaciones de la fuerza por paso. La eficiencia de
estos métodos podria ser mejor que los explicitamente obtenidos para este orden
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con 7 evalucaciones por paso. Otros 2 métodos a orden 6 los podemos obtener
a partir del método a orden 5 optimizado de McLachlan y Atela. Estos sélo
necesitardn 11 evaluaciones por paso en vez de 12 debido a la propiedad FSAL,
ya que la dltima exponencial del método coincide con la primera del adjunto.

En principio, se podria pensar que los métodos a orden 6 obtenidos a
partir del método a orden 5 optimizado deben de ser mejores que los obtenidos a
partir de los no optimizados. Pero esto no tiene por qué cumplirse, pues cuando
en (4.39) queremos optimizar el método, lo que hacemos es intentar minimizar
el valor de los coeficiente de a1, sin tener en cuenta los correspondientes a «g, y
cuando componemos con el adjunto, el error vendra dado por las combinaciones
vistas en (4.40). Podria ser interesante buscar métodos a érdenes impares en los
que, utilizando pardmetros libres, minimizasemos los coeficientes de los términos
a9 + %[H,oq] 6 ag — %[H, aq], en vez de sélo ay. Asi pues, al combinarlos con
sus adjuntos obtendriamos métodos simétricos, a un orden superior y que ya
estarian optimizados.

Tomemos, como ejemplo ilustrativo, el método a orden 3 obtenido por
Ruth dado por

e*hH3 — e*halAefhblBe*haQAefhszefhagAefhbgB’ (441)

donde las b; y a; deben satisfacer las ecuaciones

1

bi+by+b3=1; a1+az+taz=1; b2a3+b1(a3—|—a2):§

2 1 2 g 1
b2a3—|—b1(a3+a2):§; a1 + az(be + b3) +a3b3=§. (4.42)

Ruth da una solucién particular al sistema, aunque éste tiene un parametro
libre, y McLachlan y Atela [88] dan la éptima (para un método a orden 3).

Si queremos obtener un método a orden 3 tal que al componerlo con el
adjunto se obtenga un método a orden 4 optimizado debemos considerar que

00 c(i)
Hy3=A+ B+ Z Rt Z gi,jEm- (4.43)
i—4 j=1

y

WPES %[HS, o] = (gs1 % %g4,1)E5,1 + (952 £ %g4,1)E5,2 + (953 £ %g4,2)E5,3 +...
(4.44)

Asi pues, resolviendo las ecs. (4.42) en funcién del pardmetro libre se
puede buscar aquel valor tal que minimice el error proveniente de los coeficientes
a orden 5 de (4.44). Estos célculos nos llevarfan a dos métodos a orden 4
optimizados y simétricos, que necesitaria 5 evaluacioens del operador fuerza
por paso. No hemos realizado los célculos (aunque son relativamente sencillos)
porque en realidad estos métodos en concreto pueden ser considerados como
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casos particulares del estudio realizado por McLachlan [88] en el que da un
método a orden 4 simétrico, optimizado y con 5 evaluaciones de la fuerza por
paso. Esta técnica ha sido ya utilizada por Calvo y Sanz-Serna [20] para obtener
métodos RKN smplécticos a orden 8 optimizados a partir de métodos a orden
7, aunque el método que consiguen no es muy competitivo debido al elevado
ntumero de evaluaciones por paso de integracién requeridas.

Para aquellos métodos a orden par que no sean autoadjuntos puede ser
interesante, en ciertos problemas, combinarlos con sus adjuntos. Ello hace
que se cancelen todas las potencias pares de h. Evitamos asi que para valores
relativamente grandes de h, alguno de estos términos eliminados domine el error.
Ademas, si el propio método no tiene la propiedad FSAL, al componerlo con el
adjunto el nimero de evaluaciones se reduce, al igual que le ocurria al método
a orden 5 de McLachlan y Atela y que también ocurre con su correspondiente
método a orden 4. Esto es, el método a orden 4 compuesto con el adjunto
necesitara 7 evaluaciones de la fuerza, en vez de 8. Con esta composicion, este
método serd un poco mas eficiente que el de Calvo y Sanz-Serna, pues tiene
E; = 0.4450.

4.4 Hamiltonianos dependientes del tiempo

Es relativamente frecuente encontrarnos con hamiltonianos dependientes del
tiempo, en la forma

H(q,p,t) =T(p)+ V(q,1). (4.45)

Este sistema se puede convertir en auténomo introduciendo una nueva

coordenada ¢ = t y su momento candnico conjugado p; = —H, siendo el
hamiltoniano resultante

H=T(p,p;)+V(a,a) = (T(P) +p1) + V(a, ). (4.46)

Luego, la accién de las transformaciones de Lie asociadas con Ty V sobre ¢,
p¢ vienen dadas por

exp (~haLiryep ) (@p) = (@ +ah,p) (4.47)
€xp (_thV(q,qt)) (%Pt) = (qtapt_hba(hv(qvqt))'

De las ecs. (4.47) se ve que la variacién de ¢; depende sélo del coefi-
ciente a, y no del valor de p;, siendo ésta la tnica diferencia con respecto al
caso autonomo. Como consecuencia, podemos extender la conexién entre los
métodos RK simplécticos y las transformaciones de Lie a hamiltonianos de-
pendientes del tiempo simplemente escribiendo la correspondiente composicién

(4.20) como
e hBILr g =hbiLve, o =hBsLy o=hbsLv,, (4.48)
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donde ¢, = Y i_; B;, esto es, ¢, es la suma de todos los B; a la izquierda de ¢,

y
Ve, = V(t + cih). (4.49)

En este punto es importante hacer una advertencia cuando se utilizan
métodos adjuntos en hamiltonianos dependientes del tiempo. Hemos visto que
los métodos adjuntos se obtienen invirtiendo el orden de las exponenciales (si
éstas cumplen las condiciones del Teorema 4.3.1) pero a la vez hemos visto
que los ¢, son la suma de todos los coeficientes B; a su izquierda en (4.48).
Asi pues, vemos que el adjunto no se debe calcular aplicando la receta para la
obtencién de las ¢, y depués invertir el orden de las exponenciales, sino que
primero deberemos invertir las exponenciales y después deducir el valor de las
Cr.

Por otro lado, debemos tener presente que si se tiene un potencial dependi-
ente del tiempo entonces el sistema no es conservativo, esto es, el hamiltoniano
no es una constante del movimiento. Asi pues, los integradores simplécticos
producirdn un error lineal en el valor del hamiltoniano y por tanto un error
cuadratico en posiciones. Este comportamiento es légico pues, aunque au-
mentemos el espacio fasico y tomemos el tiempo como una coordenada, ésta
no estd acotada superiormente y por tanto, a tiempos grandes lleva consigo
estas peculiaridades.

4.5 Energia Cinética Cuadratica en Momentos

1
En el capitulo anterior vimos que si el hamiltoniano es del tipo H = §pTM “pt

V(q) podemos reemplazar las transformaciones de Lie del tipo eV por las
més generales del tipo e "Ca5_ donde recordamos que Cop =Ly, y Vi(q) =
aV + h2B{V,T,V}. De inmediato observamos que

Cop(—h) = Caﬁ(h) (4.50)

y por tanto son aplicables los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2, y todos los resultados
obtenidos para los métodos adjuntos. Esto es, el adjunto se obtendra invirtiendo
el orden de las exponenciales, serd del mismo orden que el método, podremos
combinar el método con el adjunto, etc.

Esta matizacién es importante ya que en algtin problema es posible que
el hamiltonaino asociado al conmutador [A, B] sea exactamente soluble, como
por ejemplo lo es para el hamiltoniano H = %p2 + ¢3. En tal caso uno puede
plantearse el utilizar una composicién de transformaicones de Lie en el que
hayan términos de la forma e~h*[A.B] Pero éstos no cumplen las condiciones
de los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2, y por tanto estos términos necesitaran un trato
especial si queremos trabajar con los métodos adjuntos.

Supongamos ahora que el hamiltoniano depende del tiempo en la forma

1
H = ipTM_lp + V(g 1), (4.51)
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entonces se tiene que

Ca8 = Lvi(q) (4.52)

y por tanto es posible aplicar las recetas obtenidas en la seccién anterior, donde
la composicién de flujos la denotaremos como

e_hBlLTe_hCalaﬁl«Cl - e_hB"LTe_hCan,ﬁn,Cn, (453)
donde los ¢; serdan de nuevo la suma de los coeficiente B; que se encuentren a,
su izquierda y

Ca.p,c = Lvi(q,t+ch)- (4.54)

4.6 Comparacién entre Integradores Simplécticos

En el capitulo anterior definimos la eficiencia de un método a un determinado
orden con la finalidad de poder comparar diferentes integradores simplécticos
del mismo orden. Este parametro nos da una buena estimacién de la bon-
dad relativa de los métodos. No obstante, es importante comprobar que este
comportamiento se refleja a la hora de aplicar los algoritmos sobre ejemplos
concretos.

Un procedimiento habitual es considerar problemas que se saben resolver
de forma exacta y representar, para diferentes valores del paso de integracién,
el error promedio en la energia o en las coordenadas. Aunque en ambos casos
se estén presentando resultados cuantitativamente distintos, es de esperar que
las diferencias relativas de unos métodos con otros sean parecidas, y en cierto
modo debe de haber alguna forma de poderlos relacionar, al menos de forma
aproximada.

Considerando que, al utilizar un integrador simpléctico, H = H + e¢H; es
una constante del movimiento (H(q,p) = H(qo,po)) se tendrd que

H(q,p) + eH1(q,p) = H(qo,po) + €eH1(qo0, po), (4.55)

y por tanto, tomando la expresién simplificada H + eH, = Hg + eHig, repre-
sentaremos el error relativo promedio en energias (para movomientos acotados)

e(Hy — Hho)
Hy

. (4.56)

Esto es, estamos dando un promedio de la contribucion de la perturbacién
eH,. En cambio, cuando medimos el error en posiciones vimos en el capitulo
anterior que a primer orden en € se tiene que

Zf =zft+elp zy, (4.57)

— t 1. .
donde Hy = [je Tbufidr ~t H ¥,y por H{" indicamos un valor promedio,
en el que si el movimiento fuese periédico seria sobre un periodo. En principio,
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si H da lugar a movimientos acotados, es de esperar que el valor promedio de
H; sea basicamente el mismo que el de H{"Y. Este razonamiento nos lleva a
que el error relativo promedio en posiciones y dividido por el tiempo, E,;, sea
aproximadamente el mismo que el error relativo promedio en energias, F.

GLHf” Zf
zf

H — H,
Hy

Zf—2¢
téf

~

By = = E.. (4.58)

|

Con la finalidad de comprobar cuan aproximada es esta estimacién hemos
decidido estudiar un par de hamiltonianos exactamente solubles: el oscilador
armonico generalizado unidimensional y el potencial de Kepler. Estudiaremos
la eficiencia relativa de diferentes integradores simplécticos (tanto PRK como
RKN) para distintas excentricidades de las trayectorias cerradas y periddicas a
que dan lugar. Asi pues, presentamos

I- Oscilador Armdnico Unidimensional Generalizado: por sencillez con-
sideramos el siguientes hamiltoniano

H= (" +¢) +apg (159)
que puede separarse en dos partes exactamente solubles, Hy = %(p2 +¢*)y
Hp = apq. Los integradores simplécticos que utilizaremos son: el método a
orden dos conocido como salto de rana, los métodos simétricos a ordenes 4 y 6
més eficientes que existen [91] con 5 y 9 evaluaciones por paso, respectivamente.
Como los errores de los métodos dependen del valor de «, hemos estudiado el
rango de valores «a € (0.1,0.99) y presentamos los resultados obtenidos para
los casos particulares a = 0.1 y «a = 0.9, los cuales son suficientemente
representativos de los resultados que obtenemos.

En las Figura 4.1 y 4.2 representamos (en escala log —log) E. y Ep, re-
spectivamente, frente al nimero de evaluaciones, n(B), del operador B (Np =
logn(B)) para diez perfodos y « = 0.1 . Los resultados son independientes
del niimero de periodos tomados (siempre que no sea tan elevado que entren en
juego los errores de redondeo). En las Figuras 4.3 y 4.4 hacemos lo mismo para
a = 0.9. A la vista de los resultados comprobamos el gran parecido entre las
graficas y por tanto, para este hamiltoniano, la aproxiamcién (4.58) es una muy
buena estimacién. Hemos considerado también otros integradores simplécticos
de los mismos érdenes que los utilizados y eficiencias distintas, con la finali-
dad de chequear el comportamiento relativo entre métodos del mismo orden.
Los resultados obtenidos cuando representamos E. y E,; son basicamente los
mismos.

Como el ejemplo considerado es un problema lineal, es posible que la
estimacién (4.58) sea s6lo buena para este tipo de hamiltonianos. Por esta
razon hemos decidido estudiar otro hamiltoniano no cuadratico, y al mismo
tiempo utilizar otros integradores simplécticos, como son los RKN. Asi pues,
hemos analizado el siguiente potencial:
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1I- Potencial de Kepler: el hamiltoniano a estudiar ahora es

1 1
H =S (p3+p)) — —=—,
2 JE+E

que puede separarse en H, = %(pi +p§) vy Hp = —

(4.60)

Hemos considerado

1
Vaitag
los métodos RKN a 6rdenes 4 y 5 dados en [88] y el més eficiente a orden
6 [91, 100]. Como la precisién de los métodos depende en gran medida de la
excentricidad, e, de las trayectorias, hemos estudiado también la evolucién para
diferentes valores de ésta.
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Figura 4.1: Error promedio en energia, ., frente al ntimero de evaluaciones
de B para un métodos a orden 2 (linea a trazos largos), orden 4 (linea a trazos cortos),
orden 6 (linea continua), para el hamiltoniano (4.59) y a = 0.1
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Figura 4.2: idem que la Figura 4.1 pero representamos el error promedio en
posiciones dividido por el tiempo, Fp;

En las figuras 4.5 y 4.6 representamos FE. y Ej;, respectivamente, frente
al nimero de evaluaciones del operador B para diez periodos y e = 0.5 . Los
resultados son también independientes del niimero de periodos. Comprobamos
también que el método a orden 5 se comporta para estos valores del paso de
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integracion y para este hamiltoniano, como si fuese de orden 6, lo cual es debido
a la gran eficiencia que presenta. En las figuras 4.7 y 4.8 hacemos lo mismo
para e =0.9.
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Figura 4.3: idem que la Figura 4.1 pero con o = 0.9
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Figura 4.4: idem que la Figura 4.2 pero con a = 0.9

Observamos, al igual que antes que si queremos comparar diferentes inte-
gradores simplécticos dard basicamente lo mismo si calculamos el promedio del
error en energias (que es mucho més sencillo de calcular) que el error promedio
en coordenadas dividido por el tiempo.



64CHAPTER 4. CONEXION CON LOS METODOS RUNGE-KUTTA

\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\," T
I/ \ \ \ \ \
T O P Y o L1l L1l L1l L1l L1

-10

wW
w
[av
wW
S
w
(o2}
w
@
S

Ng

Figura 4.5: Error promedio en energia E. frente al nimero de evaluaciones
de B para un método a orden 4 (linea a trazos), orden 5 (linea a puntos) y a orden 6
(linea continua), para el hamiltoniano (4.60) y excentricidad e = 0.5
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Figura 4.6: idem que la Figura 4.5 pero representamos el error promedio en
posiciones dividido por el tiempo, E,;

Aunque estas conclusiones en general son ciertas, debemos decir que el
error en energias presenta ciertas peculiaridades que pueden llevarnos a confu-
ciones. Asi pues, en el problema de Kepler, si tomamos nula la excentricidad
(trayectoria circular), los métodos estudiados a un orden n se comportan como
si fuesen a orden 2n en el error en energias, cosa que no se observa en el error
en posiciones. Algo similar ocurre cuando se estudia trayectorias periddicas y
se analizan los resultados en los periodos exactos, donde el error en energias
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puede tener un comportamiento como si se tratese de un método incluso de
orden superior a 2n . Ademads, presenta otra anomalia un tanto curiosa. El
error en energias obtenida en los periodos exactos crece con el tiempo.
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Figura 4.8: idem que la Figura 4.6 pero con e = 0.9

Estos comentarios, que en principio podrian considerarse como anecddticos,
deben tenerse muy en cuenta pues la mayoria de los integradores simplécticos
que se obtienen se testean sobre trayectorias periédicas y en bastantes casos se
analizan sélo los resultados al cabo de periodos exactos, lo cual puede llevar a
conclusiones un tanto enganosas.



Chapter 5

Técnica del Procesado:
Estudio General

5.1 Introduccion

Hemos visto que los integradores simplécticos deben ser utilizados, en general,
con paso de integracién constante, si no queremos que pierdan sus propiedades
caracteristicas. Debido al elevado ntimero de evaluaciones por paso que suelen
requerir, para ciertos problemas puede ser mas interesante utilizar integradores
no simplécticos con paso de integracion variable, incluso para tiempos relativa-
mente elevados. Por contra, en este capitulo (y en los restantes de esta primera
parte) vamos a comprobar cémo el hecho de tomar pasos constantes nos permite
utilizar una técnica distinta con la que serd posible mejorar la eficiencia de los
IS de forma sustancial.

En este punto creemos interesante hacer un pequenio repaso del problema
a tratar. Pretendemos evaluar el operador

M(t) = et (5.1)

donde Ly = A+ B. Para ello dividimos el intervalo de integraciéon en N pasos
de longitud h =t/N

et — (e*hLH)N (5.2)
y nos construimos, por ejemplo
e~PLim (R) — p=har A —hbiB | o—hamA —hbm B (5.3)
donde los coefficientes a;,b; (i =1,...,m) se eligen de tal manera que
e—hLi — oLy (B) | O(RF+1), (5.4)

Este serd un método de orden k y que nos permite evaluar (5.1) con un error
de orden O(h*) (para todo el intervalo de integracién t = Nh).

67
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Vimos que para obtener un método como el (5.3) haciamos uso de la
férmula BCH, la cual nos llevaba a un sistema de ecuaciones polinémicas

f(a,b) =0, (5.5)

donde a = (ai,...,am),b = (b1,...,bn) vy £ = (f1,..., fy), v generalmente
g < 2m (si ¢ < 2m uno puede utilizar esta libertad para minimizar de forma
apropiada el error [11, 19, 85, 88, 91]). Encontrar soluciones a sistemas de
ecuaciones polinémicas suele ser extraordinariamente complejo, incluso para
valores moderados de k y de ahi que se hayan utilizado tan frecuentemente los
productos simétricos [45, 72, 91, 100, 127, 138].

Recientemente se ha propuesto una nueva modificacién: el llamado método
del procesado [92, 111, 137]. Esencialmente, se introducen dos operadores
bésicos: el nicleo e % y el procesador ef’ y se toma como aproximacién a
e Pl 1a composicién eFe "Ke=F. Aqui K y P se obtienen utilizando la for-
mula BCH en productos de exponenciales similares a los dados en (5.3). En este
capitulo analizaremos el método en términos generales. En particular tratare-
mos la siguiente cuestion: ;jpuede cualquier ntcleo ser procesado para dar un
integrador simpléctico a un determinado orden? Veremos que la respuesta serd
negativa y estudiaremos las condiciones que deben cumplir los coeficientes del
ntcleo para poder obtener un determinado orden. Una vez fijado el nticleo que
cumpla las condiciones requeridas se debera buscar el procesador apropiado
para conseguir el orden deseado. Por otro lado, como el tamafnio del proce-
sador no afecta significativamente al tiempo de célculo del método, es posible
buscar un procesador que, cumpliendo las condiciones para obtener el orden de-
seado, minimice el error. En el siguiente capitulo veremos que con solo analizar
el nucleo es posible ver qué orden se puede conseguir y ademés la eficiencia
maxima que se le puede sacar con el uso de procesador.

Este andlisis nos permitird, al aplicarlo a diferentes tipos de hamiltoni-
anos, obtener todo un conjunto de integradores simplécticos, con eficiencias
mejores que las actualmente existentes. Habra casos en los que la mejora en la
eficiencia sera realmente sustancial. Con esto presentaremos unas familias de
IS realmente competitivos.

Antes de presentar esta nueva técnica deseamos hacer algunos comentar-
ios. En esta memoria pretendemos exponer los resultados de varios anos de
trabajo de investigacion. Pero, cuando se considera una técnica nueva, primero
se estudia su eficacia sobre casos particulares antes de realizar un estudio gen-
eral y mas comleto. Asi pues, aunque a la hora de presentar los resultados en
esta memoria hemos creido més conveniente presentar primero el estudio gen-
eral de la técnica del procesado, asi como el andlisis para su optimizacién, éste
no ha sido el orden cronolégico de nuestro trabajo. Lo primero que hicimos fue
estudiar la aplicacién de la técnica sobre métodos RKN en [10] y después de-
cidimos hacerlo sobre hamiltonianos cuasi-integrables en [11], siendo los buenos
resultados obtenidos los que nos motivaron el realizar el estudio general y la
optimizacién, que se trata de un trabajo mucho més reciente [13].
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5.2 Meétodo del Procesado para Integradores Simplécticos

La técnica del procesado como una herramienta para mejorar los métodos
Runge-Kutta aparece en el trabajo de Butcher [16] ya en el ano 1969. Este
elegante trabajo pasé préacticamente desapercebido debido a la dificultad de
utilizar esta técnica con paso de integracién variable. Més recientemente, dicha
técnica ha sido incorporada en el contexto de los integradores simplécticos por
Rowlands [111], Wisdom et al. [137] y McLachlan [92].

En términos generales, ésta es la principal idea del método: con la finali-
dad de reducir el nimero de evaluaciones por paso en el proceso de integracion,
se propone una variante de (5.3) que viene dada por

e M) = Pe=hK =P (5.6)

donde e "¥ y eF representan productos de exponenciales que pueden ser es-
critos en una forma similar a (5.3). Después de N pasos vemos que e t/H ~

P hK

N
e tH(h) — P (e*hK ) e~ P. Primeramente aplicamos e’ seguidamente e~

actla una vez por paso, y e ! serd evaluado sélo cuando queramos extraer el

resultado. Esta circunstancia hace especialmente interesante buscar una ex-
presién de e " tan simple como sea posible y dejar a e’ que cumpla las
condiciones necesarias para poder conseguir el orden de aproximacion desado.
Habitualmente a e % se le llama niicleo o método bésico y a ef” procesador o
corrector.

Un ejemplo simple de procesado es el familiar método de salto de rana
(3.12), que se puede considerar como un caso particular de la ec.(5.6) con

e K — ¢=hBg=hA (5.7)

P = e 34, (5.8)

Vemos que el nicleo es en s{ mismo un método a primer orden y con un
procesador hemos podido aumentar el orden del método. Considerando que el
nucleo (5.7) tiene una expresién muy sencilla, lo primero que se nos ocurriria
(y de hecho asi nos sucedi6 no sélo a nosotros sino también a Suzuki [129]) es
intentar conseguir 6rdenes superiores tomando para e’ una expresién similar a
la (5.3) e intentar resolver el correspondiente sistema (5.5). Como veremos con
detalle, este camino no permite obtener érdenes superiores.

Para abordar el problema proponemos tomar los generadores del nitcleo
y del procesador K y P en el algebra L(A, B) y escribimos los polinomios en
h de tal forma que e """ aproxime e "LH al orden deseado n. Debido a
que (convencionalmente) hemos escrito el niicleo con un factor h explicito y el
procesador sin él, tomamos

n c(4) n (%)

K= Z hi_l Z ki,jEi,j N P = Z hZ ZPi,jEi,j . (59)
. . j

i=1 j=1 i=1 =1
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Esto no llevara, utilizando la férmula BCH, a

n C(l)
1 .
H(h) = K+[P,K]+§[P,P,K]+...:Z hl—lzfi,jEiﬁj (5.10)
i=1 j=1

= leA + fLQB + hf271 [A, B] + h? {f371 [A, A, B] + f372 [B, A, B]} + ...

Si utilizamos las ecuaciones (5.9), los coeficientes f; ; vendran dados en
términos de relaciones polindmicas que involucran k; ; y p;j. No parece sen-
cillo conseguir expresiones compactas para estos coeficientes f pero, al menos
sabemos que su estructura es

i—1 c(l) -

fig=kig+ > > kim [ (gs)™ (5.11)

=1 m=1 T q,s

donde los a; son coefiicentes numéricos y se cumple la condicién
I+> g n((;"g = 1. (5.12)
q,8

Métodos de integracion a diferentes érdenes se obtienen imponiendo que
las correspondientes f;; se anulen. Expresiones explicitas de estas f’s hasta
orden 6 se encuentran en el Apéndice E. Tomaremos k11 = k12 = fi1 = fi2 =
1, (condiciones de consistencia). Asi pues, para obtener un método a tercer
orden debemos imponer las condiciones

fo1=f31=[f32=0 (5.13)

pero, como es ficil de probar y quedara claro en la siguiente seccién, este
sistema no tiene soluciones con el nicleo salto de rana. Este problema ya ha
sido remarcado por diferentes autores [92, 129] y por tanto existian dudas de la
utilidad de la técnica del procesado. Por otro lado, cuando esta idea fue aplicada
a sistemas ligeramente perturbados o a hamiltonianos con la energia cinética
cuadratica en momentos, se obtenian métodos de integracién muy eficientes
[10, 11, 84, 85, 92, 111, 137]. Esta situacién, entonces, exige un estudio general
del problema con la finalidad de conocer si se puede y cuando es interesante
utilizar la idea del procesado.

5.3 Analisis del Nucleo

5.3.1 El Caso General de Hamiltonianos H = A+ B

Suponemos ahora que el generador del nicleo K es un elemento de L(A, B) y
queremos fijar el operador P (también un elemento de L(A, B) ) de tal man-
era que se obtenga un método a un determinado orden n. Para tal finalidad
deberemos forzar que los coeficientes f; ; con 1 < i < n se cancelen.
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Si consideramos la ec.(5.10), obtenemos para los primeros coeficientes (ver

Apéndice E)

fo1 = ko1 —pi2+p1a
1

fa1 = k31 —p21+kipr— 5171,1(]?1,2 —p1,1) (5.14)
1

f32 = kz2—p21+kaipi2— §p1,2(p1,2 —P1,1)-

Las ecuaciones (5.13) facilmente conducen a

1
0=rksy —kso — 5(1@,1)2, (5.15)
que es una condicién para el ntcleo.
Cuando consideramos el nicleo del salto de rana, e 'K = ¢~ hBe=hA
encontramos que ko1 = %, k3q = —k3o = %, luego la condicién (5.15) no se

cumple y por tanto no es posible conseguir un método a tercer orden con este
ntcleo, como ya dijimos anteriormente.

. Hay més condiciones para el niicleo cuando vamos a 6rdenes superiores?
La respuesta viene dada por el siguiente resultado:

Teorema 5.3.1 El nimero k(n) de condiciones necesarias a satisfacer por el
generador del nicleo K de un integrador simpléctico a orden n con procesado
paran > 2 es

k(n) =c(n) — 1. (5.16)

DEMOSTRACION: La demostracién de esta afirmacién se basa en las sigu-
ientes observaciones:

1. La primera linea de la ec.(5.10), H(h) = K +[P, K]+ 3[P, P, K]+...,
indica que las contribuciones de P a H(h) vienen de los corchetes de
Lie luego, si deseamos un método a orden n sélo debemos considerar
términos en P hasta orden n — 1. Esto significa que el nimero de

n—1
coeficientes p; j involucrados es N, = > c(i) mientras que el ntimero
i=1
de coeficientes k; ; coincide con el nimero de f; ; a ser cancelados y
n
es igual a Ny = 3 ¢(i).
i=1
2. Si buscamos un método a segundo orden, la tnica condicién fo1 =0
simplemente fuerza ko1 —p12+p1,1 = 0y cualquier ks 1 lo cumplira.

No tenemos condiciones para los coeficientes del nicleo a este orden
y por tanto k(2) = 0.
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3. Cuando el nimero de condiciones k(n) a orden n ha sido determinado
y queremos ir a orden n+ 1 aumentamos el nimero de f; ; a cancelar
en c¢(n + 1), pero disponemos sélo de c(n) coeficientes extra p; j para
realizar el trabajo. Luego concluimos que k(n+1) = k(n)+c(n+1)—
c(n). El caracter telescépico de esta recurrencia nos permite escribir
la solucién como k(n) = k(2) + ¢(n) — ¢(2), que es la ec. (5.16) ya
que ¢(2) = 1. Paran =3,...,8 se tiene k(n) = 1,2,5,8,17,29. O

En la formulacién del teorema hemos supuesto que, de las Ny ecuaciones
fi,j = 0, podemos seleccionar N, de manera que las funciones implicitas del
teorema se satisfagan y podamos eliminar NN, p; ;s en favor de las Ny k; ;s.

Si consideramos restricciones especiales entre los operadores la correspon-
diente dimensién, d(n), para n = 1 puede ser 0, pero este caso es exactamente
soluble. A modo de ilustracién damos la acciéon del operador de evolucién
e HA+B) en ciertos casos donde el valor del conmutador [A, B] nos permite
obtener una solucién exacta simple, sin la necesidad de aproximaciones por
composiciones de flujos.

t(A+B) _

e [A, B] = ¢, una constante. Este caso es trivial porque e~

e [A, B] = aA+[3B. Se puede provar facilmente que en este caso e HA+E) —

e~ fWAe=9WB donde f(t) y g(t) vienen dados por:

1. Sla:O?/B?éO f:thg:l*e_ﬁt
2. Sla?éo’/@:()g:t,le_ —at

t
3. SiaB #0,g= [eBWdt, y f satisface 1 = f' + %(1 — e PT) que se
0

[

Q

puede integrar facilmente dando f como una funcién implicita de ¢
sia# 0 (B—a)t=0f+In(1l- % + %e‘ﬁf) mientras que si o = 3,
f=%n(1+ pt).

El siguiente paso consistird en encontrar explicitamente estas condiciones
para el nicleo. La condiciéon a tercer orden ya la hemos escrito. Si quer-
emos un método a cuarto orden debemos considerar tres nuevas condiciones
fa1 = fa2 = fa3z = 0y dos nuevos coeficientes del procesador, p31, p32,
que podemos eliminar tomando la combinacione fs3 + f12 — f4,1. Es inmedi-
ato obtener la ecuacién dada explicitamente en la segunda fila de la Tabla
5.1 para N4p. Si buscamos un método a quinto orden deberemos anadir las
siguientes condiciones f51 = ... = f56 = 0. Como dijimos previamente, es-
peramos encontrar tres nuevas ecuaciones para el niicleo (¢(5) — ¢(4) = 3). Si,
por ejemplo, queremos obtener la primera de las condiciones debemos observar
que el coeficiente py 1 aparece sélo en fs51 y f52 y puede ser eliminado, en-
tonces, tomando la diferencia f59 — f51. Al igual que antes, considerando que
fa1 = f31 = f32 =0, es de nuevo inmediato obtener esta nueva ecuacién. Una

c42
eftAeftB€2t .
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forma de proceder similar origina el resto de las condiciones a quinto y sexto
orden que se encuentran en la Tabla 5.1. En la Tabla 5.2 indicamos las condi-
ciones simultaneas que deben cumplir los coeficientes de las f’s para conseguir
las correspondientes condiciones del ntcleo. Esta tabla puede ser de gran utili-
dad cuando no se quiera cancelar todas las f’s a un determinado orden, como
ocurre en los hamiltonianos cuasi-integrables y en aquellos con energia cinética
cuadratica en momentos que analizaremos posteriormente.

El significado del Teorema 5.3.1 debe quedar claro: nos da el nimero de
condiciones necesarias a satisfacer por los coeficientes del nicleo. Pero no nos
asegura que un nucleo que cumpla estas condiciones tenga coeficientes reales.
En algunos casos entonces, estaremos forzados a tomar para K formas méas
complicadas de las esperadas en un principio.
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Tabla 5.1: Expresiones explicitas para las condiciones del niicleo hasta orden 6
para H = A+ B. Si [B, B, B, A] = 0, s6lo sobreviven las expresiones marcadas.
Orden 3 (*) N371 = k3,1 — k‘372 - %k%,l
Orden 4 N4,1 = k473 + /‘J472 — k471 + %k%l
Orden 5 (*) N571 = ]{5572 - k?571 + k471k271 - %k?%,l
(¥) Nso=kssz+ksa+ kaoka1 — ksoksi
Ns3 = kss — ks — kaska1 — 5k
Orden 6 (*) N671 = 5(k6,1 — k‘672) — 3(k6,3 - k‘675) + 2/{3471]63’1*
(k5,3 — 3ks2 + Bks1)ke1 — kaoks 1 + %k4,1k§71 — k3 ko
Ne,2 = 5(ke,o — ke.8) — 3(ke,7 — k.6 + 5kea) — 2ka3ks 2+
(k5,4 — 3ks5 + 5ks6)ka1 — kaokso + %k4,3k‘§71 + k2 5ka 1
No3 =ke1 —ke2 — ko3 + kea+ kes — koo + ke,7 + ko g—
koo — (ks + ksa — ks — ks5) kag + 35k5

Tabla 5.2: Condiciones simultaneas que deben cumplir las f’s
para obtener las correspondientes condiciones del nicleo.

Orden 3 f3,1 = f372 =0 = N371 =0
Orden 4 f4’1 = f4,2 = f473 =0 = N4,1 =0
Orden 5 f5,1 = f5,2 =0 = N5,1 =0
f53=f54=0 = N;2=0
J55=J56=0 = N53=0
Orden 6 Jeg = Je2=fe3=f65=0 = Ng1=0
fea = foo = for=feg=feo=0 = Ng2=0
fo1=feo=...= fe0=0 = Ng3z=0

Una vez propuesto un ntcleo cuyos coeficientes satisfagan el sistema de
k(n) ecuaciones, nos queda todavia por fijar el procesador que nos lleve a la
resolucién de las ecs. f;; = 0 para 1 < i < n. Si denotamos por p(n) el
numero de ecuaciones a resolver por los coeficientes del procesador, tenemos

3
k(n) + p(n) = > ¢(i). Teniendo en cuenta los resultados previos tenemos
i=2
p(2) =1y
n—1
p(n) =1+ > c(i) n>2, (5.17)
=2

que paran = 3,4,5,6,7 da p(n) =2,4,7,13,21.
A continuacién discutimos las simplificaciones que obtenemos para los

siguientes casos particulares: cuando tomamos un nucleo simétrico y cuando
los términos H4 y Hp del hamiltoniano tienen ciertas propiedades especiales.
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5.3.2 El Caso de Ntcleos Simétricos

Tomemos ahora por nicleo un producto de exponenciales simétrico izquierda-
derecha o palindrémico

~hK _ ,~ha1A,~hb1B _ ,~hamA,~hbmB,~ham A ,~hbiB,~haiA

e - €

Como ya indicamos en el Corolario 3.1, para el desarrollo (5.9) se tiene
koni=0 i=1,2,...,¢(2n). (5.18)

En particular, cuando se impone la condicién f,; = 0 para un método
a segundo orden, se tiene que pi1 = p12 y tenemos la libertad de elegir, por
ejemplo, p11 = p12 = 0. Con esta eleccion podemos obtener mas resultados
para el operador P en el procesador:

Teorema 5.3.2 Los coeficientes del desarrollo del operador P del procesador
de un integrador simpléctico a orden n con nicleo simétrico se puede tomar tal
que

P2m—1,i =0 1= 1,2...,0(2177,—1) m:2,..., [%] . (5.19)

Aqui [z] indica la parte entera de x.

DEMOSTRACION La demostracién procede por induccién: hemos tomado
p1,1 = p1,2 = 0 y suponemos que pa,—1,; = 0 para u < r. Los coeficientes po,_1 ;
apareceran en fp,; para m > 2r. Teniendo en cuenta las ecuaciones (5.11) y
(5.12) escribimos

2 c(2r-1) i—1 c(l)
forg =korj +> kis > aipa— 1z+zzkzszarnpn”
s=1 =1 =2 s=1
en el que kz,; = 0 debido a la simetria del ntcleo y en el tdltimo término

de la derecha sélo contribuiran términos a orden impar de [. Pero entonces

> qnl(;s) = 2r — |l = impar y por lo menos aparecerd un factor p, s con ¢ impar,
q?
lo cual hace cero toda la contribucién. Finalmente nos queda

c(2r—1)

fQT,]_Zkls Z Oész2r 1,0

para r < [§], j = 1,..,¢(2r). Cuando se imponen las condiciones fa,; = 0
para obtener un integrador simpléctico al orden requerido terminamos con un
sistema de ecuaciones homogéneas de ¢(2r) ecuaciones con ¢(2r — 1) incognitas,
con solucion pa,_1; = 0. O

Observamos que si tenemos un método a orden 2n con el uso de un nicleo
simétrico se tendra que fa,41,; # 0, pero es posible conseguir con el procesador
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fow; = 0 con w > n y tan grande como se desee (o tan grande como uno sea
capaz de obtener). Con esto se puede obtener un método equivalente a uno
simétrico de orden 2n, al menos hasta el valor de w al que se haya llegado.

La simplificacién anunciada para integradores simplécticos con nucleos
simétricos la presentamos en el siguiente Teorema:

Teorema 5.3.3 El nimero de condiciones k(2n) a cumplir por el generador
del nucleo de un integrador simpléctico a orden par con procesado y nicleo
simétrico n > 2 satisface

kE(2n) = k(2n — 1).

DEMOSTRACION Para probar este resultado debemos observar que las
condiciones de los coeficientes del nicleo son independientes de la forma es-
pecifica del operador P. Entonces podemos tomar, sin pérdida de generalidad
p2r+1i = 0,4 = 1,...,¢(2r + 1), para todo r. Cuando utilizamos esto con un
nucleo simétrico se deduce de la férmula BCH que en la ec. (5.10) s6lo aparecen
potencias pares de h en H. Esto significa que las fo,; valen cero directamente
para i = 1,...,¢(2r), y por tanto, estos coeficientes no deberemos tenerlos en
cuenta cuando busquemos condiciones sobre los coeficientes del niicleo. O

Como consecuencia de este teorema, el nimero de condiciones para los
coeficientes k;; en un integrador simpléctico con nicleo simétrico es

k(2r+1) = 1+ XT: {e(2s +1) — c(2s)}
5=2
k(2r+2) = k(2r+1)

que da 1,1,4,4,13,13 para los 6rdenes 3,...,8.

A continuacién damos en la Tabla 5.3 la forma a que queda reducida la
Tabla 5.1 cuando se consideran niicleos simétricos. Recordemos que para estos
casos se cumple automaticamente Ny 1 = Ng1 = Ng2 = Ng3 = 0 y de ahi que
no los hayamos escrito.

Tabla 5.3: Expresiones explicitas para las N; ; hasta orden 6

para nucleos simétricos. Si [B, B, B, A] = 0, s6lo sobreviven

las expresiones marcadas.

Order 3 (*) N371 = k371 — k‘g’g (a)

Order 5 (*) N5,1 = k‘572 — k‘5,1 — %k:%; (C)

(¥) Nso=ksz+kss—ksokz1 (d)
Ns3 =kss — ks — 3k30 (f)

5.3.3 Algunos Hamiltonianos Especiales

A.-Hamiltonianos con Energia Cinética Cuadrdtica en Momentos. El ntimero
d(n) de conmutadores independientes que involucran n operadores que uno
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puede construir con Ay B cumple, paran > 3, d(n) < ¢(n). Los ocho primeros
valores de d(n) son 2, 1, 2, 2, 4, 5, 10, 15. El ntimero de condiciones para el
nicleo cumplird ahora la condicién k(n) = d(n) — 1 por lo que se verd con-
siderablemente reducido: k(i) = 1,1,3,4,9,14 para ¢ = 3,...,8. Las entradas
marcadas con asterisco en la Tabla 5.1 dan las ecuaciones a satisfacer por los
coeficientes del generador del nicleo hasta orden 6 para este tipo de hamilto-
nianos. Ademas, si se utiliza un nucleo simétrico entonces k(i) = 1,1,3,3,8,8
parai=3,...,8.

Si queremos un método a cuarto orden, la tinica condicién para el nicleo
serd todavia la ec.(5.15) y, por ejemplo, queda satisfecha con el simple nicleo

e M = gmhCrpe=hA (5.20)
en cuyo caso kgj = %, k31 = 1—12, k3o = —% + (. De (5.15) obtenemos
que B = i. Este nicleo ha sido ampliamente usado para obtener diferentes
métodos a cuarto orden [10, 11, 84, 85, 111]. Este tipo de hamiltonianos sera
estudiado con detalle més adelante.

A continuacién resumimos en la siguiente tabla el niimero de condiciones

que debe cumplir el nticleo en un método con procesado a orden n y para las
distintas situaciones estudiadas:

’Nflcleo Hn:?)\n:4\n:5\n:6\n:7\n:8‘
General 1 2 5 8 17 29
Simétrico 1 1 4 4 13 13
RKN 1 1 3 4 9 14
RKN, sim. 1 1 3 3 8 8

B.-Sistemas Perturbados. Consideremos el caso habitual de pequenas
perturbaciones a un sistema exactamente integrable donde en H = A + B uno
de los términos depende de un pardmetro pequeno [11, 90, 92, 136, 137], i.e.,

B = €B, (5.21)

con € < 1. En este caso, si consideramos (5.10) tenemos un doble desarrollo en
los pardmetros pequenos h y €

H(h) = A+eB+hefa1[A, Bl+h? {6f3,1[A, A, Bl + € f32[B, A, B]}+. .. (5.22)

Para la mayoria de los problemas no es necesario cancelar todos los coe-
ficientes a un determinado orden en h, y por tanto, alguna de las condiciones
del nicleo no habra que aplicarla.

En el capitulo 7 trataremos de forma maés extensa este tipo de hamilto-
nianos y presentaremos métodos especialmente construidos para ellos.
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5.4 Estabilidad de los Métodos

A continuacién vamos a hacer unos comentarios al respecto de la estabilidad
de los métodos obtenidos con la técnica del procesado. Aunque no hay una
caracterizacién universal de la estabilidad para la composicion de métodos vy,
de hecho, este problema ha recibido poca atencién en la literatura [84, 90, 130],
el analisis de un IS con procesador es inmediato: sélo hay que determinar
el intervalo de estabilidad del nicleo. Cuando la técnica del procesado (5.6)
es aplicada al oscilador arménico H(q,p) = p?/2 + ¢?/2 las correspondientes
matrices del niicleo y del método procesado (Mg y My, respectivamente) estan
relacionadas por una transformacion de semejanza

Mg = Mp' My Mp, (5.23)

donde Mp es la matriz asociada al procesador. Luego, Mg y My tienen los
mismos valores propios y por tanto las mismas propiedades de estabilidad [84].

Tomemos como ejemplo el método salto de rana. El nicleo viene dado
por (5.7) que es exactamente el método a primer orden que analizamos en
el capitulo 2, siendo la matriz asociada la dada en (3.10). La condicién de
estabilidad para matrices 2 x 2 nos dice que existira estabilidad si |[TrMg| < 2.
Esto es, |2 — h?| < 2, por lo que el método salto de rana sera estable para
h < 2. Un anélisis similar para el nicleo (5.20) nos dice que los métodos que
se obtengan utilizando este nticleo seran estables para h < 2v/3.

5.5 Nuevos Integradores Simplécticos

Hasta ahora hemos realizado un estudio general de la técnica del procesado.
Hemos analizado las condiciones necesarias que debe cumplir el nicleo para
alcanzar un determinado orden y hemos estudiado diferentes propiedades del
mismo. Una vez fijado el nicleo es inmediato obtener el niimero de condiciones
que debe cuplir el procesador. La expresiéon de éstas hay que extraerlas de las
propias ecuaciones dadas para las f; ; (ver Apéndice E). Finalmente, hemos
visto que si se trabaja con hamiltonianos cuya algebra, por alguna razén, se ve
simplificada, puede verse reducido de forma considerable el niimero de condi-
ciones para el nucleo y para el procesador.

Una vez realizado todo este estudio, el siguiente paso serd construir, de
forma explicita, diferentes métodos para los distintos tipos de hamiltonianos
y comprobar si realmente se mejora la eficiencia con respecto a los métodos
existentes en la literatura. Los pasos que seguiremos para tal finalidad serédn:

1. - Considerar un determinado tipo de hamiltoniano y ver el nimero de
condiciones que debe cumplir el niicleo para poder conseguir métodos
a distintos ordenes.
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2. - Darle una forma explicita al ntcleo, con el niimero de variables
suficiente para que éste pueda cumplir las condiciones requeridas y
comprobar que es posible obtener al menos una solucién.

3. - Una vez obtenido el nicleo, con las variables ya fijadas, buscamos
un procesador que nos lleve al orden deseado. Con el procesador
buscaremos siempre un método al orden mas alto posible para ese
nulceo, por lo que para métodos a 6rdenes impares nunca utilizare-
mos nucleos simétricos. Para ello analizamos el niimero de condi-
ciones que debe cumplir y proponemos un procesador en la forma

el = HehziAehy"B. (5.24)
i

Con el propésito de determinar los z;, y; consideramos dos estrate-
gias:
i) El uso de la férmula BCH en (5.24) nos da

Dij = pij(2,y), (5.25)

donde hemos utilizado una notacién vectorial para los coeficientes z;
v ;. Los valores numéricos de la parte izquierda de estas ecuaciones
quedan fijados a partir de las ecs. f; ; = 0 con las f; ; dadas en el
Apéndice E y los k; ; estdn ya determinados. Observar, ademas, que
la condicién fo1 = 0 deja p1;1 como un parametro arbitrario, que
tomaremos siempre p1 1 = 0. Esto significa que deberemos resolver
p(n) + 1 ecuaciones a orden n.

i1) De forma alternativa podemos aplicar BCH directamente al método
completo (HZ- ehzidehyiB) g=hK (Hi e‘hyiBe_hZiA) para obtener, con

los ya conocidos valores de k; ;
fi,j = fi’j(Z,y) =0 1< <n. (526)

Aqui debemos considerar s6lo aquellos valores del indice j que cor-

respondan a f; ;8 que no sean cancelados automaticamente por las
b

condiciones del ntcleo.

La pirmera de las estrategias la utilizaremos principalmente cuando
las ecs. (5.25) sean sencillas (en nicleos simétricos), pues requiere
un esfuerzo extra en la obtencién de estas ecuaciones. En cambio,
para la segunda estrategia lo tinico que hace falte es disponer de un
esquema recursivo para generar las ecuaciones (ver Apéndice D).

4. - Una vez calculados el niicleo y el procesador, comprobamos que la
composicién e’e " e~F es realmente un método al orden deseado.
Seguidamente, se analizan los coeficientes que marcan el error del
método, esto es, se calcula la eficiencia del mismo.
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Este es el que llamaremos proceso bésico de calculo (PBC). Una vez
finalizado, tendremos diferentes caminos a seguir. Es muy frecuente que ex-
ista, tanto para el nicleo como para el procesador, mas de una solucién a las
ecuaciones (aunque también puede no existir ninguna). Esto puede ser debido
bien a que el sistema de ecuaciones polinémicas presente diferentes soluciones
reales y/o porque se estan utilizando mds variables que ecuaciones y por tanto
se dispone de una libertad en la solucién. En este punto hay que resaltar la
enorme dificultad que entrana la busqueda de todas las soluciones reales de un
sistema de ecuaciones polinémicas, incluso de grado no muy elevado. Asi pues,
la tactica seguida ha sido el realizar el PBC de forma repetida para buscar
todas la soluciones (o el mayor nimero posible de ellas) para una estructura
del nticleo y del procesador. Una vez analizado el error de cada método nos
quedamos con aquel que presenta mejor eficiencia. Este resultado habra que
compararlo con el que se obtiene del mejor método existente en la literatura
para este tipo de hamiltonianos.

No obstante, el trabajo no termina ahi, ya que hay que repetir todo este
proceso para distintas formas del niicleo y del procesador. Con esto vemos que
la bisqueda del método mas eficiente que se obtiene utilizando procesador da
pie a una enorme variedad de posibilidades.

Otro aspecto técnico importante es la disponibilidad de herramientas in-
formaéticas que permitan resolver, bien sea de forma analitica bien sea de forma
numérica, los dististo sistemas de ecuaciones que aparecen. Los resultados a
orden 3, buena parte de los de orden 4 e incluso algunos a orden 5 han sido
obtenidos de forma analitica con la ayuda de Mathematica. Para obtener solu-
ciones numéricas hemos utilizado las librerfas IMSL, las cuales trabajan con
precision REAL*16. Las ecuaciones las hemos generado a partir de los esque-
mas recursivos presentados en el Apéndice D y de los que se deducen de las
expresiones dadas en el Apéndice E.

En la construccion de los nuevos métodos consideraremos los siguientes
tipos de composiciones para el procesador y el nicleo:

Procesador: como procesador utilizaremos la composiciéon caracterizada
por el indice s
S
el = H e#ihA yihB (5.27)
i=1
Nicleo: Indicando por m el nimero de evaluaciones de e? por paso
(considerando la propiedad FSAL si se da el caso), utilizaremos los siguientes
tipos de composiciones:
i) Nicleo No-Simétrico (NS-m): (3" a; =Y it b =1)
m
e—hK — H 6_bihB €_aihA. (528)
i=1

it) Nicleo Simétrico (S-m)
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- m = impar: (22 —1a; =b +237" bizl’ r:mTH)

—hK __ _ —ai1hA

. e —arhA ,~brhB ,—arhA

e eahA (5.29)

-m=par: (2Y_1a;=by1+23 7 bj=1, r=1)

~hK _ ,~bihB

& .. e

—arhA e—br+1hB e—arhA o 6—b1hB‘ (530)

Cuando trabajamos con métodos RKN simplécticos tomaremos los sigu-
ientes cambios en el procesador y nicleo: y;B — Cy, ., biB — Cj, .,. Con esta
notacién la estructura de un método a orden n la denotaremos por n:X-m, s,
con X=NS,S,NSRKN,SRKN, dependiendo de si el nticleo es simétrico o no y si
estd disenado como método RKN o no.

5.6 Hamiltonianos Separables H = H, + Hp

Vamos a presentar IS para hamiltonianos separables a érdenes 3, 4, 5 y 6 sigu-
iendo el esquema mencionado. Presentamos con detalle el proceso de obtencién
de un método a orden 3 por la sencillez que presenta, porque los resultados son
analiticos y porque nos permite entender claramente el proceso seguido para el
resto de métodos.

Orden 3. Nuestro primer paso serd la construccion de un método a
tercer orden. Para este caso, el ntcleo tan solo tiene que cumplir una condicién,
N31 = 0. Parece natural tomar el ntcleo’.

oMK _ ,—hbB,—haA ~h(1-b)B ~h(1—a)A (5.31)

Utilizando la férmula BCH en (5.31) se obtiene

kog = 1(1—2a(1-10)) kig = —ta(l—a)(1—1b)(1—2a)
ksi = 1—-6a(1—a)(1-b)] kio = [ —2a(1 — b) — 6ab(1 — a)(1 — b)]
k3o = iQ [1—6ab (1 —b)] kis = 12ab( —b)(1 — 20b).
La condicién (5.15) nos dice que
0=1-12ab(1 —a)(1—1b), (5.32)

donde se aprecia que a ¢ [0,1] y b ¢ [0,1]. Esto puede ser un inconveniente
para cierto tipo de problemas (procesos irreversibles) ya que al menos dos de
las exponenciales de (5.31) tendran coeficientes negativos.

—hK _ ,—haA,—hB,—h(1—a)A

1Se podria pensar que el nicleo e pudiera cumplir la condicién

pero éste es equivalente al niicleo del método salto de rana (5.7) con el procesador e~"*4 por

lo que, en realidad, no tendriamos ningin parametro libre.
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Para el procesador se tiene p(3) = 2, lo cual significa que serd necesario
al menos tomar dos variables y nosotros escogemos

6P — 6hZA€hyB.

Luego, tenemos un sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas, disponiendo
de un pardmetro libre. Los coeficientes f4; que determinan el error, £ =

\/ff’l + ﬁ,2 + ﬁ,ii’ del método a tercer orden son

23 yz*
; f4,2 - k4,2 + ?, f473 = k4,3 — 7 (533)

y*(3z — y)

fa1 = ka1 — 5

y utilizamos el pardametro libre para minimizarlo. Si tomamos a como el
parametro libre, el minimo lo encontramos cerca de a = —1/2. Para este valor
tenemos dos conjuntos de soluciones que dan exactamente el mismo error:

1 Vi3 1 9:|:(4+\/ﬁ)
a=gE g b=og y=——p—

1
: —4- (534
6 9’ o z=Eg (539

dando &€ = 2.168 x 1072 y su eficiencia es Ef = 261/3 = 0.5577, 1a cual supera
la mejor de las existentes a orden 3, ref.[88], cuyo valor es Ef = 0.6532. Este
resultado claramente nos indica que con esta técnica es posible obtener métodos
con eficiencias realmente interesantes. Considerando la notacién introducida,
éste se corresponderfa con un método (3:NS-2,1).

Orden 4. Los métodos a orden 4 suelen ser los méds utilizados porque
habitualmente presentan un buen equilibrio entre sencillez y precisién. Por
esta razoén merecen un estudio especial. En primer lugar, por tratarse de un
método a un orden par podemos utilizar un nicleo simétrico teniendo en cuenta
los Teoremas de la seccién 5.3. Este debe cumplir la condicién N3 = 0. En
principio podriamos probar con el nicleo [92]

h h
efhaAef§Befh(172a)A67§B€7haA’ (535)

dependiendo del pardmetro a. Pero la condicién N3 = 0 nos lleva a que
k31— k3o = 12a® — 6a + 1 = 0, que es una ecuacién que no tiene solucién real.
Asi pues, proponemos el siguiente nicleo

€_hK — e—halAe—hblBe—haer—hbgBe—hagAe—hblBe—halA (536)

que es un nucleo con m = 3 y donde as = % —a1y bg =1—2b;. El nimero
de condiciones para el procesador es p(4) = 4, por lo que en principio es sufi-
ciente con utilizar s6lo 4 exponenciales. Una eleccién que nos asegura solucines
reales la obtenemos con el método (4:S-3,3) donde el conjunto de soluciones
maés eficiente que hemos encontrado (en el procesador hemos utilizado sélo 5

exponenciales) viene dado en la Tabla 5.4. El error y la eficiencia del método



5.6. HAMILTONIANOS SEPARABLES H=H,+ Hp 83

son £ =4.953 x 103 y Er = 3814 = (0.7959 respectivamente. Obsérvese que
(5.36) tiene la misma estructura, y por tanto el mismo coste computacional,
que el bien conocido método a orden 4 (3.26) que tiene eficiencia £y = 1.3352.
Esto claramente pone de manifiesto la gran mejora que uno obtiene cuando se
utiliza el procesado.

Aunque estemos buscando un método a un orden par no es necesario
utilizar un nicleo simétrico. Por esta razén nos hemos preocupado por buscar
un método a orden 4 utilizando un nicleo no simétrico. En principio, éste debe
cumplir las condiciones N31 = Ny 1 = 0 por lo que serdn necesarias al menos
dos variables. Como primera eleccién podemos tomar el niicleo (5.31). Cuando
planteamos las condiciones del nticleo y consideramos las expresiones de las k; ;
llegamos al siguiente sistema de ecuaciones

= 2 —75b+4 377b% — 716b% + 543b* — 78H° (5.37)
0 = 1—2b+35b% —169b% + 367b* — 384b° + 1568°5.

Pero estas ecuaciones no tienen solucion real. Ello nos obliga a introducir
dos nuevas exponenciales con dos nuevos coeficientes. Por un lado tendremos
mas evaluaciones por paso pero por otro dispondremos de dos variables para
optimizar el error. En concreto utilizamos un método (NS-3,2) Con este proce-
sador no conseguimos mejorar la eficiencia anterior. El siguiente paso seria ir
introduciendo mas exponenciales en el procesador. Pero este arduo trabajo no
llegamos a realizarlo de forma completa ya que, como expondremos en el sigu-
iente capitulo, nos dimos cuenta de la existencia de una forma sistematica de
buscar los métodos 6ptimos. Considerando que el nicleo (??) puede se visto
como un caso particular del niicleo (NS-3) es de esperar que se consigan métodos
mas eficientes con este tltimo.

Orden 5. Para conseguir un método a orden 5 el nicleo tiene que sat-
isfacer las correspondientes cinco ecuaciones dadas en la Tabla 5.1. Por tanto,
proponemos utilizar un nicleo con 8 exponenciales. Con este ntcleo tenemos
un parametro libre que utilizaremos con el objetivo de optimizar.

Para el procesador tenemos ahora p(5) = 7 ecuaciones a satisfacer. Estas
las elegimos entre las f; ; = 0 de manera que no se produzca un contaje doble
con las ecuaciones del nicleo (es inmediato a partir de la Tabla 5.2). Por
ejemplo, tenemos la siguiente eleccién posible

foi=fa1=fai1=fao=fso=foa=f55=0

Con todos estos ingredientes hemos decidido utilizar un método (5:NS-
4,4) y realizamos el PBC teniendo en cuenta el tinico pardmetro libre (que en
este caso estd en el nicleo). Obviamente, las ecuaciones a resolver son ahora
mas complicadas y por tanto utilizar mas parametros libres complica bastante
el proceso de bisqueda de la solucién 6ptima (que con toda seguridad daria
lugar a un método mas eficiente). Debemos tener presente que para cada valor
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del paramtro libre suelen existir muchos conjuntos de soluciones tanto para
los coeficientes del ntcleo como del procesador. Nuestra busqueda nos dié el
error minimo para el conjunto de coeficientes dados en la Tabla 5.4. El error del
método es £ = 6.519x 1073 y su eficiencia Ey =1.4618. Debemos tener presente
que sin el uso de procesado es necesario utilizar al menos 12 exponenciales para
tener un método a orden 5. Esto implica seis evaluaciones del operador e?
mientras que nosotros lo hemos hecho con sélo cuatro evaluaciones. Esto puede
representar una importante ganancia. Como a érdenes superiores al cuarto,
para hamiltonianos separables, siempre se han utilizado métodos simétricos que
dan lugar a métodos de érdenes pares, no conocemos ningin método a orden 5
con el que poder comparar la eficiencia.

Orden 6. Segin la Tabla 5.1, el nicleo debe satisfacer 8 ecuaciones
para poder conseguir un método a orden 6. Una forma de tener 8 variables es
considerar un ntcleo no simétrico con 10 exponenciales. Por otro lado, como
se trata de un orden par podemos utilizar los resultados de los Teoremas al
respecto. Asi pues, si utilizamos un nicleo simétrico, éste tendrd que cumplir
sélo las 4 condiciones de la Tabla 5.3. Un nucleo simétrico con cuatro variables
requiere justo el mismo nimero de evaluaciones por paso que uno no simétrico.
Como la simplificacion es significativa y simplemente perdemos alguna solucién
puntual con respecto a un nicleo no simétrico, proponemos un nicleo simétrico
con m = 5. Para el procesador tenemos p(6) = 13 ecuaciones, mas una corre-
spondiente a la eleccién arbitraria que hemos tomado pi; = 0. Asf pues, nos
haran falta al menos 14 exponenciales en el procesador. Por tanto, proponemos
utilizar un método (S-5,7). De todas las soluciones encontradas, en la Tabla
5.4 presentamos aquella que nos ha dado mejor eficiencia. El método presenta
como error £ = 2.898 x 1073 y la eficiencia vale Ef = 5E1/6 = 1.8880. Esta
eficiencia supera la correspondiente al mejor de los integradores simplécticos
a orden 6 conocidos [91], que con 9 evaluaciones por paso da una eficiencia
E; =2.1351.

5.7 Importancia de la Ordenacion y Tipo de Expo-
nenciales

Cuando nos planteamos la biisqueda de una expresion explicita tanto para el
nucleo o como para el procesador, lo primero que hacemos es tener presente
cuantas variables vamos a considerar. Estas variables las introduciremos como
coeficientes de las exponenciales. Ahora cabe hacernos una pregunta: jinfluye
la ordenacién de las exponenciales tanto del nicleo como del procesador en la
eficiencia del método que se vaya a obtener? La respuesta a esta pregunta es
que si influye, pero no en todos los casos.

Consideremos primero el hamiltoniano separable H = H4 + Hp. y
supongamos por ejemplo, que el nticleo tiene la forma general (5.3). Pode-
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mos considerar siempre que el nimero de A’s es el mismo que el de B’s ya que
si no es asi siempre es posible introducir uno de ellos en el procesador. Esto
ocurre, p.e. cuando tomamos como nicleo el método salto de rana, que es
equivalente al niicleo (5.7). Supondremos también que el procesador tiene la
misma forma pero no necesariamente con un numero par de exponenciales.

Definimos N4p como una composicién de bloques del tipo e?e? donde
suponemos que A y B estdn multiplicados por los parametros correspondientes.
A una composicién con la ordenacién inversa (bloque del tipo e®e?) la deno-
taremos por Ng4. Obviamente, el nicleo siempre podréd considerarse del tipo
Nap o Npa. Por contra, como en el procesador podemos tener distinto niimero
de A’s que de B’s introduciremos para éste las composiciones de bloques de la
forma e4ePed, que denotaremos por Napa. Finalmente, consideraremos por
Npag la correspondiente a tomar eBe4ef. En principio, el procesador puede
ser de cualquiera de la 4 clases, aunque si fijamos el nimero de exponenciales
sélo tendremos dos posibilidades. Esto es, si el nimero de exponenciales es par
sélo tendremos Nap o N4 y si es impar los tipos seran Napa 0 Npapg.

Con este andlisis hemos podido comprobar que una vez fijado el niimero
de exponenciales a tener en cuenta para el niicleo y el procesador tendremos dos
ordenaciones posibles para cada uno de ellos y por tanto cuatro composiciones
distintas. A continuacién probaremos que para hamiltonianos separables en
general no existe una ordenacién privilegiada que nos lleve a métodos mas efi-
cientes y por tanto, una vez estudiada una ordenacién no sera necesario analizar
las restantes. Para ello recordamos que dado un método del tipo (5.3) su ad-
junto coincide con éste pero invirtiendo el orden de las exponenciales, y son
ambos equivalentes por lo que concierne a la eficiencia.

Supongamos que el procesador tiene un nimero par de exponenciales, es
decir, es del tipo Nag o Npa. Entonces, las cuatro ordenaciones posibles son

ePe"BEe™P — NupNapNpa (5.38)
NapNpaNpa (5.39)
NpaNapNap (5.40)
NpaNpaNap. (5.41)

Vemos que (5.38) y (5.39) se pueden considerar uno el adjunto del otro, al
igual que (5.40) y (5.41) (recordemos que las A’s y las B’s estan multiplicadas
por variables y que el nombre que le demos a estas variables es irrelevante).

Por otro lado, si en (5.38) intercambiamos A y B (vimos que este cam-
bio era irrelevante mientras no diésemos una forma explicita a cada parte del
hamiltoniano) reproducimos el método (5.41). Con esto vemos que todos ellos
son equivalentes y por tanto es suficiente con analizar una ordenacién sola-
mente. Si hacemos lo mismo con un procesador que tenga un nimero impar de
exponenciales, o sea, tomando Naga 0 Npap, se llega a la misma conclusién.

En cambio, si consideramos que A y B son cualitativamente distintos no
podremos intercambiarlos y por tanto este iltimo paragrafo no serd aplicable.
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Esto ocurre con los hamiltonianos cuasi-integrables (B lleva siempre consigo un
factor e a diferencia de A) y con los métodos RKN ([B, B, B, A] = 0 no implica
[A,A, A, B] = 0). En este tltimo caso, la posibilidad de utilizar C,, g introduce
una diferencia adicional entre A y B. Asi pues, la eficiencia de los métodos
dependerd de la ordenacién y tipo de las exponenciales utilizadas.

5.8 Métodos RKN Simplécticos hasta Orden 6

A continuacién presentamos métodos especialmente disenados para el caso par-
ticular en que [B, B, B, A] = 0 y a los que haremos referencia como métodos
RKN simplécticos. En ellos hemos hecho uso de los potenciales modificados. Ex-
ponemos aquellos que nos dieron mejor eficiencia y comparamos esta eficiencia
con la de los mejores métodos que conocemos para este tipo de hamiltonianos.

Orden 4. La composicion simétrica mas sencilla que satisface la unica
condicién a este orden es

h h
o—hK _ 675A67h01,1/246*§14’ (5.42)

que ha sido estudiada con detalle por Rowlands [111] y Lopez-Marcos, Sanz-
Serna y Skeel [84, 85]. Para determinar el procesador es necesario resolver un
sistema de p(4) = 4 ecuaciones luego, una eleccién posible es

P _ ,h21AhC

e Y1,v1 ehZQA (543)

por lo que ahora tendremos un método (4:SRKN-1,2). Con esta eleccién obten-
emos dos conjuntos de soluciones reales para los coeficientes en forma analitica.

Miés especificamente si denotamos s = (1/6)4/3 + 2/3, entonces

y1=TFV3s z1=%(1-+3)s
v =+£8/24 29 = Fs

con error £ = 5.604 x 1073 y eficiencia Ef = m&EY* = 0.2736 m. Dependiendo
del peso que se le de a las evaluaciones de C, g consideraremos que 1 < m < 2,
por lo que 0.2736 < Ey < 0.5472.

Obsérvese que este nicleo puede ser tratado como uno no simétrico (el
dado en (5.20) con zo = —(1/2 %+ s).

Orden 5. Como ahora vamos a tener que resolver un sistema de 3 ecua-
ciones consideramos el nicleo (NSRKN-2)

e—hK — e—hcblyc1 e_halAe_thQ*CQ e—hagA (544)

con ap = 1—aq, bo = 1—bq, disponemos de 4 variables para resolver un sistema
de 3 ecuaciones. Las condiciones N31 = N51 = N52 = 0 nos llevan al siguiente
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sistema

0 = 1—60bi(1—0b)a?(1—ay)?
0 = 1-— 12@1(1 —al)bl(l —bl) —24(01—{—62)
0 = 1-— 720@1(1 — al)[(l — bl)Cl + blcg] (545)

Sien (5.44) se considera, para simplificar el nicleo, ¢; = 06 co = 0 se tiene
que el sisitema (5.45) no tiene solucién real, por lo que es preciso mantener los
dos potenciales modificados. La solucion del sistema en términos del pardmetro
ay viene dada por

1 1
b= 2(1i\/1_15a%(1—al)2> (5.46)
B 1 L, Gt
T 126 1) (2 ! 60a1(1—a1)>
1 1
g = —c+

24 120a;(1 —ay)’

1 4
De la expresién de b* se tiene que a aj,aj) con af==(1+,/1+— |.
p q 1 & ( 1 1) 1 9 V15

Con el procesador tenemos que resolver un sistema de 6 ecuaciones por lo que
consideramos s = 2. La solucién 6ptima para el método (5:NSRKN-2,2) la
encontramos para el conjunto de coeficientes dados en la Tabla 5.4. Con todo
esto conseguimos un método que tiene de error £ = 6.284 x 10~* y cuya efi-
ciencia satisface 0.4577 < Ey < 0.9154. El mejor método RKN a orden 5 que
conocemos [88] (necesita 6 evaluaciones de la fuerza por paso) tiene de eficien-
cia By = 0.9840. Vemos que nuestro método es superior incluso en el peor de
los casos en el que el coste de utilizar un potencial modificado sea el doble del
potencial normal.

Recordamos que para los métodos RKN la eficiencia depende de la or-
denacion de las exponenciales asi como del tipo de exponenciales utilizados,
aunque mantengamos fijo el nimero de variables. De las dos posibles ordena-
ciones para el procesador hemos presentado la que nos ha llevado a un mejor
resultado.

Orden 6. Segin la Tabla 5.1 el nicleo debe cumplir 4 condiciones
N31 = Ns1 = Ns2 = Ng1 = 0. En principio, podriamos considerar el
ntcleo no simétrico (NSRKN-2), pero el sistema de cuatro ecuaciones con cu-
atro incognitas a resolver no tiene solucién real. Por tanto, hemos optado por
el siguiente nicleo simétrico con 3 pardmetros libres (la condicén Ng; = 0 se
satisface directamente).

efhK — efhalAefhblBe*hGZAG*thQ,CQ 67ha2AefhblB€7ha1A' (547)
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El método necesita tres evaluaciones de la fuerza (una de ellas con el potencial
modificado). Como procesador hemos decidido tomar s = 5 y le hemos dado
una simetria un tanto especial. La solucién mas eficiente del método (6:SRKN-
3,5) que hemos encontrado la damos en la Tabla 5.4, la cual tiene de error
£ = 1.915 x 107* y la efectividad cumple 0.7202 < E; < 0.9603. EI mejor
de los métodos RKN simplécticos que conocemos es uno del conjunto de 16
métodos que presentan Okunbor y Skeel [100] con eficiencia Ey = 1.0345 (éste
se encuentra también en [91] con mads cifras significativas).
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Orden 4

4:5-3,3
(Ef = 0.6227)
E; = 0.7959

Orden 5

5: NS —4,4
(=)
E; = 1.4618

5: NSRKN — 2,2
(E; = 0.9840)
E; € (0.4577,0.9154)

Orden 6

6:85—5,7
(Ef = 2.1351)
E; = 1.8880

6: SRKN —3,5
(Ef = 1.0345)
E; € (0.7203,0.9603)

a1 = 0.6215197027987048
zZ1 = 0

z9 = —0.1247579981570780
z3 = 0.2558945974768048

by =1
yp = 0.798

yo = —0.1980900601562228
ys3 = —0.4687733405240504

a1 = —3.068877096032787
az = 0.069136863057925
as = 2.132236793077397
zZ1 = 0

zg = —0.058741792287332
z3 = —0.155682248638743
z4 = —1.739396727797721

by = —0.0188

bs = 0.228020026949214
bs = —0.274397602327546
y1 = —0.831482178617918
y2 = 0.869497654626095
ys = —0.694638307539625
ya = 0.003491184157440

2
al :75

¢ = 26391+868v1389
1= 933408

z1 = —0.259827742670833
z9 = —0.878903435778566
v1 = —0.015699016551177

b, — 4241389
1= 3

1
Co = 26391-868v1389
2= 033408

y1 = —0.624928701361894
y2 = 0.008724711925979
v = —0.000884335643367

a1 = 0.528734306841523
as = —0.227224814678775
z1 = 0.520443768753836
zo = —0.112258504451409
zz3 = —0.973494161013953
z4 = 0.362347738903427
zs = 0.212540146576188
zg = —0.018738314192914
- Z?:l Zi

Z7 =

b1 = 2.223125692756331
b = 0.047256775178394
y1 = 0.113599703192743
y2 = —0.194068392832917
y3 = —0.033895302345452
ya = 0.303351445876588
ys = 0.700101572328687
ye = —1.946137373022707

6
Yyr = — Zi:l Yi

a1 = —0.068261038391863

Cc1 = 0

zZ1 = 0.1

2o = —0.402300805987029
zZ3 = —2(21 + 2’2)

R4 = 22

25 = 21

v1 = —0.041564153882237
vz = 0.010873954211100
Vs = 0

b1 = 0.262112935251703
c2 = 0.016401112816078
y1 = 0.253716619720951
y2 = 0.012848662830680

Ys = —Y2
Ys =~
ys =0

vg = —0.00983857170212
vy = 0.036112417802221

Tabla 5.4: Métodos X-m, s (X=NS,5,NSRKN,SRKN). Entre paréntesis damos
las eficiencias de los mejores métodos existenetes en la literatura.
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Chapter 6

Optimizacion del Procesado

6.1 Consideraciones Generales

En el dltimo capitulo hemos analizado las condiciones sobre el nicleo y hemos
construido método que en la mayoria de los casos tienen mejor eficiencia que los
integradores existentes en la literatura. Hemos visto también que la presencia
de coeficientes extra, tanto en K como en P, nos permite mejorar la eficien-
cia de un método. Sin embargo, esas mejoras fueron obtenidas a fuerza bruta:
explorando los conjuntos de soluciones de las ecuaciones para K y P. Ahora,
vamos a tratar esta cuestién de una forma més sistematica: dado un nicleo a
un determinado orden, jes posible mejorar la eficiencia tomando procesadores
mas complicados? ;Tiene esta mejora un limite? Como veremos a continuacion,
podemos responder a estas cuestiones de forma afirmativa al menos hasta orden
n = 6: una vez elegimos el nicleo, éste determina la mejor eficiencia (recordar
que mas eficiencia significa menor valor de Ey) que se puede obtener con el
procesado [12]. No hemos probado si esta forma de proceder puede ser imple-
mentada a 6rdenes arbitrarios, aunque la experiencia indica que éste podria ser
el caso.

Parece natural definir como éptimo el procesador, si existe, que minimice
el error de un método a orden n definido por la ec. (3.31). El error £ serd
determinado a través de las fp115, j =1,...,c(n+1) por k;j, ¢ <n+1ylos
c(n) coeficientes p, j. Mas especificamente la ec. (5.11), cuando la condicion
(5.12) y el hecho que k1,1 = k12 = 1 son tenidos en cuenta, nos permiten escribir

c(n)
fn+1,j = kn—i—l,j"’ Z Oéj,spms—l-Gj(kQ,l, ceey knyc(n)), 7=1,.. c(n—i—l), (6.1)

s=1

donde «;; son coeficientes numéricos y G; son expressiones polindmicas en los
coeficientes k; ; que permanecen libres depués de haber impuesto las condiciones
del nicleo V; s =0, i < n.

91
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Nosotros queremos fijar los ¢(n) coeficientes p, s que no minimicen &.
Esto lo hacemos resolviendo

o€
Opn,s

=0 s=1,..,¢(n)

0, lo que en lo mismo por las ecs. (3.31) y (6.1),

c¢(n+1)

Z aj,sfn+1,j =0 s=1, -")C(n)v (62)
j=1

que utilizando de nuevo la ec. (6.1) da finalmente el sistema

c(n

)
/Bs,tpn,t = As (63)
t=1

con

c(n+1) c(n+1)

ﬁs,t = Z g sQ5t Yy As - Z Q5 s (kn—i-l,j + Gj(k2,ly ) kn,c(n)))
j=1 j=1

(6.4)
La complicada estructura de las expresiones para los coeficientes f hace
dificil probar afirmaciones generales para el sistema (6.3), pero en los casos
en los que hemos trabajado explicitamente éste tiene soluciones que cuando
son sustituidas en las ecs. (6.1) y (9.42), dan lugar al método 6ptimo con los
coeficientes f,%; ; y su error.
En particular, la matriz ¢(n) x ¢(n) simétrica (3, definida en la ec. (6.4),
hemos probado explicitamente que es no-singular para n < 6, luego, la solucién
de la ec. (6.3) viene dada por

Pn) = *ﬁ_IOzT (k(n—i-l) + G(kz}l, ey kn,c(n))) (6.5)
donde hemos utilizado la siguiente notacién vectorial
Py = Dol s Pren))

k(n+1) = (kn-l—l,la RRE) kn+1,0(n+1)) (6'6)
G - (Gl’...7Gc(n+1))

y o es la matriz e¢(n+ 1) x ¢(n) con elementos o ;. Cuando la solucién (6.5) es
sustituida en ec. (6.1) obtenemos para el método éptimo a orden n

£ = —ap e )kpy —af '’ G (6.7)
con f(ofﬂ) =(fihi ZZ_’H’C(nH)),

Es interesante remarcar que, a partir de esta ecuacién, el error minimo
esta completamente determinado por el nicleo. En realidad, cuando el proceso
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anterior puede llevarse a cabo, es posible reescribir gﬁl ;j como la siguiente
9
combinacién lineal

c¢(n+1)—c(n)

fiii= > YisNayis j=1,...,¢(n+1) (6.8)
s=1

donde Nj,41s son las expresiones del nicleo que aparecen en la Tabla 5.1 para
un método a orden n + 1.

Probamos esta afirmacion para un método optimizado a tercer orden y
después indicaremos la generalizacién a 6rdenes superiores. De la ec. (6.7)
podemos escribir

Fi5 =13 kas + 2 koo 41 kay + F( k2, k3n)

donde F' es una expresion polindmica y j; , son coeficientes numéricos. Tomando
Ny, de la Tabla 5.1 podemos escribir

f25 = wja Nag + Q( ka1, ks ki, ka2)

donde Q es otra expresion polinémica. Hasta este momento los k4 ; son to-
davia parametros completamente libres. Supongamos ahora que imponemos la
condicién del nicleo a cuarto orden Ny; = 0, y la utilizamos para expresar
uno de los k4 j, digamos k43, en términos del conjunto {k2 1, k31, ka1, ka2}.
Entonces con los p(,,) dados por (6.5) construirfamos un método a cuarto orden.
Recordemos que £ es una funcién definida positiva en las variables p4 ; y en el
que si se cumplen las condiciones a orden 4 es posible obtener con las p4 ; que
& = 0. Pero, los p(y) son los valores que hacen minimo &, por lo que deben de
anularlo, o lo que es lo mismo dar OZ = 0. Como esto debe de ser cierto para
cualquier eleccién de {k2 1, k31, ka1, ka2} debemos concluir que

Q( ko, k3, kai, ki2) =0

idénticamente y entonces ffg = pj3 Nai1 que, con vj1 = 53, es la ec. (6.8)
que deseamos probar.

La generalizacion a érdenes superiores es inmediata una vez comprobado
que todo el procedimiento es aplicable, esto es comprobado que las matrices
que tienen que ser invertidas son no-singulares. En el método optimizado a
orden n uno tiene que considerar las condiciones para el nticleo a orden n + 1,
(Npt1s, s=1,...,¢c(n+1) —c(n)). A partir de estas expresiones elegimos el
mismo nimero de coeficientes independientes k,,11; y repetimos el proceso
llevado a cabo para el tercer orden.

Observese que los coeficientes ;5 en la ec. (6.8) se pueden obtener a partir
del término lineal de la ec. (6.7), i.e. a partir de la matriz ¢(n+ 1) x ¢(n+1)

MP=]—ap tal.

la cual sélo depende de la matriz .
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A continuacién damos las expresiones para los métodos optimizados hasta or-

den seis obtenidos con el andlisis realizado en la seccién anterior.
en términos de las expresiones N1, A partir de el-

. op
los coeficientes f, Y1

Damos

los es facil calcular el error minimo que uno puede obtener con el porcesador
apropiado. Cuando éste tenga una expresién simple daremos también el er-
ror explicitamente. Daremos los resultados correspondientes a un hamiltoniano
separable en general y los correspondientes a métodos RKN.

1. El Caso General de Hamiltonianos H = Hq + Hp

-Terecer Orden: De las expresiones explicitas para fs; recogidas en el

Apendice E se tiene

-1 0 1 -1 -1
a=| -1 1 = MP=_| -1 1 1
0 1 -1 1 1
luego
1
05 =I5 = I §N4,1 (6.9)
y el error minimo es
1
ET == ﬁ |N4’1 (610)
-Cuarto Orden: repitiendo los mismos pasos es inmediato ver que
1
B = = Naa
1
5y = foa= §N5,2 (6.11)
1
5y = —fse= §N5,3
y el error que se obtiene utilizando el procesador éptimo es
1
_ = 2 2 2
£ = \/i\/(Nm) + (Ns2)2 + (N53)2. (6.12)

-Quinto Orden: para este caso se tiene la expresion mas compleja

w g 17172 (227Ng1 — 99N 2 — 411N )
B = i = s (83N — 163N — 285Ngg)

fon = e = Kies (—76Ng1 + 39Ng.2 + 323N 3)
B = _fR = 4%3 (—28Ng,1 + 61Ng 2 + 119N 3)
% = = (52Ng + 50N + 221Ny 3)

443
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y la constante de error puede ser calculada a partir de la ec. (3.31).

-Sexto Orden:

1 .
| fr25-1] = | fr25] = §\N7,j\ j=1...,9 (6.13)

y el error es

1 9

£ = 7 ;(Nm)?. (6.14)

Observese que este caso contiene las N7 ; que no vienen dadas en la Tabla
5.1. Estas tienen que ser obtenidas en la forma N7 ; = k72; — kroj—1 +
G(k) donde G(k) es una expression polindmica de las k;; con i < 7
utilizando los cddigos de [69].

. Hamiltonianos con Energia Cinética Cuadrdtica en Momentos.

-Cuarto Orden: tan sélo hay que eliminar f5% y fg' de (6.11) dando

1
52 = —f31 = 5N == —N52 (6.15)

y el error que uno obtiene utilizando el procesador 6ptimo es

\f\/ (N51)? + (N5 )2 (6.16)

-Quinto Orden: el procedimiento nos lleva ahora a

5

op _ op _ . op _ op _ _ . op _
61~ —Je2 = m]\[ﬁ,la fos = —Jo5 = mN&L Jea=0
(6.17)
y el error es ahora
1
= ——|Ng1]. 6.18
2\/ﬁ! 6.1 (6.18)
-Sexto Orden: eliminando los valores j = 5,...,9 de (6.13) se obtiene
1 .
|[fr2j-1] = |frol = 5INegl - G=1,....5 (6.19)

y el error es

5
€= \2 jzl(zvm)z. (6.20)
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6.2.1 Ejemplos a Tercer y Cuarto Orden

A continuacion presentamos algunos métodos como una ilustracion de la forma

de proceder que acabamos de discutir. Nuestra estrategia para construir métodos
sera similar a la del capitulo anterior, excepto que ahora el procesador tiene que

ser elegido de manera que minimice el error. Para que este sea el caso los co-

eficientes del procesador tienen que resolver un sistema de p°?(n) = p(n + 1)

ecuaciones.

Tercer Orden Optimizado. Si consideramos de nuevo el nicleo (NS-2) visto
en (5.31) el coeficiente a puede ser determinado a partir de la ecuacién (5.32)

, . 1 2
luego, el error (6.10) es sélo una funcién de b. Para b* = 3 (1 + \/ﬁ)

obtenemos el error y la eficiencia minimos dados por E, = 8.639 x 1073 y Er =
0.4104, respectivamente. Esto significa una mejora de un 25% aproximadamente
sobre el valor obtenido en el capitulo anterior.

Respecto del procesador, debemos resolver un sistema de p?(3) +1 =5
ecuaciones luego, consideraremos un método (NS-2,3). Un conjuto de soluciones
al sistema correspondiente lo damos en la Tabla 6.1.

Cuarto Orden Optimizado. Para este caso hemos analizado diferentes situa-
ciones:

1. El Caso General de Hamiltonianos H = H4 + Hp

Metodo I.- Consideramos el nticleo simétrico S-3 estudiado en el capitulo
anterior y encontramos el minimo para by = —0.175, con error £ = 1. 260 x
1073 y eficiencia £ + = 0.5653. Este resultado debe de ser comparado con
el valor 0.6227 obtenido por el mejor de los método simétricos simplécticos
construido por McLachlan en [91] (S, m = 5).

Para el procesador, en principio, debemos resolver un sistema de ocho
ecuaciones. Como no encontramos soluciones reales para un procesador
con ocho exponenciales decidimos introducir una més y tomar s = 5. Un
posible conjunto de soluciones del método (4:S-3,5) la damos en la Tabla
6.1.

Metodo II.- Consideramos ahora el niucleo simétrico (S-4) que es lig-
eramente mas complicado con la finalidad de buscar métodos mas efi-
cientes. Ahora disponemos de dos parametros libres para minimizar el
error. Hemos encontrado diferentes conjuntos de soluciones con valores
minimos muy similares. Uno de ellos es by = 0.24 , bs = —0.1 que da de
error £ = 1.042 x 107* y eficiencia E; = 46'/* = 0.4041, mejorando el
correspondiente del esquema anterior. Para este caso es posible utilizar
un procesador con s = 4, con lo que utilizaremos un método (S-4,4). Un
conjunto de soluciones lo damos en la Tabla 6.1.

2. Hamiltonianos con Energia Cinética Cuadrdtica
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Ntcleos con potenciales modificados.- Consideremos el mas sencillo de los

1
métodos simétricos (S-1) dado en (5.42) que da N5 1 = N5 o = Tazo’ ¥ POt
1
tanto £ = ——, mientras que la eficiencia es Ey = mEYt = 0.1624 m.

1440’
Con esto hemos considerado el método (S-1,4) siendo una de las soluciones

posibles la dada en la Tabla 6.1.

El esquema resultante es esencialmente tan eficiente como el método con
ntcleo (S-2) y ¢; = 0 disenado en [85].

Nucleos sin potenciales modificados.  En algunos casos puede ser util
disponer de métodos RKN simplécticos que no utilicen potenciales mod-
ificados en la composiciéon. Para tal propdsito tomamos el nicleo no-
simétrico (NS-2) dado en (5.31), que tiene un par’ametro libre que uti-
lizaremos para minimizar. Es facil ver que N5; = %; N5 =
s v la eleccién a = T3 da € = 9.028 x 10~ y By = 261/4 = 0.3467.
Esta eficiencia mejora la mejor de los métodos RKN simplécticos que no
utilizan potenciales modificados. El método completo utilizado ha sido el

(NS-2,4), siendo una posible solucién la dada en la Tabla 6.1.
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Orden 3
(NS —2,3)
(Ey = 0.6532)
E; =0.4104

Orden 4

(S - 37 5)
(E; = 0.6227)
E; = 0.5653

(S - 47 4)
(E; = 0.6227)
E; = 0.4041

(SREN — 1,4)
(E; = 0.4764)
Ey € (0.1624,0.3248)

(NSREKN —2,4)
(Ef = 0.4764)
Ejy = 0.3467

Tabla 6.1: Métodos optimizados X-m, s (X=NS,S,NSRKN,SRKN) Entre paréntesis

a1=%(1+,/1+%>
z1 = 0.1719330997988762
2o = 0.3863677665431393

03 (1 /i %)
y1 = 0.5151263269901992
y2 = —0.06985654907807675

z3 = —(21 + 22) y3 =20
/1646169—147 7
ay = 0 b1 =~

1680
z1 = —1.450228208075020

zo = 0.470250210499111

zz3 = 1.480280303520878

24 = —(21 + 2o + 23 + Z5)
_ 1

Z5 = -3

y1 = —0.026109696957887
Yo = 0.066841578109894
y3 = 2.989840731091553
ys = —(y1 + y2 + y3)

ys =0

— 57++/18069

a1 300

z1 = —0.1171835753202670
z9 = 0.8785444960116207
z3 = —0.8972532123604465
24 = —(21+ 22 + 23)

~ 25
by = _TIO
y1 = —0.5903105192555323
y2 = 0.00137327945651152
ys = 0.3958521503201655

ya = —(y1 +y2 +y3)

1
24
zZ1 = 0
zo = —0.0363539829039128
z3 = —0.2371066801510219

z4 = 0.8749306155955435

C1 =

y1 = —0.1576624269298081
y2 = 0.0731969797858114
y3 = 0.1859353996846055

ya =0

v; =0 i=1,23,4
w=1-yH =t

Cl = Cg = 0

z1 =0 y1 = 0.1937696215758170

2 = 0.5349755290809216
z3 = —0.3086327690445878
z4 = 0.1428375011411086

v; =0 i=1,2,34

y2 = 0.9311511462564267
y3 = —0.1053624334726687

ys =10

damos las eficiencias de los mejores métodos existenetes en la literatura.
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6.2.2 Comparacién de Diferentes Métodos

Con la finalidad de apreciar mejor el efecto del uso de la técnica del procesado
y el procedimiento de optimizacién que hemos presentado, recogemos en forma
de tabla la bondad de diferentes métodos.

En la Tabla 6.2 presentamos las constantes de error, la efectividad y el
numero de evaluaciones de B por paso de los métodos con procesado construidos
aqui para el caso general de hamiltonianos H = H4 + Hp. Para poder com-
parar incluimos también algunos de los esquemas simplécticos bien establecidos
en la literatura. Hemos elegido como métodos estindar aquellos algoritmos
simplécticos no procesados con la mejor eficiencia a cada orden. Se aprecia
directamente que los nuevos algoritmos son mas eficientes que el resto y esto se
ve mas claramente en el caso de nuestros métodos optimizados. La ganancia en
eficiencia es obtenida, en general, por el descenso en el niimero de evaluaciones

de B.

Orden n ‘ Metodo ‘ gl/mn ‘ Eficiencia m £/ ‘
3 (NS, m=3) |0.2177 0.6532
Proc. (NS-2,1) | 0.2790 0.5580
Opt. (NS-2,3) | 0.2052 0.4104
1 (S,m=5) |0.1245 0.6227
Proc. (S-3,3) | 0.2652 0.7957
Opt. (S-3,5) | 0.1884 0.5653
Opt. (S-4,4) | 0.1010 0.4041
5 Proc. (NS-4,4) | 0.3655 1.4618
6 (SS, m =9) 0.2372 2.1351
Proc. (S-5,7) | 0.3776 1.8880

Tabla 6.2: Comportamiento tedrico de diferentes integradores simplécticos para un
hamiltoniano general.
Similarmente la Tabla 6.3 presenta la situacién para los métodos RKN.

Orden n ‘ Metodo ‘ gl/m ‘ Eficiencia m &Y™ ‘
4 (RKN, m = 4) 0.1191 0.4764
Proc. (SRKN-1,2) (1 <m < 2) | 0.2736 | (0.2736,0.5472)
Opt. (SRKN-1,4) (1 <m <2) |0.1624 | (0.1624,0.3248)

Opt pot. no mod. (NSRKN-2,4) | 0.1733 0.3467
5 (RKN, m = 6) 0.1640 0.9840
Proc. (NSRKN-2,2) (2 < m < 4) | 0.2289 | (0.4577,0.9154)
6 (RKN, m = 7) 0.1478 1.0345

Proc. (SRKN-3,5) (3<m <4) |0.2401 | (0.7203,0.9603)

Tabla 6.3: Comportamiento tedrico de diferentes integradores RKN simplécticos
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6.3 Ejemplos Numéricos

La finalidad de esta seccion es mostrar el funcionamiento de los nuevos métodos
con procesado obtenidos en estos dos tultimos capitulos y recogidos en las Tablas
5.4y 6.1, en comparcién con otros integradores simplécticos estdndar de érdenes
4,5y 6. Asi pues, para el hamiltoniano general H = H 4+ Hp, consideramos el
algoritmo (4:S-4,4) y los métodos a érdenes cinco y seis expuestos en la Tabla
5.4. Los resultados son comparados con los métodos simétricos a érdenes cuatro
(S, m=05) yseis (S, m =9) dados por McLachlan [91]. Con respecto al orden
5, sin embargo, no hemos encontrado ningiin método simpléctico disponible
para esta clase de hamiltoniano.

Cuando la energia cinética es cuadrédtica en momentos, consideramos el
método con procesado a orden cuatro optimizado con eficiencia E; = 0.1624 m
y los esquemas a érdenes cinco y seis recogidos en la Tabla 5.4. Comparamos
con los siguientes esquemas:

(a) el método Runge-Kutta-Nystrom de cuatro etapas de orden 4 dado por
Calvo y Sanz-Serna [19] (RKN, m = 4);

(b) el algoritmo simpléctico de seis etapas a quinto orden construido por
McLachlan y Atela [88] (RKN, m = 6);

(c) el mejor de los métodos simétricos encontrado por Okunbor y Skeel [100]
para este tipo de hamiltonianos (RKN, m = 7).

Estos métodos seran referidos en las figuras como s-4, -5 y s-6.

Ahora examinamos cémo todos estos esquemas simplécticos describen fa-
milias de drbitas periddicas para tiempos de integracién muy grandes en difer-
entes sistemas hamiltonianos. Como es habitual, chequeamos el grado de exac-
titud en la conservacién de la energia y la precisiéon en la determinacién de la
trayectoria.

Ejemplo 1. El oscilador armoénico generalizado unidimensional es posi-
blemente uno de los ejemplos mas sencillos de un sistema hamiltoniano que
puede ser separado en dos partes no triviales, H = Ha + Hp, con los flujos cor-
respondientes a Hy y Hp evaluables de forma explicita. Ademas, la evolucion
temporal exacta de H es también conocida, luego es posible compararla con
las soluciones aproximadas obtenidas con los diferentes algoritmos numéricos.

Tomamos 1
HA = 5( 2+q2)) HB :a(pQ+q2)7 (621)

con o = 0.9, y analizamos la trayectoria eliptica dada por

Do + aqo

q(t) = qocos(nt) + sin(nt) (6.22)

aqo )

Po + .
p(t) = pocos(nt) — (qon+aT sin(nt)
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con 1 =+1+ 2a —a? y perfodo T = 27 /n. Aqui qg, po se corresponden con el
valor inicial de la coordenada y el momento, respectivamente. Para este ejemplo
determinamos numéricamente la trayectoria para un gran nimero de periodos
(39741), calculamos los puntos (g, p) en intervalos de tiempo 7'/20 durante el
dltimo perfodo y entoces calculamos la distancia euclidea en R? entre estos
puntos y los correspondientes valores exactos dados por (6.22). Finalmente
tomamos el valor medio de las distancias.

La Figura 6.1 muestra, en una escala log — log, esta distancia media para
go = po = 1 (energia F = 2.8) en términos del coste computacional expresado
como numero de evaluaciones de B. Las lineas sélidas denotadas por s-n cor-
responden a los resultados obtenidos por los métodos simplécticos estandar a
orden n, mientras que las lineas p-n corresponden a los métodos a orden n con
procesado. A la vista de los resultados hay que realizar algunos comentarios.
Primero, la estimacién tedrica para la efectividad de los diferentes métodos
recogidos en las Tablas 5.4 y 6.1 se pone de manifiesto también en la practica.
En particular, esté clara la superioridad de los algoritmos con procesado sobre
las composiciones simplécticas estandar. Una razén para este comportamiento
es el requerimiento de menor ntmero de evaluaciones. Segundo, el método
a orden 5 se comporta, para este ejemplo y en el rango de precisiones anal-
izado, como un integrador a sexto orden con una eficiencia superior a la de
otros métodos estandar. Tercero, el esquema a cuarto orden con procesado
optimizado funciona significativamente mejor que el resto de los métodos con
procesado en una regién muy amplia y para este ejemplo. Esta notable mejora
nos anima en la bisqueda de métodos optimizados a érdenes superiores sigu-
iendo un procedimiento similar.

0 T T T
sn —
PS5 p-n e
2+ _
o
B
£
£
s AT T
(]
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o
6 F _
-8 ] ] ]
6.6 7 7.4 7.8 8.2
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Figura 6.1. Error medio en la distancia frente al nimero de evaluaciones de
B para el hamiltoniano (6.21) con « = 0.9 y E = 2.8 tras 39741 perfodos. Las
lineas sélidas denotadas por s-n corresponden a los integradores simplécticos estandar
(no procesados) a orden n y las lineas discontinuas representan los nuevos esquemas
simplécticos a orden n con procesado (p-n), respectivamente.

Ejemplo 2. A continuacién consideramos el bien conocido hamiltoniano
de Hénon-Heiles [62]

H(a,p) = %(p? +p3) + %(tﬁ +a3) + g — éqg- (6.23)
Cuando la energia cumple £ < 1/6 hay tres trayectorias periddicas cuyas
proyecciones sobre el plano q son lineas rectas [30]. Una de ellas, que llamare-
mos 71, se encuentra sobre el eje go, v las otras dos (w2 y 73) se obtienen rotando
71 con los dngulos +27/3, respectivamente [30]. Analizamos, en particular, la
orbita me, cuya ecuacién es

qi(t) = —?Q(t% @2(t) = _%Q(t)a pi(t) = ¢1(t), pa2(t) =qa(t), (6.24)
con
Q(t) = (q — ge) s’ < L g e t) + ge, (6.25)
y el periodo viene dado por
T2,/ —5 K(s) (6.26)
B Ga — qc ‘ ‘

En las expresones anteriores s = /(g — qc)/(qa — qc), K(s) es la integral
eliptica completa de primera especie, sn(u) es la funcién eliptica seno ampli-
tud ¥ qa, @b, ge son las soluciones de la ecuacién x3 — (3/2)2? + 3E = 0 con
Qe <0< qp <1< qq.

Para este ejemplo determinamos la trayectoria peridédica para 41603 periodos
y entonces promediamos el error relativo en la energia durante el tltimo periodo.
En la Figura 6.2 (en una escala log — log) representamos para E = 0.1 los resul-
tados obtenidos con los métodos estandar y con procesado en funcién del coste
computacional medido en niimero de evaluaciones de B. Para determinar este
ntmero hemos considerado que, en promedio y para el problema en cuestién,
una evaluacién de C, g es aproximadamente equivalente a 1.1 evaluaciones de
B [11].

Aqui de nuevo el algoritmo a quinto orden con procesado se comporta
como un integrador a sexto orden para una amplia serie de pasos de integracion
y, como se predijo tedricamente, el efecto de la combinacién de la técnica del
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procesado y las segundas derivadas del hamiltoniano (en C, ) permite con-
struir esquemas simplécticos altamente eficientes. La mejora con respecto a los
estandar es particularmente notoria para el método a cuarto orden, porque ha
sido construido utilizando la técnica de optimizacién.

En la Figura 6.3 presentamos los mismos resultados que en la Figura 6.2
pero ahor tomando en cuenta la estimacién mas conservadora en el que una
evaluacién de C,, g es equivalente a dos evaluaciones de B. Incluso en ese caso
los métodos con procesado funcionan mejor que los estdndar y la mejora es
de nuevo mayor con el método optimizado a orden cuatro. Por otro lado, los
resultados obtenidos por éste y por el método a orden cuatro con procesado
optimizado que no utiliza potenciales modificados en el nicleo (E; = 0.3467)
son muy similares para este caso (linea p-4 en la Figura 6.3).
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Figura 6.2. Error relativo en la energia vs. al nimero de evaluaciones de B
para el hamiltoniano de Hénon-Heiles con F = 0.1. Para este ejemplo una evaluacién
de Cy 3 es aproximadamente equivalente a 1.1 evaluaciones de B. Los cédigos son
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similares a los utilizados en la Figura 6.1.
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Figura 6.3. Lo mismo que la Figura 6.2 pero considerando que una evaluacién
de C, 3 es equivalente a dos evaluaciones de B.



Chapter 7

Sistemas Hamiltonianos
Cuasi-Integrables

7.1 Introduccion

El principal objetivo a lo largo de esta primera parte del trabajo ha sido obtener
integradores simplécticos, tan eficientes como sea posible, para hamiltonianos
separables utilizando la técnica del procesado. Ademéds, hemos analizado con
detalle un importante caso particular como es el de los hamiltonianos con en-
ergia cinética cuadratica en momentos. Sin embargo, a veces un mismo hamil-
toniano puede ser separable en diferentes formas. Lo mas frecuente es que éste
se pueda separar en su parte cinética y potencial

H(q,p) =T(p) + V(q). (7.1)

No obstante, en muchos casos es también posible otra separacién. Esto
suele ocurrir cuando el sistema es una pequena perturbaciéon de uno que puede
ser resuelto de forma exacta, p.e. cuando H es cuasi-integrable y se puede
separar en la forma

H(q,p;e) = Ho(q,p) +eHi(q), (7.2)

donde € es un pardmetro pequeno. Una forma obvia de construir un IS para
este hamiltoniano es aplicar una composicién considerando los flujos correspon-
dientes a Hy y Hi, cuando ambos son evaluables de forma explicita. En este
sentido hay menos restricciones severas con respecto a las condiciones para
un orden. Maés especificamente, para obtener un IS de orden efectivo k no es
necesario cancelar todos los términos A’ (en un paso h) hasta i = k — 1 en el
hamiltoniano modificado asociado con el método [79, 119], sino sélo aquellos
que contengan érdenes méas bajos en ¢ (en la préctica, €, €2 0 como méximo £3);
como consecuencia, el nimero de pasos para obtener un determinado orden (y
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por tanto el nimero de transformaciones a componer) disminuye considerable-
mente, pudiéndose mejorar la eficiencia. Esta aproximacién ha sido utilizada
por McLachlan [90] para obtener varias familias de métodos a segundo y cuarto
orden efectivos para el hamiltoniano (7.2). Un inconveniente de esta forma de
proceder es que, muy a menudo, tiene que ser incorporada una transformacion a
las variables accién-angulo del hamiltoniano integrable Hy [70, 113], y por tanto
la efectividad se ve reducida. Como consecuencia, si el esquema numérico no
es muy eficiente, podria ser ventajoso separar el hamiltoniano H(q, p; &) como
en (7.1) e integrar las ecuaciones del movimiento con un método simpléctico
estdndar, particularmente si € no es muy pequeno [70]. Esta situacién motiva
la bisqueda de métodos que, preservando las ventajas de la descomposicién en
forma perturbativa, mejore la efectividad.

En este capitulo nos centraremos en la construccién de IS mas eficientes
a oOrdenes elevados, que aprovechen la ventaja de la especial estructura del
hamiltoniano (7.2). Para ello utilizaremos la técnica del procesado estudiada,
teniendo en cuenta que ahora el nimero de condiciones que habra que imponer
al niucleo y al procesador se veran ampliamente reducidas. Esto nos llevara a
métodos que, con muy pocas evaluaciones por paso, nos den algoritmos muy
eficientes.

En primer lugra estudiaremos el problema sin tener en cuenta el pro-
ceso de optimizacién. Los procesadores utilizados serdan aquellos que tengan
el minimo ntimero de exponenciales para obtener el orden deseado. Con esto
obtendremos métodos altamente eficientes para este tipo de problemas [11],
como podremos apreciar al aplicarlos sobre ejemplos concretos. Finalizaremos
el capitulo con una seccién en la que veremos cémo aplicar la técnica de opti-
mizacion a este tipo de hamiltonianos. Presentamos algunos métodos, asi como
las lineas a seguir.

7.2 Los Nuevos IS con Procesador

En esta seccién buscaremos un IS que aproxime la solucién exacta para un paso
de integracion
M(h) = e hlrgtem) (7.3)

Con la finalidad de aprovechar la estructura del hamiltoniano (7.2) parece
l6gico aproximar la solucién exacta por la composicién

m
ethﬁ — H efhaiAefhbisB (74)
=1

donde ahora A = Ly, y B = Lp,. Por la férmula BCH, el llamado hamiltoniano
modificado H pertenece al dlgebra de Lie libre generada por Hy y Hi, y puede
ser desarrollado como una doble serie asintética en h y €, con un nimero finito
de términos a cada orden en h, pero un niumero infinito a cada orden en ¢
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[90]. Los coeficientes a;, b; son determinados de forma sistemética a partir del
conjunto de ecuaciones polinémicas fijadas por la exigencia que

H—fI:O(Zejhsj). (7.5)

Siguiendo McLachlan [90], un método que satisface esta condicién se le llamara
de orden (s1, s2,...). Segun esta notacién, el orden efectivo de un método co-
incidira con el menor de los s;. La ecuacién (7.5) constituye una restriccién
menos severa que la impuesta por los integradores simplécticos a un determi-
nado orden k, ya que no tienen que ser eliminados todos los términos a cada
orden. Ello nos permitira obtener equemas muy eficientes cuando el parametro
de la perturbacion e sea suficientemente pequerio.

Obviamente, utilizaremos la técnica del procesado. La forma de proceder
es construir ambos, el ntcleo y el procesador, como una composicién del tipo
(7.4), en cuyo caso, por aplicacién de la férmula BCH, obtenemos la serie de
potencias que formalmente define el hamiltoniano modificado como

H = Hy+eHy + hefo1[Ho, Hi] + h? (€f3,1[H0,H0,H1] + 52f3,2[H1,H0,H1])
+h* (& fa[Ho, Ho, Ho, Hy) + € fuo[Hy, Ho, Ho, i) +...) + ... (7.6)

El despreciar términos que contengan potencias de e superiores a una
dada, digamos €", es equivalente a no tener en cuenta determinados elementos
del algebra de Lie. Asi pues, si denotamos por d(n) la dimesién de las nuevas
subdlgebras L"(A, B) tendremos que d(n) < c¢(n) y por tanto, el nimero de
condiciones del nicleo se vera reducido (asi como las del procesador). Para ver
qué condiciones de la Tabla 5.1 sobreviven en cada caso, es de gran ayuda el
reescribir la Tabla 5.2 introduciendo con cada f;; la potencia et que la mul-
tiplica, como vemos en la Tabla 7.1. Con esto, una vez fijadas las potencias
en h y en € que queremos eliminar y observando la Tabla 7.1, obtendremos las
condiicones N; ; = 0 a satisfacer por el nicleo.

Orden 3 efs1 = €2f3,2 =0 = N31=0
Orden 4 efi1 =’ f1a=2f13=0 = Ny =0
Orden 5 efs1 = €2f5,2 =0 = N51=0
e2fs3=¢ef54=0 = N5o=
S fss=c"f56=0 = N53=0
Orden 6 efo1 =’ fea=¢c"fo3=e¢fo5 =0 = Neg1=
Sfea=cfeo=c'for=cfos=c"feo=0 = Nga=
efeqn =¢c2feo=...=¢c" fo0 =0 = Ng3z=0

Tabla 7.1: Lo mismo que la Tabla 5.2 pero introduciendo las potencias de ¢
que acompanan a cada f; ;.

Para conseguir un método a orden (4,2) debemos tomar fo; = f31 =
fa1 = 0. Vemos que el niicleo no tiene que cumplir ninguna condicién (a parte
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de la consistencia) y por tanto podemos considerar

e—hK — e—heBe—hA' (77)

Con este nicleo sélo se pueden obtener métodos (s,2) a segundo orden
los cuales se obtienen imponiendo las condiciones

fir=0 1<i<s, (7.8)

donde en forma compacta se tiene

i—2 i—2
ki—ji Pi—j1 j—-1 , P11 —P1,2 j—2
fir =kix —pi-11 + Z i P{,l - Z i P{,l + th . (79)
]:1 j:2
Esto es equivalente a considerar sélo el conmutador anidado [A, ..., A, B]

con n— 1 operadores A. Luego, si en la ec. (5.16) sustituimos c¢(n) por d(n) = 1
se obtiene k(n) = 0. Esto es, el nicleo no tiene que cumplir ninguna condicién
(excepto la de consistencia) y los coeficientes p,; son suficientes para cancelar
fin. Con el nicleo (7.7) se pueden obtener métodos (s,2) con s tan grandes
como se quiera (por ejemplo, en [137] construyen un método con s = 17). La efi-
ciencia de estos métodos utilizando el nicleo (7.7) viene dada por el coeficiente

f3,2 que, teniendo en cuenta la ec. (7.8), da
1, -1

f32=—N31=Fk3a—k31+ §1€271 =2

La eficiencia es béasicamente la misma que la obtenida para los métodos

(s,2) de [90] sin el uso de procesador. Por otro lado, el nicleo

h h
efhaAefaeB 7h(172a)A€7§€BefhaA’ (710)

e
dependiendo del parametro «, lleva a métodos con procesado mas eficientes
[92], pero, como ya se vi6 para este nucleo, no son posibles métodos a érdenes
superiores pues N3 1 = k31 — k32 = 1202 — 6a 4+ 1 # 0 para todos los valores
reales de a.

De esta manera, si se consideran nicleos simétricos serd necesario tomar
mas transformaciones de Lie para obtener algoritmos (s, r) con r > 2, por lo que
en principio se reduciria la efectividad. De forma. alternativa, podemos consid-
erar una generalizacién del nicleo (7.10) no simétrico que cumpla la condicién
a orden 3, y un procesador que, en conjunto, nos lleve a un método al orden
requerido. Asi pues, tomamos como nicleo uno NS-2 donde ahora las com-
posiciones son del tipo (7.4). Para el procesador seguiremos la misma notacién
(5.27) con la salvedad del pardmetro . Asi pues, con composiciones (NS-2,r)
es posible obtener métodos (s, 4,3), en funcién del nimero de exponenciales en
el procesador.

Definir la eficiencia de los métodos es ahora algo complicado puesto que
el error depende de dos parametros pequenos. En principio, habria que dar
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un peso a los coeficientes que multiplican las distintas potencias de h y €. Asi
y todo seria altamente dependiente del problema en cuestion. Por esta razén
nos hemos limitado a mantener la definicién utilizada hasta ahora aunque los
métodos presenten una bondad mucho mejor que la reflejada por la eficiencia.

Hemos recopilado en la Tabla 7.2 los valores de los parametros y;, z;,
ay, by de los esquemas (5,4,3) y (6,4,3) maés eficientes que hemos obtenido
utilizando el minimo nimero de exponenciales en los procesadores. Obsérvese
que todos los métodos son de orden 3 debido a la presencia en el hamiltoniano
modificado del término O(e3h3). Por tanto, el coeficiente f4 3 podrfa dar una
buena medida del error £ del método, mientras que la eficiencia E; = 4& 1/3
nos da 0.5025 y 0.552, respectivamente.

Podemos eliminar los coeficientes f4 3 en el hamiltoniano modificado y por
tanto conseguir érdenes superiores simplemente tomando mas transformaciones
de Lie en el nicleo. De esta forma, la composicién simétrica S-3 para el ntcleo
y para ciertos valores de la constantes a; y by, satisface la condicién N3 = 0,
luego, en principio, se puede obtener un método a cuarto orden. De hecho, los
parametros a; y b; pueden ser elegidos de manera que se cumpla también la
condicién N5 1 = 0y por tanto conseguir un método (6,5, 4), esto es, un método
tal que el hamiltoniano modificado H,, verifique

H—H,=0h4 3+ +h5(E+ )+ --). (7.11)

Estos valores de a; y b1, junto con los coeficientes del procesador y el cor-
respondiente error, los damos en la Tabla 7.2. La eficiencia viene dada por
Ep = 38Y* ~0.950.

7.2.1 Energia Cinética Cuadratica en Momentos

Por otro lado, es frecuente encontrar sistemas hamiltonianos cuasi-integrables
como en la ec. (7.2) con la parte cinética del término no perturbado Hy(q, p)
cuadrética en p. El ejemplo més importante lo encontramos en la clase de
hamiltonianos de la forma Hy(q,p) = (1/2)p?’ M~'p + V(q), aunque pueden
haber otras aplicaciones, como son los sistemas de Poisson [91]. En este caso esta
claro que {Hy, Hy, H,} sblo depende de q, y por tanto {H;, Hy, Hy, Hy} = 0,
reduciéndose el nimero de condiciones para el nicleo como ya hemos visto.

En particular, los esquemas (s,4) de la Tabla 7.1 son ahora de cuarto
orden, estando sus errores £ dados por 0.0114 y 0.0073, respectivamente, mien-
tras que sus eficiencias Ey vendran dadas por 281/4. Con esto, E; ~ 0.6504
para s =5y Ey ~ 0.5534 para s = 6. Con el objetivo de comparar; el método
simétrico (6,4) mds eficiente a cuarto orden de la familia (7.4) obtenida por
McLachlan (M64) [90] como una composicién simétrica de 9 transformaciones
de Lie (cuatro evaluaciones de e® por paso) tiene E; ~ 0.701. Luego los nuevos
esquemas son, en principio, computacionalmente mas efectivos. Respecto del
esquema (6,5,4), el unico coeficiente de error a considerar es f5 4 ~ —0.005439,
luego Ey ~ 0.814.
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Alternativamente, para esta clase de problemas, podemos considerar la
perturbacién modificada

Hi(a,b) = aHy + ebh®[Hy, Hy, Hy], (7.12)

e introducimos la tranformacién de Lie asociada, e1¢Ca.b (que es explicitamente

soluble) en el nicleo de la misma forma que hicimos en los capitulos anteriores.
Con el nicleo

h h
e — o—5A4p=heCryoa,—5 A (7.13)

nos construimos las composiciones (S-1,r) que nos dan métodos (s,4) sin més
que determinar los coeficientes y;, v;, z; del procesador. Por supuesto, esta
aproximacion serd interesante si el coste para evaluar la transformacién eCeb
no es muy superior al de e® [85], porque en este caso se pueden construir
métodos con un coste computacional por paso practicamente similar al de los
esquemas (s,2). Indicamos de paso que los coeficientes ¢; y v; de K y P son
tales que hacen que pasemos de los métodos (s,2) a los (s,4) , por lo que si
ya disponemos de métodos (s,2) tan sélo hay que resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales.

En la Tabla 7.2 damos los valores de los coeficientes de los métodos (5, 4)
y (6,4) obtenidos con el nicleo (7.13) junto a sus errores €. Los métodos (5,4,3)
y (6,4,3) son ahora integradores simplécticos a orden cuatro (5,4,4,) y (6,4,4)
para todos los valores de los parametros €. Obsérvese también que, incluso si
el coste computadional de la transformacién e“=t es el doble que el de e? [85],
el esquema (5,4) es bastante mas eficiente que el esquema simétrico (6,4) dado
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por McLachlan.

a = 1.5896000072622117,

111

b =1.0821637822147259,

(NS _(‘Z ‘;; 2 = 0.2851551164550483, 11 = 0.7159105928169487,
’ 2o = 0.8710931818992361, 1, = 1.0709452543425548,
(6,4) a = —0.9567833984859270, b = 1.0426882062700246,
2 =0 y1 = —0.6490361324128516;
(S —2,3) 29 = —0.1277699347609845, 15 = 0.5621294645351909,
23 = —0.4469320826113257, y3 = —0.0286387165649518,
(6.5.4) a =1.1201759621849238, b = 3.0342959414414455,
s 2 =0, y1 = —0.3374148114124959;
(5 3.4 2o = 1.1612906565415770,  y = —0.7501576197569441,
’ 23 = —0.0058363282642076, y3 = 0.7631823448075698,
24 = —1.3725667313929890, y4 = 0.1072776832462506,
(5,4) 2 =0 y1 = 0.1876535691375507,
2o = 0.6020123900477252,  yo = 0.8832006959483817,
(S—1,3) 23 = —0.0311581249617928, 3 = 0,
vy = —0.0301346687423359; vy = v3 = 0,
(6,4)
2 = 0.2265822137922755, 1, = 0.5583849316514216,
(SREN 1.3 == 0-T92676TSSITION,  y = 0.9476848053308943,

z3 = —0.0131892616477507,
vy = —1.0456815823520770;

Tabla 7.2: Conjuntos de soluciones para métodos (s, r) utilizando esquemas (X-m,r).

7.3 Ejemplos numéricos

ys =0
U1:7}3:0,

En esta seccion testeamos los nuevos integradores simplécticos sobre un sistema
hamiltoniano sencillo y comparamos sus funcionamientos con otros algoritmos
simplécticos bien establecidos. En particular, tomamos el bien conocido hamil-
toniano de Hénon-Heiles [62]

1 1
= -(pi+p3+ai+ &) +elaig — gqé")- (7.14)

H(q,p;¢) 5

considerado como una perturbacion del oscilador arménico bidimensional Hy =
(1/2)(p? + p3 + ¢ + ¢3). Cuando la energfa cumple E < 1/(62) hay tres
trayectorias peridédicas cuyas proyecciones sobre el plano q son lineas rectas.
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Analizamos, en particular, la 6rbita dada por (6.24) y (6.25). El periodo es
ahora T, = %T con T dado en (6.26) y ¢a, @, g SOn en este caso soluciones
de la ecuacién ex® — (3/2)22 +3E =0con ¢. <0 < q, < 1/e < qq.

Para este ejemplo determinamos numéricamente la trayectoria peridédica
para un gran nimero de periodos (76604) y entonces consideramos dos tests
diferentes. En el primero calculamos numéricamente (q,p) en intervalos de
tiempo 7'/20 durante el ultimo periodo. Entoces calculamos la distancia euclidea
en R* entre estos puntos y los correspondientes valores exactos. Finalmente,
tomamos el valor medio de las distancias. En el segundo, seguimos el mismo
procedimiento para evaluar el error relativo promedio en energias. Comparamos
los siguientes esquemas de integracién simplécticos:

(a) el mas eficiente de los métodos (4,2) simétricos de la familia (7.4) dado
por McLachlan (M42) [90] como una composicién de 5 transformaciones,
con Iy ~ 0.423. Incluso si € ~ 1 es aproximadamente 3 veces mas preciso
(a trabajo constante) que el método salto de rana;

(b) el método RKN no-simétrico explicito de cuatro etapas de orden 4 obtenido
por Calvo y Sanz-Serna (CSS4) [116] dado en (4.27);

(¢) el método con procesado (5,4) dado en la Tabla 7.2. Es un esquema de
cuarto orden que puede ser aplicado sélo si el hamiltoniano no perturbado
Hj es cuadratico en los momentos;

(d) los nuevos métdos (6,4) y (6,5,4) cuyos coeficientes vienen recogidos
en la Tabla 7.2. Cuando son aplicados a un hamiltoniano cuasiinte-
grable en general (7.2) el primero es un esquema de tercer orden (orden
4 para el hamiltoniano (7.14)), mientras que el hamiltoniano (6,5,4) es
intrinsicamente de orden cuatro.

_3 T T T T
M42 —
(54)
s 5 -
D
o}
e ~
i} N
&
5 "
| 7k ]
9 I I I - I
0 0.3 0.6 0.9 12 15

riempo de CPU
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Figura 7.1. Error relativo en la energfa vs. el tiempo de CPU de célculo (en
segundos) para el hamiltoniano de Hénon-Heiles (¢ = 1) con E = 0.1 después de 76604
periodos.
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En la Figura 7.1 representamos en una escala log — log el error relativo
en la energia entre las trayectorias exacta y numérica para € = 1, y con energia
E = 0.1 como una funcién del coste computacional medido en tiempo de CPU
(en segundos) en una HP-9000/K210 workstation, mientras que en las Figuras
7.2 y 7.3 mostramos los resultados para las distancias promediadas en términos
de la cantidad de trabajo computacional para diferentes valores del pardmetro
de perturbacién y la misma energia. Como mencionamos anteriormente, el
promediado se realiza sélo durante el ultimo periodo.

Distancia Promedio
)
T
1

4+ RN e : _

0 0.3 0.6 0.9 12 15
tiempo de CPU

Figura 7.2. Distancia promedio sobre un periodo entre la trayectoria exacta y
las numéricas vs. el tiempo de CPU para ¢ = 0.1 y E = 0.1 obtenido por diferentes
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métodos simplécticos.

115

Distancia Promedio

Figura 7.3. Igual que la Fig. 7.2 con ¢ = 0.01 y E = 0.1. Ahora incluimos

0.6 0.9
tiempo de CPU

12

también el algoritmo modificado para el integrador estandar CSS4.

15
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(i)

(iii)

computacion necesario para evaluar la transformacion e

A la vista de las figuras presentamos los siguientes comentarios:

Incluso para € =1 (i.e., el caso Hénon-Heiles clésico) los nuevos métodos
(s,4) funcionan significativamente mejor que el integrador simpléctico
CSS4 en la consevacién de la energia. De hecho, el esquema (6,4) de
la Tabla 7.2 nos presenta también resultados més precisos en el célculo
de la érbita hasta € ~ 0.5.

El esquema (5, 4) con la composicién (SRKN-1,3) es siempre mds efectivo
que el algoritmo (6,4) con (NR-2,3). Esto refleja el hecho que el anterior
estd directamente adaptado a la esturctura del hamiltoniano (7.2) con la
parte no perturbada Hy cuadrética en p. Por otro lado, el método (6, 5,4)
da el mejor resultado para valores pequenos del parametro €, debido a que
en el hamiltoniano modificado H han sido eliminadas potencias superiores
de €.

Las figuras muestran que incluso los integradores a segundo orden que
toman provecho de la estructura del hamiltoniano (7.2) superan los es-
quemas convencionales para valores del parametro de perturbacion su-
ficintemente pequenos. Esto sigue siendo valido para los nuevos métodos
cuando los integradores simplécticos son aplicados con el algoritmo mod-
ificado propuesto por Kinoshita et al. [70], i.e., cuando los mismos esque-
mas construidos para H = T'(p) + V(q) (ec.(7.1)) son aplicados al mismo
hamiltoniano considerado como H = Hy + ¢H; (ec.(7.2)) (ver la Figura
7.3, donde los resultados obtenidos con el método modificado CSS4 han
sido expuestos para € = 0.01).

Finalmente, vale la pena mencionar el grado de exactitud conseguido
con los nuevos métodos (s,4) y (6,5,4) en comparacién con el esquema
simétrico (4,2) con el mismo esfuerzo computacional, incluso cuando se
consideran pasos de integracién grandes (h = T7'/20).

De los resultados expuestos en las figuras podemos estimar el tiempo de

Capb con respecto a eB.

Obtenemos, en promedio y para este problema en concreto, que una evaluacién
de eCab es aproximadamente equivalente a 1.1 evaluaciones de e. Con estos
numeros elaboramos la Tabla 7.3, la cual nos da el coste computacional por paso
E¢ de los diferentes métodos (s,r) (s6lo la estimacién de m para el esquema
(5,4) depende de este problema en particular).

’ Metodo H El/k ‘ Ef = mEL/k ‘
M42 ][ 0.1057 (k=2) | 0.211 (m = 2)
M64 0.1971 (k=4) | 0.788 (m =4)
(5,4) 0.2151 (k=4) | 0.237 (m = 1.1)
(6,4) 0.292 (k. =4) 0.553 (m = 2)
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Tabla 7.3: Efectividad de los métodos (s,r)

Afnadimos un comentario final sobre el tiempo de CPU requerido por
cada tipo de célculo. Es frecuente considerar que el coste de calculo de e“5 es
como méximo el doble que el de e?. Pero, cuando consideramos la separacién
Hy + eH, y un nicleo del tipo e hbeBe—hade—h(1-b)eBe—h(1-a)A yp¢ tiene que
considerar los cuatro cambios de coordenadas necesarias para que los flujos de
Hy y H; sean exactamente evaluables. Si denotamos por 7; el tiempo de CPU
necesario para evaluar exp(hLpg,), i = 0,1, y 7, el tiempo de CPU necesario
para realizar el cambio de variables, el tiempo total en la evaluacién del ntcleo
es 279 + 21 + 47e.

Por otro lado, cuando se utilizan potenciales modificados, tenemos que
una evaluacién de e“e# tiene que considerarse como una evaluacién de un nicleo
del tipo e "C1pe=h4 con sélo dos cambios de coordenadas. Si 77 denota el
tiempo de CPU necesario para calcular e“«# tenemos 77 + 79 + 27, luego, la
diferencia del tiempo de CPU considerado es 1o+ 271 + 27, — 77. Si, por ejemplo
(v este es la peor de las posibilidades), 77 ~ 27, existe todavia una reduccién
de 79 4+ 27, en el tiempo de CPU. Vemos que para este tipo de problemas,
el sustituir los potenciales Hi por los modificados no significa un incremento
considerable en coste del método.

Aunque en todo momento hemos considerado familias de métodos (s,r)
para s < 6, con la misma idea y con exactamente los mismos nticleos es posible
conseguir métodos (s’,r) con s’ > s: tan sélo hay que buscar el procesador
adecuado, pues las ecuaciones f,1 = 0 siempre se pueden resolver con los
coeficientes del procesador p, 1 como se observa de (7.9).

En este capitulo s6lo hemos considerado sistemas auténomos. Sin em-
bargo, los mismos métodos pueden ser aplicados también a perturbaciones de-
pendientes del tiempo Hj(q, t) teniendo en cuenta los comentarios de la seccién
4.4.

7.4 Opitimizacion en Hamiltonianos Perturbados

Esta seccién la dedicamos a la presentacién de los resultados maés recientes
obtenidos, deducibles de la combinacién del proceso de optimizacién de los
métodos con esta nueva estrategia en la eleccién de las f; ; = 0 a resolver en
funcion de las potencias de € que las acompanan.

7.4.1 Caso General H = Hy+ cH,

Empecemos por estudiar los métodos (s,4,3). Estos son métodos efectivos a
orden 3, en los que los coeficientes f1; que dominan el error han sido elegidos
tales que f11 = fi2 = 0 (ademés de f,; = 0 para r < s. Con esto, el
error del método viene dado por f;3. Es facil comprobar que tomando los
coeficientes p3 1 y p3,2 tales que anulen f4 1y fa2 se tiene que fy 3 = N4j. Pero,
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en el capitulo anterior ya vimos para qué coeficientes del nicleo obteniamos el
minimo en Ny 1. Asi pues, tomando el nicleo del método (3:NS-2,3) de la Tabla
6.1 y el procesador con el niimero suficiente de exponenciales se pueden obtener
métodos (s,4,3) con s tan grande como se quiera y todos con el mismo valor
de fi3, esto es, con el mismo error.

Por lo que respecta al método (6,5,4) la cosa es distinta pues se utiliz6
un nucleo simétrico con dos variables que fueron utilizadas para resolver las
ecs. N31 = N51 = 0, por lo que en el niicleo no habrd pardmetros libres. El
error de un método a orden 4 viene dado por los coeficientes f5;, i < 6. La
condicién N51 = 0 nos permite, con el coeficiente del procesador p4 1 obtener
f51 = f5,2 = 0. El utilizar p4 2 para consiguir f5 3 = 0 nos lleva obligatoriamente
a que f54 = N52 y la tnica posibilidad para optimizar con el procesador estara
en los coeficientes f55 y f56. Considerando que f5¢ estd multiplicado por una
potencia de € mds que f55, lo mas interesante serfa utilizar p4 3 para conseguir
fs5 = 0y por tanto fss = Ns53. Con esto se mejoraria sensiblemente la
eficiencia del método (6,5,4) presentado anteriormente, aunque creemos que
no de forma considerable. Recordemos de nuevo que en principio es posible
obtener, con el mismo nicleo, métodos (s, 5,4) con s tan grande como se quiera
(o uno sea capaz de conseguir).

7.4.2 Energia Cinética Cuadratica en Momentos

Para este tipo de hamiltonianos podemos hacer, al igual que en el capitulo
anterior, un estudio paralelo entre el uso o no de potenciales modificados.

M¢étodos sin Potenciales Modificados. Segin vimos anteriormente, los
métodos para el caso general (s,4,3) serian ahora métodos efectivos a orden
4, esto es (s,4,4). Pero los coeficientes que dominan el error de un método a
orden 4 son los f5;, i < 4, que son los que debemos optimizar. Asi pues,
el método éptimo se obtiene tomando el nicleo del método RKN a orden 4
(4:NS-2,3) de la Tabla 6.1 y tomar f5; = 0, con lo que se tendria f52 = N5 1,
fs3 = fo4 = %N&g, donde N51 y N5 son los dados en la seccién 6.2.1 para
este nicleo. Como ejemplo, para obtener un método (6,4,4) podemos utilizar
el esquema (NS-2,5), donde una posible solucién la damos en la Tabla 7.1.

Si consideramos el néleo NS-3 es posible obtener un método a orden 5
que ademas tiene un parametro libre. Variando este parametro no es posible
cancelar la expresién de Ng1, y por tanto no es posible obtener un método
a orden 6. No obstante, hemos buscado el valor que lo hace minimo, con
lo que se puede obtener un método a orden 5 optimizado con una eficiencia
Ef =35 2 0.6 (comparar con la Tabla 5.4).

Ademds observamos que es posible cancelar con el procesador los coefi-
cientes fe.1, f6,2, f6,3, fo,4 y fr1. Por tanto, con este nicleo es posible obtener
un método (7,6,5) optimizado. Este se tratarfa de un método efectivo a orden
5 con efectividad E; ~ 0.7 que es tan solo ligeramente peor que la 6ptima y
tiene las ventajas adicionales de ser especialmente efectivo para hamiltonianos
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cuasi-integrables.

Meétodos con Potenciales Modificados. Todo lo dicho para los coeficientes
de error en los métodos que no utilizan potenciales modificados sigue siendo
véalido ahora. Asi pues, para obtener métodos (s,4,4) optimizados consider-
aremos el nicleo (7.13) y buscaremos el procesador que haga que f5; = 0,
fs2 = Ns1, f53 = f54 = %NM, con N51 = N5o = ﬁ, por lo que el error

serd £ = \1/4£4/02 y la eficiencia 0.1708 < E; < 0.3416. Observamos que la efi-
ciencia de los métodos (s,4,4) es practicamente la misma que la del método a
orden 4 optimizado visto en el capitulo anterior y ademés estamos cancelando
los coeficientes f,;, r < s. Como ejemplo, en la Tabla 7.3 damos un cojunto

de soluciones para (SRKN-1,4) que nos llevan a un método (6,4,4).

Si utilizamos el nicleo no simétrico con dos potenciales modificados uti-
lizado en la obtencién de métodos a orden 5, vemos que disponemos todavia de
un parametro libre en el nticleo. Con este pardmetro no se puede conseguir un
método a orden 6. No obstante, se puede buscar el valor que nos de el error
minimo, obteniéndose 0.35 < E; < 0.70 (comparar con la Tabla 5.4). Al igual
que con los métodos sin potencial modificado, hemos tomado estos coeficientes
del nicleo para conseguir un método (7, 6,5) con el esquema (NSRKN-2,5). En
la Tabla 7.3 damos los valores de los coeficientes obtenidos. Este método puede
ser utilizado como uno a orden 5 con eficiencia 0.4260 < Ey < 0.8520, el cual
tiene las ventajas adicionales ya conocidas.

Con estos métodos creemos que ya se roza el que podria considerarse como
una cota superior en el orden de los métodos con utilidad practica. Recordamos
ademas que antes de decidirse por uno u otro algoritmo hay que tener presente
el valor del paso de integracion h y el valor del parametro €, para poder realizar
la eleccién apropiada.

La gran precisién conseguida ya con los algoritmos de las secciones an-
teriores nos anima a aplicar, en el futuro inmediato, los nuevos métodos en la
integracion numérica a tiempos muy grandes de problemas relevantes en sis-
temas hamiltonianos débilmente acoplados, tal como el Sistema Solar [70, 113]
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o el problema de tres cuerpos.

1 1 133
a=——, b= = — ),
10 2 132
(6,4,3) 21 =0 y1 = —0.1677635606904907,
(NS —2,4) 2o = —0.8166530657446426, y» = —0.6620928448641953,
25 = —0.2644713063762618, y3 = 0.1030583772761163,
2y = 0.3962246110336624,  y4 = 0.6922763403734603,
2 =0, y1 = —0.1659120515409654,
(6,4,4) 2o = —0.9125829692505096, 1y, = —0.1237659000825160,
23 = —0.3605243318856133, ys = 0.0250397323738759,
(SREN —1,5) ;= 0.7354063037876117,  y4 = 0.2269372219010943,
1
25 = _5 Ys = 07
1 45 + /1785
“m=y b=
. _ 33915+ 9151785 . _ 33915 — 9151785
e 1285200 ’ 2 1285200 ’
(7,6,5) 21 =0 y1 = —0.1577278248055032,

2o = —0.5137586368199843,
z3 = —0.6093047517859403,
z4 = 0.6451651230269014,
z5 = —0.9683636916828054,
wp = ws =0,

ws = 0.0005369287475492,

(NSREN —2,5)

yo = —0.9557680299885889,
y3 = 0.0130371595784696,
y4 = 0.1694786249062649,
ys =0,

we = 0.0618235800121671,
wy = —0.0373981953775190

Tabla 7.4: Métodos (s1, s, s3) optimizados utilizando esquemas (X-m, s).
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En esta segunda parte del trabajo vamos a centrarnos, basicamente, en
el estudio de la ecuacién diferencial matricial lineal

dX

— = Alt)X
o= ADX,

con la condicién inicial X (0) = I. En principio, aparenta ser un problema to-
talmente distinto del estudiado a lo largo de la primera parte. Sin embargo,
recordamos que el principal objetivo de nuestro trabajo es el estudio de la
evolucién temporal de sistemas hamiltonianos en Mecanica Clésica (y su gen-
eralizacién a otros problemas). La existencia de muchos tipos de hamiltonianos
hace necesario el uso de diferentes técnicas en funcién de la estructura del
mismo. En la primera parte estudiamos diferentes métodos numéricos espe-
cialmente disenados para un determinado tipo de hamiltonianos, como son los
auténomos separables en unas pocas partes exactamente solubles (principal-
mente en dos). También estudiamos cémo aplicar estos métodos a sistemas
no-auténomos cuando la dependencia temporal era un tanto especial (aparecia
s6lo en el potencial).

El estudio general para hamiltonianos dependientes del tiempo ha sido
también estudiado en la literatura. Han sido disenados muchos métodos que,
preservando el cardcter simpléctico, aproximan la solucién en términos de algin
parametro pequeno, que incluso puede ser el propio hamiltoniano. No obstante,
la aplicacién de muchos de estos métodos a problemas practicos estd enorme-
mente limitada por la dificultad existente en la evaluacion, en general, de trans-
formaciones de Lie.

Con esto, un primer paso sera el estudio de sistemas lineales. Aunque
ésta parezca una simplificacién considerable debemos tener presente que se
trata de un problema nada trivial y al mismo tiempo muy frecuente. Ademas,
recordamos que en Mecanica Cudntica se trabaja con sistemas lineales (aunque
pueden ser de dimensién infinita) y, como veremos, buena parte de los resulta-
dos que obtengamos en esta parte podran ser aplicados de forma inmediata en
este campo.

Desde mediados de los anos 50 y durante los 60 se desarrollaron bastantes
métodos algebraicos para sistemas lineales en el que la solucién aproximada
preservaba las propiedades cualitativas de la exacta [42, 81, 89, 134]. En un
principio fueron disenados especialmente para ser aplicados en el contexto de
la Mecanica Cudntica. Posteriormente fueron adaptados a la resolucién de sis-
temas clasicos no lineales [27, 104]. A finales de los 70 empezaron a desarrollarse
métodos disenados para sistemas no lineales. Utilizando el razonamiento a la
inversa serd inmediato adaptar estos métodos a sistemas lineales.

En el capitulo 8 revisaremos algunos de los métodos méas importantes y los
presentaremos tanto en su forma para ser aplicados a sistemas lineales como en
su forma para ser aplicados a no lineales. Veremos que ello sdlo implica hacer un
par de cambios y ademds analizaremos las relaciones entre ellos. En el capitulo
9 estudiaremos con detalle dos de los métodos mas utilizados (desarrollos de
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Magnus y de Fer) y analizaremos el problema de su convergencia y de las cotas
de error. Como éste es todavia un problema abierto para el resto de métodos,
en lo que queda de trabajo sélo tendremos en cuenta estos dos ultimos. Es muy
frecuante, antes de abordar el problema, realizar alguna transformacién (un
cambio de imagen) tal que nos lleve a un sistema més facilmente resoluble. Asi
pues, veremos la importancia que tiene el disponer de informacion al respecto
de la convergencia de los métodos para saber qué cambio de imagen es el mas
apropiado en cada problema. Otro aspecto importante que abordaremos es el de
la bisqueda de métodos numéricos de integracién simplécticos, especialmente
disenado para sistemas lineales dependientes del tiempo y que sean altamente
eficientes. Estos los presentaremos, teniendo en cuenta los esquemas de Magnus
y Fer, en el capitulo 10.

El oscilador arménico en Mecanica Cudntica ha recibido y sigue reci-
biendo una enorme atencién. A lo largo del capitulo 11 estudiaremos cémo
presentar este problema de manera que, de forma inmediata, podamos aplicar
los resultados obtenidos para las ecuaciones diferenciales lineales.



Chapter 8

Diferentes Métodos

Algebraicos y Relaciones entre
Ellos

8.1 Introduccion

El problema de condiciones iniciales para la matriz X (¢) que satisface la ecuacién
diferencial lineal

dX
=== A®)X, (8.1)

con la condicidn inicial X (0) = I aparece muy a menudo en muchas areas de
la ciencia. Aqui consideramos A(t) una funcién matricial suficientemente suave
para asegurar la existencia de soluciones. La ecuacién es, al menos en principio,
facilmente resuelta por iteracién: desarrollando

X(t) =1+ fj Pi(t), (8.2)
k=1

con P,(0) = 0 y sustituyendo en la ec. (8.1) se obtiene el algoritmo recursivo

%Pk =A(t)Py,1, Po=1. (8.3)
El esquema anterior recibe diferentes nombres dependiendo del contexto: serie
de Neumann, teoria de perturbaciones, desarrollo de Dyson... La serie en la ec.
(8.2) converge para todos los valores de t independientemente del valor de la
norma de A [106]. Un serio inconveniente del método es que su convergencia
suele ser demasiado lenta y ademds al truncar la serie generalmente se pierden
algunas de las propiedades de la soluciéon exacta: recordemos que el punto
principal de nuestro trabajo es el buscar métodos que preserven al maximo las
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propiedades cualitativas de la solucion exacta. Debemos tener presente que
estamos considerando el problema matricial general, pues no hemos tomado
ninguna forma particualr para A(t). Pero si A(t) = —JS(t) con S(t) una
matriz simétrica tendremos que X (¢) serd una matriz simpléctica, si A(t) es
antihermitica X (t) serd unitaria, etc.

8.2 Diferentes Métodos Algebraicos de Integraciéon

Durante las ultimas décadas se le ha prestado un interés especial a los métodos
algebraicos de integracion que preservan las propiedades cualitativas de la solucién
exacta. En esta seccién, sin pretender dar una lista exhaustiva de todos los
métodos existentes, expondremos aquellos que creemos méas importantes. To-
dos ellos pueden ser considerados como métodos perturbativos y estan desar-
rollados en términos de algun parametro pequeno. Por ello, en funcién de la
estructura de A(t) puede ser méas interesante el uso de uno u otro. Con esto
presentamos los siguientes métodos.

Magnus [89]: Considerando A = ¢H la aproximacién a orden n viene
dada por

X = ¢ con 0= ZEZQZ', (8.4)
i=1

donde los €2; son integrales de conmutadores de orden i. Hasta orden 4 se tiene
[72, 89, 134]

t
0, = [ dnm (8.5)
t
10 t t1
% = = [ an / o[ Hy, ]
2 to to
1 t t1 to
% = - dtl/ dtz/ dts{ | [Hy, Hy), Hs] + [Hy, [Ha, H) | }
to to to
1 t t1 to t3
O = — dtl/ dtg/ dt3/ dts{ | [ [H1, Hs), Hs), 4]
12 to to to to

+[Hy, [ [H2, H3], Hy] | + [H1, [H2, [H3, Hy] | | + [Ha, [H3, [Ha, H1] ] ] }

Wilcox [134]: Considerando A = €H la aproximacién a orden n viene
dada por
X =M "Wn (8.6)

donde los W; son integrales de conmutadores de orden i. Los érdenes més bajos
vienen dados por

t
Wi = [ dnH, (8.7)
t
10 t t1
Wy = - / dty [ dts[Hy, H))
2 Jio

to
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1 rt t1 t2
Wi = o dt1/t dty | - dts{ [ [Hy, Ho], Hs) + [Hy, [Hs, Hh] ] }.
0 0 0

Kumar [81]: Considerando A = B + ¢C, con B y C constantes, la
aproximacion a orden n viene dada por

M =ebefr | " Kn (8.8)

donde los K; son integrales de expresiones que involucran conmutadores de
los operadores B y C. Los érdenes méas bajos vienen dados por expresiones
idénticas a las del Wilcox (8.7) para el caso particular H(t) = e *PCe!B.

Dragt-Forest [36]: El desarrollo de Dragt-Forest fue originalmente de-
sarrollado para la resolucion de la ecuacién diferencial

M= MLy, (8.9)

donde H =), o H; con H; polinomios homogéneos de grado 7 en las variables
del espacio fasico. La finalidad del método es expresar M en la forma

M = ... elreelsseliaelis, (8.10)

donde las f; son también polinomios homogéneos de grado ¢. El problema
consiste en expresar estas f; en términos de integrales anidadas de corchetes
de Poisson de los H; . Para ello parten de la ecuacién (8.9) y consideran el
desarrollo de von Neuman en el que separan los términos que contienen poli-
nomios del mismo grado. Después desarrollan las exponenciales e ... e%7s
e igualan los polinomios homogéneos del mismo grado. Finalmente queda el
mayor problema de este método y es el intentar reordenar todos los términos
de tal manera que las f; puedan ser expresadas como integrales anidadas de
corchetes de Poisson de los H;. Esta tarea es facil si se pretende calcular f3
v f1, pero el cdlculo de f5 y fg resulta mucho mas costoso debido a la
complicada algebra de conmutadores que aparece (ver apéndice de [36]).
Utilizando la notacién (a partir de ahora tomamos ¢ty = 0)

/ Cdty Ha(ty) = [ (8.11)
[t [t (B, Holt)y = 13 (5.12)
0 0

/0 dt, /0 "t /0 Cdts {Hi(ts) , {Ha(t)), Hi(t) } 3 =224,

el resultado que obtienen, hasta grado 6 es

fa = [
fio= B+ 583 (813)



128 CHAPTER 8. RELACIONES ENTRE METODOS

fo o= BI+BN+EIN+BID
fo = BI+BH+BN+(B3+BEN+B3+B3)
+p B3N+ B33+ BTN

Veamos ahora céomo aplicar estos resultados al hamiltoniano
H(t)=eHYD )+ EHD () + EHO (1) + ... (8.14)

donde los H® pueden tomar cualquier forma (no es necesario que sean poli-
nomios homogéneos de grado ).

Denotemos por P; el conjunto de los polinomios homogéneos de grado
1. Luego, se tiene que si g; € P;, g; € P; entonces

19i,9;} € Piyj2 (8.15)
y por tanto
{9it+2: 9j+2} € Plivj)ra-

Si en vez de considerar cémo varia el grado de los polinomios nos interesa
la variacién de las potencias de un pardmetro € vemos que

i (@) o L
{ Gae = EHO.IHD} =0,

donde el exponente de € crece de la misma forma que lo hace el grado de los
polinomios. Por tanto, podemos hacer el siguiente paralelismo

H(t) = Hg(t) + H4(t) + H5(t) +

! ) ) ) (8.16)
Ht) = eHWD(@t) + EHA@W) + SHO®@) +

Por tanto, utilizar el desarrollo de Dragt-Forest para obtener un nuevo
desarrollo en términos de un parametro pequeno

3 2
M = ... e D3 oy eelny (8.17)

y donde en D; debemos hacer los cambios entre los hamiltonianos segin (8.16).
Fer [42]: La aproximacién a orden n viene dada por el siguiente esquema

recursivo

X = eftef2. | efnX, (8.18)
X, = A,0X, X, (00=1I, n=1,23..,
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con F,(t) y A,(t) dados por
Fo(t) = AZ%WMf Aot) = A(), n=0,1,2..
App1 = e Inrrg efner /1 dx e~ %1 4, et
0

1 T
= / da:/ du e~ (W[4, By ]9 (8.19)
0 0

o (VI g B
- j;(j+1)!{Fn+1’An}a n=20,1,2..

donde hemos utilizado la notacion
{@A}E @fumﬂgzm¢“mﬁyﬂ
{F2,4} = 4 (8.20)
((:;)(n 2[n]:’il,)A] = F;A — AF;. Se aprecia facilmente que si A = eH entonces F,, =
€ .

Fer-Magnus-N: La aproximacién a orden n viene dada por el siguiente
esquema recursivo

X = eftef2  efmx, (8.21)
X, = AWX, X,(0=I, n=123..,

donde ahora F,,(t) y A, (t) vienen dados por

N
Foa(t) = oM n=01,2.
1 .
Apy1 = e Tniig efnn —/ dx e i+ fr e®fntt (8.22)
0

siendo Qgﬂl la aproximaciéon de Magnus de orden N a X,,. Un estudio més
detallado para el caso particular N = 2 se encuentra en [8]. Al igual que en el
método de Fer, es facil ver que si A = eH entonces F,, = O(eN"_l).

8.3 Aplicaciéon de los Métodos a Sistemas Lineales y
no-Lineales

Todos estos métodos fueron disefiados originalemente para ser aplicados o bien

a sistemas lineales o bien a sistemas no-lineales. Vamos a ver como es inmediato

el adaptar cada uno de éstos para utilizarlos tanto en sistemas lineales como en
no-lineales. Consideremos la ecuacién diferencial lineal

X = A(t)X, (8.23)
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donde A es una matriz, y la ecuacién
M = MLy, (8.24)

donde H es una funcién escalar.

En las secciones 2.6 y 2.7 del capitulo 2 indicamos las modificaciones a
realizar cuando los operadores y transformaciones de Lie estaban asociados a
sistemas lineales. Con ello, para pasar de un sistema lineal a uno no-lineal o
viceversa debemos tener presente las siguientes equivalencias

Ly «— A (8.25)
M — X
M(t,0) = Mq(t,0) My (t,0) «—— X(¢,0) = Xo(t,0)X7(¢,0)
Lip, iy +— —[A1, Ao].
(8.26)

Una forma alternativa para utilizar los métodos desarrollados para (8.23)
en la resolucién de (8.24) y viceversa es considerar que a partir de (8.24) se
tiene (tomando MM ™! = Z y derivando)

M= *LH(t)M_l. (8.27)

Esta expresion tiene la misma ordenacién que la (8.23) y por tanto, los
mismos métodos que que se utilicen para resolver (8.23) pueden ser utilizados
para la resolucion de (8.27) y viceversa, sin més que tener presente el cambio de
signo. Con esto, el paso de unos a otros lo podemos expresar en los siguientes
pasos

Magnus : X = e+ Qo & Ml = el te' Loy~ Loyt
Wilcox : X = W1 ¢€Wa €W & Ml =elwy FLlwy =Ly
Kumar : X = eBecK1 K2 o M= e Ieelr, Lk,

D_F . X — D1 oDz (D3 o ML= Ly of *Lp, o€ *Lp,
Fer s X =eft el efs | s M L=cln olr olr

ey

donde hemos realizado un abuso del lenguaje en las expresiones de M~!. Por
ejemplo, representamos por Lq el término n-ésimo de la serie de Magnus en
sistemas lineales pero aplicado al hamiltonianos de (8.24) y sustituyendo con-
mutadores por los corchetes de Poisson. El siguiente paso serd, obviamente

Magnug : M_l — 676L91+62L92763LQ3+-~. M _ 6€LQI 762LQQ+63LQ3+_,‘

=
Wilcor : M™' = e Lwi Llwy o=CLwy o M = e Llwy o=Lwy gl
Kumar : M1 = e Lloelir ¢ lis & M=.. el o~ Liieln
D—-F M1 = oy by Loy & M=...e by ¢lny o~ln,
Fer s ML= elR elry olry & M=.. . lr el i

Y
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donde por K; , D; , F; representamos las correspondientes expresiones a
K; , D; , F; pero cambiando el signo de todos los H que contienen. Para
el método de Fer-Magnus-N habria que hacer los mismos cambios que para el
de Fer y el de Magnus combinados.

Se ha comentado que todos estos métodos algebraicos preservan cier-
tas propiedades cualitativas de la solucién exacta (simplecticidad, unitariedad,
etc.). Aunque la solucién no pertenezca a ningin grupo en especial, al uti-
lizar estos métodos siempre se tendrd que al menos las soluciones aproximadas
preservan el valor del determinante de la solucién exacta en las ecuaciones ma-
triciales.

Teorema 8.3.1 Dada la aproximacion de orden n a la ecuacion (8.1)
XM = eBreBe | B (8.28)

donde por B; representamos los exponentes de cualquiera de los desarrollos
anteriores (para Magnus By =Q y B; =0, i > 1), se tiene que

det X(™ = det X. (8.29)

DEMOSTRACION : Dada la ecuacién (8.1) se sabe que [3]

det X = exp (Tr /Otf A(s)ds) , (8.30)

donde por TrG representamos la traza de la matriz G. Calculando el determi-
nante de (8.28) se tiene

det X(™ = det(eP) det(eP?) ... det(ePn), (8.31)

donde
det(eB) = exp(TrB;). (8.32)

Si ahora consideramos que todos los B; para i > 1 se obtienen de sucesivos
conmutadores se tendra que

exp(TrB;) = exp(0) =1, i>1, (8.33)

y por tanto

t
det X = det(eP) = exp(TrB;) = exp (Tr ! A(s)d5> (8.34)

0

como se pretendia demostrar. O
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8.4 Relacidnes entre Métodos

Hemos dado diferentes métodos algebraicos para resolver las ecuaciones (8.23)
y (8.24). De momento no nos hemos preocupado de si es posible expresar la
soluciéon de una determinada forma u otra ni del problema de la convergencia
de los mismos. Esto es, hemos dado una serie de métodos que resuelven, al
menos formalmente, las respectivas ecuaciones. Es en este sentido en el que
los distintos desarrollos pueden ser considerados como equivalentes (aunque
presenten eficiencias distintas al ser aplicados a problemas concretos). Asi pues,
ha de ser posible pasar de un método a otro sin mas que reagrupar términos.
Debemos tener presente que en la deducién de alguno de los métodos se ha
utilizado el desarrollo de von Neuman para comparar potencias del parametro
en cuestién y posteriormente se han reagrupado los términos para formar los
conmutadores anidados. Es obvio que este proceso de calculo es enormente
costoso. Asi pues, si somos capaces de deducir alguno de los métodos de una
forma sistematica y sencilla, posiblemente sea més rdpido construir buena parte
de los restantes métodos a partir de éste.

En la actualidad se conoce un esquema recursivo que permite deducir los
diferentes términos de la serie de Magnus [72]. A continuacién exponemos, a
modo de ejemplo, cémo deducir el método de Dragt-Forest (DF) a partir de
éste.

8.4.1 Desarrollo de Dragt-Forest a partir de Magnus

Ahora comprobaremos cémo es posible reproducir el desarrollo de DF con mu-
cho menos esfuerzo que en el trabajo original utilizando el desarrollo de Magnus,
en el que tenemos que

M =exp (Lq) con 0= Z Q, (8.35)
i=1

y donde los €; vienen dados por las ecuaciones (8.5) con los cambios corre-
spondientes, debido a que trabajamos con operadores de Lie (esto no es mas
que el cambio de signos de los términos pares). Como queremos reproducir los
resultados hasta fg sélo vamos a necesitar hasta €y . Si en los calculos nos
olvidamos de todos los términos que dan contribucién a polinomios de grado
superior al sexto, y para simplificar notacién consideramos igualdades del tipo
ge + ordenes sup. = gg , donde gg es un polinomio homogéneo de grado 6,
entonces tendremos (con H(t) = H3(t) + Hy(t) +...,y Hpn(t;) = H!)

Q= [ dty H(t) =[5+ (1] + [5] + o] = ds + da + d5 + dg
© = BN BU+EN BN +EN+BE =it gs+as
% = LB3N+EIM L B3 BINBIY-BIN BN +E3Y)
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= hs+hg
1
0 = — LRI BB — (836

donde los subindices de los términos de la derecha indican el grado de los poli-
nomios homogéneo correspondientes. Sumando y reagrupando términos

N+ +Q3+Q = (d3+d4+d5+d6)+(94+g5+96)+(h5+h6)+k6=

= d3+ (ds+g4) + (d5s + g5 + hs) + (d6 + g6 + he + k) =

= P3+patps+pe. (8.37)
Asf pues, ya tenemos expresada M como la exponencial de la suma de
polinomios homogéneos hasta grado 6, y en el que cada término ya se encuetra
escrito en términos de integrales anidadas de corchetes de Poisson de los H,, .
Lo tnico que nos queda por hacer es aplicar la formula de Zassenhaus y reex-

presar la exponencial como producto de exponenciales. Asi pues, considerando
que

ebars = eleoseloselnela (8.38)

donde C» = 1{4,B}, C35 = ${A,{A,B} } + }{B,{4,B} }, y tomando
A=p3, B=ps+ps+ ps se tiene

exXp (Lp3+p4+p5+p6) = exp (Lg;) exp (L, ) exp (Lp4+p5+pe) exXp (Lp3) , (8.39)

con
1 1 1
Co = s, patps + w6} = 5{ps,pa} + 513,05} = &5 + 4o
1
C; = g{p:a, {ps;pa} } =16 (8.40)
Luego
M = ...exp(Lts) exp (Lgs+q5) XP (Lpytps+ps) exp (Lp;) (8.41)
= ...6Xp (Lt6+P6+QG) exp (Lp5+Q5) exp (L:D4) exp (L:D3) )
expresién que debemos identificar con la buscada M = ... e fselsselrelss, y
por tanto

I3 = p3; fa = pa; f5 = p5 + g5; fe = pe + g6 + to. (8.42)

Finalmente, lo que tenemos que hacer es reexpresarlo todo en términos
de los hamiltonianos H,,. Los términos que nos aparecen se encuentran ya
expresados como corchetes de Poisson y el tnico trabajo por hacer es reescribir
algunas de las integrales para que nos aparezcan como integrales anidadas. Para
ello es interesante utilizar identidades del tipo

/Ot dtq /Ot dty f(tl,tg) = /Ot dt1 /Otl dts [f(tl,tg) + f(tg,tl)]. (8.43)
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Asf pues, tenemos

f3 = p3=ds=[} (8.44)
1
fi = P4:d4+94:[41d+§[:2a§]
1 1
5 = p5+615=d5+95+h5+§{p3’p4}:[é}+[§zl1]+§{ B3sl+B53 1)

1 1
fe = p6+q6+t6:(d6—|—ga+h6+k‘6)+§{p3,p5}+6{p3,{p3»1)4}}
1 1 1
= d6+96+h6+k6+§{d37d5}+§{d3)g5}+§{d3ah5}

—i—%{d& {ds,da}t } + %{di’” {ds, ga} }-

Como en fg tenemos muchos términos a calcular, lo que se puede hacer es
separarlos en funcién del niimero de corchetes de Poisson que contengan. Asi
pues, sin ningun y con un corchete interno tenemos

1 1
ds = [g; 9o + §{d3, ds} = [3 3] + 5[421 i, (8.45)
y con dos corchetes

ho + 5 lds g5} + < (ds, {ds,di} } = AR+ BN+ B34+ B )-(546)

Finalmente, con tres corchetes es relativamente facil comprobar que

1 1 1
ke + 5{613, hs} + g{d& {d3, g4} } = Z{ B33s]+33sl+[55353] ) (847)

donde hemos utilizado identidades de Jacobi (ver apéndice A) para reagrupar
términos. Uniendo estos resultados parciales vemos que reproducimos la ex-
presién de fg

Aqui hemos visto que utilizando el desarrollo de Magnus podemos obtener,
de forma mucho més rdapida y elegante, el desarrollo de Dragt-Forest, a la vez
que puede ser el camino 6ptimo para el cdlculo de érdenes superiores del de-
sarrollo. Esto es debido a que en el desarrollo de Magnus ya nos aparecen
directamente los conmutadores. En cambio, si se utiliza el desarrollo de von
Neuman, como originalmente se hizo, hay que reorganizar las expresiones de
forma ingeniosa y con mucho esfuerzo con tal de conseguir las expresiones fi-
nales en términos de corchetes de Poisson.

8.4.2 Esquema de Magnus a partir de Fer-Magnus-N

Aunque ya existen diferentes esquemas para ir reproduciendo los diferentes
términos del desarrollo de Magnus [72, 134] vamos a ver cémo es posible, a
partir de desarrollo de Fer-Magnus-N, obtener una expresion que nos permita
deducir las diferentes expresiones de los §2; de la serie de Magnus.
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Supongamos que conocemos {); para ¢ = 1,...,n y queremos calcular
Qpi1. Tomemos los dos primeros términos del desarrollo de Fer-Magnus-N,
eftef2  para N = n, donde [§]

Fi = 99 +M+...+Q,

1 x 1 .
A = / d:c/ du e~ 1—wF [F1, A] eIk —/ dx e~ (=2 (Fp — A) eI—2)
0 0

0
t
F, = /dt’Al(t’)—i—...,
0

en el que en A; se cancelan todas las potencias en A hasta orden n , siendo
la primera que no se anula de orden n + 1 . Con esto, si nos centramos en las
contribuciones a orden n+1 y nos olvidamos de todos los términos superiores
tendremos que

Fy = By41 + 6rd. sup. (8.49)

Por tanto, si utilizamos la férmula BCH tendremos

M =eftef | = ot HntBus1+5) (8.50)
donde en S incluimos los términos de orden superior a n + 1, por lo que se
infiere que Bjy1 = Qn41 , que es lo que estamos buscando.

El procedimiento a seguir consistird en tomar la expresion de A; y
calcularse sélamente aquellos términos que dan contribucion a orden n+1, que

denotaremos por Agnﬂ), con lo que finalmete se obtiene que

t
Uit :/O dt; ATV (1), (8.51)

Naturalmete, para obtener una expresién sencilla de €241 hay simplificar
al maximo las expresiones, en el que observamos que todos los términos estan
en funcién de conmutadores.

Debemos resaltar que mientras que para el desarrollo de Dragt-Forest
conseguimos una forma més eficaz de generarlo, para la generacién del desarrollo
de Magnus simplemente se llega a un esquema alternativo a los que ya se conocen
de generar el desarrollo y que, en principio, puede ser tan interesante como los
ya existentes.

(8.48)
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Chapter 9

Convergencia de los
Desarrollos de Magnus y Fer

9.1 Introduccion y Visién General

La mayoria de los desarrollos exponenciales estudiados en el capitulo anterior
han sido utilizados en una amplia variedad de problemas. A pesar de los ex-
celentes resultados que suelen dar, siempre queda la duda de la validez de las
aproximaciones hechas debido al desconocimiento de la convergencia de los mis-
mos.

Siguiendo los pasos realizados en [12], a continuacién dirigimos nuestro
interés hacia dos de los métodos mas utilizados en el calculo de expresiones
aproximadas para X (t). Estos son los desarrollos de Magnus [89] y Fer [42]. El
primero (de ahora en adelante DM) vimos que tomaba la representacién de la
matriz X en términos de una unica exponencial

X(t) =), (9.1)

donde €2 se obtiene como una serie infinita
Qt) = Z Qi (). (9.2)
k=1

Desde un punto de vista préactico, hay disponibles férmulas explicitas para 2
en términos de conmutadores de A(t) e integrales multiples hasta quinto orden
[107]. Expresiones explicitsa para las € a todos los érdenes se encuentran
también el el reciente trabajo [66]. La caracteristica importante para nuestros
propositos es que los € se pueden obtener de forma recursiva [72]. Ademds, es
posible conseguir una generacién de las {2, a partir de las Py’s del desarrollo de
Dyson [15, 72].

El desarrollo de Fer (de ahora en adelante DF) sustituye X (¢) por un

137
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producto infinito de exponenciales.
k=1

donde ya vimos cémo obtener de forma recursiva las F}’s.

Antes de entrar en el problema de la convergencia de los desarrollos, a
continuacién recogemos algunas referencias a diferentes sistemas fisicos donde
han sido aplicados el DM y el DF.

e Desarrollo de Magnus.- Cuando analizamos las citas al trabajo de Mag-
nus [89], el trabajo de Robinson [110] parece ser la primera aplicacién del
DM a un problema fisico. Desde entonces, el DM adquirié una rapida
popularidad y citamos unos pocos ejemplos de sus aplicaciones. Ha sido
utilizado en Mecédnica Cuantica estudiando problemas dependientes del
tiempo [106], teoria de colisiones atémicas semiclasicas [6], el compor-
tamiento de sistemas moleculares en campos laser intensos [95], excita-
ciones multifoténicas de moléculas [120], espectro de pulso de resonancia
magnética [39, 131], ensanchamiento de lineas espectrales [18], divergen-
cias infrarojas en QED [32], problema de neutrinos solares (efecto MSW)
[102], espectroscopia NMR de alta resolucién en términos de hamiltoni-
anos promediados [15, 38], solucién de las trayectorias a las ecuaciones de
Hamilton en Mecénica Clésica [104]. En el aspecto matemético, parecen
haberse abierto nuevos horizontes para el uso del algoritmo como un in-
tegrador numeérico eficiente [66] y que estudiaremos con mds profundidad
en el siguiente capitulo.

e Desarrollo de Fer.- En contraste con el DM, se le ha prestado mucha
menos atencién a las soluciones de la ec. (8.1) en términos de un pro-
ducto infinito de exponenciales de matrices y el DF tiene una historia
peculiar. Segin nuestros conocimientos, la propuesta hecha por Fer hace
ya mucho tiempo [42] nunca fué utilizada para resolver problemas fisicos
hasta recientemente. Wilcox, en su bien conocido trabajo [134] en este
campo, asocié el nobre de Fer con un interesante desarrollo (como pro-
ducto infinito) alternativo, que de hecho, fué una novedad por si mismo y
que ya expusimos en el capitulo anterior. Puesto que el DM es llamado al-
gunas veces el analogo continuo de la férmula BCH, el desarrollo de Wilcox
puede considerarse el andlogo continuo de la formula de Zasenhauss. Vale
la pena mencionar que el trabajo de Fer ha sido ocasionalmente mal citado
como referencia al DM [6, 133]. Toda esta situacién fue clarificada en [75]
y se llevaron a cabo algunas aplicaciones del DF a la Mecénica Cuantica
por primera vez. Una adaptacién del algoritmo al contexto particular de
la Mecanica Clasica en términos de operadores de Lie fué elaborado en
[27], donde se llevé a cabo una comparacién con la factorizacién de Dragt-
Finn [36]. Posteriormente ha sido aplicada la factorizacién de Fer como un
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integrador simpléctico [25] y como una herramienta para resolver ciertas
ecuaciones diferenciales lineales en derivadas parciales [26]. En Anélisis
Numérico el DF fué redescubierto por Iserles [65] y esta siendo investigado
en estos momentos como una herramienta potente para tratar ecuaciones
diferenciales lineales y no lineales en grupos de Lie y otras variedades
[141]. En el siguiente capitulo desarrollaremos también nuevos métodos
numéricos basandonos en el esquema de Fer.

No es necesario decir que la ec. (8.1) podria ser tratadada por alguno de
los algoritmos generales propuestos para resolver ecuaciones diferenciales. Para
finalizar esta revision, dirigimos nuestra atencién hacia los aspectos menos es-
tudiados de estos esquemas, esto es, aquellas cuestiones referentes a la conver-
gencia de los algoritmos. Este serd nuestro principal objetivo en este capitulo.

Existen dos problemas correlacionados con respecto a la soluciéon de Mag-
nus: primero, jcudndo admite X la representacién exponencial (9.1)7 Segundo,
;cudndo (en el dominio de t) la serie en la ec. (9.2) converge? La primera pre-
gunta fue analizada por Magnus en su famoso trabajo [89], y reanalizada por
Wei [132]. Mucho menos se conoce respecto a la pregunta de la convergencia.
Por lo que sabemos, sélo Pechukas y Light [106] a mediados de los sesenta y muy
recientemente Iserles y Ngrsett [66] han cosiderado este problema en el caso gen-
eral. Restricciones sobre la convergencia del DM para algunas descomposiciones
de la matriz A(t) se pueden encontrar en la literatura [40, 43, 73, 74, 87, 114].
Sin embargo, éste es un problema diferente y menos general del que no nos
vamos a preocupar ahora, puesto que no supondremos ningin conocimiento
previo de A(t).

En este capitulo, tratando apropiadamente con el esquema recursivo para
la generacién de términos de érdenes elevados en el DM propuesto en [72], sere-
mos capaces de ampliar el dominio de convergencia. Mencionamos de paso que
con una técnica similar obtenemos también el resultado (a menudo olvidado)
dado en el Apéndice de [106].

Con respecto al DF, la convergencia del algoritmo fue ya considerada en
el trabajo original por Fer. Modificamos convenientemente el planteamiento y
como consecuencia mejoramos la regiéon de convergencia, repitiendo en buena
parte lo hecho en [8]. Si se suponen ciertas propiedades adicionales para A(t),
el radio de convergencia puede ser ampliado méas todavia, como serd el caso en
el que A sea una matriz antihermitica (y por tanto X serd unitaria).

Analizaremos también la importante pregunta préactica al respecto de
las cotas a los errores de la solucion aproximada para ambos esquemas. El
conocimiento de cotas para la convergencia de ambos DM y DF es un resultado
interesante por si mismo. Cuando el DM y el DF son utilizados como una her-
ramienta matemédtica para obtener aproximaciones analiticas a X (t) cualquier
informacién sobre la extensién de la regién de convergencia es de gran interés.
Por otro lado, si el algoritmo tiene que ser utilizado para masivas y precisas
integraciones numeéricas, el conocimiento de tales cotas puede ser de gran utili-
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dad. En ambos tipos de aplicaciones la necesidad de cotas sobre el error de una
solucién aproximada es un aspecto que realmente tiene que ser emfatizado.

9.2 Analisis del desarrollo en Serie de Magnus

9.2.1 EIl Algoritmo

La propuesta de Magnus para resolver la ec. (8.1) es tomar X (¢) en la forma
X = ¢ Si éste se sustituye en la ecuacién inicial se obtiene la ecuacién
diferencial matricial no lineal [72, 89, 110, 134]

0= z%j{ A}, Qo) =o. (9.4)

Aqui el punto indica derivacién respecto al tiempo y B; son los ntimeros de
Bernoulli [1].

Sustituyendo la serie de Magnus Q = 3772, Q; en la ec. (9.4) se obtiene
[72]

O = A

. nle' )

Q, = stqgw, n>2, (9.5)
J:

con la relacién de recurrencia

S9) = i[ﬂm,S] W] 2<i<n-1 (9.6)
S = [Qu, 4], S¢Y={art A}

Después de integrar alcanzamos el resultado final

t

0 = /A(T)dT

Q, = '/S n>2. (9.7)
J=1 J

La conexién entre la serie de Magnus y la serie perturbativa de Dyson
empieza a partir de la identidad

Qi=In(I+> P]. (9.8)
j=1 j=1
De acuerdo con Burum [15, 72]

p

Jj=2
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donde R%j ) se puede obtener de forma recursiva a partir de

n—j+1
RY = > RORYD, (9-10)

m=1

RO = p,, RWM=ppr

9.2.2 Convergencia del Desarrollo de Magnus

Con la finalidad de estudiar la convergencia de la serie de Magnus sustituimos
la ec. (9.7) en la ec. (9.6) para obtener

S9)(t UA ydr, SV )}+r§mzlp, [/5 (r)dr, ST (1) -
S (9.11)

Consideremos que la matriz A(t) estd acotada, con [|A(¢)|| una funcién

continua a trozos que asumimos que estd acotada por una funcién escalar k(t),
|A(t)|| < K(t). Si denotamos K (t) = [3 k(t')dt’, tendremos || (t)| < K(t) y la
ec. (9.11) implica que

s < 2w 520 H+QZ§'B'(/HS“” Dar) sz o)

(9.12)
Es inmediato probar por induccién que
1S9 @) < (K @E)" " k(t) £, (9.13)

supuesto que los coeficientes f,gj ) obedezcan la relacién de recurrencia de varios

términos
n—j m—1

V=23 Y L'd F@ pU-1), (9.14)

m=1 p=

con fl(o) =1, féo) =0, para n > 1. Como consecuencia, si definimos

1Bl )
b= SR, (9.15)
p=1
tenemos
[0 (O] < b (K (1)) (9.16)

Concluimos entonces que la convergencia absoluta de la serie de Magnus
esta asegurada si

<1 (9.17)
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Una investigacién numérica de esta condicién claramente indica que tendremos
convergencia para valores de t que cumplan que

K(t) < £ =1.086869 . (9.18)

En el caso particular en que k(t) = pt*, A € Z+, p € R, considerado en la
referencia [66] tenemos
1
1+ M) &)
p
Nuestro valor £ = 1.086869 tiene que ser comparado con el valor 0.125 dado

por Iserles y Ngrsett. Esto significa que hemos ampliado claramente el dominio
de convergencia.

(9.19)

Una forma de proceder similar pero considerando las ecs. (9.9) y (9.10)
conduce a
|RD| < (k@) 9, (9.20)

n

con tal que las gff ) estén generadas por la relacion de recurrencia

' n—j+1 1 (G-1)
g = Y el P>t (9.21)
m=1 m:
g = 1

Una investigacion numeérica nos lleva ahora a la siguiente cota para la conver-
gencia de la serie de Magnus

K(t) < In2 = 0.693147, (9.22)

que reproduce el resultado dado por Pechukas y Light [106] para una cota
superior constante k(t) = p.

Consideramos la ec. (9.22) como un chequeo que confirma la validez del
proceso seguido en esta seccién y a la ec. (9.18) como una mejora significativa
de la cota para la regién de convergencia.

9.2.3 Analisis del Orden y Cotas de Error

Supongamos ahora que A(t) = O(+). Entonces, obviamente, Q(t) = O(t*1),
mientras que, de las ecs. (9.6) y (9.7), tenemos
1t
D(t) = =5 | [n(r), A7)] dr = Ot 13, (9.23)
0
porque el orden més bajo en el desarrollo de A(t) conmuta con el correspondi-
ente a € (t). Una facil induccién muestra que, en general, Q,(t) = O(t"A+D+1)
para n > 2. Asi pues, cuando la serie de Magnus para €2(t) se trunca en el
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término a orden n y se considera la aproximacién QI (t) = 71 Q;(t) se tiene

Q(t) — QM) = O+ DAFDH) yego
X(t) . X[n} (t) = eQ(t) N eﬂ["](t) _ O(t(n+l)()\+l)+l)7

que es el resultado obtenido en la referencia [66].
En el caso general, si escribimos K = a&, con 0 < a < 1, la estimacién
en la ec. (9.16) nos lleva a ||Q, 1] < a1+ 1b, 1, mientras que

HQ(t)—Q[”](t)H < i Al

i=n-+1

Como ilustracion, si &« = 1/2 y n = 4, entonces HQ — Q[”]H < 0.0065 .

9.3 Analisis del Desarrollo de Fer

9.3.1 EIl Algoritmo

El algoritmo de Fer aproxima la solucién X (t) alaec. (8.1) por un producto de
exponenciales de matrices. Como vimos, el método es generado por el siguiente
esquema recursivo

X = eftef2, | efhx, (9.24)
X, = A,0X, X, (00=1I, n=1,23.,

con F,(t) y A,(t) dados por
t
Fo(t) — /An(t’)dt’ Ao(t) = A(t), n=0,1,2..
0
1 x
Avi = [ do [ du OB (4 Ry 070 (9.25)
0 0

Cuando, después de n pasos, imponemos X,, = I nos quedamos con una
aproximacién X () a la solucién exacta X (t).

9.3.2 Convergencia del Desarrollo de Fer

En el estudio de la convergencia del desarrollo de Fer lo que hacemos es ver
las condiciones para A(t) que aseguren que F, — 0 para n — oo. Como en
la seccién anterior, supondremos que A(t) es una matriz acotada con ||A(t)|| <
k(t) = ko(t). El algoritmo de Fer, ecs. (9.24), (9.25), nos permite obtener
una relacién de recurrencia para las correspondientes cotas ky(t) a || An(t)]-
Si denotamos K, (t) = ¢ kn(t')dt', podemos escribir esta relacién en la forma
genérica

kni1 = f(kn, Ky), (9.26)
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que después de integrar da
Kp+1 = G(Ky). (9.27)

La pregunta ahora es: jcuiando se cumplird que K, — 0 para n —
00? Esto se cumplird si 0 es un punto fijo estable para la iteracién de la
transformacion Gy Ky esta es su cuenca de atraccion. Para saber cuando se
cumple esta situacion debemos resolver la ecuacién & = G(£) para ver dénde
se encuentra el siguiente punto fijo. Con todo esto presentamos el siguiente
Teorema [8, 12]

Teorema 9.3.1 Sea la ecuacion diferencial matricial
X =At)X X0)=1 (9.28)

donde A(t) es una funcion continua a trozos y su integral es una funcion aco-
tada. Entonces, el desarrollo de Fer es convergente en el intervalo de tiempo

[0,t] si

t
/ 1A(s)||ds < 0.8604065 (9.29)
0
donde la convergencia tiene que ser entendida como
_ ¢
Tim. /0 | An(s)||ds — 0. (9.30)

DEMOSTRACION: Tomando normas en el esquema recursivo de las ecs.
(9.25) tenemos

1 x
|Ansi] < /0 dx/o du 15 (A, By (9.31)

que puede ser escrito en la forma [[A,41]] < kp41, con

1 — e (1 - 2K,) dK,

kpiq = 9.32
mH 2K, dt (9.32)
y como consecuencia K, viene dado por la ec. (9.27) con
Kn 1 —e22(1 -2
G(K,) = / 1 =2) (9.33)
0 2x

Esta es la transformacién que debemos iterar. Dada una aplicacién iterativa,
ZTnt1 = G(zp), se tiene que un punto fijo de la misma, z = G(zx), serd un
atractor si |G'(z)| < 1 (donde por G’ representamos la derivada). Esto es, dado
un valor de ;1 relativamente cerca del punto fijo, los sucesivos valores que se
obtengan de la iteracion se acercaran cada vez mas al punto fijo. En cambio, si
|G’ (x)| > 1 los valores se alejardn del mismo. Resolviendo la ecuacién & = G(§)
encontramos como punto fijo distinto del 0 a £ = 0.8604065. Analizando el valor
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de las derivadas en los puntos fijos se tiene que |G'(0)| = 0 < 1, mientras que
|G'(&)] =~ 2.9 > 1. De aqui se deduce que si 0 < Ky < 0.8604065 los sucesivos
valores de K, iran acercandose cada vez mas al valor 0 y por tanto tendremos
que el método serd convergente, como se pretendia. Ademds, la rapidez con
que convergerd a 0 serd bastante elevada (cuadraticamente) ya que G'(0) = 0
(se tiene G(x) = O(x?)). Con esto concluimos que el desarrollo de Fer serd
convergente para valores de t tales que

t
/ LA ||de’ < Ko(t) < 0.8604065. O (9.34)
0

Este resultado amplia el alcance Ky(t) < 0.628 originalmente dado por Fer
[42] utilizando un argumento ligeramente distinto.

Corolario 9.1 Si A(t) es antihermitica el metodo de Fer es convergente
St

/Ot 1A(s)||ds < 2 (9.35)

DEMOSTRACION: Para la demostracién simplemente hay que recordar que
si una matriz, A, es antihermitica entonces e es unitaria y por tanto ||e|| = 1.
Con esto, y siguiendo la demostracion del Teorema 9.3.1 se llega a que

1 T 1
[l < [ da [ dullAi, o]l = 5l As Fodll < Kk = kair - (036)

e integrando se tiene que
1

Ky = §KZ (9.37)
Tendremos convergencia si 0 < Ky < £, donde ahora £ es la solucién
distinta de 0 de la ecuacién & = %52, osea,{ =2. O
Obsérvese que siempre que para un valor particular n = ng encontremos
otra cota kpn, < kn, para ||An,||, entonces el proceso de iteracién dado por la
ec. (9.27) puede iniciarse a partir de K, = [3 ky,(t')dt’. Esto podrfa ampliar
el dominio de convergencia de t. En la siguiente subseccién emfatizaremos la
importancia de ampliar la region de convergencia debido a sus efectos sobre las
cotas de error de las soluciones aproximadas. Observese que si para algiin caso
somos capaces de calcular una cota a ||[A, F1]|| mejor que la tomada a partir
de (9.31), (hemos tomado siempre que ||[B1, Ba]|| < 2||Bi]| ||Bz]|) es posible
obtener un valor K,, < K; con el que seguiriamos el proceso iterativo.

9.3.3 Cotas de Error

Denotando por X" la aproximacién de Fer a orden n definimos su error por
£, = X — X[, Nuestro objetivo ahora serd conseguir una cota a ||&,||. Como
resultado presentamos el siguiente Teorema [8, 12]
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Teorema 9.3.2 El error, £,, cometido al aplicar el método de Fer a orden n
ala ec. (8.1) esta acotado por

|Enll < Kpelot2hn (9.38)

donde los K,, se obtienen a partir del esquema iterativo (9.27) con (9.33) em-
pezando por el valor inicial K.

DEMOSTRACION: Escribamos X = XX, . Entonces, si introducimos
D, = X,, — I, tenemos &, = X — X" = x"p, .

Acotamos ||E,|| acotando D,, y X[™. Para tal finalidad, empezamos
escribiendo D,, en la forma

D(t) = /0 Lt A () X (). (9.39)

t /
A partir de la ecuacién (9.24) obtenemos || X, || < eJo I14nlldt < efn |y por
tanto

t ¢
DA< [ 1Al IXalldt’ < e [t < Kue® (9.40)
Por lo que concierne a X" | observamos que

IXP = || < x| x| < efeet. (9.41)
y considerando que ||, | < HX["]H | Dy, se tiene

1€n]| < Kpetot?5n O (9.42)
Como ya hemos indicado
Ky < 0.8604065 = K, =3 0 = &l == 0 (9.43)

y esto nos permite encontrar cotas al error de las soluciones aproximadas
obtenidas con Fer.

Ya hemos resaltado la importancia de ampliar la region de convergencia
donde, para un determinado valor de ¢, y obtenido Kj(t) se pueda originar con
la iteracion que K, — 0 para n — oo. Si nos encontramos dentro de la region
de convergencia y £ es una cota (aqui & = 0.8604065 para una A general)
podremos escribir siempre Ko =af ,con 0 < a <1,y por tanto

1€l < a2"¢ eflat2a™), (9.44)

Luego, en general, a mayor valor de la cota &, se tendrd menor valor del
coeficiente « y por tanto mejores cotas de error.
Corolario 9.2 Si A(t) es antihermitica entonces:
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i)
[Enll < K (9.45)

1) Teniendo en cuenta (9.37) se tiene también
Ko\*"
1€a]l < 2 (20) : (9.46)

DEMOSTRACION: i) La demostracién es idéntica a la del Teorema sin
més que tener en cuenta que tanto X[™ como X,, son matrices unitarias, y por
tanto || X = || X,|| = 1.

i1) Se deduce de i) sin més que tener presente (9.37). O

9.4 Analisis del Desarrollo de Fer-Magnus-2

En el capitulo anterior se introdujo el desarrollo de Fer-Magnus-N y ahora va-
mos a estudiar el caso particular N=2. Seguiremos un razonamiento similar al
realizado en [8] en el que mejoraremos sensiblemente los resultados alli presen-
tados. El método tiene la misma forma que el de Fer con

Fo(t) = oW+l n=01,2.
1
Apy1 = e_F”“AneF"“—/ dy e~ ®Fnt1 fr e®Fnt
0

= 1; (1(4:)1), { it (1 + 1) A, — Fn+1} (9.47)

Ahora disponemos del siguiente

Teorema 9.4.1 Dadas las condiciones del Teorema 9.3.1 se tiene que el de-
sarrollo de Fer-Magnus-2 es convergente en el intervalo de tiempo [0,t] si

t
/ 1A(s)||ds < 0.7517. (9.48)
0

DEMOSTRACION: La demostracién es andloga a la del Teorema 9.3.1, tan
solo que llegamos a una aplicacién iterativa K,11 = G(K,) distinta. Tras
algunos célculos es posible tomar

Ky 1 2e+a? 1
K1 = —K2 + /0 <e2x”2 ks 2):(61 - )> dz (9.49)

donde es facil ver que K, 1 = O(K2). Con esto, el primer punto fijo inestable
lo encontramos para £ = 0.7517. O
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Teorema 9.4.2 El error, &,, cometido al aplicar el método de Fer-Magnus-2
a orden n a la ec. (8.1) estd acotado por

K,
En]l < Ko exp(Ko + 7 +2Ky), (9.50)
donde los K, se obtienen a partir del esquema iterativo (9.49).

DEMOSTRACION: es totalmente andloga a la del Teorema 9.3.2. O

Segun hemos visto el estudio de la convergencia y cotas de error para
los desarrollos de Magnus y Fer es por si de gran interés. Ahora pasaremos
a estudiar la utilidad del conocimiento de estos resultados cuando se quiere
realizar una transformacién del sistema inicial. M4as en concreto, revisaremos
la imagen de interaccién y analizaremos con un poco mas de detalle la ima-
gen adiabatica. Este andlisis nos permitird, en muchos casos, aprovechar la
informacién disponible del sistema a resolver.

9.5 Imagen de Interacciéon

Cuando un sistema pueda ser considerado como una pequena perturbacién de
otro que sabemos resolver de forma exacta es conveniente utilizar la imagen de
interaccién (nombre que recibe de la Mecdnica Cudntica). Consiste en aplicar
la siguiente transformacion:
Dada la ecuacién
X =A)X, (9.51)

si A se descompone segin
At) = Ao(t) + Ar(0), (9.52)

donde Ag es tal que sabemos resolver la ecuacién

Xo = Ao(t)Xo, (9.53)
entonces la factorizacion
X = Xp X7y, (9.54)
nos lleva a la ecuacion para Xy
X;=A[(t) Xy, con  Ar= X5 A1Xo. (9.55)

Con estas operaciones transformamos el problema de la resolucién de la
ec. (9.51) al de la ec. (9.55). La primera pregunta que uno debe plantearse
antes de realizar esta transformacion es jcuando es interesante utilizar la im-
agen de interaccién? La respuesta suele ir ligada al método utilizado para la
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resolucion de las ecuaciones. Como nosotros estamos considerando los desar-
rollos de Magnus y Fer es inmediato darse cuenta que serd interesante pasar a
la imagen de interaccién si se tiene que

[ < [ 14 lar (9.56)
0 0

ya que entonces el radio de convergencia serd mayor y los errores cometidos seran
bastante menores. En general, esta condicién se cumplird si || A1 (7)]] < ||A(7)]|.
Si Ay Ap son antihermiticas entonces ||Ar(7)|] < ||Ai(7)|| ya que Xo serd
unitario y || Xo|| = 1.

9.5.1 Ejemplos

i) Oscilador Armdnico Perturbado. Sea la ecuacién diferencial

i+ (14 f(t)z =0, (9.57)

que puede ser escrita en la forma matricial (9.51) con

w=( 0 ) (% 0). (9.59

donde Xy(t) = ' y || Xo|| = 1. De aqui se deduce que

[Ar(T)] < 1A ()l = [f], (9.59)
por lo que, analizando f(t), es inmediato ver si es interesante o no pasar a la
imagen de interaccion. Asi pues, si p.e. f = S y queremos integrar

cosh(6t)

en el intervalo [—oo,00] tendremos que los métodos de Magnus y Fer serdn
convergentes en la imagen de interaccién si

0 € e £
/_OO cosh(00) dt < ¢ = 5< = (9.60)

donde ¢ toma los valores obtenidos para Magnus y Fer.
i1) Sistema Cudntico con dos Niveles. Consideremos el sistema (9.51) con
A(t) =da(t) - &, (9.61)

donde & = (01, 02,03), 0; son las matrices de Pauli [50] y d@(t) es un vector con
coeficientes dependientes del tiempo. Supongamos que

a(t) = do(t) + ai(t), (9.62)
con dp(t) tal que conocemos la solucién de la ecuacion.

Xo =id(t) - & Xo, (9.63)
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Con esto se tiene que
[Az]l < llax(#)a]] < lax(t)], (9.64)

por lo que es inmediato comprobar si para una determinada funcién, d(t), es
interesante o no pasar a la imagen de interaccion.

9.6 Imagen Adiabatica

Cuando los coeficientes de A(t) varfan muy lentamente con el tiempo (de forma
cuasiadiabatica) es interesante definir la que llamaremos imagen adiabdtica.
Sabemos que si A(t) es diagonal entonces la solucién a (9.51) es inmediata ya
que [A(t1), A(t2)] = 0. Asi pues, el paso a la imagen adiabdtica consistird en
realizar aquella transformacién que diagonalice A(t) en cada instante. Esto es,
buscaremos X tal que

X, AXy = Ay (9.65)
Ahora, la factorizacién
X = XX, (9.66)
conduce a la siguiente ecuacion para X
X, = Aq(t) X1, con A=Ay — X(TIXO. (9.67)

Fijémonos que A; tiene una parte que es exactamente soluble, A; (también
podemos tomar Ag— diag(XalXo)). Asf pues, podemos aplicar la misma trans-
formacién que la realizada en la imagen de interaccion y tomar X1 = X;X2 con

t
Xg =exp </ Ad(T)dT>. Para X3 se tendra
0

X2 = AQ(ﬁ)XQ, con A2 == *Xng(;lXon. (968)

El criterio a seguir para saber si es o no interesante el uso de la imagen
adiabatica, previa al uso de los métodos de Magnus y Fer, es comprobar si

t t
/||A2(T)||d7'</ 1A(7)| dr. (9.69)
0 0

Si se trata de un sistema que evoluciona lentamente tendremos que los co-
eficientes de A(t) variardn muy suavemente con el tiempo y como Xy es también
una funcién que depende de los coenficientes de A se cumplira, en general, que
| Xo|l < [|A|. Por tanto, si Xo es el término dominante en As (como ocurriré
en la mayoria de los procesos que evolucionan adiabaticamente) es de esperar
que se cumpla la condicién (9.69). Si A es una matriz antihermitica, entonces
Aj y Ag también lo serdn y por tanto Xy y Xy serdn unitarias. Luego, de (9.68)
se deduce que ||As(7)|| < || Xo|| y por tanto, en principio, podemos sustituir el
criterio (9.69) por

[ 1omlar < [ A ar (9.10)
0 0

que es mas ficil de analizar.
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9.6.1 Ejemplos

i) Oscilador Armdnico Generalizado. Este problema es estudiado con detalle
en [28] utilizando la imagen adiabatica. Dado el hamiltoniano

H = SW()¢ +2Y (0pq + Z(107), (9.71)

las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse en la forma (9.51) con

Y Z
A= ( Wy ) . (9.72)

A partir de aqui podemos tomar [28]

1
X0:X0_1:<Y+)\ Z ))\:\/YQ—WZ (9.73)

IANY +0) \ —W =Y -]

con A =+VY?2 - WZ y siendo

t .
X, = exp [ / (Ad(r) — diag(X;" o)) dT} . (9.74)
0
Finalmente
0 ae 2
Ay = ( gee 0 ) , (9.75)
donde
MY)Z-(A+Y)Z K(0 t 7Y
a = ! 2))\()\—£Y) : a = %IOgﬁijo dr ()‘_ Y%A%/Z)
3 = AW —(O+Y)W K — YW
= 2247 = O-)Z -

Si Z # 0 es posible hacer una transformacién candnica que nos lleve de
(9.71) al hamiltoniano

1 1—
K= 5P2 + 5W(t)QQ, (9.76)
(puede considerarse equivalente a la ec. (9.57)) donde W es una funcién de

W, Y y Z. Entonces podemos analizar los anteriores resultados para el caso
particular Z =1, Y = 0. Sustituyendo en (??) se obtiene

i W 0 L_o—if
Ay = —— . Vo 9.77
Taw ( VWoe® 0 ) 6-77)

donde 0 = [ drv/W y Wy = W(0). Si W > 0 entonces 0 es real y se tiene que

mo |W|

< —_— .
4z < T2, (9.78)
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con mgy = max{y/Wp, == } Si tomamos como ejemplo la ec. (9.57) donde
W =1+ f(t) y por comparamon con los resultados obtenidos para la imagen

de interaccién consideramos f = € > 0, tendremos asegurada la

€
cosh(dt)’
convergencia del desarrollo de Magnus y de Fer si

W 1
/ | Ao () ||dT <4/ Wi, dr=ghn(l+e<¢ = e<e® —1. (9.79)

Esto es, el desarrollo de Fer serd convergente para este problema si € <
4.58 y el de Magnus lo sera si € < 7.79. Nos encontramos con dos aspec-
tos importantes a resaltar: primeramente vemos que los métodos son conver-
gentes para valores bastante grandes de € en todo el intervalo de tiempo, y
segundo, comprobamos que los resultados son independientes del pardmetro §
(si se integra para todo el intervalo temporal). Por otro lado, si comparamos
con los resultados obtenidos para la imagen de interaccién vemos que cerca
del régimen repentino (valores de 0 grandes) es interesante utilizar la imagen
de interaccion, pues la condicién (9.60) se ve favorecida, mientras que cerca del
régimen adiabdtico (valores de d pequenos) es mas ttil la imagen adiabdtica, tal
y como cabria esperar. Resultados similares se obtienen para distintas funciones

f(t).

i1) Incremento del Invariante Adiabdtico. Es bien conocido que si el hamil-
toniano (9.71) evoluciona de forma adiabéatica, entonces existe el llamado in-

variante adiabético, J = H(t)/w(t) con w(t) = VW Z — Y2, Si el proceso no es

exactamente adiabatico tendremos que J variard con el tiempo. Si denotamos

R | _y-1) 4
{pR}_Xol{p}, (9.80)

con X dado en (9.73), tendremos que [28]

J(t) = —ipryr (9.81)

En un intervalo de tiempo [to,ts], J(t) habra sufrido una variacién,
AT = J(ty) — J(to). (9.82)

Si queremos calcular AJ lo que realmente debemos hacer es calcular
J(ty), esto es qr(ty) y pr(tf). Un calculo aproximado lo podemos obtener
utilizando los métodos de Magnus y Fer. Denotemos por Gp(ts) v Dr(ty) las
aproximaciones hechas con cualquiera de estos métodos. El error cometido en
el célculo de AJ vendra dado por

En; = AJ—AJ=—ilpr(ty)qr(ty) —Dr(ts)ar(tys)] (9.83)
= —ipr(ty) [qr(ty) — Gr(ty)] — iqr(ts) [pr(ts) — Dr(ts)] -
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Ahora debemos recordar que

qr(t) | _ qr(0)
{ Pl } -4 { pr(0) } ’ (984

y que X1 = X3X9 donde X, la conocemos de forma exacta y s6lo debemos cal-
cular de forma aproximada X5 (la solucién aproximada la denotaremos por Xa).

Por otro lado se tiene que |qr(t)| < || Xqll | X2|||Zo] con |Zo| = \/q?%(to) + p%(to)
y lo mismo para pr(t). Con esto, Ea estard acotado por

l€asll < (IXall + IIXall) 11X — Xl 1Xal?|Z0l? (9.85)

donde, si se cumplen las condiciones de convergencia, debemos tener que || X2 —
X2l|| sea muy pequeno, como asi ocurre en los ejemplos estudiados en [28].

i11) Sistema Cudntico. Consideremos la ecuacién de Schrodinger aplicada
al operador de evolucién temporal [50]

U=HtU con  H(t)= —%H, (9.86)

donde H es el hamiltoniano del sistema (a partir de ahora tomaremos i = 1).
Sea {|n)} una base de estados propios de H(0) y {|n(¢))} una base de estados
propios instantéaneos de H (t), que estaran relacionados a través de un operador
lineal unitario

n(t)) = 3" Uplm). (9.87)
Con este cambio de base diagonalizamos H (t), obteniendo

Ei(t) 0
U H(t)Uy = E(t) = E(t) . (9.88)
0

Si trabajamos con una base finita tendremos que el problema de la evolucion
del sistema serd equivalente al de la resolucién del sistema (9.51). El paso a la
imagen adiabatica consistirda en tomar la factorizacién U = UyU; donde

Ul = Fl(t)Ul con Fl (t) = —i(E — U(;FU()) (9.89)

t
Tomando Uy = exp <—i / E(T)dT) (es posible también tomar la parte
] 0
diagonal de UJ Uy en Uy) el siguiente paso sera considerar U; = UyUs donde
U2 = FQ(t)UQ con FQ(t) = —Z'UJUJU()Ud. (9.90)

Finalmente, si utilizamos las aproximaciones de Magnus y Fer en la res-
olucién de (9.90) vemos que la convergencia estara asegurada si

[ 1Bl < [ 10o(rlar < & (9.91)
0 0
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recordando que si aplicamos el método de Fer ahora debemos tomar £ = 2.
Como caso particular estudiamos el hamiltoniano asociado a un sistema
con dos niveles

H(t)=d(t) - a, (9.92)
de aqui se obtiene [77, 78|

=

Up = b(t) - 3, (9.93)

donde b tiene norma 1 y esta en la direccién de @+k (con @ , k vectores unitarios
en las direcciones de @ y del eje z respectivamente). Si pasamos a la imagen
adiabatica, los métodos de Magnus y Fer seran convergentes si

b(7)

[ i< [ dT:/otJ ©2+ CHENE

donde 6 y ¢ son los dngulos que describen la direccién de @(t) en coordenadas
esféricas. Si consideramos, por ejemplo, d(t) = (1,0, f(¢)) con f(t) una funcién
mondtona (creciente o decreciente) tendremos que de (9.94) se obtiene (recor-
dando que ¢ = 0)

A
=

%|9(t) —0(0)] < €. (9.95)

Considerando que 6 € [0,7] y que si se utiliza Fer se tiene £ = 2, se
tendrd que la condicién (9.95) se cumplird siempre. Por tanto, el DF serd
convergente para todo intervalo de tiempo con independencia de la funcién f(t)
considerada (siempre que ésta sea mondtona). Para este problema concreto, el
desarrollo de Magnus no presenta, a priori, unos resultados tan impresionantes,
pero siguen siendo muy buenos. No obstante, ello no quiere decir que el método
de Magnus no pueda ser mas eficiente cuando sea aplicado explicitamente sobre
un problema.



Chapter 10

DM y DF como Métodos
Numeéricos de Integracién

10.1 Introduccion

Los métodos algebraicos expuestos en el capitulo 8 fueron, en un principio,
disenados para ser utilizados como métodos analiticos que proporcionan una
solucién aproximada a la ec. (8.1). En el capitulo 9 expusimos una extensa
lista de ejemplos en los que habian sido aplicados los desarrollos de Magnus y
Fer. En este capitulo nos proponemos presentarlos como métodos numéricos de
integracion de forma que las soluciones aproximadas preserven las propiedades
cualitativas de la solucién exacta. En esta direccién, el desarrollo de Fer parece
haber recibido un poco mas de atencién. Asi pues, el DF fue redescubierto
por Iserles [65] buscando un método numérico de integracién. Fue utilizado
también como integrador simpléctico para sistemas lineales dependientes del
tiempo por Casas [25] y en la resolucién de ecuaciones no lineales [141, 142].
El uso de Magnus como método numérico de integracién ha sido estudiado
muy recientemente por Iserles y Ngrsett [66], presentando un método a orden
4 altamente eficiente.

La principal dificultad para aplicar estos desarrollos como métodos numéricos
de integracién radica en la evaluacién de integrales multiples de forma numérica
y eficiente. En [8] ya indicamos la posibilidad de aprovechar los célculos real-
izados en las integrales simples para ser utilizados en el calculo de las integrales
multiples sin practicamente coste adicional. Posteriormente, Iserles y Ngrsett
[66] se dan cuenta también de este importante hecho.

En este capitulo seguiremos en la linea de aprovechar las evaluaciones real-
izadas en el calculo de las integrales simples para la evaluacion de las miltiples.
Para ello tendremos en cuenta dos cosas: 1- la estructura de conmutadores en
las integrales multiples, y 2- las funciones de varias variables estan factorizadas
como productos de funciones de una sola variable. Primeramente analizaremos

155
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el desarrollo de Magnus. Veremos que para para obtener un método a orden
n no siempre es necesario considerar la serie de Magnus hasta orden n — 1
como parece intuirse de los resultados de la seccion 9.2.3. Con ello veremos
que es posible simplificar el método a orden 4 dado en [66] y seguidamente
presentaremos métodos a 6rdenes 5 y 6.

Para el DF veremos también cémo aprovechar las evaluaciones para el
calculo de las integrales miltiples. Ello nos permitird reducir considerablemente
el nimero de evaluaciones por paso de integracion. Teniendo en cuenta que sin
esta optimizacion de los cédlculos, los métodos han probado ser ya altamente
eficientes [25, 65] es de esperar que la eficiencia que consigamos sea realmente
buena. Si ademéds consideramos que disponemos de criterios de convergencia y
cotas de error, veremos que es posible implementar los métodos con un paso de
integracion variable y una tolerancia del error. Con todos estos ingredientes la
eficiencia que podria alcanzarse es realmente esperanzadora.

10.2 Métodos Numéricos con Magnus

La forma mas usual de calcular integrales numéricamente consiste en evaluar el
integrando en diferentes puntos, de tal manera que una combinacion lineal de
éstos reproduzca la solucion exacta hasta el orden deseado. Asi pues, el primer
paso serd conocer la expresiéon de la integral exacta que queremos reproducir
hasta ese orden. Como vamos a dar métodos hasta orden 6 presentamos las
expresiones de las integrales exactas hasta este orden. Suponemos que A(t) es
una funcion analitica del tiempo, y por tanto, el desarrollo de Taylor alrededor
de to viene dado por (mientras no se diga lo contrario tomaremos, sin pérdida
de generalidad, to = 0)

A(t) =ap +tay + ...+ t°as + O(t°). (10.1)

Con esto, los diferentes términos de la serie de Magnus hasta orden 5
toman la siguiente forma (hasta orden 6 para un paso de integracién h)

h h2 h6
Q = / Aft)dt = hao + o + .. + a5 + O(7) (10.2)
0
h3 h* 3 1
Qy = *ﬁ[ao,al] - E[aoaaz] — 1P <40[a0,a3] - 6()[a1’a2]>
1 1
e L 1 7
h (15[%,@4] 48[a1,a3]) +O(hT)
h5
Q3 = 720 (2[ag, ao, az] + 3la1, a1, ap))
h6
+0 (3[ao, ao, as] — [ao, a1, az] + 5[az, a1, ag]) + O(h")
o = Iy A - | )+ o)
1 = 5pla0, a0, a0, a1] + 5 ([ao, ao, ao, az] — a0, a1, a1, a0
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Es de resaltar que en Q3 y Qs los términos O(h*) y O(h®) respectiva-
mente se cancelan y por tanto son de un orden superior al que en principio
podria esperarse segun lo indicado en las refs. [12, 66]. El comprobar que
en 5 se cancelan todos los términos a orden hS es relativamente sencillo a
partir de la expresion explicita dada en [107]. Hay que tener presente que
los conmutadores del tipo [A(t1), A(t2), A(t3), A(t4), A(t5)] dan contribucién a
orden hS después de realizar las 5 integrales, mientras que las del tipo, p.e.
[[A(t1), A(t2)], [A(t3), A(t4), A(ts5)]] 1o hacen a orden h” (pues hay dos conmu-
tadores internos), por lo que sélo hay que tener en cuenta unos pocos términos.
Con esto, es bastante sencillo comprobar que los términos a orden h® se cance-
lan.

A la vista de los resultados, para dar un método a orden 2 sélo nos hace
falta tener en cuenta €2;. Para conseguir métodos a 6rdenes 3 y 4 tan sélo hara
falta considerar ademads 2o. Tanto para obtener un método a orden 5 como a
orden 6 hay que considerar los términos de la serie (23 y 4. Naturalmente, todas
las integrales en cada €2; tienen que ser calculadas hasta el orden considerado.
Para el calculo de 2; hasta un orden k disponemos de gran cantidad de métodos
[67, 63]. La mayoria de ellos consisten en calcular A(¢;) en un determinado
conjunto de puntos (habitualmente ¢; € [0, k], aunque es posible tomar puntos
fuera del intervalo). Asi pues, la forma que toma es

0 = /Oh A(t)dt = h g: i A(t;) + O(RFTY), (10.3)
=1

donde «; son coeficientes convenientemente elegidos y IV suficientemente grande
para poder conseguir el orden h*. La eficiencia de un método dependerd del
valor de N y de la magnitud de los coeficientes que multipliquen a los términos
de orden A*T!. Debemos tener presente que si se considera t; = 0y ty = h
la evaluacién de A(t) en t = h podra ser utilizada en el siguiente paso de inte-
gracién (esta propiedad es equivalente a la FSAL). Existen diferentes métodos
que dan los valores de las «; para unos t; que en cierto sentido son éptimos,
como, por ejemplo, las diferentes cuadraturas de Gauss. Con la finalidad de sim-
plificar nuestro estudio y poder presentar métodos sencillos y faciles de aplicar,
hemos optados por tomar valores de t; equidistantes. Asi pues, el intervalo
[0, A] lo dividiremos en 2, 3,4, ... subintervalos de igual longitud y a cada orden
buscaremos qué particion puede ser la mas interesante.

Por otro lado, para 23 vemos en (10.2) que la solucién exacta no es més
que una combinacién lineal de conmutadores de las diferentes partes de A.
Considerando que ya tenemos calculados {A(t;)}Y.,; podemos aprovechar éstos
para ver si es posible conseguir que

Qo =h" 3 BiilA), Alt;)] + O(RFT), (10.4)
1<i<j<N

donde los f3;; son unos coeficientes a determinar. En general se tiene que
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N es suficientemente grande para conseguir el orden deseado (notemos que el
sumatorio est4 multiplicado ahora por un factor h?).
En general podemos construir

Q= W™ S i oAl AlLy), ., A(L)] + O(REFY), (10.5)
©y]yeeeyS
donde los valores %,j,...,s se toman de tal manera que el conmutador sea

distinto de 0 y los ;j,..s son coeficientes elegidos de forma conveniente para
que se cumpla la condicién de orden.

Si representamos por Q%) la suma de todas las expresiones que evaltian
las Q; hasta orden h* tendremos que un paso de integracién vendrs dado por

Xpi1 = 2 X, (10.6)

Si suponemos que X, se corresponde con la solucién exacta en t en-
tonces X, 41 es una aproximaciéon a orden k. Por la forma en que ha sido
calculada numéricamente Q) se observa que éste sigue siendo un elemento del
algebra al que pertenece A(t), y por tanto las propiedades cualitativas siguen
preservandose. Obviamente, queda el problema de evaluar la exponencial. En
caso de no poder evaluarla de forma exacta la podremos aproximar por un
nimero finito de términos del desarrollo, teniendo en cuenta que Q) = O(h).
Con esto, la simplecticidad, unitariedad, etc., sélo sera preservada hasta el or-
den de aproximacién de la exponencial.

10.2.1 Msétodos a Ordenes 4, 5 y 6

Una vez hecho todo el andlisis sélo nos queda por presentar diferentes métodos
a ordenes 4 (M4), 5 (M5) y 6 (M6), en el que damos el nimero de nuevas
evaluaciones de A(t) por paso en cada uno de ellos.

M4: evaluaciones=2 ; A’ = A(i%) , i=0,1,2.
h2

E[AO’ A?]. (10.7)

QW — % (AO 144 ¢ A2) -

MS5: eval=4; A= A(i%) , 1=0,1,2,3,4.

00 = L (74° 324" 41247 + 324° + 74%) (108)
+L2 (_12[,42 A1 +[A°, 3241 — 3642 + A4})
180 ’ ’
h3 3
— (2[A° (A0 A* —2A42]] — S[A* — A0 [AC A2 )
g (241, )| - S1at - 4%, [4°, A7)
h4

+%[A07 [A()? [on A4H]
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M6: eval=4; A'=A(i%) |, i=0,1,2,3,4.

00 = % (7A° + 324 + 1242 4+ 3243 + 7A4) (10.9)
ﬂi ([AD —16A43 + 941 — 16[A! A4])
180 ’ ’
h3
b (4147, [40, A — 247 4 3{A% - A0, [A°, A% — 847]
+12[42 — A%, 4%, AY]] )
P A0, 1%, 10, %]
7200 7T '

En vista de los resultados presentados caben varios comentarios. El
método a orden 4, M4, presenta una forma bastante maés sencilla que la dada
en [66] ya que, segin hemos visto, no es necesario tener en cuenta {3 para
conseguir un método a cuarto orden'. En el método a orden 5, M5, hemos
evaluado el término €2y hasta orden 6 ya que los métodos de integraciéon més
eficientes son los simétricos, los cuales son de 6rdenes pares. Ello implica que
si 21 es altamente dominante, entonces M5 puede ser considerado como un
método a orden 5 optimizado. No obstante, el método a orden 6, M6, presenta
una estructura similar (y por tanto un coste de célculo parecido) por lo que en
general M6 serd preferible a M5. A la vista de los resultados obtenidos observa-
mos que es interesante la bisqueda de érdenes elevados ya que ello nos permite,
en principio, utilizar pasos de integracién mayores y por tanto menor nimero
de evaluaciones de la exponencial, que en muchos problemas suele ser la parte
mas delicada.

Observando los métodos presentados y la forma de construirlos vista an-
teriormente nos damos cuenta, de forma inmediata, que éstos no son los tinicos
métodos posibles. En principio es posible utilizar diferentes métodos de inte-
gracién para calcular 2 y ademds existen muchas més combinaciones posibles
de conmutadores que podrian llevarnos a métodos en principio mas eficientes.
Este se trata de un problema interesante a estudiar todavia.

10.3 Métodos Numéricos con Fer

La idea que seguiremos para conseguir métodos numéricos utilizando el desar-
rollo de Fer serd béasicamente la misma que para Magnus. El método de Fer
considera X = eftef2ef3 . donde F; coincide con el primer término de la serie
de Magnus, 1, y por tanto lo evaluaremos de la misma forma. EI principal
problema estara en ver cémo aprovechar las evaluaciones de A(t;) utilizadas en

F'| para calcular el resto de las F; , ¢ > 1, hasta el orden deseado.

!No obstante debemos decir que en unos trabajos muy recientes [67, 142] ya se dan cuenta
de ello
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El primer punto a considerar es analizar por dénde hay que cortar el
desarrollo para alcanzar un determinado orden [66]. Si

Az(t) = tNaN + O(t 1), (10.10)
entonces
= t T)aT = tN 1 + ) N+2 10.11
1 /O ( )d N + laN (t ) ( )

Para calcular el orden de Fji2 debemos tener presente que el orden mas
bajo es proporcional a

h h
/ [A4(t), Fyar]dt = / O(N+2)dt = O(h2N+3), (10.12)
0 0

Asi pues, suponiendo A(t) una funcién analitica como en (10.1) tendremos
que

Fi=0(h); F=0R; F=0(h); Fy=0(hY). (10.13)

Luego, si queremos un método a orden 2 consideraremos solamente F7,
si lo queremos hasta orden 6 habrd que tener en cuenta también F5 y si se
desean érdenes superiores hasta orden 14 deberemos considerar ademas Fj.
En este trabajo, por supuesto, no nos harad falta mas alla de F5. Segun el
esquema recursivo de Fer se tiene que Fy = [ A1(#')dt’. Como A;(t) = O(t?),
los método numéricos que utilizaremos para calcular F> seran, excepto para el
método a orden 5, los mismos que para Fy. En cambio, como As(t) = O(t°%)
podremos utilizar métodos especiales de calculo para este tipo de integrando y
que necesitan menos evaluaciones por paso. Supongamos que queremos calcular
F35 hasta orden 8. Para ello consideramos que

Ay (t) = t%ag + t7ar + O(t%), (10.14)
entonces .
1 1
Py = / Ao(t)dt = =ha + ShUar + O (%), (10.15)
0
Para reproducir la solucién exacta hasta orden h® sélo nos hace falta
conocer As(t) para dos valores de ¢, digamos t; = rh y ta = sh, entonces
consideramos

C = h(ada(ty) + BAsx(t2)) = (rPa + s°B)h7ag + (r'a + s"B)hBar + O(R?),

(10.16)
luego, F3 = C + O(h?) si
1 1 1 1
7578 7" T8
— . = ) 10.1
(6% ’)"6(87’)")7 /6 SG(T*S) ( O 7)
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Antes de presentar los distintos métodos de Fer definimos la siguiente
funcién matricial

1
G(A F) = / / " e 0F 4 Fle00F g . (10.18)
0 JO

La eficiencia de los integradores de Fer vendra fuertemente ligada a cuan
costoso sea el cdlculo de G. Esta funcién serd, en general, dificil de evaluar por
lo que también es posible utilizar la aproximacic’)n

G (A, F) Z FI A}, (10.19)
Jj= 1

Aunque cortemos la serie infinita, G sigue perteneciendo al dlgebra
generada por Ay F.

Es relativamente frecuente encontrarnos con ecuaciones en las que la ex-
presion de A(t) es suficientemente sencilla como para poder calcular su integral
de forma analitica. Como la obtencién de integradores con Fer es un poco
mas delicada, empezaremos por presentar diferentes métodos aplicables cuando
F(t) se pueda calcular de forma exacta.

10.3.1 Métodos con Fi(t) Conocido

Supongamos que somos capaces de calcular de forma exacta la funcion

_ /Ot A(r)dr, (10.20)

donde, obviamente, F;(0) = 0. Entonces, los métodos a érdenes 4 (F4), 5 (F5)
y 6 (F6) vendran dados por

Xy = PP x (10.21)

donde sélo nos falta por conocer F> hasta el orden deseado. Con todo esto
tendremos que algunos de los posible métodos son

o F4: A= A(il); Fi=F(ik); Al=GALF]), i=1,2
Py = % (441 + 43) . (10.22)
o F5: A' = A(il); Fj=F(i%); Al=GALF]), i=123
Fy = % (2741 + 5443 + 1343). (10.23)
o F6: A' = A(il); Fj=F(i%); Al=GALF), i=1,23.4

Fy = = (324} + 1247 + 3243 + 741) . (10.24)

90<
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donde en F5 hemos considerado que F = foh Ay = O(h3) y nos hemos con-
struido un método de integracién al estilo del realizado para (10.14), con la
finalidad de ahorrar en nimero de evaluaciones.

Un método a orden 8 (F8) vendra dado por

Xpy1 = eF1 P Fs(h) x (10.25)

donde ahora necesitamos conocer Fy(h) y F3(h) hasta orden h®. Adem4s, para
el calculo de F3 nos hara falta conocer también Fb para algin otro valor de
t y con una precisién hasta orden O(h®) ya que el orden més bajo de F3 es
proporcional a foh [A1, 3], con A; = O(h?). Asf pues, proponemos el siguiente
algoritmo

o F8: Al = A(il); Fi=F(il); A =GALF), i=1,...,6

r = % (216A% +27A2 4+ 27243 + 27TAY + 216 A% + 41A?)
2h
3 = (3214% + 1242 4+ 3243 + 7A§‘)
h
By = o (8TG(AL FD) + 320G(AS, ). (10.26)

10.3.2 DF a Ordenes 4, 5 y 6 en General

Estudiemos ahora las modificaciones a realizar para el caso en que no sepamos
calcular Fj(t) de forma exacta o su evaluacién sea bastante costosa. Para
conocer numéricamente Fj utilizaremos métodos similares a los utilizados para
el cdlculo de €2y en Magnus. En cambio, para el cdlculo de F5 nos hard falta
conocer el valor de Fi(t) en determinados valores de t y con una precisién al
orden necesario. Como el orden més bajo en la expresiéon de Fy viene dado por

h

Fy(h) = ;/0 LA(L), Fy(8)]dt + ..., (10.27)
para conseguir F»(h) con precisién O(h*) debemos conocer Fy(t) con precisién
O(h*=1) en los puntos en los que se evaliie. Cuando no disponemos de suficiente
informacién para conocer Fj con esta precision podemos optar por diferentes
caminos. Lo primero que se nos ocurriria seria hacer una particién maés fina,
pero ello incrementaria el coste de cédlculo, que es justamente lo que estamos in-
tentando reducir. Otra opcién es considerar que las integrales se van a realizar
para muchos pasos de integracion y por tanto podemos aprovechar evaluaciones
correspondientes al siguiente paso de integracién (o al anterior) para la eval-
uacién de Fi con la precisiéon requerida y en los puntos deseados. Con esto
no aumentamos sustancialmente el nimero de evaluaciones ya que buena parte
de ellas seran aprovechadas en el siguiente paso de integracion. Esta forma de
proceder es similar a la de los métodos multipaso, los cuales presentan prob-
lemas si se quieren utilizar como integradores simplécticos segin vimos. Pero,
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la situacién ahora es distinta puesto que estamos calculando numéricamente
integrales, que al fin y al cabo no serdan mas que coeficientes numéricos que
multipliquen a los elementos del algebra, por lo que la estructura algebraica no
se pierde.

Con todo esto, presentamos los siguientes métodos a érdenes 4 (FE4),
5 (FE5) y 6 (FE6). En cada uno de ellos indicamos el nimero de nuevas
evaluaciones de A(t) por paso (sin contar las aprovechadas del paso anterior).

o FE4: eval=2, A'= A(i%), i=0,1,2,3

>

Fo= g (4% + 44" + 4%) (10.28)
F2 4]; (94° + 194! — 547 4 A°)
h 1 2 2
Fo= (4G(AY, F?) + G(4%, ) .

e FE5: eval=4, A'= A(i%), 1=0,...,4

o= 9& (74° + 324" + 1247 4 324% 4 74%) (10.29)

h

T 12
3k

T 32

F, = 2’;0 (108G(A1 F2) 4+ 64G(A% F}) 4+ 27G(A3, Fl))

(AO L 4A 4 A2)

(A" + 34" 4347 4 A°)

o FE6: eval=4, A'= A(i%), i=0,...,7

h
Fro= oo (147 43247 1247 4 324° 1 747) (10.30)
Fl = (47540 + 142741 79847 + 4824° — 1734° 1 274°)
5760
P
F? 5110/40 (369A0 +622A' — 14942 + 55643 — 429A4* + 15245 — 23 Aﬁ)
h
F =050 (5257A° + 2503941 + 926142 + 15547 4° — 36534
+45A45 + 46345 — 119A7)
h
Fro= o5 (32G(AL FI) + 12G(A%, FE) + 32G(A°, FY) + TG(AY, ) ).

10.3.3 Control del Error
Consideremos la ecuacion diferencial

i = A(t)Z, (10.31)
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con T un vector de dimensién m. Si aplicamos el desarrollo de Fer a orden n
obtendremos como solucién aproximada 7™, estando el error acotado por

17 — &M < K efot2Kn | (10.32)

donde Ty son las condiciones iniciales y los K; pueden ser calculados segin
vimos en el capitulo 9. De los métodos de Fer estudiados, posiblemente los de
orden 6 sean los que mejor se adapten para ser implementados con el control
del error que vamos a presentar, por lo que de ahora en adelante supondremos
que trabajamos con éstos. Suponemos que el error cometido es pequeno, esto es

Ky <« 1. Esto implica que por la relacién existente con K7, dada por la ecuacion

1
de recurrencia (9.27) con (9.33), podamos tomar la estimacién de Ky ~ 5K 1.

Asi pues, conociendo K7 serd inmediato disponer de una buena aproximacién
a KQ.

En principio, podriamos calcular Ky y a partir de éste obtener K; y Ko,
pero es posible hacer una acotacién bastante mejor. Recordemos que K; es una
cota a la integral

h h
[ ra de= [ G, A) | d. (10.33)
0 0

y hacer un célculo aproximado de esta integral es sencillo ya que en los calculos
numéricos tenemos evaluado ya G(Ag(t), F1(t)) en un nimero suficiente de pun-
tos. Luego, el tinico calculo extra sera hacer evaluaciones de las normas de estas
matrices.

Con todo esto, una buena estimacion a la cota del error relativo puede
ser

el = w < le. (10.34)
1]

Por otro lado, sabemos que K1 = O(h3) y por tanto K7 = O(hS) mien-
tras que el error del método de Fer es un orden superior. Asi pues, es de esperar
que los resultados que se obtengan sean mejores que la estimacién del error
hecha. No obstante, ésta sera de gran utilidad ya que contiene mas informacion
que la simple cuenta de potencias de h. Con ello, cuando la variacién temporal
de A(t) sea suave (procesos cuasiadiabaticos) o cuando A(t) cuasi-conmute con
Fi(t), se obtendra un valor de K pequeno y por tanto podran utilizarse pasos
de integracién mayores, mientras que si A(t) varfa mucho obtendremos valores
de K; mayores, siendo esto un indicio para utilizar pasos de integracién mas

finos.

10.4 Ejemplos

Consideremos la ecuacion diferencial escalar

i+ f(t)x =0. (10.35)
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Esta ecuacién puede ser escrita en la forma matricial (8.1) tomando & =
(z,&)0, Z(t) =X ()T y
0 1
At) = ( “f o0 > .

Como A es de traza nula el dlgebra que generara serd de matrices de traza
nula, que podemos escribir en la forma

Q:<i_ba>'

vy que por exponenciacién dard

2 < cosh(n) + 2 sinh(n) %sinh(n) )
%sinh(n) cosh(n) — % sinh(n) |~

con 7 = Va2 +bc. Sia? + be < 0 consideraremos que cosh(n) = cos(o) y

inh :
sinh(n) _ sin(o) con 1 = io.
n o

10.4.1 Meétodos de Magnus
Para los métodos de Magnus a orden k tenemos
Xpi1 =2 X, (10.36)

donde Q%) como también pertenecerd al dlgebra de matrices de traza nula,
tomaré la forma
ok — (@ b )
c —a

Presentamos a continuacién los valores de a,b,c para cada uno de los
métodos de Magnus expuestos anteriormente

o M4: fiEf(tn—i—i%); i=0,1,2

h2
a = E(f2—f0)
b = h (10.37)

c = %(fo +4f1+ f2).

o M5: fi = f(t, +il); i=0,1,2,3,4

2 4

_ _1%0(3]00 +32f1 — 24fs — 11f5) + %fom ~fo)
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3
b= bt (o~ 2f+ ) (10.38)
c = —9%(7fo +32f1 + 12fo + 32f3 + T f4)
3
b (4olfo — 262+ £2) = 3(fa— o))

o M6: f; = f(t, +1i2); i=0,1,2,3,4

T — 16+ 16f 4 T + Lo (2 — £
a = @(— fo—16f1 + 16f5 + f4)+%(f4—fo)
3
b= bt (i 2+ o) (10.39)
c = —%(7f0+32f1+12f2+32f3+7f4)
3
+3% (4f0(f4 —2fs+2f0) — (f2 — fo)? — 4(fa — fo)(f2 — fo)) ~

Los métodos de Fer no tienen una forma tan sencilla debido a la presencia
de la funcién marticial G(A, F'). No obstante, esta matriz es muy facil de evaluar
[8], ¥ por tanto los algoritmos de Fer serdn sencillos de aplicar.

10.4.2 Meétodo Runge-Kutta-4

A modo de ejemplo presentamos el bien conocido método Runge-Kutta a orden
4 (RK4), aplicado a la ec. (10.35). Obviamente, se tratard de un método no
simpléctico, que presenta la siguiente forma

Xni1 = RX,, (10.40)
a b
o RK4: f; = f(tn, +il); i=0,1,2
a = 1——

h2
5 fo+ i (2 — 4fo))]

b = h <1 - ]§f1> (10.41)

2 2
fo+ 26 (2 - Zf()) o (2 - ’;f1>]

2 2
21+ o (1 - Zfl)] .

con

y siendo

h2

_h
6

1-— —
6
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Ahora no hay que exponenciar la matriz R y por tanto debe de ser un
poco més rapido el realizar un paso de integraciéon con RK4 que con M4, aunque
también hay que tener presente que los coeficientes de Q4 dados en (10.37) pre-
sentan un aspecto mas sencillo que los correspondientes a R. El método RK4
con paso de integracion variable es un método estandar a orden 4 altamente
eficiente porque de las cuatro evaluaciones del método dos son reaprovechadas
siendo, por tanto, necesarias sélo dos evaluaciones por paso. Como nuestros
métodos pueden estar implementados de la misma forma con paso de inte-
gracién variable sera suficiente, para analizar la bondad de nuestros métodos,
con compararlos a paso de integracién constante.
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Chapter 11

Oscilador Armonico Cuantico
Dependiente del Tiempo

11.1 Introduccion

El estudio del oscilador arménico dependiente del tiempo, dentro del contexto
de la Mecanica Cuéntica, ha retomado un especial interés en los dltimos afios,
sobre todo a partir de cuatro trabajos en cuatro campos distintos: estos corre-
sponden a los de Lewis-Riesenfeld [83], Yuen [140], Paul [105] y Gazdy-Micha
[52]. El primero, estudiando particulas cargadas en campos electromagnéticos
dependientes del tiempo, aborda el problema del oscilador buscando un in-
variante del movimiento. Este se corresponde con el analogo del ya conocido
invariante cldsico (para H = 1p? + w?(t)1¢* )

1., . . ¢ dI oI 1
I== —ag)?+ = 4 ILH = 11.1
donde
i+ w?(t)g =0, (11.2)

y el coeficiente « es solucién de la ecuacion

. 1
a4 wla = pel (11.3)

Yuen, en cambio, estudia los estados coherentes en el ambito de la Optica
Cuéntica a través del Hamiltoniano

H = fiata+ f3a® + foa™% + fsa+ fia®, (11.4)

donde a, at son los operadores de creacién-destruccién (CD) del oscilador
arménico [50] y las f; son funciones escalares con f; realy fa, f3 com-
plejas (el asterisco indica complejo conjugado). En este trabajo se considera la
transformacion

169
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b=UaU" = p(t)a + v(t)at, (11.5)

con U un operador unitario,dando las ecuaciones que satisfacen u y v ,
y estudiando diversas formas de resolverlas. Ademds obtiene que los estados
coherentes cumplen el principio de incertidumbre minima cuando tenemos de-
pendencia temporal en el Hamiltoniano

h h
Dqbp =5 lp—v|-lp+v] 2. (11.6)

A partir de estos trabajos se han publicado otros muchos que estudian,
sobre todo, el Hamiltoniano

2 2

p q
~ o m(t)w?() (11.7)

utilizando diferentes factorizaciones del operador de evolucién temporal o bus-
cando aquellas Transformaciones Canénicas que nos conduzcan a un Hamilto-
niano resoluble exactamente [122].

El trabajo de Paul [105] esta dirigido al confinamiento de particulas en
ciertas regiones, lo cual permite realizar experimentos con suficiente cantidad
de particulas. En realidad, el estudio lo hace sobre el Hamiltoniano clasico
homologo del (11.7) con m = cte y donde w(t+T) = w(t) (en concreto estudia
las regiones de estabilidad de la ecuacién de Mathieu en varias dimensiones).
Posteriores trabajos realizan el tratamiento cudntico del mismo [2, 14, ?].

Gazdy y Micha [52] estudian el proceso semiclésico de colisién lineal entre
un atomo y una molécula diatémica a través del Hamiltoniano

H = Hy+ V(g:t), (11.8)
donde Hy viene dado por (11.7) con m y w constantes y
V(g:t) = Vi(t)g + Va(t)a*. (1L.9)

Nuestro trabajo lo desarrollaremes siguiendo, basicamente, la linea de
este dltimo trabajo. Recordemos que dado un sistema dindmico cudntico que
en un instante ¢y se encuentra en un estado, |¥(t¢p)) del espacio de Hilbert,
evolucionard en un instante posterior ¢ a un estado |¥(t)) = U(t,to) |¥(to))
donde U(t,ty) es el operador de evolucién temporal. La evolucién de este
operador viene governada por la ecuacién de Schrodinger

z’%U(t,to) — HOU( 1) Ulto,to) = 1T, (11.10)

donde I es el operador identidad y hemos tomado A = 1.
En este capitulo estudiaremos el oscilador armoénico sujeto a una pequena
pertubacién externa dependiente del tiempo, tomando en (11.8)

1
Hy :wi(p2—|—q2). (11.11)
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Este modelo es muy ttil para gran cantidad de procesos fisicos. Un ejem-
plo interesante lo encontramos en los estados de vibracién-traslacién de una
molécula poliatomica tras una colisién con otras moléculas y que ha sido am-
pliamente estudiado en la literatura.

Si consideramos que la interaccién externa, V' (g, t), es pequena podremos
hacer un desarrollo de Taylor y quedarnos en los primeros términos

V(git) = Vo) + Vi) g+ Vo) + ... (11.12)

En este trabajo sélo vamos a considerar hasta el segundo orden, donde
ademds no tendremos en cuenta Vj(t) ya que sélo afecta, de forma trivial, al
origen de energias. El hecho que {p?,¢? pq,p,q,1} cierre un algebra ha dado
pie a que este problema haya recibido un interés especial [133, 52, 53, 7] en el que
el operador de evolucién temporal es descrito como la exponencial o productos
de exponenciales de elementos del algebra. Esto hace que para obtener las
probabilidades de transiciéon tan solo haya que resolver numéricamente unas
ecuaciones diferenciales relativamente sencillas.

Habitualmente V(g;t) depende (ademéas de ¢ y de t) de otros pardmetros
(las masas que intervienen, la energia del proceso, el tiempo que dura la inter-
accién, etc.). Para ciertos problemas es muy interesante conocer la depen-
dencia de las probabilidades de transicién respecto de estos pardametros. Por
tanto, o bien debemos de buscar una solucién analitica aproximada (quedando
explicita la dependencia con los pardmetros) o bien habré que repetir los célculos
numéricos muchas veces, siendo altamente interesante el disponer de métodos
eficientes para ello. En este trabajo estudiaremos cémo presentar el problema
del cédlculo de las probabilidades de transicién manera que se puedan aplicar
los desarrollos de Magnus y de Fer. Con esto, podremos obtener soluciones
analiticas aproximadas o utilizar los métodos numéricos desarrollados en los
capitulos anteriores, donde la mayor parte de las propiedades cualitativas de la
solucién exacta se preservan.

Recordemos que la condicion para el Hamiltoniano que asegura la con-
vergencia de los desarrollos de Magnus y de Fer viene dada por

/Ot | H(s) || ds < €. (11.13)

(por ser ¢H antihermitico para el método de Fer se tendra que £ = 2) donde
|| H(s) || representa la norma del operador. Si intentamos aplicar este criterio
a nuestro problema inmediatamente nos damos cuenta que no se cumple para
ningun valor de ¢, pues H(t) es un operador no acotado (y de dimensién in-
finita). Por tanto, no podremos aplicar los métodos para resolver la ec. (11.10).
Lo que haremos sera reformular el problema de manera que al final haya que
resolver una ecuacién matricial de dimensién finita.
Replanteemos el problema: queremos obtener soluciones analitico-numéricas

aproximadas utilizando los esquemas de Magnus y Fer, y en el que ademas



172 CHAPTER 11. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO

podamos aplicar los criterios de convergencia y las cotas de error. Uno de
nuestros objetivos en este estudio es calcular la probabilidad de transicién en-
tre dos estados propios del oscilador arménico, Hy, a través del potencial de
interaccion Py, (t) = [(m|U(#)|n)]? = |(m|n())|* . Si trabajamos con op-
eradores CD lo podremos calcular considerando que éstos evolucionan en el
tiempo a = A(tg) — A(t) = f(a,a™;t) . Asi pues, aplicaremos los desarrollos
para la obtencién de A(t), veremos bajo qué condiciones los desarrollos son
convergentes e intentaremos dar cotas al error cometido.

11.2 Diferentes Métodos Existentes

Consideremos el Hamiltoniano dado en (11.8) con (11.9) e introducimos la base
de estados propios de Hy , {|n)}2%, con valores propios E, = w(n + 3) .
En los procesos en los que V() sea pequeno serd interesante trabajar en la
imagen de interaccién, tomando U (t) = e~ 0! (t) donde

iUr = HiUp con  Hj = ot fe=tHot, (11.14)

La probabilidad de transicién del estado propio de Hy |n) al |m), debido
a la interaccion, se obtiene calculando

Pom(t) = [{m|U (8)|n)|* = [(m|Uz(t)|n) . (11.15)

donde es suficiente con conocer la actuacién de Uy sobre los estados.
En este punto es interesante introduccir los operadores CD, a , a™ del
oscilador arménoco [50]

at = %(q—fp) - qzﬁ%(aﬂra)
a = —5(g+ip) p=izs(a’ —a)

atln) = Vn+1n+1)
aln) = /nin-1).

Si reescribimos H; en términos de los operadores a ,a™ tendremos
Hi(t) = 6iw(a+a+%)tv(a,a+;t)€—iw(a+a+%)t = V(e ™tq,e™at;t),  (11.16)

donde hemos supuesto que V(g;t) es una funcién analitica respecto de ¢ y
hemos aplicado la propiedad andloga a (2.24) y (2.25).

Analicemos ahora las distintas formas de abordar el problema en cuestién.
Una técnica estdndar consiste en suponer que la solucién a la ecuacién de
Schrodinger se puede escribir en la forma
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Im(t)) = i an(t)e Entin). (11.17)
n=0

donde las a, son las funciones a determinar. Si (11.17) lo sustituimos en la
ecuacion de Schrodinger

.0
i Im(t)) = H(#)Im(t)), (11.18)
pasamos a la ecuacién matricial

d .
i<() = AD)B(E). (11.19)

donde los elementos de la matriz A vienen dado por
Apm = [Vime Ermi); b= {ai(t),as(t),.. .},

con n,m=20,1,2,..., Vo(t) = (n|V(t)|m), Epm = E, — Ep,. Considerando
que partimos del estado inicial |i) entonces tendremos las siguientes condiciones
iniciales

|an(—00)|* = dp n=0,12,... (11.20)

y por tanto la probabilidad de transicién viene dada por

Pin(t) = lan(t) . (11.21)

Este método es interesante cuando en el proceso no intervienen estados
de energia elevada y podemos hacer los calculos con una buena aproximacién
utilizando matrices relativamente pequenas. No obstante, tiene el inconveniente
que al truncar se pierde unitariedad.

Cuando V(q;t) es tal que junto a Hy cierra un dlgebra sencilla, como
ocurre en nuestro caso, se han estudiado diferentes métodos que consisten en
representar el operador U(t) por la exponencial 6 producto de exponenciales
de los elementos que forman el dlgebra. El cdlculo de las probabilidades de
transicion se obtiene resolviendo las ecuaciones diferenciales que satisfacen los
coeficientes de los elementos del dlgebra que se encuentran en las exponenciales
por lo que la estructura algebraica (y por tanto la unitariedad) es preservada.

Asf pues, Wei y Norman [133] consideran el dlgebra {q?, p? pq + qp} y
aproximan U por un producto de exponenciales de los elementos del algebra
en una determinada ordenacién, mientras que Wilcox [134] toma una tdnica
exponencial. Gazdy y Micha [52], ademds de completar el algebra con {q,p, I},
consideran la siguiente composicién

6
Ur(t,to) = H exp|—ianTy], (11.22)

n=1
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donde
1 =q¢% wa=pgtqp; w3=p% wa=¢q x5=p; x6=1. (11.23)

Para obtener el valor de los coeficientes «, tan solo hay que resolver
numéricamente un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales acopladas
y varias integrales. Finalmente, las probabilidades de transicién se calculan
relacionando estos coeficientes con los propagadores, al estilo del trabajo de
Pechukas y Light [106].

La factorizacién en términos del dlgebra {a?, a*2 a%a,a,a*, I}, que suele
ser mas apropiada para la obtencién de las probabilidades de transicién, ha sido
utilizada en la literatura con diferentes combinaciones y ordenaciones de los op-
eradores en las exponenciales. Por ejemplo, Ma y Rhodes [86] combinan una
factorizacion de seis exponenciales con una determinada ordenacion y la fac-
torizacion en términos de los operadores ”squeeze”, de traslacion y de rotacién.
Benjamin [7], en cambio, utiliza la composicién

Ut) = #1a" agzat? pzsa’ paua 250 o2 (11.24)

donde los coeficientes, por contra, deben de obtenerse resolviendo numéricamente
un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas no lineales y varias inte-
grales.

Otra propuesta en este estilo, también interesante, es la que presentan
Gilmore y Yuan [53] en el que consideran la composicién

U(t) _ era++R(z+2 en(n—&-%)—l-tslela—l-LaQ' (1125)

Para calcular los coeficientes r, R,n,6,1, L consideran que el dlgebra aso-
ciada al ’doble foton’ es una subédlgebra de C5 en el que todas sus subélgebras de
dimension finita son conocidas. Asi pues, toma una representacion fiel, derivada
de Sp(4; R), en el que cada operador tiene asociada una matriz 4 x 4 . Con
esto se tendrd que la ec. (11.10) llevara asociada una ecuacién matricial por
lo que para conocer los coeficientes en cuestion solo necesitamos resolver un
sistema de cuatro ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Una vez resuelto,
el calculo de las probabilidades de transicion es inmediato.

11.3 Evolucién Temporal de los Operadores CD

En este trabajo tomaremos un punto de vista distinto. No vamos a intentar
obtener el operador de evoluciéon temporal sino que vamos suponer que los
operadores a, a™ evolucionan con el tiempo debido a la presencia del potencial
de interaccion en la forma

Ur(t)
—

A(ty) = a A(t) = Ur(t)aUjf (t). (11.26)
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Luego, los estados propios evolucionaran con el tiempo en la forma

1 1

n) = —@Hmoy 24 e AT ()" U]0), 11.27

= @) P ) = At U0, (12

donde tenemos que P, (t) = |(m|n(t))|? . Asi pues, nuestro objetivo serd
calcular

A(t) = f(a,a™;t) con Atg) =a (11.28)

(a partir de ahora, mientras no digamos lo contrario, tomaremos sin pérdida de
generalidad top =0 ).

Por tanto, si conocemos f(a,a™;t) y Ur(t)|0) podemos calcular P, ,, .
Para obtener f debemos tener en cuenta la ecuacién diferencial que satisfacen
Ay AT

At = —i[Hi(a,at;t),AT] 4 [ AT I
{ A = cillaatna O a(a [T HOeR0R g
(11.29)

donde hemos utilizado la notacién : Hj : a = [Hj,a] . Estas ecuaciones son
similares a las ecuaciones de Hamilton de la Mecéanica Cléasica.

A pesar de ello debemos tener presente que mientras en el problema clésico
el hamiltoniano depende de las coordenadas y los momentos en cada instante,
en el problema cuéntico éste depende de a y a™ (los operadores en el instante
inicial) y no de A(t) y A*(¢).

Finalmente, hay que decir que existe una diferencia fundamental que
debemos tener siempre presente a la hora de considerar métodos de resolucion
utilizados en la Mecéanica Clésica y querer aplicarlos sin més a este nuevo prob-
lema, pues tenemos diferencias fundamentales entre el corchete de Poisson y los
conmutadores ya que mientras para el conmutador de operadores se tiene

[a,at] =1 = aat#ata (11.30)
en cambio en para el corchete de Poisson se tiene

{a.p} =1 pero qp=paq. (11.31)

En este capitulo intentaremos resolver la ec. (11.29) para un H(t) que
presente una dependencia a lo sumo cuadratica en los operadores a y a™ |
utilizando los desarrollos de Magnus y de Fer. En el cédlculo de las probabili-
dades utilizaremos el mismo razonamiento y la misma notacién que la utilizada
por Fernandez-Micha-Echave [44]. Antes de abordar el problema en general
analizamos algunos casos particulares.

11.4 Potencial Lineal en ¢: V(¢;t) = Vi(t) ¢

La solucién a este problema es bien conocida [50], siendo muy util para su
obtencién el uso del desarrollo de Magnus 6 de Fer aplicados al operador de
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evolucién temporal. No obstante, vamos a utilizar el nuevo el método descrito
en la seccién anterior a fin de ver mejor como se aplica, a la vez que veremos
que nos da también la solucién exacta de forma inmediata. Considerando la ec.
(11.16) se tiene que

Vi(t)
V2

Calculemos ahora A(t) ( AT(t) es simplemente su adjunto), teniendo
en cuenta la condicion inicial A(0) = a. Lo mas sencillo es, a partir del
conocimiento de la estructura de las ecuaciones, ensayar con una solucién de la
forma

H(t) = (e™ta™ + e ™tq). (11.32)

A(t) = a + Go(t)I, (11.33)

con [ el operador identidad (cuando escribamos sélo una funcién escalar supon-
dremos que estd multiplicada por la identidad). A partir de las ecs. (11.29) se
obtiene

A=—i:Hy: A= %Vl(t)eiwt (11.34)

y de aqui
o N
Go(t) = \L@ /0 AV (et (11.35)

Veamos como obtener un esquema recursivo que nos dé las probabilidades
de transicién sin mas que tener presente que A(t) = U [an

(m[Ura*|n — 1) = \}ﬁ(m]AJr(t)Ulln _

= tml(a® + G§)Uiln ~ 1) = ZL miuiin ~ 1) +

(m|Urln) =

-5

(m —1|Urn — 1).

$
EH

Anélogamente se obtiene

mlUilny = Ym0l — 1) — S (1[0

vm vm

Utilizando la notacién Iy, , = (m|Urn) obtenemos los siguientes esque-
mas recursivos

G} fm G n
Im,n = 7%Im7n—1 + zIm—l,n—l; Im,n = _T%Im—l,n + EIm—l,n—l
(11.36)

y partir de éstos se tiene

Imo = (—)"—=1op. (11.37)
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Solo nos falta por conocer I , el cual se obtine de forma trivial sin mas
que considerar que Y o> Po—n = 1, luego

= 2 — ‘GO‘% 2 |Go|? 2
1= Z%lfo,nl = X%Tllo,ol = el |Lo,/2, (11.38)
n= n=

_ L2 .
esto es, |Io70|2 = ¢~ 3lGol , con lo que conocemos Iy a excepcién de una fase
irrelevante.

11.5 Potencial Cuadratico en ¢: V(¢;t) = Va(t) ¢*

Reescribéndolo en términos de los operadores a, a™ se tiene

Vs

\% 1
Vig;:t) = ?2((1+ +a)? = Va(ata + 5) + 3 (a™? +a?). (11.39)

Ahora, en vez de utilizar direcatamente la ec. (11.16) haremos una
pequena modificacién con el fin de simplificar el resultado. Consideremos el
Hamiltoniano total en la siguiente forma

1 W)

H(t) = (w+Va(t) )(aTa+ 3+ T(a+2 +a%) = Ho(t) + Hi(t). (11.40)

Como f[o(t) sigue siendo diagonal en la base de estados propios de Hy , lo
t
que haremos sera tomar la factorizacién U (t) = exp {—z/ Ho(t')dt'} Ur(t) =
0

UoU; , por lo que P _pn(t) = [(m|U(t)|n)|? = |(m|Ur(t)|n)]? . La ecuacién a
resolver ahora es . 3
U = —iH Uy, (11.41)

donde v
Hr = U H Uy = ?2(62@(15)&"'2 + e 2% g2y, (11.42)

t
siendo ®(t) = wt + / Vo(t')dt' . A partir de aqui podemos obtener las ecua-
0

ciones que satisfacen los operadores A1 (t) y A(t) donde, debido a la linealidad
de las ecuaciones ensayaremos con una solucién de la forma

{ﬁ(g)}:<g: ?){T}ZM@){T}. (11.43)

La ecuacién para M (t) se obtiene a partir de (11.29)

. a —e~ % a
£ oo emomo £ ) ).

(11.44)
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con las condiciones iniciales indicadas anteriormente. Finalmente, la ecuacion
a resolver es

M = MH(t), (11.45)
siendo H(t) una matriz hermitica que podemos escribir como
H(t) =b(t) - & con b(t) = Va(t)(— sin 2®(t), cos 20(t),0) (11.46)

Ahora es cuando podemos utilizar los desarrollos de Magnus y de Fer
para obtener M (t) de forma aproximada, y sobre la que podremos aplicar los
criterios de convergencia y cotas al error del calculo de los coeficientes dados en
(11.43). Considerando que H(t) no es una matriz antihermitica sino que es
hermitica! sélo podemos aplicar los criterios de convergencia obtenidos para un
caso general. Asi pues, tenemos asegurada la convergencia de los desarrollos si

t t
/ VHE) | df <¢ = / Va(#)]dt’ < €. (11.47)
0 0
Como T'r H(t) =0 entonces se tiene que det M(t) =1 y por tanto
IG_|> =G> =1. (11.48)

Esta condicion es equivalente a exigir la conservacion del conmutador a
lo largo de la evolucién temporal

[At), AT ()] =1, (11.49)

de manera andloga a como ocurre en Mecanica Cléasica, donde se preserva el
corchete de fundamental Poisson es preservado, pues la evolucién temporal viene
dada por una Transformacion Simpléctica.

Es muy sencillo, haciendo uso de la ec. (11.43), obtener un esquema
recursivo que nos proporcione las amplitudes de transicién [44]

g = J=g-[ Viln-10-1+ VA= 1G T2 |
(11.50)
Iym = ﬁi[ Vilm—1n-1—vVm—1G Iy oy |

A partir de estas relaciones de recurrencia comprobamos que todas las
amplitudes de transicién son proporcionales a Ipo de manera similar a como
ocurria antes. Por otra parte observamos que el hecho de trabajar con Hamil-
tonianos cuadraticos con los operadores a , a™ hace que sélo den contribucién
las amplitudes I,,, en las que n + m es un ndmero par. Asi pues, para
calcular Iy necesitamos conocer Io, o , que se obtienen de (11.50)

I :L\/Zm—l(_G Y ()" (2m — )Nl (G_i_)ml
m,0 \/%76‘_ +M2m—2,0 7(2771)” a_ 0,0
(11.51)

!A pesar que H; es un operador hermitico la matriz asociada a : H; : no es hermitica
sino que es antihermitica, y como estd multiplicada por ¢ dard una matriz hermitica.
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y de forma analoga se obtiene

o9m — 1D (GE\™
Toom = (gm)”) <Gi> Ioo. (11.52)

Si ahora consideramos que 1 = >-0°_ [Io;,0/> podemos obtener Ing a
excepcion de una fase irrelevante, dandonos

1
[To,0]* = = @O G donde |G_|*=1+|G4|% (11.53)
1 m=1 " (2m)! |G7|

Segtn vemos, hemos escrito las probabilidades de transicién, P, ,(t) =
|In7m\2 en términos de las funciones G4 y G_, que son las que nosotros
podemos calcular de forma aproximada utilizando los desarrollos a diferentes
ordenes. Con esto, si se dan las condiciones de convergencia, podremos dar
cotas de error a estas funciones y por tanto tendremos controlado el error en
las Py (t).

11.6 Caso General: V(g;t) = Vi(t) ¢+ Va(t) ¢*

De igual forma a como se hizo en el apartado anterior se tiene que

7, -2 A

i Q20(1) g +2 o= 2i(1) 42y 4
I 9 ( ) \/5

(e®Wgt 4 ¢71Wg) (11.54)

t
donde ®(t) = wt+ / Vo(t')dt' . De la estructura del Hamiltoniano vemos que
0

la solucién a la ecuacién se puede escribir en la forma

{ig}:(gi gi){f}+{gg} (11.55)

Si lo sustituimos en la expresién (11.29) obtenemos

. a a —e 2 a
ol }2{8) - mawn( & 7))

V’l(t) _efi‘1>
+z\/§M(t){ i } (11.56)

donde M(t) se obtiene resolviendo la misma ecuacién diferencial homogénea
de la seccién anterior. Esto hace que podamos aplicar los métodos de Magnus
y de Fer, y todos los resultados al respecto de la convergencia y cotas de error.
Finalmente Gy y G se obtienen calculando

Go | _ L " n [ GE() G ) [ —e®®)
{ Gg }:Z\/i/o dt'Vi(t') < G () Gf(t,) ){ Sio(t) } (11.57)
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Ahora es méas complicado dar una cota al error cometido al aplicar un
método a un cierto orden debido a la presencia y estructura de Gy. Para obtener
el esquema recursivo que permite calcular las amplitudes de transicion se utiliza
el mismo razonamiento del apartado anterior, dando [44]

Im = Gi[\/i[m 1,n—1 T (GOG— -G} GO) mmn—1 1 \/mGiImvn_Q]

S\

Im,n = T%[Ilm 1,n—1 — Golp— 1n — VM — 1G+Im—2,n]
(11.58)
A partir de aqui podemos calcular I, , ddndonos

I _ 1
m0 = \fG_

donde ahora ya no es tan sencillo el obtener una expresién general que nos
factorice en la forma I,,, , = Jimndoo . No obstante, en la mayoria de los casos
s6lo nos haran falta unos pocos términos para calcular Ipo . Aqui damos los
primeros términos

[G()Im 1,0+ vm G+Im 2 0] (11.59)

G 1 G G Gj
Lo = —g%loo Iz0 = ZHG* <3Gf—c> Ioo
1 (&2 @ 1 [ G4 G2G G2
Iy = \[<G§—+>foo Lo = @(‘?_6 gr- 35 ) loo--

Por tanto, si el potencial de interaccién no es muy intenso las probabil-
idades de transicion a estados elevados sera despreciable, por lo que se podra
tomar la aproximacién (considerando Iy, o0 = Jm.0loo )

1
1+’J10’2+U20’2 .+|JN70|2.

To.0f* ~ (11.60)

También se puede obtener Ipo por otro procedimiento [44] dando

- N 162, Gy
IO,O_’N| l_ie p[_2G2(1_G_)+29 , (11.61)
donde
R@ gl GO G+ 1 + %
|N‘: RQQQeXp[_?)Re :| gl:ﬁa(l_GL)’ 92:1_%
(11.62)

11.7 Aproximacion Adiabatica

En los apartados anteriores hemos estudiado los criterios que aseguran la con-
vergencia del desarrollo de Magnus y de Fer aplicados al cédlculo de la evolucién
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temporal de los operadores A , AT . En este apartado veremos que si Va(t)
varia lentamente con el tiempo se obtienen unos resultados muy interesantes si
se utiliza la aproximacion adiabatica. Seguiremos el trabajo de Klarsfeld y Oteo
[76] en el que tomaremos Vi(t) = 0 con el fin de simplificar las expresiones,
pues éste no afecta a la convergencia (aunque si afecte a las probabilidade de
transicién y a los errores cometidos). En este trabajo se considera

1 1
H(t) = —P° HON% 11.

(1) = 5P+ mu(t) 50" (11.63)

2g(t
donde w?(t) = w? + 29() . Haciendo la Transformacién Candnica
m
1
Q= P = /muwp, (11.64)

/—mw%
y pasando a la imagen adiabética (ver capitulo 9) tendremos que el nuevo
hamiltoniano pasara a ser, en términos de los operadores CD

1 W
Hy =w(a"a+ §)+z@(a+2 —a?). (11.65)
Si ahora pasamos a la imagen de interacciéon tomando la parte diagonal

de H; , de forma similar a como se hizo anteriormente, se obtiene U; =

efo Ho(t)dt! Us donde ahora

iUy = HyUs, (11.66)
con .
Hy = i%[e%@cﬁ'2 — e 2%, (11.67)

siendo ®(t) = [{w(t')dt’ . A partir de aqui, el criterio que nos asegura la
convergencia de nuestros desarrollos aplicados a la ec. (11.66) viene dado por

[

donde si w(t) es una funcién definida positiva y a la vez monétona (creciente
o decreciente) la integral es inmediata. Este se trata de un criterio muy sencillo
y practico que nos dice si para un determinado problema es interesante o no
utilizar la aproximacién adiabatica.

w
—|dt’ 11.
|t < (11.68)

11.8 Ejemplos

€ 0<t<T
0 T <t
Este se trata de un ejemplo muy ilustrativo pues conocemos la solucion ex-

acta y la podremos comparar con la solucién analitica obtenida utilizando Mag-
nus o Fer a primer orden. Por otra parte, gracias al cdlculo de errores y debido

i) vlzo,vzz{
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a la sencillez de las expresiones, seremos capaces de deducir para qué regimenes
(adiabético y/o repentino) el método a primer orden tiende ya a la solucién
exacta. Estos resultados son transportables de forma cualitativa a otros poten-

. . €
ciales que presenten una estructura de este tipo como p.e. Vo = m, que
T

estudiaremos mas adelante. Asi pues, obtendremos la aproximacién a primer
orden, daremos cotas de error a los coeficientes y finalmente lo compararemos
con la solucién exacta.

Los operadores AT (t) , A(t) se obtienen resolviendo la ec. (11.45) para
el H(t)correspondiente. Esta ecuacién puede reescribirse en la forma

MT =b(t)- oM, (11.69)
donde .
b(t) = —e(sin(2®), cos(2®), 0)

t
(1) fw0t+/0 Va(t')dt { PR (11.70)

En primer lugar hay que decir que tenemos asegurada la convergencia del
desarrollos a todos los tiempos si se cumple la sencilla condicién

/ [Va(t)|dt = €T < €. (11.71)
0
Si aplicamos el método a primer orden tendremos que M7 ~ eft donde
t g —
= 5'/ b(t’)dt/ = B(t) -7, (11.72)
0
siendo
m{ cos(2(wp + €)t) — 1, sin(2(wo + €)t) , 0 }7 0<t<T
B(t) =
m{ cos(2(wot + €T')) — 1,sin(2(wot + €T)),0 1T T <t
y
. wSelsin((wo+€)t)]  0<t<T
|B(t)| =
’wOE-i-E | sin((wot + €T))| T <t

Con esto tendremos que

T
MT ~ et = BOF — cosn |B(t)] + 2
| B(t)]

& sinh |B(t)| (11.73)

o sea, tenemos que (para 0 <t <T)

T cosh | B(t)] —ie w0t () sinh |B(t)| \ [ G Gy
—\ ielwotOtQ(t) sinh | B(t)| cosh | B(t)| —\GL Go
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1 tel0,n]
-1 tem2n]
obtener las probabilidades de transicion. Veamos primeramente cuanto valen

donde O(t) =

A partir de aqui ya es inmediato el

explicitamente Poo(t) y Poam(t) donde G+ = tanh |B(t)|
Poolt) = ool :
0,0 = Hool” = =~ @D =
no_o e (tanh | B(t)])>m
Po2m (1) “zzigijff‘*(tfinll’lg(t)|) Poo(t).

Para obtener P, ,,(t) debemos calcular en primer lugar I, , utilizando
el esquema recursivo visto anteriormente. Respecto a las cotas de error cabe
decir que (para t > 1T )

| M — el ||< KyefotKr (11.74)

donde una forma sencilla de obtener unos valores para Ky y Kj viene dada
por

2x
Ko=¢ T; K :/KO L0 =22), (11.75)
0 2x

Busquemos ahora un valor de Kj que mejore este resultado (que sea
més pequeno). El primer orden del desarrollo en muchas ocasiones da ya una
solucién muy precisa. Ademas, ésta coincide con el primer orden de la mayoria
de los desarrollos estudiados en el capitulo 8. Considerando (9.31), podemos

tomar como valor de K7 un valor tal que

1 —e?Fo(1 — 2K,
(2Ko)?

) T t1
| [ et < K, (11.76)

donde H; = E(ti)ﬁ , ¢ = 1,2 . Teniendo en cuenta las propiedades de las
matrices de Pauli se llega a que se puede tomar

1 —e2Ko(1 —2Kp) €2 { _sin(2(wo +€)7T)

Ky —
! (2Ky)? wo + € 2(wo + €)

Observamos que si se mantiene el producto € T° constante, se tiene que
K1 — 0 en el régimen adiabatico, o sea, la aproximacién a primer orden tiende
a la solucién exacta en el régimen adiabatico.

Por otro lado, en contra de lo que cabria esperar, en el régimen repentino
no se tiene que Kj; — 0, cosa que ocurria en muchos otros casos (ver Pechukas
y Light [106]). Ello es debido a que en el operador de evolucién temporal
hemos considerado la factorizacién U (t) = Uy(t)U(t) donde Uy = exp{(wo +
€)(ata+ 3)t} (para t < T ), donde vemos que en el exponente de Uy se
encuentra incluido el parametro e . El trabajar en esta imagen hace que en los
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denominadores de K; nos aparezca el factor (wg + €) , que es el responsable
de que en el régimen repentino no se tenga que K; — 0 .

Veamos ahora cudl es la solucién exacta. Para este problema en con-
creto resulta més sencillo no trabajar en la imagen de interacciéon y por tanto
consideraremos el hamiltoniano completo

v

5 (a™ +a?). (11.77)

1
H = (wo +Va)(ata+ 5) +

de aqui se obtiene (para 0 <t <T)

d | At | ) a" | . (wo + €) € at
il 4 e (o 1)
(11.78)

La solucién de esta ecuacién se obtiene inmediatamenmte por exponen-
ciacién, dandonos

AT(t) | | cos(nt) —i(wo + e)w _Z‘e% "
A(t) B jeSnnt) cos(nt) + i(wo + E)M a

n n
(11.79)
donde 7 = \/w? + 2wpe . A partir de aqui identificamos los coeficientes

G_ = cos(nt) + i(wo + €) Sln;nt); Gy = iesm7(7nt)‘

(11.80)

Se ve claramente que |G_|?> = 1+ |G4|?. Con esto, el cilculo de las
probabilidades de transicién es ya inmediato sin mas que considerar (11.52) y
(11.53). Oviamente, si t > T se tendrd que U(t,0) = U(¢t,T)U(T,0) donde
U(t,T) tiene una expresion idéntica a (11.79) sin mas que sustituir ¢ por t — T’
y tomar € = 0.

€

i) Vi=0, Vo= ——F—r
W Vi 2 coshQ(%)

con (tg = —o0 )
Ahora tenemos
b(t) = —Va(t)(sin(2®), cos(2®),0)

! t
®(t) = wot +/ Vo(t')dt' = wot + € - T tanh () .
oo T
Luego, tendremos asegurada la convergencia de los desarrollos si

o0 1
/ Valdt=2e.T<& = e T<t (11.81)

Si aplicamos el método a primer orden tendremos que M7 ~ eft donde

t —
Fi=g / B(t')dt' = Bi(t)or + Ba(t)os, (11.82)

—0o0
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siendo

Bl(t):—e/t RUCLI@I Bg(t):—e/t Wdt’. (11.83)

—oo cosh?(%) —oo cosh?(k

A partir de aqui calculamos M (t) dédndonos

N cosh |B(t)| %smhlB()l (G G
o Msinh]é(tﬂ cosh | B(t)] I\ G+ G- )7

[B(t)]
Para obtener las probabilidades Py o y Fo2n utilizaremos las expresiones
que acabamos de ver, con la salvedad que ahora debemos hacer la sustitucién

G .
’G+ — tanh | B(t)].
Las expresiones para obtener las cotas de error Ky y K; son las dadas
n (11.75), salvo que ahora Ky = 2¢-T . Si queremos conseguir un mejor
resultado para K , podemos buscar un valor tal que se cumpla

1 —e2K0(1 — 2K,) J
(2K0 / s cosh2 Tl

|/t1 sin|[2 (tlg D(t2))] < K.
cosh®(%)

(11.84)

Aunque las integrales no se puedan resolver de forma analitica el com-

portamiento, tanto en el régimen adiabatico como en el repentino, serd cual-

itativamente similar al correspondiente a la perturbacién constante estudiada

anteriormente. Recordemos que los criterios de convergencia dependen de la

magnitud de toda la perturbacién (la integral de la norma), y no de si la per-

turbacién ha sido introducida de forma més o menos suave. Con esto tendremos

otra vez que el desarrollo a primer orden tiende a la solucién exacta en el régimen
adiabatico.

11.9 Aplicacion al Modelo de Gazdy-Micha

Vamos a aplicar los resultados obtenidos en este trabajo al modelo de Gazdy-
Micha (GM) [52]. En éste se estudia la colisién lineal de un dtomo con una
molécula diatéomica. El estado de la molécula diatéomica se describe por un
oscilador arménico, encontrandose inicialmente en el estado fundamental. La
colision se describe con la introduccién de un hamiltoniano dependiente del
tiempo que actuard durante un pequeino instante. Esta interaccién producira
una excitacion de la molécula del estado fundamental |0) a un estado |n) , que
es lo que se pretende estudiar. Siguiendo el trabajo de Secrest y Johnson [121]
v haciendo una aproximacién semiclasica en el proceso de colisién se describe
el proceso por el hamiltoniano aproximado

H(t) = %PQ + mwg%QQ +9t)Q* + f(HQ. (11.85)
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Si ahora hacemos la Transformacién Canénica (11.64) pasamos al hamil-
toniano

H(t) = wo (;p2 n ;qQ) + i(i)[) 7+ iii)uoq. (11.86)

Para aplicar los resultados obtenidos en la seccién anterior debemos tomar

v = 20 v = L0

. Consideremos los valores de g¢(t) y f(t)
0
utilizados en el trabajo de GM

1 7)2 1 2a
ty==-|-) F————; t)=—g(t), 11.87
o0 =35 (2) Py £(6) = g1t (1187
por lo que si queremos aprovechar los resultados obtenidos en el ejemplo anterior
1 2
debemos considerar € = <7> E. Por otra parte se tiene que T =
2mwo \ a

/2
a EM . El valor de los pardmetros que aqui aparecen vienen dados por

mp + me mp + mc maA +mp+mc

donde mp , mc son las masas de los &tomos de la molécula diatémica y mg
es la masa del tercer d4tomo. Se define el pardmetro a = v/2 7 0o, donde of

es el radio cuadratico medio de la molécula en el estado fundamental, valiendo
2 L Con esto se obtiene que

oy = 2mwo
1 vy 2

El valor de la energia que se toma es la obtenida promediando la energia
2

ey , .., v; + v

cinética antes y después de la colisiéon, E = g ! 5 !

inicialmente la molécula se encuentra en el estado fundamental se tendra que,
por conservacién de la energia

. Si consideramos que

E, = %u? + % - %uj% +(2n+ 1)%, (11.90)
y si tomamos la factorizacion F; = et% se tiene que
E:% [et—(n—i—l)—l—\/(et—l)(et—l—Qn)] (11.91)
Haciendo las sustituciones correspondientes tendremos que se puede con-
siderar ,
€= wo%A(et, n); T =2a Zézél(let,n)’ (11.92)
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donde A(ey,n) =¢ — (n+1)+ \/(et —1)(et — 1 —2n).
Los valores de los parametros utilizados en el trabajo GM son los sigu-
ientes:

Sistema 1: myg =4, mp=m¢c=1; a=0.2; a=0.3 (correspon-
diente a la colisién colineal de un &dtomo de Helio (He) con una molécula de
Hidrégeno (Hz)). De aqui se obtiene que wo = 138.9 . Para obtener los valores
de los pardmetros € y T debemos dar valores a ¢ y a n (estado final del
oscilador). En este trabajo se le dan valores a ¢, comprendidos entre 10 y 20
aproximadamente, por lo que € varia entre 12.5 (para ¢, =10 ,n =4 ),y 59.4
(para € =20 ,n =0 ) mientras que T varfa entre 0.02 (para ¢ =10,n=4)
y 0.009 (para e = 20 ,n = 0 ). Luego, el producto €-T varfa entre 0.25 y
0.535. Es facil comprobar que la mayoria de estos valores caen dentro de los
limites que nos aseguran la convergencia de los desarrollos de Magnus y Fer.
Como la experiencia nos dice que los métodos funciona muy bien incluso en
situaciones que van mas alld de las que nosotros podemos asegurar la conver-
gencia, es de esperar que éstos, ya a primer orden, reproduzcan bastante bien
las probabilidades de transicién. Analizando los valores de ¢ y de T vemos
que se corresponden con un régimen repentino, como corresponde con una col-
isién, pero cabe decir que el valor de wg es todavia bastante mayor que el de
€ .

4 LI L L 1T T T LI LI L

Prob. Trans.
[aV]

0 sl AR R NI R B B
6 8 10 12 14 16 18 20 22

€t
Figura 11.1. Probabilidades de transicién |0) — |n) con n =1,2,3 obtenidas
de forma exacta (lineas continuas) y aproximada a primer orden (lineas doscontinuas)
para el sistema 1.

En la Figura 11.1 representamos las probabilidades de transicién |0) —
|n) con m=1,2,3 y para valores de ¢ € [6,22] . Comparamos las soluciones
obtenidas de forma numérica (lineas continuas) con las obtenidas utilizando la
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aproximacién a primer orden (lineas discontinuas). Vemos que a medida que
aumenta el valor de ¢; las diferencias entre la solucion exacta y la aproximada
se van haciendo més patentes, como era de esperar a partir del razonamiento
hecho respecto a los criterios de convergencia.

Sistema 2: my =2, mp = mg = 12 ; a = 0.2214 ; o = 0.1287.
Si calculamos ahora e y T, y los comparamos con los resultados dados para el
sistema 1 vemos inmediatamente que ahora € es unas 15 veces mas pequeno,
T es aproximadamente el doble y wg pasa a ser casi tres veces mas pequeno.
Con esto vemos que el producto e-T disminuye en un factor aproximadamente
7 y por tanto nuestra solucién aproximada debe ser mucho mejor. Este hecho
queda patente al observar la Figura 11.2 en la que representamos los mismos
procesos que en la Figura 11.1 para estos nuevos parametros. Se observa que
la solucién analitica, ya a primer orden, reproduce perfectamente la solucién
exacta.

Prob. Trans.

Illlll\‘\l\
6 8 10 12 14 16 18 20 22
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Figura 11.2. Idem a la Figura 11.1 para el sistema 2.

4 1T ‘ T 1 T 1 T T T 1T T 7 T 1

Prob. Trans.

Il\\llllllll\‘\\\
6 8 10 12 14 16 18 20 22

€

Figura 11.3. Idem a la Figura 11.1 para el sistema 3.

Sistema 3: el mismo que el Sistema 2 pero con « = 0.3. Comparando
con el sistema 1 vemos que tanto € como wp disminuyen en un factor
aproximadamente 15 mientras que 7 aumenta en un factor del orden de 5 .
De aqui se obtiene que el producto e¢-T disminuye alrededor un factor 3 y por
tanto se esperan resultados mejores que para este caso. Respecto a wg , como
disminuye en la misma proporcién a como lo hace € no esperamos que esto
lleve cambios significativos. Efectivamente esto lo comprobamos al observar la
Figura 11.3 donde reproducimos los mismos procesos para este nuevo sistema.
En ella vemos que la solucién analitica aproximada reproduce muy bien la
exacta (bastante mejor que lo hace para el sistema 1 pero no tanto como lo
hace para el sistema 2, como era de esperar).

Los resultados mostrados en este capitulo ponen claramente de manifiesto
el buen funcionamiento de los desarrollos de Magnus y Fer cuando son aplicados
sobre problemas ciertamente realistas. Ademds, observamos que segin vamos
variando los pardmetros del problema, la solucién aproximada se acerca mas o
menos a la exacta de acuerdo con lo teéricamente esperado.

Hasta ahora hemos estudiado el oscilador armoénico unidimensional, el
cual es un problema suficientemente sencillo como para no necesitar de her-
ramientas muy potentes para su estudio por lo que, en principio, parece que
nuestros métodos no sean de gran utilidad. A continuacién pasamos a estu-
diar con detalle el oscilador arménico bidimensional y veremos cémo habria
que abordar el problema en dimensiones mayores. Este se trata ya de un prob-
lema nada trivial y es aqui donde nuestro métodos, tanto en las aproximaciones
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analiticas como numéricas, pueden jugar un papel importante.

11.10 Oscilador Armonico Bidimensional

Posteriores trabajos al de Gazdy y Micha tratan la colisién lineal entre dos
moléculas diatémicas, lo cual supone tratar con el oscilador arménico bidimen-
sional semiclasico dependiente del tiempo

H:H0+V(Q1,QQ;t), (1193)
donde
1 1
Hy = wi5(pl+q7)+wag(p3 +a3) (11.94)

Vigi,q;t) = Fi(t)q + Fa(t)g2 + G11(t)q3 + Gaa(t)gs + G12(t)q1qe,

En el trabajo de Recaimer-Gazdy-Micha [109] abordan este problema
tomando la separacion

H = Hi(p1,q1;t) + Ha(p2, q2; 1) + G12(t)q1qo, (11.95)

con H; = w;(p? +¢?) + Fi(t)q; + Gii(t)g?. Se sabe resolver de forma numérica
los hamiltonianos H; y Hy ,y factorizan en la forma U = UDUPU; donde
UMD vy U@ son los operadores asociados a H, y Ho, mientras que U; lo
calculan de forma perturbativa a primer orden, perdiendo unitariedad. En el
trabajo de Benjamin [7] se considera que a partir del dlgebra cerrada, gener-
ada por 15 elementos, se puede pasar (haciendo algunas aproximaciones) a una
subalgebra con 9, por lo que hay que resolver un sistema de 9 ecuaciones difer-
enciales acopladas no-lineales. Posteriormente Fernandez-Micha-Echave [44]
presentan un trabajo muy interesante por lo que respecta a la generalizacién a
Hamiltonianos multidimensionales. Aqui realizaremos algunos cambios con el
fin de optimizar los calculos. Primero, vamos a calcular directamente las ecua-
ciones que satisfacen los operadores CD dependientes del tiempo, sin necesidad
de tener que calcular primero la evolucién de los operadores p; y ¢; en la
imagen de Heisenberg. En segundo lugar, para el Hamiltoniano unidimensional
en el procedimiento se resuelven 4 ecuaciones diferenciales lineales acopladas
(EDLA) y la generalizacién a un Hamiltoniano bidimensional serfa resolver 16
EDLA, de ahi que este paso parezca mas complicado de realizar. Con nuestro
tratamiento veremos que las cosas son mucho mas sencillas; para un hamilto-
niano n-dimensional sélo hace falta resolver un sistema de 2n EDLA, que se
resuelve de forma muy sencilla y nos da directamente los coeficientes que nos
interesan sin necesidad de tener que hacer cambios de variables. Los pasos a
realizar son los siguientes:
Pasemos a los operadores CD

1
q1 = —(QT + al); (a; + ag). (1196)

1
V2 LRV
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Con esto tendremos que

H=Hy+V(a,af,a2,a];t), (11.97)
donde
— L1 L1
Hy = (w1 +Gu(t))(afar + 5) + (w2 + Gaa(t))(ag az + 5)
— F F G
vV = ﬁ(af +a1) + E(a; + az) + T(afr2 +a?)
G G
+%(a2+2+a3)+$( F ot a)(af + as) (11.98)

Suponiendo que V es una perturbacién de H, podemos pasar a la
imagen de interaccién generalizada

V(e “tay, ei‘blaf, e 20y, 92 ag;t)
(11.99)

H; = e~ J Ho V(ai,ay,az,a3;t) et S Ho —
donde

t t
o1 = wit + / Gll(t/)dt,; ¢ = wat + / GQQ(t/)dt,. (11.100)
0 0

Si ahora utilizamos la notacién vectorial AT = {AT, A7, A1, Ao}T para
los operadores evolucionados en el tiempo y AT (0) = @’ = {af, a7, a1, a2}7
se tiene que las ecuaciones diferenciales se pueden escribir en la siguiente forma
compacta

| =

A=V (at): A, (11.101)

U

t
donde : V:A=[V,A].

Debido a la estructura lineal del hamiltoniano podemos considerar que la
solucién a esta ecuacién es de la forma

A(t) = M(t)a@ + b(t) (11.102)

donde M(t) es una matriz 4 x4 y b(t) esun vector, ambos por determinar.
Si esta expresion la sustituimos en la ec. (11.101) se obtiene

Ma‘+l§’:M:V(a‘;t):a‘:M(P(t)a'JrJ), (11.103)

0 sea, tenemos que resolver
M = MP(t) (11.104)
P o= /0 "M

donde P(t) es la matriz asociada al operador V dada por
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0 %Gmeﬂ‘(aﬁrcﬁz) Gie~ 2 %G1267i(¢1+¢2)
%Glgei(¢1_¢2) 0 %G126_i(¢1+¢2) G22e—2i¢2
P(t) = Gy —1Gppeir+en) 0 —1Gpei(@1=62)
—%Glgei(¢1+¢2) — Glyp it _%Gmeﬂ'(mf@) 0
y

1 . , ‘ .
éT = ﬁ{Fle*Wl’ Fgefmz, _F1€Z¢>17 —Fgeld)Q}.

Escribamos M(t) y b(t) en la siguiente forma

Gi G; Gy G} 1

_| G5 G G G |. ) b3
M) = Gz Gy Gi Go |’ b= by [’

G7 Gg G5 G@ b2

donde ademads sabemos que det M(t) =1 ya que TrP(t) =0 . Reescribamos
la ec. (11.104) en la forma

MT = PT)MT con M(0) = I. (11.105)

Definamos ahora un vector que evolucione de la siguiente forma, Z(t) =
M(t,0)Zp con #y = Z(0) . Con esto se tiene que la ecuacioén a resolver es

=Pz (11.106)

El célculo numérico de los coeficientes de la matriz M (t) es muy sencillo
y podemos aplicar los métodos numéricos estudiados en el capitulo anterior.
Asi pues, tomando de forma conveniente las condiciones iniciales tenemos

1 G{Et; 0 Gggtg
) 0 ) a(t 3 1 3 Gt
=Yo7 W= aw ([ =Yoo (7 T4 @
0 Gi(t) 0 G5(t)

El siguiente paso es ver como calcular las probabilidades de transicion,
Prini—mimsy, & partir de los coeficientes de M (t) y de b(t). Para ello
deduciremos un esquema recursivo que genere las amplitudes de transicién
Immz = (myme|Ur(t)|ning) . El razonamiento es el mismo que el realizado
para el caso unidimensional y tan s6lo debemos tener en cuenta algunas con-

sideraciones durante el cdlculo. Por ejemplo ahora tenemos

A1 . G3 G4 CL;r + G1 G2 aj + b1
AQ a G7 Gs a; G5 G6 as b2
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y de aqui se obtiene que

oot -(& e -{n )

donde
ai_1[ Gs —Go
siendo D = G1Gg — G2G5 . Con todo esto y tras unos célculos relativamente

sencillos se llega a que

1

1 -1

I = m[Dllﬂl_”ﬁQ + VmiDa 5 + /ma Dal
+vny — 1D4I:,ﬁ1_w21312 + \/’I’L2D5lzl_n}%2_1] (11107)

1 _ _

D = SO+ VMG LR & VimaCa !
+\/1’L104I$1_n}%2_1 + vVng — 105],::11:;32] (11108)

donde los C; y los D; dependen de los G; y b; de una forma sencilla
[44]. Estas dos recurrencias son suicientes para calcular las probabilidades de
transicion Ig?m. El otro par de relaciones en que nos permiten calcular ;"""
se obtienen de la misma forma y presentan un aspecto totalmente analogo.

Se observa claramente que se puede tomar la factorizacion I[I7172 =

ning
Jmimz [00 . Para el cdlculo de Iy debemos considerar que

0o o0 N1 No
L= > Bla,=pl? > > e (11.109)
n1=0n=0 n1=0n3=0

Para calcular los J}11"?  seguiremos el siguiente orden: primero calcu-

laremos JS?O y J832 (esto se hace tomando I§) =1 y por tanto JS?O = Ig?o
y Jou, = 1§y, ). Con esto tendremos que
1
J0, = = (AL 10 + Vin — TAL ] (11.110)
1
J8,22 ﬁ |:01J822_1 + V1o — 1C5J822_2:|

con lo que vamos obteniendolos segin este orden

JO — I — IR — (11.111)

JO — N — Y — (11.112)
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Una vez calculados éstos pasamos a célcular log J00n11

1
00 _ 00 00 00
Jp1 = \/7—1 [Aljmfn +vng —1A4J,0 o1 + \flAE)Jmflo}
(11.113)
obteniendo
S U N | — (11.114)

Seguidamente calculamos J3%,

JOO _ 1

n12 - \/ﬁl

y asi sucesivamente hasta valores suficientemente grandes

En resumen, hemos visto que existe gran cantidad de formas de abordar el
problema del oscilador arménico unidimensional dependiente del tiempo, todas
ellas relativamente rdpidas y eficientes. La mayoria de métodos que preservan
unitariedad se basan en la factorizacion del operador de evolucion temporal
como un producto de exponenciales de elementos del dlgebra. Esto hace que
la generalizacion a més dimensiones se complique de forma extraordinaria, de
tal manera que ya en el oscilador armoénico bidimensional se haya tenido que
recurrir a soluciones aproximadas con el fin de reducir la gran cantidad de
célculos necesarios. Aqui hemos seguido un razonamiento andlogo al realizado
en [44] en el que ahora trabajamos directamente con los operadores A — A™ lo
cual evita, ya de primeras, un cambio de variables, que en el caso bidimensional
ya se convierte en un proceso laborioso. Por otro lado, comprobamos que,
debido a la forma de la ecuacién de la matriz M (t) , no hace falta resolver un
sistema de 16 ecuaciones diferenciales lineales acopladas sino que con resolver un
sencillo sistema de 4 ecuaciones es suficiente. Una vez resueltas las ecuaciones,
utilizando el esquema recursivo expuesto se pueden calcular de manera sencilla
y rapida las probabilidades de transicion. Ejemplos concretos sobre los que
podemos aplicar este método los podemos encontrar en [7, 109]. El método

utilizado aqui es valido no sélo para el Hamiltoniano (11.93) con (11.94), sino
N

que es valido en general para H(t) = Z a;(t)X; donde X; son los elementos
i=1

de un algebra cerrada. Por otra parte cabe decir que la generalizacién a un

Hamiltoniano n-dimensional es trivial y lo inico que se complica es el esquema

recursivo que genera las amplitudes de transicién.

[Ang?—u +Vvn — 1A4J2(1)—22 + \/§A5J2?—1,1]



Chapter 12

Conclusiones y Perspectivas
Futuras

En esta memoria hemos abordado el estudio de la evolucién de sistemas dindmicos
hamiltonianos utilizando métodos algebraicos. Tras una introduccion de la for-
mulacién algebraica al estudio de la evolucion de sistemas en Mecanica Clasica,
hemos dividido el trabajo en dos partes:

- En la primera parte realizamos un estudio de los llamados integradores
simplécticos. Nos centramos, principalmente, en el estudio de hamiltonianos
autonomos separables en dos partes exactamente solubles, viendo que los resul-
tados son transportables al caso de potenciales dependientes del tiempo.

En los capitulos 3 y 4 realizamos una introduccién a los integradores
simplécticos, asi como una revision de los métodos existentes y la conexién
con los métodos obtenidos con tableros de coeficientes (métodos Runge-Kutta).
Aprovechamos esta introduccién para aportar algunos resultados parciales pro-
pios. Estos son: la generalizaciéon de Teoremas existentes (Teoremas 3.2.1,
4.3.1y 4.3.2) y el estudio, dentro de las secciones 3.4-3.7, 4.5 y 4.6, de ciertas
peculiaridades de los sistemas.

Nuestra principal aportacién en el campo de los integradores simplécticos
empieza en el capitulo 5 con el estudio general de la técnica del procesado
para el hamiltoniano H = H4 + Hp, en el que consideramos la aproximacion
e M ~ Pe=hKe=P  Pregentamos el nimero de condiciones necesarias que
deben cumplir los coeficientes del nicleo para poder obtener un método a
un determinado orden y damos explicitamente estas condiciones hasta orden
6 (indicamos también cémo se obtendrian las expresiones a dérdenes superi-
ores). Cuando trabajamos con hamiltonianos especiales, como ocurre cuando
[B, B, B, A] = 0 o bien B = €B, el ntimero de condiciones se reduce. Para estos
casos indicamos aquellas que sobreviven. A partir de este estudio obtenemos
diferentes métodos para el caso general H = H4 + Hp y RKN hasta sexto or-
den, y métodos (s1, s2, s3) para los hamiltonianos cuasi-integrables. En general,
estos métodos presentan una eficiencia bastante superior a la de otros métodos

195
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existentes en la literatura, quedando este hecho de manifiesto en los ejemplos
estudiados.
Finalmente, hemos abordado el problema de la optimizacion de los métodos.

Esto es, dado un ntcleo que cumpla las condiciones para obtener un método a
un determinado orden, buscar el procesador que haga minimo el error. Hemos
visto que la eficiencia maxima que se pueda conseguir con la técnica del proce-
sado, cuando se utiliza un determinado nicleo, dependa tnicamentes de los
coeficientes del niicleo. Con esto, presentamos diferentes métodos optimizados
para el caso general y RKN a érdenes tres y cuatro. Los métodos RKN a orden
cinco optimizados los hemos incluido dentro del estudio de métodos optimiza-
dos para hamiltonianos cuasi-integrables. Con el uso de la optimizacién hemos
comprobado que la eficiencia de los métodos mejora sustancialmente.

- En la segunda parte estudiamos la ecuacién diferencial matricial X =
AX. En el capitulo 8 presentamos una recopilacion de gran parte de los métodos
algebraicos mas importantes para su resolucién e indicamos cémo hay que mod-
ificarlos para que puedan ser aplicados a la ecuaciéon M = MLy y viceversa.
Esta recopilacién, asi como el obtener unos desarrollos a partir de otros (desar-
rollo de Dragt-Forest a partir del de Magnus y Magnus a partir de Fer-Magnus)
es muy interesante para el estudio de estos sistemas y desconocemos la exis-
tencia de ningin trabajo en esta linea (Wilcox hace un review sélo para la
ecuacién matricial).

Seguidamente, hemos realizado un estudio mas profundo de dos de los
desarrollos mas utilizados como son los de Magnus y Fer. Realizamos un estu-
dio de su convergencia mejorando los resultados existentes en la literatura, y
analizamos también las cotas de los errores. Estos resultados nos dan una visiéon
mas clara a cerca de cuando puede ser conveniente el uso de estos métodos a
la vez que pueden ser unos criterios muy utiles cuando sean utilizados como
métodos numéricos de integracién con paso variable. Ademds, nos permiten
entender claramente el buen funcionamiento de éstos cuando eran aplicados en
diferentes trabajos, sobre todo en los regimenes repentino y adiabatico.

Recientemente, el estudio de los DM y DF como métodos numéricos de
integracién ha tomado un interés especial. A partir del desarrollo de Magnus
deducimos métodos de integracién hasta sexto orden (es posible obtener 6rdenes
superiores con la ayuda de programas algebraicos). Observamos que los métodos
a 6rdenes pares presentan una eficiencia especial. Si no tenemos en cuenta la
dificultad de la evaluacién de exponenciales, los métodos presentan una gran
sencillez y utilizan muy pocas evaluaciones por paso, a parte de sus especiales
propiedades cualitativas. Respecto al desarrollo de Fer hemos visto céomo es
posible obtener métodos hasta orden 8 asi como la implementacién de estos con
los criterios de error para poder utilizar paso de integracién variable. Presenta
el inconveniente de tener que evaluar un mayor nimero de exponenciales.

Para finalizar nuestro trabajo, en el capitulo 11 realizamos un estudio
de la evolucién de sistemas hamiltonianos en Mecanica Cuantica. Nuestra in-
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tencién es aplicar los resultados obtenidos a lo largo de todo el trabajo a en
este campo. Mas en concreto, estudiamos las probabilidades de transicion en-
tre diferentes estados cuanticos de un sistema. Si trabajamos en un subespacio
de estados de dimensién finita, la ecuacién de Schrédinger para el operador de
evolucién temporal se convierte en una ecuacién matricial de dimensién finita
y la aplicaciéon de nuestros métodos es inmediata. Para el oscilador arménico
dependiente del tiempo el problema es més sutil y requiere un tratamiento espe-
cial. En nuestro caso hemos trasladado el problema al estudio de la evolucién
temporal de los operadores creacion-destruccion. Este tratamiento del prob-
lema no sélo permite utilizar los resultados de los capitulos anteriores sino que
podemos abordar el problema del oscilador arménico en més dimensiones de
una forma mucho més sencilla.

A lo largo de esta memoria hemos realizado diferentes estudios que han
dado lugar a varios trabajos ya finalizados. No obstante, existen diferentes
problemas que estas siendo objeto de nuestro estudio, encontrandose algunos
de ellos en una fase avanzada y que a continuacién presentamos:

e Busqueda de IS con procesado éptimo a érdenes superiores.

e Uso de potenciales modificados generalizados para potenciales polinémicos
dependientes del tiempo.

e Aplicacion de los IS disenados para hamiltonianos cuasi-integrables a
problemas realistas (Sistema Solar o problema de tres cuerpos).

e Optimizacién de los métodos numeéricos basados en el desarrollo de Mag-
nus y obtenciéon de érdenes superiores.

e Optimizacion de los métodos numéricos basados en el desarrollo de Fer e
implementacién con paso de integracién variable.

e Estudio comparativo de estos métodos numéricos con otros bien estable-
cidos en la literatura para diferentes métodos.

e Aplicacion de los resultados en ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales. Un ejemplo puede ser el problema estudiado en
[97] cuando los coeficientes son dependientes del tiempo.

e Busqueda de métodos numéricos especialmente disenados para el caso en
que A(t) pertenezca a ciertas dlgebras de dimensién finita.

e Aplicacion de los IS en aceleradores de particulas. Los hamiltonianos que
describen la evolucion de las particulas son de la forma

H=Hs+Hs+ Hys+ ... (12.1)
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con H; polinomios homogéneos de grado ¢ en 4 o 6 dimensiones. Las
coordenadas y los momentos son pequenas desviaciones respecto de una
trayectoria cerrada y por tanto las contribuciones de los polinomios de
grado elevado son despreciables. Los hamiltonianos no suelen presentar
la forma mas general posible debido a las simetrias en el diseno de los
aparatos y a la distinta contribuciéon de cada pieza del acelerador. Con
un estudio minucioso de cada caso particular es posible conseguir que
muchos de los hamiltonianos que suelen aparecer sean separables en unas
pocas partes exactamente solubles. Incluso en algunos casos, como el del
hamiltoniano asociado a los efectos de borde de un cuadrupolo

H = pyy3 — pxw?’ + ?)]oyyac2 — 3pm3:y2 (12.2)

es separable en dos partes exactamente solubles, Hy = py(y3 + 3y2?) y
Hp = —p(z3 + 3zy?). Por tanto, en este caso es posible aplicar nuestros
resultados para IS con procesado. Con esto, el estudio del uso de los IS
en aceleradores de particulas parece ser un apasionante campo en el que
es posible aplicar todos nuestros conocimientos.



Appendix A

Diferentes Identidades entre
Conmutadores

El trabajar con algebras de Lie a 6rdenes elevados lleva consigo una complejidad
extraordinaria. Esta proviene, por una parte, de la gran cantidad de términos
que aparecen a medida que aumentamos el orden y, por otra, debido al hecho
de tener que reescribir todos los términos en funcién de la base escogida. Este
ultimo paso no suele ser trivial debido al elevado ntimero de identidades entre
conmutadores a tener en cuenta (del tipo de las identidades de Jacobi) segin se
aumenta el orden. Asi pues, vamos a dar algunas de las identidades mas 1tiles
para los cédlculos de nuestro trabajo y las escribiremos de tal forma que los
diferentes conmutadores aparezcan como una combinacién lineal de elementos
de la base que hemos utilizado en este trabajo (ver Apéndice B). Las maés
sencillas son
[B, Al = —[A, B| (A.1)
[A,B,B,A] = [B,A,B,A] = —[B, A, A, B] (A.2)

Dado un elemento del algebra C' € L(A, B) se puede escribir la identidad
de Jacobi en la forma

[[A4,B],C]=1A,B,C] - [B,A,C]. (A.3)
Asi pues, a 6rdenes 5y 6 tenemos
B|,[B,B,A||=[A,B,B,B, Al + [B,B, A, A, B| (A.4)
A A, B||=—-[AA,B,B, Al — [B,A, A, A, B]

A, A A, B]|=[A B,A A A B]— B, A A A, A, B]
B,B,B,A]| = [A,B,B,B,B, A — B, A, B, B, B, A

B, A, A, B = %([B,B,A,A, A, B]+[4, A, B, B, B, A))
,B],[A, A, B]] = [A,B,B, A, A, B
% (2[4, A, B, B, B, A — [B, B, A, A, A, B))

[[4,
[ [
[[A, B, [
[ [
[
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En las dos ultimas identidades hemos considerado que

1
[B,A,A,B,B,Al=—-[A,B,B, A, A, B]_§ ([B,B,A,A,A,B|+[A,A,B,B,B, A))
(A.5)
Existe también una familia de identidades para conmutadores de orden

par, 2n (n > 0), en el que a orden 4 toma la forma (A.2) y a orden 6 viene dado
por [103]

[A,A, B, A, A, B =2[A,B,A, A, A, B — [B,A,A, A, A, B (A.6)

Ademas, estas identidades nos permiten, por ejemplo, comprobar que a
orden 6 s6lo hay 9 elementos independientes y por tanto la subalgebra L%(A, B)
sera de dimensién 9. Por una parte se tiene que cualquier conmutador puede ser
escrito como una combinacién lineal de conmutadores anidados (ver el apéndice
de [36]) y por tanto sélo hay que analizar cudntos de éstos son linealmente
independientes. Para el resto es félcil comprobar, utilizando las identidades
vistas, que son combinacién lineal de estos 9 elementos. No existe un criterio
estandar para la eleccion de los elementos de la base y, por tanto, en este trabajo
hemos utilizado una de las diferentes elecciones posibles.

Esta falta de convencion unica acarrea ciertors inconvenientes pues, por
ejemplo, los programas obtenidos de [69] que permiten manipular las algebras
de Lie hasta orden 7 y que nos han servido para chequear nuestros resultados
hasta orden 6, utiliza una base que discrepa de la nuestra en la ordenacién y
signo de algunos de los elementos que la componen.
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Relaciones entre Diferentes
Bases del Algebra de Lie

A partir de dos elementos A, B que no conmutan podemos construir un algebra
de Lie, L(A, B). Esta algebra puede ser vista como un espacio vectorial formado
por A, By todos sus conmutadores. En todo nuestro trabajo hemos utilizado la
siguiente base del algebra de Lie (hasta orden 7 y siguiendo este mismo orden)

n=1| Ej1=A E2=21B

n=2 E2’1 = [A, B]

n=3 E3’1 = [A, A, B] E372 = [B,A,B]

n=4 E4’1 = [A, A,A,B] E4’2 = [B,A, A, B] E473 = [B,B,B,A]

Es1=[AA A, A, B] Es3=[B,A A A, B]

n=>5 E573:[A,A,B,B,A] E574:[B,B,A,A,B]
Ess=1[A,B,B,B,A] Es¢s=|[B,B,B,B,A|

Ee1=[AA /A A, A B] Ess=B,A A A A, B]
Es3=[A,B,A,A;A,B] Ess=[A B,B,A A, B

n==~6 E675:[B,B,A,A,A,B] E676:[A,A,B,B,B,A}
Es7=[B,A,B,B,B,A] Esz=[AB,B,B,B,A]

Es9 = [B,B, B, B, B, 4]

n="7| Er2i-1=][A, Eg, E79; = [B, Eg ;) 1 <9

)

Pero existen otras bases distintas y muy utilizadas. Dos de las méas cono-
cidas son (hasta orden 5)

Base de Lyndon

201
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n=1 L171:A LLQ:B

n=2| Ly =[A B]

n 3 Lgl—[A,A,B] L32: [A, ],B]

n— Ly = [Aa A7A7B] Lyo = [A7A7 HA’ B]vBH

B L4,3 - [[[A7B7]B]7B]

Ls1=1[A,A A A, B] Lso =[A, A [[A, B], B

n=>5 L5,3 = [[Av [AaB]]v[AaBH L5y = [Av [HA’BLB]’BH
L5,5 = [[AvB]7 [[AvB]7B]] Lsg = [H[AvB]7B]7B]7B]
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Base de Hall

n=1 Hl,l =A HLQ:B
n=2 H21:[A B]
n=3 Hgl—[AAB] H372:[B,A,B]
n=4| Hy=[A A A B] His=|B, A A B| Hi3 =B, B, A, B
Hs1=[A A A AB] Hsy,=[B,AA A D
[
=

=[[A,B],[A, A, B]] Hs4=[B,B,A A, B
[A,B],[B,A,B]] Hs¢=[B,B,B,A,B]

Vemos que las tres bases coinciden hasta orden 4 (a excepcién de algin
signo) y empiezan a discrepar a partir del orden 5. Cuando queremos obtener
un integrador simpléctico a un determinado orden sera indiferente la base que
se tome. Esto es asi ya que los sistemas de ecuaciones que hay que resolver
utilizando las distintas bases son equivalentes y por tanto tendran las mismas
soluciones. Las diferencias las encontraremos en la evaluacién del error del
método. Si, dado un método a un orden k, definimos el error como la raiz
cuadrada de los cuadrados de los coeficientes de los elementos de la base del
algebra a orden k + 1 segin ec. (3.31), tendremos que, si k > 4, para cada
una de estas bases nos dard un valor distinto. Esto hace que dados varios
métodos, en la busqueda del mas eficiente, podamos obtener resultados distintos
dependiendo de la base escogida y por tanto sélo tiene sentido, estrictamente,
comparar en eficiencias métodos expresados en la misma base. Ademads, el
proceso de optimizacion puede dar lugar a diferentes métodos en funcién de la
base escogida.

Con la finalidad de obtener la relaciéon entre las componentes de un el-
emento genérico del dlgebra C' € L(A, B), expresadas en las diferentes bases
consideramos

oo (i) oo i)
C ZZO‘ZJ ,j — ZZﬁl,] i, — ZZVZJ (Bl)
1=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Teniendo en cuenta las expresionnes de los elementos de las distintas bases
y las relaciones entre conmutadores vistas en el Apéndice A, es facil obtener las
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relaciones entre los coeficientes, dando (hasta orden 5)

fig = o1 = 71
51,2 = a12 = M2
52,1 = Q21 = 721
—B31 = a31 = 731
B32 = Q32 = 732
Bi1 = a1 = Y1
—54,2 = Q42 = Y42
—Buz = ou3 = —3
Bs1 = as1 = 751
Bs3 = Qs2 = Y52 — 755
P52+ 353 = as3 = Y55
Bs5 = Q54 = V53— V56
Bs5— P54 = Q55 = —V56
Bse = Q56 = —s54

Observamos que la relacién entre los coeficientes es muy sencilla (al menos
en estos 6rdenes mdas bajos). En el proceso de bisqueda del integrador més
eficiente (sobretodo cuando éste depende de algiin pararhetro) es de esperar
que no dependa excesivamente de la base. Es frecuente también, dentro del
estudio de los sistemas hamiltonianos, el uso de los hamiltonianos elementales
y de las H-series [116, 117]. Esto es equivalente a utilizar el algebra de Lie,
aunque en una base que es distinta de las que acabamos de estudiar. Las
relaciones entre la base que nosotros hemos utilizado y la correspondiente a la
utilizacién de H-series es similar a la relacién con la de Lyndon y de Hall, y por
tanto los comentarios hechos anteriormente siguen siendo véalidos.

Por otro lado, para aquellos problemas en los que [B, B, B, A] = 0 se
tendra que las dimensiones de las subélgebras L™ (A, B), para n > 3, se veran
reducidas. Pero no lo hacen de la misma forma para todas las bases. Asi pues,
mientras que para nuestra base y la de Lyndon a orden 5 dos de los elementos
se hacen identicamente nulos, para la base de Hall sélo lo hace uno. Pero la
dimensién debe de ser la misma en todas las bases. Esto se explica porque en
este caso especial se tiene que dos elementos de la base de Hall son equivalentes
(Hs4 = —Hs5). Cabe decir pues, que para este tipo de reducciones del dlgebra
habrd que tener presente la base en la que se estd trabajando. Ademads, en la
base de conmutadores anidados hemos dado una receta muy sencilla para saber
cuando un elemento de la base es idénticamente nulo (suponiendo el caso de
energia cinética cuadritica en momentos).
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Simetrias de las Formulas
BCH, Zassenhaus y
Factorizacion de una
Transformacion

En el tratamiento algebraico de los sistemas dindmicos es muy frecuente, como
se puede comprobar a lo largo de este trabajo, el uso de las férmulas BCH,
Zassenhaus y la factorizacion de una transformacion. Cuando utilizamos es-
tas férmulas a 6rdenes crecientes comprobamos que el numero de términos
que aparecen en las mismas crece también de forma extraordinaria. Vamos a
comprobar en este apéndice que no todos los coeficientes que aparecen son in-
dependientes sino que estan relacionados, aunque ésta no se aprecie cuando se
utilizan ciertas bases del &lgebra.

C.1 Simetria de la Formula BCH

Sean A, B los generadores del algebra de Lie, L(A, B), entonces se tiene, uti-
lizando la férmula BCH

eA 6B — 6A+B+C2(A,B)+Cg(A,B)+C4(A,B)+... (Cl)
donde C;(A, B) € L'(A, B), y por tanto cumplird
Ci(—=A,—B) = (-)'Ci(A, B) (C.2)

Para obtener la relacién entre los coeficientes de los distintos elementos
de la base en cada C;(A, B), procederemos de la siguiente forma:
1- Calculamos la inversa de (C.1), obteniendo

¢~ B o=A _ o~ A-B-C3(A,B)~C3(A,B)~Cy(A,B)... (C.3)
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2- Hacemos los cambios (-B) - A y (—A) — B, ddndonos

€A €B — €A+B*CQ(*B,*A)*Cg(*B,*A)*CQ;(7B,7A)... (04)

3- Utilizamos la propiedad (C.2) para obtener

oA B — oA+B—Ca(B,A)+C3(B,A)—Cu(B,A)... (C.5)
Si comparamos (C.1) y (C.5) observamos que los términos C;(A, B) de la
férmula BCH presentan la siguiente simetria

o sea, que si en la férmula BCH intercambiamos A y B debemos reproducir
la misma expresion, a excepcién del signo para los 6rdenes pares. Cuando
se utiliza la férmula BCH en la base de Lyndon (ver apéndice de la Tesis de
Koseleff [72]) es poco menos que imposible el darse cuenta de esta simetria, por
lo que el conocimiento de la existencia de la relacién (C.6) puede ser muy til
cuando trabajamos en este tipo de bases o nos encontramos a 6rdenes elevados.
En el siguiente apéndice veremos cémo gracias a esta simetria, la obtencién de
los esquemas recursivos, utilizados a lo largo del trabajo, se ve simplificada de
forma considerable.

C.2 Simetria de la Formula de Zassenhaus

La féormula de Zassenhaus puede ser considerada, en cierto sentido, como la
inversa de la féormiula BCH, ya que a partir de una exponencial nos da un
producto de exponenciales en la forma

oH(A+B)

6:DA exB eZg(:rA,xB) eZg(mA,mB) €Z4(1A,xB) (07)

donde si x = 1 se obtiene la expresién en la forma habitualmente conocida y
Zi(xA,zB) € L'(A, B) por lo que

Zi(xA,xB) = 2' Z;(A, B) (C.8)

La expresién (C.7) puede ser considerada como la férmula a derechas. La
férmula a izquierdas toma la forma, para x =1

e = ... eWa(AB) W3(A.B) [W2(AB) B oA (C.9)

Vamos pues, a deducir la relacién existente entre Z;(A, B) y W;(A, B).

Para ello procederemos de la siguiente formas:
1- Calculamos ls inversa de (C.7) teniendo en cuenta (C.8)

efm(AJrB) —

.'e—x4Z4(A7B)e*x323(AvB) efoZz(AvB) e tB oA (C.lO)



C.3. FACTORIZACION DE UNA TRANSFORMACION207

2- y tomamos x = —1, dando
eAtB = | e Z4(AB)Z3(AB) ~Z2(AB) B A (C.11)
Si comparamos (C.9) y (C.11) deducimos que
Wi(A, B) = (-)"*'Z;(A, B) (C.12)

C.3 Factorizacion de una Transformaciéon

El hamiltoniano que describe la desviacién de un sistema respecto de una trayec-
toria cerrada (como ocurre en aceleradores de particulas) puede escribirse per-
turbativamente en la forma

H=H,+Hy+ Hs+... (013)

donde los H; son polinomios homogéneos de grado i (que consideraremos inde-
pendientes del tiempo). Como las desviaciones respecto de la trayectoria cer-
rada son, en general, pequenas el grado de los polinomios puede considerarse
como un parametro perturbativo. Por tanto, se suele trabajar sélo con poli-
nomios hasta un determinado grado. En estos casos puede resultar interesante
factorizar la transformacién que govierna la evolucién en la forma [35, 36]

ety +Hy ) — | o93(t) g92(t) p91(t) (C.14)
donde los g¢g; son operadores de Lie asociados a polinomios homogeneos de
grado i . Al igual que en la férmula de Zassenhaus, la expresién (C.15) puede

ser considerada como el desarrollo a derechas. Una expresién similar se obtiene
para el desarrollo a derechas

e thia vHy ) — S1(0) o f2(8) f3(1) (C.15)

donde los f; son también operadores de Lie asociados a polinomios homogéneos
de grado i. Se han realizado algunos trabajos para poder obtener, dado un
hamiltoniano general, una férmula a derechas a partir de la de izquierdas y
viceversa [60, 61]. Vamos a ver que para el caso particular en el que se trabaje
con el hamiltoniano auténomo (C.13) este proceso es inmediato, sin més que
realizar los siguientes pasos:

1- Calcular la inversa de (C.15)

el +Hy ) — o= T3(t) o= F2(t) o= f1(t) (C.16)

2- y cambiar el signo de ¢

e—tL(H1+H2+,..) = ... e_f3(_t)e_f2(_t)€_f1(_t) (017)

Comparando (C.17) y (C.14) se observa que
gi(t) = = fi(=t) (C.18)

por lo que pasar del desarrollo (C.15) al (C.14) y viceversa es trivial.
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Appendix D

Esquemas Recursivos
Utilizando la Formula BCH

En este apéndice pretendemos dar expresiones recursivas que permitan utilizar
la féormula BCH de forma repetida. Con la finalidad de presentar un esquema
con coeficientes mas manejables tomamos la siguiente estructura para un ele-
mento del algebra C(«) € L(A, B) (hasta sexto orden)

1 1
Cc = 041,114 + OéLQB + 504271[14, B} + ﬁ{ag’g[A, A, B] + Ozg}l[B, A, B]} (D.l)
1
+ﬂ{a4,1[147 A A B] + Oé472[B, A A, B] + 044’3[3, B, B, A]}

—I-%{aal[A,A,A, A, Bl + a52[B,A, A A, B] +a53[A, A, B, B, A

+Oé574[B,B,A,A,B] + O[575[A,B,B,B,A] + 01576[B,B,B,B,A]}

+ 14140 {04671 [A7 A) A7 Au A7 B} + Oé672[B, Aa A7 A; A; B] + 01673[_/4, B, A7 A, A, B]

+04674[A,B,B,A,A, B] -+ 04675[B,B,A, A,A,B] -+ a676[A,A,B,B,B,A}
—i—Ozgg[B,A,B,B,B,A] =+ CMG?S[A,B,B,B,B,A] =+ QGVQ[B,B,B,B,B,A]}

D.1 Férmula BCH

Dados dos elementos A, B que generan un algebra L(A, B), la férmula BCH
nos dice que

€A6B = €D

donde D € L(A, B). A continuacién damos la forma explicita de D hasta orden
6 (utilizando como base de L(A, B) la usada a lo largo del trabajo)

1
D = A+B+ [ABl+ %{[A,A, B — B, A, B]} — 2i4[B,A,A, B+ (D.2)
1
+7{_[A?A7AaA7B] - [BvaBvaA] +6[A7AanBvA] +6{B>B>A7AaB]

720
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19[4, B, B, B, A| + 2B, A, A, A, B]}
1
+T40{[B7A3AaAaAaB] - [A7B7B7B>B>A]

+2[A, A, B, B, B, A| + 6[A, B, B, A, A, B]}

D.2 Cilculo de e*Befle) = C0)

Dado un elemento del algebra C(«) € L(A, B) cuya expresién general viene
dada por

oo (i)

C’(a) = ZZO‘MEM (D.3)

i=1j=1
Calcularemos, utilizando la férmula BCH

e®BeCl@) = CB) (D.4)

donde

oo (i)
cp) = Z Z Bi i Ei j (D.5)
i=1j=1
Para ello, simplemente debemos escribir los coeficientes 3; ; en términos
de z y a; ;. A continuacién presentamos estas relaciones hasta orden 6. En la
actualidad existen ciertos paquetes escritos en Mathematica que realizan estos
célculos [69] (utilizando una base sensiblemente distinta).

Bi1 = a1 (D.6)
Bi2 = aio+tx

P21 = a1+ xag;

B3 = as1+aaf,

B2 = az2+3raz; — z?agq + T 1002

Ba1 = a4

Ba2 = au2+xaz) —xaqao) + 17204%71

Baz = uz—zazs—riag +ragiars —rlarars

Bs1 = as1—zal

Bs2 = as2+ 1bxay + Srag a3 + 233204:;’71 — xailal,g

55,3 = 053 — 10IO¢1710{371 + 6x2ai1 + 21‘0&?7104172

65,4 = a54+ 1533‘0(4’2 — 5.1‘2053,1 + 15.%04%71 + 533‘05172053,1 + 5.%'06171063’2

—153;2011,1042,1 + 6x3ail — 23704%10&2 - 2:16204%104172
2 2 2 3 2 2
P55 = ass+ 10zariase + 15zas ) + 6z7ay ja1 2 + 22°a] ;| + zaq 1o 2

55,6 = ap6+ 151’04473 - 5%204372 + 5:60417204372 + 15:1:204172042,1 + 4%201171&%72
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B6,1
B6.2
B6,3
Be.,4

Be,5

Be.,6

Be,7

Be8

B6,9
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3 4 3
—dronon2 — 2 a1+ ra1a7 9
Qg1
3 2 4
Qg2+ To5 1+ OxTa1 101 + XAy 21 — X0
63 — 10zay 1001
2 2
Qg4 — TQ53 — 5:]3(()4171@472 — 042710é371) — 10x a1,10031 + 2xa171a1,2a271

—1—6113201%71&271 — 2:E2ailoq,2 — 6x3ail

1 2 1 5 2
ags + (o2 — §a5,3) + 52 a1 — Sx(op0a1 — son10u2) + ST 0 1031

3 3
S5 5 5 9 3
—395041,1041,2042,1 - 395 Q711012
1 5 10 ,
66— 7053 + 37011042 +drag a3y — 50103,

2 2
2 2 2 2.2 3.3
+§xa171a172a2,1 + 2z oy 1021 — gl‘ oy 1012 — 2z o1 4

a7+ z(oss — 2a54) — 10$2a4,2 + 5z (3011 + 2001 202 — a2 103.2)
+5x2(—3a%,1 + 21 2031) — 53:a271a1,1oz%72 + 10ac3oz2710z171
—1—10:1:2041,1041,204271 =+ 5x2aila%72 + 10:1:304%1041,2

agg + Tas 4 + 5x20z472 + 5$(—2a171a4y3 — Q12042+ a271a3,2)
+5x2(3a§71 —agia12+ 0417105372) + 23?041716!%,2()[2,1 + 21’20517104172a271
—6:1330&1,10(271 + x4a%71 — 2x2a%71a%72 — 21’304%710512

Qg9 + Tas 6 + 51’2&473 — dray 2043 + 53720417204372

4 3 3 2 2 4 23 3 2
—agq(x” — ray o +4r°ar g — 4 04172) +oa(z g+ oy o +4x a172)

D.3 Célculo de e*4eC(@) = €5

Una forma de calcular C'(3) puede ser repetir las operaciones hechas para la
obtencion del anterior esquema recursivo. Pero éste es un trabajo sumamente
tedioso. Hemos utilizado muchas identidades de Jacobi y reescrito muchas ex-
presiones para poder reproducir los elementos de la base del dlgebra de Lie en
la que estamos trabajando. Asi pues, en vez de reproducir todo el descomu-
nal cédlculo vamos a ver cémo obtener este esquema recursivo aprovechando el
esquema (D.6) y teniendo en cuenta ciertas simetrias de las expresiones.
Como A y B juegan el mismo papel en el dlgebra de Lie, tendremos que
podemos intercambiar el nombre A «— B. Denotaremos por C(a) a C(a) en
el que hemos intercambiado el nombre de A y B y reescrito todos los nuevos
conmutadores en términos de la base.

Nosotros queremos calcular la expresién de C(3) que se obtiene de e

zACla) —

e€B) . Pero si en esta expresién hacemos el cambio mencionado A «— B estare-
mos pasando a la expresion
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Como conocemos la expresién de C (o) vemos que podemos calcular, uti-
lizando el anterior esquema recursivo, C (B) v a partir de éste deducir la ex-
presion para C(f). En el proceso del intercambio A «— B hay algunas su-
tilezas que merece la pena mencionar ya que al final hay que escribir todos los
términos en funcién de la base escogida. Asi pues, mientras que a érdenes bajos
el calculo es sencillo, pues tenemos

[A,B] — [B,A]=—[A, B] (D.7)
[A,A,B] — [B,B,Al=—|B,A,B]
[B,B,A] — [A, A, B]
[B,A,A,B] — [A,B,B, Al =—[B,A,A,B

en cambio a ordenes maés altos empiezan a aparecer ciertos detalles a tener
presente como por ejemplo

[A,B,B,A,A,B] — [B,A, A, B, B,A=—|A B,B,A,A,DBD| (D.8)

_%([AaAaBanBvA] + [B7B7A7A7A7B])

Teniendo presente estas consideraciones se obtiene, a partir de (D.6) y de
forma relativamente senzilla, el siguiente resultado

frpg = a1+ (D.9)

B2 = ai2

Bo1 = 21— TO12

B31 = az1—3zagy —ria1s+zagials

Bs2 = aga+aai,

Ba1 = a1 +T0o3g+ :B2a2,1 — T2 10,1 — 962041,10é1,2

Biz = oug+aa32—Ta12001 — 220,

Ba3 = aug3

Bs1 = asi+ 15was; +52%az) — Sragiaz) — 152701 1001 + 4$2a1,20€71
—4.%304171@172 — 334&1,2 + .%'041’2(1?71

Bs2 = as2— 10zaipa31 + 15xa§’1 + 6x2a%72a171 + 2:::304%,2 + xa%’Qail

Bs3 = as3— 1bzays — 5x2043,2 + 15:1:04%,1 — dxa 2031 + STy 1003 2
—15x2a1,2a2,1 + 63:305%72 — 23:04%16&2 — 2902&%2&171

ﬁ5,4 = Qp4— 10$041’20é3,2 + 6%’2&?72 + 2%'04:1;72041,1

Bs5 = as55+ 15xays — dragjasg + 2$2a:1)’72 — xa171a:1)”2

B56 = Q56— 330/11,2

2 2
Bs1 = ap1+xasi+5r as) — drog s — driag 103
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B6,2

B6,3

B6,4

B6,5
B6,6
Be,7

B6,8
B6.,9
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+ag (2t — :L'Ot:il +4adagq — 438201%1) +apa(ztar s + anil + 4$30¢i1)

= apa+rass — 5riass + Sx(—20 2041 + 0102 + 2103 1)
+5$2(3OJ%1 + Q320011 — 04172043’1) — 2%’0&172&%71@271 — 2:(}2041’2041’1042,1
+61:3oz172052,1 + x4ai2 - 21:2ai2oz%1 - 29:304%’204171

= o3+ x(as2 —2as53) + 10362064,2 + 5z (1002 — 200 1042 — 2103 1)
—5%2(305571 + 20&1,104372) + 5%0&2710(1’204%71 — 103}3&2,10&172
—10:c2a172a1,104271 + 5$2a%72a%,1 + 103:304%’2611,1

= Qg4+ TQ54 — 5:6(0417205472 + 06271063’2) - 1()3620417204372 + 2:60[%72041,104271
+6x2ai2a271 + 2x2a:1)”2a171 + 6x3ai2

10
= Q5 — gx(a1,2a4,2 — ,103.2)

10 5
2
= g6 t+TO55 + 0T 043 — DTQ 1043 — 3 T2042 T 5TA2103)

2 2 2 2 2 3 3.3
—dr Q2039 — TQ1 100 o021 + 20707 g2 1 — T 109 5 + 22700 5

= a7 — 10zag 3012

2 4
Q68 + T56 + ST 20043 — xaizagl —z7a)y

= 09

D.4 Cilculo de e*BHIBABCl0) — CO) (B B, B, A] =

0)

Como [B, B, B, A] = 0 entonces se tiene que los términos By [B, A, B| conmu-
tan, y por tanto

ezBer[B,A,B]eC(a) — ey[B,A,B]ezBeC(a) — 6y[B,A,B]eC(ﬁ) (DlO)

Asi pues, para calcular C(y) a partir de C'(3) tan sélo debemos modificar

los siguientes coeficientes

732 = B32+12y (D.11)
Ya2 = Ba2—12yBi;
Y53 = 53— 603/5%1

V5,4 Bs,4 + 60y (3621 + B1,102,1)
Y64 = o4+ 60y(B31+ B1,102,1)
Y65 = Bos+20y(Bs1+ P110B21)

Para el resto de términos se tiene v;; = (3; ;. Con esto sélo hay que

sustituir los valores de (3; ; para poder tener los ; ; en funcién de z, y, ;.
Debemos recordar que por el hecho de tener [B, B, B, A] = 0 muchos de los
coeficientes no deben de ser considerados ( o3, as5, ase, ... Q69 ).



214 APPENDIX D. ESQUEMAS RECURSIVOS

D.5 Calculo de e¢MezB = £C0)

Estudiemos cémo deducir los valores de d; ; conociendo lo que vale el producto
e*BeC(@) del apartado anterior. Si en esta expresién calculamos la inversa ten-
dremos

e Be=C0) = ¢=C0) (D.12)

Considerando que —C'(a) = C(—«) obtendremos
e Bl = C(=9) (D.13)

y por tanto, haciendo las sustituciones

xr = —z (D.14)
Qij = —ij
Bij = —0ij
reproducimos la expresion e*Be€(@ = ) por lo que podemos utilizar el

esquema anterior. Con todo esto sélo hay que hacer los cambios de signo y de
nombre de las variables.

Lo mismo habria que hacer para el célculo de e¢(V)
y el de e€(Mezd = £C0),

ezB+w[B,A,B] C(98)

=e

Los esquemas rcursivos presentados en este apéndice han sido utilizados
en la busqueda de integradores simplécticos compuestos por un producto de
transformaciones de Lie. Estos esquemas nos dan las ecuaciones polinémicas a
resolver.



Appendix E

Ecuaciones en la Técnica del
Procesado

Consideremos la composicién de transformaciones de Lie utilizadas en la técnica
del procesado

e W) = oPe=hK =P (E.1)

Si P y K pertenecen al dlgebra de Lie generada por A y B, L(A, B), se
tendra que H € L(A, B) y los podremos escribir (teniendo en cuenta que en P
no hemos factorizado h) en la forma

=
I
M-

' c(7) n
{hZ_IZki,jEi,j}Q P= Z{WZPW J}

=1 7=1 =1

NgE

H:

[ $n) »

=1

donde las f;; son expresiones polinémicas de las k;; y las p;;, y que a con-
tinuacién damos explicitamente hasta orden 6. Para reducir las expresiones
introducimos

o = pP1,2—DP1,1
Ani = Png— Eknap1n
Uni = Pnji— knip12

fo1 = ka1—o0

fax = kz1—A1— zp1io

215
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f3,2
fan

faz2
fa3

f51
f5,2

f5.4

f6,3

f6,4

fe,5

APPENDIX E. ECUACIONES DEL PROCESADO

k32 — p21 — oP120

1 1,
ka1 — A31 — 5]91,1/\2,1 —ghiae

1 1
ka2 — A32 — p31 — 5]92,1(]91,1 + p1,2) + k2,1p1,1p12 — 3PL1P120
o

Jia

1 1, 1
k51— Aa1 — 51?1,1)\3,1 - 629171/\2,1 24]91 10

kso — pa1 — p2,1k3 1 + p3 ko + piike1 + B (—p1,2>\3,1 +p21A21 — p3,10)

1 1
——p11 (p12A2,1 — p210) —

6 7 b ’ b 24p12p11

1
k54 — pa2 — p2,1k32 + p32ka + 3 (—p12(A32 + p3.1) + p2,1p2,1 + P3.20)

1 1
=P, 1p1 20 — =P1,2 ((P2,1(p1,1 +P1,2) - 2k2,1p1,1p1,2) - P2,1U)

12 6
f5a
I3
51
1 1, 1 1,
k61— As1 — 5191,1/\4,1 — 6P1,1>\3,1 24191 1A21 — TaoP11

koo — p5,1 — A3 + ko1pa1 — k4121

1 1
+§(—P4,10 + p2,1A3,1 — 1241 +p1,161) + 6p1,1(p2,1)\2,1 — p12X3,1 + B2)
1 2 2
+ﬂ(p2,1p1710 — p12piaAe1 +p1ifs) + 120191 2P} 10
ko3 — As2 +2p53 — k2.1pa1 + ka1p21 — 2ks53p1,1
1
+§(p4,10 —p21A31 +aipig — 261p11)
1 1
+6P1,1(—P2,1)\2,1 + (a2 —202)) + 21PL 1(a3 — 203)

ko4 — A5.4+ p53 + k3.1p32 — k32031

1
+=(=p32X2,1 +p3,1p2,1 — P1261 + P1,171)

2
1
+6(—p3,2p1,10 + p3,1P1,20 — p1,202 + p1,172)
1 1
24( —p1,2083 +P1173) — 30p1 oDt 10
1
ko5 — p5,2 + g(ﬂ5,3 + kopap — ksaps2 + ks opsa — kaop21)
1 1
+§(p1,2041 + g(—pmﬁl — Pa20 +Pp32Xd21 — P32 + p21(ps1 + A32)))
1 1
+*(p1 20x2 + *(*P1,252 + P3,2P1,10 — P3,1P1,20

6" 3
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+p2,1(p21 (P11 + P1.2) — 2k21p11P1.2)))
1 5

1
+ﬂ(291,2043 +3 (—p1,2083 + 2p2,1P1,2p1,10)) — %pizpila
1
foo = fos+ §f6,4
for = fos
feg = fé?z
foo = fou
donde
a1 = —p41 — k3ap21 + k2131
= —P12A3,1+P21A21 — P3,10
a3 = —P1,1p21
Br = M2 —k31p21 + k21p31
Bo = —pira(—ps1—A32) +p2i1Aa1 —p3io
Bs = 2p1api2 (P12 +k21)
M = —pa2 — k3op21 + k21p32
Y2 = —p12(p31 + Azz2) + P22 — p320
v3 = 2p1ap12 (k21 —pi2)

<> . . . .
y por f,’; representamos las fy; con las siguientes sustituciones

ko1 < —koa P11 < P12
k31 < —k32 P21 < —P21
ki1 < kag P31 < —D32
kio < —kapo Pa1 < Pa3
ksi < ksg Da2 < —D42
kso < kss D51 < D56
ksa < k53 P52 < D55
ke1 <« koo D54 > D53
kéo < keg

kes <« ker

kea < —kea

kes — koo — 3kea

ke — kes— 5kea

Estos resultados, bastante costosos de deducir a mano (como realmente
lo hicimos), pueden obtenerse de forma sencilla y rdpida utilizando unos re-
cientes programas algebraicos diseniados por Kahan y Ren-Can Li [69]. Incluso
es posible obtener las expresiones hasta orden 7. Las condiciones del ntcleo
expuestas en el capitulo 4 se obtienen a partir de estas expresiones sin més que
tomar f; ; = 0 y eliminar las variables p; ; de las ecuaciones resultantes.
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Cuando el procesador y el nucleo estan formados por una sencilla com-
posicion de transformaciones de Lie es interesante utilizar la férmula BCH para
calcular los coeficientes k; ; vy p;j, y aprovechar las expresiones dadas en este
apéndice para obtener las ecuaciones a resolver. Este ha sido el procedimiento
que hemos seguido en el cdlculo de los métodos en los que presentamos las
soluciones de forma analitica. Obviamente, si el nimero de variables en el
procesador o en el niicleo es muy grande no serd posible obtener expresiones
analiticas y las ecuaciones presentaran un aspecto verdaderamente complejo,
por lo que en estos casos es preferible utilizar directamente métodos numéricos.
En tales casos es suficiente con utilizar el esquema recursivo presentado en el
Apéndice D.
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