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Cálculo de norma 2 de sistemas lineales

Preliminares

Motivación:
La norma 2 tiene interpretación f́ısica de integral ante impulso, de
desviación t́ıpica. Se utiliza aśıduamente en control óptimo H2.

Objetivos:
Comprender cómo se calcula dicha norma en un entorno determinista
(integral ante impulso) y estad́ıstico (desv. t́ıpica).

Contenido:
Revisión de conceptos: gramianos. Norma 2 como integral de respuesta impulsional.
Norma 2 como desviación t́ıpica ante ruido blanco. Conclusiones.
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Revisión de conceptos (I)

Gramiano de observabilidad (discreto) si A estable:

G obs := CTC + (CA)T (CA) + · · ·+

Norma de la salida con cond. inicial x0:

xT0 (G obs)x0 =
∞∑
k=0

yTk yk = ∥y∥22

Verifica la ecuación de Lyapunov discreta (matlab dlyap):

G obs = AT · G obs · A+ CTC
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Revisión de conceptos (II)
Gramiano de observabilidad (continuo) si A estable:

G obs :=

∫ ∞

0

(eAt)TCTCeAt dt

Norma de la salida con cond. inicial x0:

xT0 (G obs)x0 =

∫ ∞

0

y(t)Ty(t) dt = ∥y∥22

Verifica la ecuación de Lyapunov (matlab lyap) :

AT · G obs + G obs · A+ CTC = 0

En efecto:

AT ·Gobs+Gobs ·A =

∫ ∞

0
(eAtA)TCTCeAt+(eAt )TCTCeAtA dt =

∫ ∞

0

d

dt
(eAt )TCTCeAt dt = (eA∞)TCTCeA∞−(eA0)TCTCeA0 = −CTC
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Norma 2

La norma 2 de un sistema es la norma 2
√
(integral del cuadrado) de

la respuesta ante impulso δ(t) (continuo), {1, 0, 0, 0 . . . } (discreto).
En multivariable, suma ante un impulso en cada entrada. En términos
formales:
Sea S := ss(A,B ,C , 0) (si D ̸= 0 la norma 2 es infinita).
Sean B[1], . . .B[m] las columnas de B .
La respuesta ante impulso en la entrada i es:

y[i ](k) = CAkB[i ] (discreto), y[i ](t) = CeAtB[i ] (continuo)
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Norma 2 (cont)
Caso discreto:

∥S∥2 :=

√√√√ m∑
i=1

∥y[i ]∥22 =

√√√√ m∑
i=1

∞∑
k=0

∥y[i ](k)∥22 =

√√√√ m∑
i=1

BT
[i ] · G obs · B[i ]

=
√
traza(BTG obsB)

Caso continuo:

∥S∥2 :=

√√√√ m∑
i=1

∥y[i ]∥22 =

√√√√ m∑
i=1

∫ ∞

0

∥y[i ](t)∥22 dt =

√√√√ m∑
i=1

BT
[i ] · G obs · B[i ]

=
√
traza(BTG obsB)
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Interpretación estad́ıstica
La norma 2 de un sistema es la ráız cuadrada (desv. t́ıpica) de la
varianza total de la salida (estacionaria) cuando la entrada es ruido
blanco.
▶ Gramiano de controlabilidad: Matriz de varianzas covarianzas estacionaria (efecto
de condiciones iniciales terminado) ante entrada ruido blanco.

Ecuación de Lyapunov asociada:

G contr = A · G contr · AT + BBT (discreto),

A · G contr + G contr · AT + BBT = 0 (continuo).

Varianzas-covarianzas de salidas si varianza del estado es G contr :

E (yyT ) = E (CxxTCT ) = C · E (xxT ) · CT = C · G cont · CT

Varianza total := suma de la diagonal (traza), esto es:

∥S∥2 =
√
traza(C · G cont · CT )
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Conclusiones

La norma 2 se calcula con los gramianos.

Interpretación determinista, integral ante impulsos:
∥S∥2 =

√
traza(BT · G obs · B)

Interpretación estocástica, desv. t́ıpica total estacionaria ante ruido
blanco: ∥S∥2 =

√
traza(C · G cont · CT )

Ambos resultados coinciden por dualidad:
obsv(A,C)=ctrb(AT,CT)T√

traza(BT · G obs · B) =
√
traza(C · G cont · CT )
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