Cilculo de norma 2 de sistemas lineales

Calculo de norma 2 de sistemas lineales J

Antonio Sala

DISA-UPV

Video-presentacién disponible en:
http://personales.upv.es/asala/YT/V/norm2.html


http://personales.upv.es/asala/YT/V/norm2.html

Calculo de norma 2 de sistemas lineales

Preliminares

Motivaciodn:
La norma 2 tiene interpretacion fisica de integral ante impulso, de
desviacién tipica. Se utiliza asiduamente en control éptimo H,.

Objetivos:
Comprender cémo se calcula dicha norma en un entorno determinista
(integral ante impulso) y estadistico (desv. tipica).

Contenido:
Revisién de conceptos: gramianos. Norma 2 como integral de respuesta impulsional.
Norma 2 como desviacién tipica ante ruido blanco. Conclusiones.
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Revisidn de conceptos (1)

Gramiano de observabilidad (discreto) si A estable:

G .= CTC+(CA)T(CA) +---+

@ Norma de la salida con cond. inicial xp:

T(GObs )Xo = ZYk Yk = ”}/Hz

@ Verifica la ecuacién de Lyapunov discreta (matlab dlyap):
Gobs — AT_ GObs-A—|— CTC
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Revisidn de conceptos (I1)

Gramiano de observabilidad (continuo) si A estable:

Gobs — / (eAt)TcTCeAt dt
0

@ Norma de la salida con cond. inicial xg:

xd (Go)xg = /0 () Ty (t) dt = |ly2

@ Verifica la ecuacién de Lyapunov (matlab lyap) :
AT'GObS+GObS'A+CTC:0

En efecto:

r00 oo d
AT.Gobs | Gobs 4 — / ()T T ce® (AT T ce? A de — / L (AT €T ekt gr — (A)T T e _(A0) T T e =
0

0 dt
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Norma 2

La norma 2 de un sistema es la norma 2 /(integral del cuadrado) de
la respuesta ante impulso 0(t) (continuo), {1,0,0,0...} (discreto).
En multivariable, suma ante un impulso en cada entrada. En términos

formales:

Sea S :=ss(A, B, C,0) (si D # 0 la norma 2 es infinita).
Sean Byy), ... B|y las columnas de B.

La respuesta ante impulso en la entrada / es:

(k) = CAkB[i] (discreto), yi(t) = CeAtB[,-] (continuo)

A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia



Cilculo de norma 2 de sistemas lineales

Norma 2 (cont)

Caso discreto:

IS||2 := Z Iyllz = Z Z Iy (KI5 = Z B[,T] - G- By
i=1 i=1 k=0 i=1
= \/traza(BTGObSB)

Caso continuo:

I8l i= | Sl = [ [ Iate) e = \| 387 - 62 By
i=1 i=1 i=1
= \/traza(BTGObsB)
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Interpretacion estadistica

La norma 2 de un sistema es la raiz cuadrada (desv. tipica) de la
varianza total de la salida (estacionaria) cuando la entrada es ruido
blanco.

» Gramiano de controlabilidad: Matriz de varianzas covarianzas estacionaria (efecto
de condiciones iniciales terminado) ante entrada ruido blanco.

@ Ecuacién de Lyapunov asociada:
Gt = A. G . AT + BBT (discreto),
A Geontr - Geontr . AT 4 BBT = 0 (continuo).

Varianzas-covarianzas de salidas si varianza del estado es G<°":

E(yyT) = E(CxTCTy = C-E(xxT)- CT = C. G . T

Varianza total := suma de la diagonal (traza), esto es:

[Sll2 = /traza(C - Geont - CT)
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e ———
Conclusiones

@ La norma 2 se calcula con los gramianos.

@ Interpretacién determinista, integral ante impulsos:
IS||2 = /traza(BT - G°bs - B)

@ Interpretacién estocdstica, desv. tipica total estacionaria ante ruido
blanco: ||S||2 = +/traza(C - Gt . CT)

@ Ambos resultados coinciden por dualidad:
obsv(A,C)=ctrb(AT,c™)T

\/traza(BT - Gobs . B) = \/traza(C - Geont . CT)
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