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Intervalos y Elipsoides de Confianza: distribución normal multivariable

Presentación

Motivación:
Con distribución normal, en caso monovariable se puede dar un intervalo
en el que la mayor parte de las muestras se van a encontrar. En caso
multivariable, dicho concepto debe generalizarse a una elipse (o elipsoide).

Objetivos:
Comprender los conceptos subyacentes a la determinación de intervalos y
elipsoides de confianza en distribución normal mono/multi-variable

Contenidos:
Variables independientes normalizadas: distribución χ2. Distribución normal
multivariable con Σ ̸= I . Ejemplo gráfico. Conclusiones.
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Caso Multivariable (distr. normal estandard)

Supongamos m variables y1 ∼ N(0, 1), . . . ym ∼ N(0, 1) independientes,
en vector y = (y1, . . . , ym)

T .

Consideremos ahora s := y21 + y22 + · · ·+ y2m. Por definición de la
distribución χ2, s es una vble. aleatoria χ2 de m grados de libertad. El
95% de las veces estará por debajo de:

chi2inv(0.95,m)

Por lo tanto, existe un 95% de probabilidad de que
yTy =

∑m
i=1 y

2
i ≤ chi2inv(0.95,m). Esto determina una hiperesfera.

Nota: la matriz de varianzas-covarianzas es identidad E (yyT ) = Im×m.
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Distribuciópn normal multivariable

Supongamos m variables, en vector y = (y1, . . . , ym)
T , de media cero y

matriz de varianzas covarianzas arbitraria Σ := E (yyT ), con función de
densidad:

f (y) =
1

(2π)m/2|Σ|1/2
exp

(
−1

2
yTΣ−1y

)
Como Σy es definida positiva, consideremos la diagonalización

Σ = VDV T , con V−1 = V T (V ortogonal), y denotemos S =
√
D.

Σ = VS2V T , Σ−1 = VD−1V T = VS−2V T .

*El caso Σy semidefinida positiva significa que alguna variable es una combinación lineal

determinista de otras. Los elipsoides posteriores seŕıan “degenerados” con eje cero, la función de

densidad tendeŕıa a ser “impulsional”. Detalles omitidos por simplicidad.

[ 4] ©2023 Antonio Sala AI2-DISA. Universitat Politècnica de València
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Cambio de variable a componentes independientes

Consideremos el cambio de variable ν = S−1V Ty , y = VSν.

f (ν) =
|VS |

(2π)m/2|Σ|1/2
exp

(
−1

2
νTSV T (VS−2V T︸ ︷︷ ︸

Σ−1

)VSν

)
operando, queda

f (ν) =
1

(2π)m/2
exp

(
−1

2
νTν

)
=

m∏
i=1

1√
2π

e−
1
2
ν2
i

▶ Entonces, ν es un vector de variables N(0, 1) independientes.
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Fórmula χ2, resultado principal

La esfera νTν ≤ chi2inv(α,m) tiene una probabilidad α de contener a
s := ν21 + · · ·+ ν2m.

Resultado principal:

▶ Deshaciendo el cambio de variable, el elipsoide:

Eα :=
{
y ∈ Rm : yTVS−2V Ty = yTΣ−1y ≤ chi2inv(α,m)

}
contendrá las muestras de y con probabilidad α.
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Representación gráfica
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Conclusiones

Basado en la distribución χ2, se puede determinar un ćırculo o esfera
dado un ĺımite de probabilidad (confianza) para la suma de variables
normales de media cero y desv. t́ıp 1. (Matlab: chi2inv)

Una distribución normal multivariable y ∈ Rm puede ser expresada
como el escalado y giro (cambio de variable lineal) de m variables
N(0, 1) independientes.

La esfera de las m variables N(0, 1) se convierte en un elipsoide de
confianza en las variables originales y .
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