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Presentacion

Motivaciodn:
Los procesos con entrada determinista en control por computador tienen
discretizacion exacta ZOH. j Como discretizar el efecto del ruido?

Objetivos:

Comprender la férmula de Van Loan para obtener la soluciéon numérica de
acumulacién de ruido por la ecuacién de varianzas de un proceso
estocastico lineal en un intervalo de tiempo. Sélo se necesita “expm”, no
integrales.

Contenidos:
Modelo. Ecuaciones de medias/varianzas. Discretizacién ZOH. Discretizacién
Varianza. Férmula Van Loan. Conclusiones.
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Modelo del proceso

Supongamos proceso lineal: x = Ax + Bu + Fw siendo u una entrada
conocida, x el estado y w un ruido blanco continuo de distribucién normal
(proceso gaussiano), de parametro de varianza / (PSD a todas las
frecuencias).

Realmente x no es derivable, y la ecuacién de arriba es una representacién “informal”
de dx = (Ax + Bu)dt + FdWV siendo W el paseo aleatorio (proceso de Wiener)
estandar.

*Si dW no fuera de varianza [ - dt,sino Hdt, H > 0, la factorirzacién de Choleski H = QQT lo
convertiria a F/ = FQ excitado por ruido blanco de PSD 1.
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Simulacidén

Si es gaussiano y la cond. inicial es de distrib. normal, sélo tenemos que
simular medias y varianzas para tener una caracterizaciéon completa del
proceso en todo instante.

Ecuacion de medias: 4
X
— = Ax + Bu
dt
Ecuacion de varianzas:

P
C:jt:APJrPATJrW

siendo W = FHF T un pardmetro de varianza (dens. espectral potencia) conocido.

[4]
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Discretizacion ZOH ec. medias

Es como la discretizacion ZOH normal, afadiendo la ecuacién % =0.

Tendriamos ec. medias discreta X1 = Ag( T )Xk + Ba(T)uk, con

(Ad(()T) BdgT)>:eXPl<é tg)ﬂ

Realmente By( T) también puede obtenerse como una integral a partir de
la solucidn, bien conocida, de la EDO de ler orden:

x(T) = e*Tx(0)+ / ' eAT=TBu(0) dr = & x(0)+ ( /0 ' el dr) : Bj -u(0)

0 Ay(T) \

BdTT)

[5]
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Discretizacion ecuacion de varianzas

A partir de la solucién exponencial (demostracién en otro material)

t
P(t) = ™. P(0)-e*'t + / " Wet ¢ d¢
0

Eligiendo t = T, el periodo de muestreo, tenemos
Pii1=Ad(T) Pe- AL(T) + Wy(T)
siendo Wy(T) = [ e"WeA'™ dr.

*La expresidn de arriba es la ecuacidn de varianzas para el proceso estocdstico en

tiempo discreto
X1 = Ad(T) +xkBa(T)uk + wi,  E[wiew)|] = Wy(T)
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Métodos numéricos de calculo de W,(T)

Recordemos Wy(T) = fOT ATWeA T dr, y Gc = Wy(o0) es el gramiano

(varianza en estado estacionario). Opciones:
@ Calculo simbdlico directo. Matlab lo hace (matrices pequenas).

@ Férmula de Van Loan, valida para inestable, pero puede estar muy
mal condicionada numéricamente para periodos grandes.

@ Otras férmulas validas sélo para sistemas estables, sin integradores,

La férmula de Van Loan es la férmula por defecto implementada en
kalmd (y en 1qrd para problemas de control), por lo que su demostracion es el
objetivo de este video.

Vale para discretizar a periodos “pequeios”... lo cual es razonable si
realmente se desea hacer control/estimacién del estado de forma correcta.

[7
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Férmula de Van Loan para Wj

Consideremos:
o —-A W
— Lo AT

2 T _
’L(\) WA(AT)ZAW>, ©3, .. .son todas

triangulares superiores; también lo es (por su serie de Taylor) la

exponencial Ot — (Flét) l—g((?))

Se puede comprobar que ©2 — <

Siendo F1(0) = F2(0) =/, G(0) = 0, porque e®° = <(I) ?)
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e
Férmula de Van Loan (2)

Como
(F §)- gm0 (3 2) (90 £0)- (4 52
Podemos decir (usando cond. iniciales):
% = —AFR = Fi(t) = e ™F(0) = e ™
d;;z =RAT = R(t)= R0 ="
dG

t
= AGEWR = G() = e MG(0)+ / e MWy (1) dr
0

[9]
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B
Férmula de Van Loan (3)

Como G(0) = 0, sustituyendo F(7) = e*'", tenemos:
t T
G(t) = e‘At/ e W et Tdr
0
con lo que, dado que F(t)" = e/, tenemos el resultado principal:

t t
Fo(t)T-G(t) = eAt-e_At/ AW e dr = / W e T dr = Wy(t)
0 0

[10]
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Conclusiones

La integral Wy(T) = fOT e”™ W e*'™ dr puede calcularse a partir de la
exponencial (expm en Matlab) de una matriz:

-A W

T
or_\0 AT)T _(R(T) G(T)

0 F(T)
de modo que Wy = F(T)T - G(T).
Se implementa en un par de lineas de cédigo Matlab.
No obstante, al haber exponenciales e*” y e=7 puede haber problemas de condicionamiento
numérico para T grande... no los deberia haber en los periodos de discretizaciéon T usuales y si se
han eliminado polos muy rapidos no dominantes.

Es la opcién que implementa kalmd en Matlab.



