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Férmulas de prediccién éptima lineal

Presentacion

Motivacion:

La prediccidn éptima lineal (minima varianza error, no correlado
con informacién) puede obtenerse a partir de férmulas relacionadas
con las medias, varianzas y covarianzas de las variables implicadas.

Objetivos:

Comprender las relaciones entre las propiedades estadisticas de dos
variables (o conjunto de ellas) y la férmula de la mejor prediccién
lineal.

Contenidos:
Férmula de mejor prediccién (media). Calidad de la prediccién (férmula
de varianza).
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e
Prediccion éptima LINEAL

Definicién (Prediccién éptima lineal)

La mejor prediccién lineal de una variable aleatoria y dado un valor xy de
otra variable aleatoria x es una funcién p(xp) = ©xp + u tal que el error

de prediccién e = y — p(x) sea una variable aleatoria de media cero, no
correlada con x (esto es, X, = 0), de minima varianza entre todos los
predictores lineales (variacién total minima, en caso multivariable).

[3] © 2019, Antonio Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia



Férmulas de prediccién éptima lineal

[4]

Férmula de prediccién 6ptima lineal

Dadas dos variables aleatorias x € R”, y € R™ de las que se
conoce (analiticamente o experimentalmente —varianza y covarianza
muestral-) medias p = E(x), py, = E(y), y matriz de
varianzas-covarianzas (n+m x (n+ m):

_ zy ZYX
== (z;x zx)

La prediccion éptima lineal de y dada una muestra xy de x es:

p(x0) = (zyxz;l) (%0 — px) + Hy

Teorema
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e
Prueba de la férmula

(a) Media cero: E[y — p(x)] = E[(y — py) = ZyxE M (x — px)] = 0
(b) Error no correlado: E[(y — p(x))(x — ux) "] =
E[((y - /LY) - zyxz;l(x - NX)) (X_NX)T] = Zyx_zyxz;lzx =0

(c) Minima varianza: en variables incrementales sobre la media,
E(ee”) = E[(y—0x)(y—0x)"] = E[yy " +0Oxx"@T —yx"©T —0Oxy "]
=y, +050"-5,0" -0x)
Hagamos cambio de variable © = Zyx):x_l + d. Entonces,
Eee”) =Ty + (DX + ) (X" E) +67)
— (T 0T ) = (T + )T =5y — T ) 0%,
Como X es semidefinida positiva, §X,6" también lo es (diagonal no negativa).

Por lo tanto, sea cual sea § la variacién total del error (traza de E[ee’])
aumenta (o se queda igual) comparado con § = 0.
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Resumen:

[Ecuacién de medias]
La mejor prediccidn lineal puntual de una variable aleatoria dada
otra es:

P(XO) = (Zyxz;l) ) (XO - ,Ux) + Ly

[Ecuacién de varianzas]
El error de prediccién e = y — p(x) tiene una varianza dada por:

Y. = Elee]] =%, — T, 52T
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Calidad del modelo éptimo lineal

—15T
oy =90y — Ly ST on L

Teorema

Si dos variables x, y son no correladas, los modelos lineales son
intitiles para predecir una en funcién de la otra.

*Sj inicialmente X, y eran no correladas tenemos X, = 0, entonces X = ¥,

(no mejoramos la calidad de la prediccién de y conociendo x).
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Calidad del modelo éptimo lineal

—15T
oy =90y — Ly ST on L

Teorema

Si dos variables x, y son no correladas, los modelos lineales son
intitiles para predecir una en funcién de la otra.

*Sj inicialmente X, y eran no correladas tenemos X, = 0, entonces X = ¥,
(no mejoramos la calidad de la prediccién de y conociendo x).

El teorema es una version “lineal” del concepto de “estadisticamente
independiente” (imposible predecir con ningin modelo).

Si ¥, # 0 entonces Y. < ¥, medir x si mejora la calidad de la
estimacién de y.
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Conclusiones

@ La prediccidn éptimal lineal puede obtenerse con una férmula
a partir de la matriz de varianzas-covarianzas de los datos
intervinientes: error de predicciéon de minima varianza, no
correlado con datos de entrada, (subdptimo si la relacién “real” es no

lineal).

@ Coincide con el estimador “determinista” de minimos
cuadrados (no demostrado aqui).

@ Si existe correlacién entre dos variables, el error a posteriori
(L, — L 1E), utilizando la mejor prediccion) es mas
pequeiio que el error a priori (X, antes de usar la

informacion).
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