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e ———
Presentacion

Motivacién:

En muchas aplicaciones se tienen muestras de una senal en ciertos
instantes y se desea estimar su valor en otros (interpolacién,
extrapolacién).

Objetivos:
Comprender la aplicacion de las férmulas estadisticas de mejor prediccion
lineal a partir de matriz de varianzas-covarianzas a una serie temporal.

Contenidos:

Revision de prediccion lineal. Procesos gaussianos en el tiempo. Construccién de
matrices de varianzas-covarianzas. Ecuacién de prediccién. Caso estacionario,
interpretacion frecuencial. Conclusiones.
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Prediccion lineal estadistica: preliminares

Supongamos conocida la matriz de varianzas-covarianzas entre unos datos
“amx1” (a predecir) y “b,.1" (observados, informacién disponible):

s _ Za,m><m Zab,m><r
(mr)>x(m-+r) = Zbarxm Zbrxr

La mejor prediccién lineal (minima vza. error pred.) de unos datos de
media cero “a,.," a partir de otros “b,.,", es

N -1
a = Zab,mxr'zb7r><r  brx1

=mxr
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Procesos estocasticos temporales

Proceso gaussiano: Supongamos sefial generada por un proceso
estocastico (serie temporal), conjunto infinito de variables aleatorias

y(t) ~ N(0,c?).

@ Modelo estadistico: Supongamos que cov(y(t1),y(t2)) = k(t1, t2),
siendo ~ : R? = R una funcién de covarianza conocida.
Obviamente, la varianza de y(t) seria x(t,t) y la correlacién entre y(t1) e y(t)

. o k(t1,t)

Serd Py(n)y(t) = e ain (o)

@ Observaciones: Supongamos que disponemos de muestras medidas
del valor de una realizacién del proceso en un conjunto de puntos
T :={t;,to,...,tn}, estoes y; := y(t;), i = 1,... N. Denotemos

y(T) = (}/17---7)’N)T-
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Prediccidon: construccidon matriz de varianzas-covarianzas

@ La matriz VC de la informacién disponible (y;) es

k(t, t1) k(t,t2) ... K(t,tn)
K(tg, tl) :‘1‘(1’27 1.'2) . /i(tg, t/\/)
Zy(T) = R(T, T) = . - .
/{(t/\/,tl) K,(i’/\/,tg) /{(tN,l'N) Nx N

@ La matriz de covarianza entre los y(t;) y un cierto y(t) que se desea
predecir es

R(t, T) = (k(t 1) w(t k) . K(ttn)),
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B
Ecuacion de prediccion

@ La mejor prediccién lineal (minima vza.) de y(t) dado el conjunto de
muestras y(T) es:

Y(t)=w(t, T)- (&(T, T)) " y(T)
@ La varianza™ del error de prediccidn es:

E ((v(e) = 9(6)) = st £) = (e, T) - (:(T. T) - (e, T)T

* Si el proceso es gaussiano (todas las vbles. distribucién normal), esa férmula sirve para
determinar intervalos de confianza.
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Procesos estacionarios

@ En caso estacionario, la funcién k(t;, t,) depende sélo de la distancia
temporal x(t1, t) = K(|t2 — t1]).

e La transf. Fourier de & seria la power spectral density (PSD) del
proceso, su factorizacion espectral seria la FdT que, tras pasar un
ruido blanco por ella, generaria dicha PSD(w).

*El concepto de PSD(w) permite dar una interpretacién “frecuencial”
(filtrado) a la estimacién /interpolacién estadistica.

Ejemplo: r(t;, t) = e Pli—tl estd asociada a PSD(w) = %ﬂz generada por el

paso de un ruido blanco por el filtro G(s) = s+ﬁ para convertirlo en coloreado.
*fact. espectral: PSD(w) = G(jw)G(—jw) = S5 - =25 = ot

Jw+p Jjw+B

Autocovarianza exponencial < filtrado paso-bajo primer orden.
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Ruido de medida

Si suponemos que a cada muestras de la sefal se le afiade un “ruido de
medida"”, de sensor, no correlado con el resto de muestras ni con la
variable a predecir, de desviacién tipica o,,, entonces la matriz VC de la
informacién disponible debe cambiarse a:

BT, T)=kr(T, T)+ 0% -1

La covarianza entre variable a predecir e informacién, x(t, T), se
mantiene inalterada.
Si v es no correlada con a, entonces E(a(b + v)) = E(ab) + E(av) = E(ab).

Equivalentemente, definir desde el principio (T, T) con suma de componente que
decrezca a cero en tiempo muy pequefio (= ruido de medida) y otro con correlacién
temporal a mas largo plazo (= sefial).



Estimacién en procesos estocasticos “temporales”’ (o sea, series temporales, procesos unidimensionales)

Conclusiones

@ La prediccidn lineal 6ptima en sentido estadistico puede generalizarse
a la estimacién de series temporales en instantes no medidos.

e Conjunto infinito de variables aleatorias y(t), proceso estocastico, de
las que se dispone de un conjunto de medidas con ruido en distintos
puntos, y(T) y de un modelo de la covarianza o correlacién en
funcién de la distancia temporal, o cualquier x(t1, t2) que se suponga
que describe la funcién de covarianza de la sefial a estimar /filtrar.

@ Permite, suponiendo una estructura subyacente de tipo “Gaussian
Process”, estimar intervalos de confianza de las variables predichas.

@ El caso estacionario (frecuente en aplicaciones) permite dar una
interpretacion frecuencial (filtrado).
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