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Presentacion

Motivacion:

La mecénica de sistemas multicuerpo requiere evaluar las ecuaciones del
movimento en presencia de ligaduras mecdnicas (restricciones). De modo
abstracto, las posiciones y velocidades evolucionan en determinados
conjuntos (variedades diferenciables).

Objetivos:
Comprender las ideas bésicas sobre interpretacién en el ambito de
sistemas mecdnicos de derivadas parciales y variedades diferenciables.

Contenidos:
Preliminares. Variedades diferenciables en mecénica: ejemplos. Espacio tangente.
Fibrado tangente. Conclusiones.
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-
Derivadas parciales

Derivadas parciales (0): la derivada de una funcién f(r), f : R" — R
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Jacobiano (matriz de derivadas parciales): la derivada de una
funcién f(r), f : R" +— R™ es la matriz (o (1,1)-tensor en fisica moderna)
cuyas filas son las derivadas de cada componente de f:
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Variedades diferenciables en R”
Representacion implicita (global): El conjunto
S:={xeR": f(x)=0}

con f : R" — R?, z < n, es una variedad diferenciable de dimension
{l=n—2zsG,.,= % tiene rango z para todo x € S.

Representacion paramétrica: el conjunto
S:={xeR":3qg eV tal que x =¢(q)}

siendo V C RY, ¢ : V — R" es una variedad diferenciable de dimensién ¢
si J,0 = % tiene rango ¢ para todo q.

Ortogonalidad: Se cumple que las dos representaciones de la misma

variedad verifican G - J = 2f . 9 =
Oxzxn 09 pxy

[4]
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Variedades diferenciables en mecanica

Ejemplo 1: Un péndulo esférico con masa puntual, de longitud L tiene 3
coordenadas de posicién (x, y, z); su posicién es una trayectoria en R®
que evolucionard en la variedad S := {(x,y,z) € R®: x? +y? + 22 = [?},
suponiendo que el punto desde donde cuelga es el origen. El jacobiano de
la restriccién es G = (2x 2y 2z).

En representacién paramétrica, sélo valida para “hemisferio sur” (z < 0),
podriamos escribir:

Ser ={(x,y,2): Ax,y) €V, z=—/[2—x2 = y?}

con V = {(x,y) € R? : x> + y? < [?}. El jacobiano de la carta es
1 0
J=1 0 1 | ysiempre tiene rango 2, bien definidoen V,y GJ = 0.

- Y
z z
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Cinematica de velocidades

» Para escribir las ecuaciones completas de movimiento necesitaremos

saber el estado (posicidén, velocidad) de las masas intervinientes.

@ En repr. implicita, f(x) = 0 implica % = %% = Gv =0: las

velocidades (que son tangentes a la trayectoria) deben ser

perpendiculares a filas de G.

@ En repr. paramétrica, x = ¢(q) implica v = % = g—?% = Jg: las

velocidades fisicas son las velocidades de las coordenadas
multiplicadas por el jacobiano. Obviamente, se cumple Gv = GJg = 0.

Ejemplo: El lugar geométrico de las velocidades admisibles para el punto p := (x,y, z)

del péndulo es:
T,S = {(va, vy, vz) € R®: 2xv, + 2yv, + 22v, = 0}

*El concepto estd muy relacionado con la linealizacién: la linealizacién de S alrededor de p es el
conjunto de puntos p tal que p — p € T,S, esto es, G(p — p) = 0.
[6]
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Variedades diferenciables en mecanica (ej. 2)

Ejemplo 2: dos masas puntuales unidas por una barra de longitud 4
tienen 3 coordenadas de posicién cada una (x;, y;, z;); su posicién sera
una trayectoria en R® que evolucionard en la variedad 5-dimensional

S ={(xa.y1, 21,3, 52, 2) € R®: (xa =) + (11— y2)* + (21— 22)* = 4%}

» El lugar geométrico de las velocidades admisibles para el par de puntos
p = (X1,y1,21,X2, Yo, 22) €St

T,S = {(vx1, vy, vz1, vxo, vyo, Vo) € RO :
2(x1 —x2)(vx1 — vx2) +2(y1 — y2) (vy1 — vy2) +2(21 — 22)(vz1 — vz) = 0}

[7
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Espacio y fibrado tangente a una variedad

En general, dado S = {x € R": f(x) = 0}, el espacio tangente
(generalizacién del lugar geométrico de las velocidades) en x = p € S se

define como 7,5 = {v e R": &£ ,V =0}

La “unién” de los puntos y sus espacios tangentes asociados se denomina
fibrado tangente TS (tangent bundle en inglés), que generaliza el
concepto de espacio de estados (posicién-velocidad) (state space o phase
space en inglés) de un sistema “mecanico”:

of
— 2n . f— _— p—
TS .—{(X,V)ER . f(x) =0, e O}

*Si S es (-dimensional, TS es, en si mismo, una variedad 2¢-dimensional.

[8]
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Fibrado tangente, ejemplo

En el caso de las dos masas unidas por una barra, el estado
posicién-velocidad sera una trayectoria en R'? evolucionando en la
variedad 10-dimensional dada por el fibrado tangente:

TS .= {(x1, %1, 21, X2, Y2, Z, VX1, VY1, VZ1, VX2, VY2, VZp) € R1?
(x1 — X2)2 + (1 — )/2)2 + (21 — 22)2 = 427
2(x1 —x2)(vxy — vx2) +2(y1 — y2) (w1 — vyo) + 2(z1 — 22)(vz1 — vzo) = 0}

[9]
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Variedades diferenciables en R": ejemplos

Ejemplo (cont): La representacién paramétrica de las posiciones
necesitard 5 grados de libertad; podemos, por ejemplo, considerar la
posicidn de la masa 1 y dos dngulos que describan posicidn en la esfera
alrededor de la masa 1 donde se encuentra forzosamente la masa 2:

S ={(xi, 71,21, %, ¥2,2) € R® : I(q1, G2, g3, 94, g5) € R° tal que
_WS CI4§7T> —’/T/QS ds Sﬂ_/za
X1 =4dq1, Y1 = q2, Y3 = Qq3,
xo = q1+4cos(qs) cos(gs), yo = go+4sin(qa) cos(qs), zo = qz+4sin(gs) }

El jacobiano es Jg«5, habria configuraciones singulares.

[ 10]
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Variedades diferenciables en R": ejemplos

Ejemplo (cont): La representacion paramétrica de TS (las posiciones y
velocidades admisibles, esto es, la cinematica de posicion y velocidad)
seria:
TS — {(Xla_yla 71, X2, Y2, 22, VX1, VY1, VZ1, VX2, VY2, VZQ) € Rlz .
a1, 92, @3, Ga. G5, Va1, VG2, Vg3, vaa, vqs) € R tal que
_’/TS CI4§7T> _’/T/QS ds S’/T/Q,
X1 =41, Y1 = G2, Y3 = Q3,
X2 = q1+4cos(qs) cos(qs), y2 = q2+4sin(qs) cos(gs), z2 = g3 +4sin(gs)
VX1 = vqi, Vy1 = VQ2, Vy3 = VQ3,
vxp = vq; — 4sin(qy) cos(gs)vgs — 4 cos(qs) sin(gs)vgs,
VYo = vgo+4 cos(qs) cos(qs)vqs—4 cos(qa) sin(gs)vgs, vzo = vgz+4 cos(qgs)vg5}



Variedades diferenciales: ejemplos mecanicos

Conclusiones

Los sistemas mecanicos sujetos a restricciones requieren considerar:

@ El lugar geométrico de las posiciones (variedad o manifold S de
dimensién igual a grados de libertad /) en representacién implicita o
paramétrica

o El lugar geométrico de las velocidades para cada punto T,S (espacio
tangente)

@ El lugar geométrico de los estados posicién-velocidad TS (fibrado
tangente)

@ Las relaciones entre las dos representaciones implicita y paramétrica.

Estas ideas (generalizacién de la cinemdtica) motivaron en parte la geometria diferencial en
dimensiones > 3 y la mecanica analitica/abstracta en los siglos XVIIl y XIX.

El estudio de fuerzas y aceleraciones en las dos representaciones (dindmica) no es objeto de este
material.
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