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Minimos cuadrados version matricial
@ ldentificar matriz © en y;,x1 = ©nxnXax1 Se plantea como m problemas

separados de minimos cuadrados (uno por cada fila de ©) —no cambia nada

desde pto. de vista tedrico—.
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Minimos cuadrados matriciales

Minimos cuadrados versidn matricial

@ ldentificar matriz © en y;,x1 = ©nxnXax1 Se plantea como m problemas
separados de minimos cuadrados (uno por cada fila de ©) —no cambia nada

desde pto. de vista tedrico—.

e Formando, con nim. de muestras (vectoriales) N > n

n@) L (N a(l) o x(N)
5= ; o= :
ym(1) ... ym(N) N : xa(1) ... xa(N) ol
el problema es R ~ A
©:=min|| =, — © = |F
0 ' N~
mx N mxXn px N
se tiene: ©==,  pinv(=)|==, =[(==])"
@ Norma Frobenius de una matriz || - ||r es la suma de los cuadrados de todos los elementos... o

sea, que minimizar ||E||r es minimizar el indice minimo-cuadrético >N | 3°™  e;(k)?.

[3] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Minimos cuadrados matriciales

Interpretacion estadistica

Como en el caso 6 vector, se mantienen conceptos de ML, mejor prediccién

lineal, de un modelo y = ©x + &£ siendo £ un vector de variables de
varianza identidad:

@ la solucién es la mejor prediccidn lineal del vector 'y’ dado el vector ‘x’,
esto es:

= -1
©=X,X,
donde X, es matriz m x n, X es matriz n x n dadas por:

Y=E(yx")=Z,ZT/(N-1), T,=E(xx")=ZZ]/(N-1)

[4] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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6]

Algoritmo subespacio

|dentificacion subespacio de modelos espacio de estado

Concepto de estado: informacion pasada que sirve para predecir el futuro.
En una ec. en diferencias discreta como:

Yk+1 = —a1yk — ayk—1 + brug + byug_q
Yk—1
El “estado” podria ser X 1= Vi
Uk—1
0 1 0 0
Xer1 = | —a2 —a1 by | xk+ | b1 | uk
0 0 O 1

e = (0 1 0)x+0u

*La repr. es correcta, pero no minima: hay 1 estado no observable; existe repr. interna de orden 2.

A=[0 1 0;-1.5 3 2,0 0 0]; B=[0 0.1 1]; C=[0 1 0]; svd(ctrb(A,B))
svd(obsv(A,C)) null(obsv(A,C))
A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia



Introduccién a Identificacién de Sistemas Dindmicos: métodos subespacio

Algoritmo subespacio

Generalizacion de la idea

En proceso lineal, determinista, orden n, combinaciones lineales de entradas
y salidas pasadas permiten predecir con exactitud presente y futuro (junto
con entradas presentes y futuras). Eligiendo horizontes de prediccién hy, y de
memoria pasada hp, h3 (mayores de n):

Yk—hy
Yk : Uk
Yk+1 - Yk Up+1
. =M + M, )
Uk — s :
Yk4h : Ukyhy
\—\/—/
Yiut k Uk—1 Utut
——
Whast, k

Como hy > n, [ rango(Mi) = n — sélo se necesitan n combinaciones de variables pasadas para

predecir el futuro —.

[7 A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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[n

Algoritmo subespacio

Generalizacion de la idea

En proceso lineal, determinista, orden n, combinaciones lineales de entradas
y salidas pasadas permiten predecir con exactitud presente y futuro (junto
con entradas presentes y futuras). Eligiendo horizontes de prediccién hi, y de
memoria pasada hp, h3 (mayores de n):

Yk—hy
Yk : Uk
Yk+1 - Yk Up+1
. =M + M, )

Uk — s

Yk4h : Ukyhy

\—\/—/
Yiut k Uk—1 Utut
——

Whast, k

Como hy > n, [ rango(Mi) = n — sélo se necesitan n combinaciones de variables pasadas para

predecir el futuro —.
En caso no determinista (datos con ruido) el estimado M; que mejor ajusta por minimos cuadrados los
datos no tiene rango n igual al del sistema que los genera, debido al ruido... la idea es hacer SVD y

suponer gerg los valores mds pequpfios, detalles a continuacion.
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Algoritmo subespacio

Modelo de regresién

Si planteamos la ecuacién para miltiples datos de las muestras
entrada-salida tomadas del proceso, debemos identificar M; y M, por
minimos cuadrados matriciales:
Yik—hy  Yk—ha+1
Yk Ye+1 - : : Uk Ukt
Yk+1 Yk4-2

Uk+1 Uk+2
Yk Yk+1 + +
~ M + M, ) )
uk*h3 uk*h3+1
Yk4h  Ykdh+1 .- : : Ukyhy  Ukth41
Yeut [(h141)x 0] Uk-1 Uk Uit [(h141)x 0]
w,

past [(hp+h3+1) X v]

Was
Yeur = (My M) - ( U,; :)

*si M tiene rango n, n < (ho + h3 + 1), el SVD de M; nos permitird establecer un predictor con

[ 8] menos V%N"é!?;!es Detalles El@@&'%ﬂ@ﬁgt Politecnica de Valencia
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Algoritmo subespacio

|dentificacién subespacio

[1.] Normalizacién y preblanqueado: Dividir el pasado en componentes
“independientes” no correlados

@ para que “tener” o “no tener” unos no influya en la mejor prediccién
dados los otros*, que serd usado en la estimacidn del orden del sistema
o para obtener “el mejor modelo de un orden prefijado”).

thite _ Y f W
past — Whast past

*Dada una matriz £ > 0, entenderemos (VE)" = V - pinv(v/D) - V7, siendo I diagonalizada como £ = VDV, y pinv(+/D) la inversa de la
raiz cuadrada de los elementos diagonales, o cero en los elementos diagonales de D que sean cero.

*detalles en regresién PLS, http://personales.upv.es/asala/videos/pcareg.html

A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Algoritmo subespacio

|dentificacién subespacio (cont.)

[2.] Identificamos M; y M, por minimos cuadrados matriciales a partir de
series de datos experimentales entrada-salida (ARX multivariable), después de
preblanqueado de la matriz verde (paso 1):
Yk—hy  Yk—hy+1
Yk Ye+1 - : : Uk Ukt1
Yk.-i-l }/k.+2 ~ M, Vi )/ B M, Uk.+1 Uk.+2
Uk—hy Uk—hs+1

Yk+h  Yktm41 .- : : Uk+hy  Uk+h+1

Ug_1 Uk

Yeut [(h1+1)x ] Ut [(h141)x 0]

white
Wpast [(hp+h3+1)x V]

thite
Yar: ~ (Ml Mg) . ( l[jJast ) , M es [(h]. I 1) X (hg + h3 + 1)]

ut

[10] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Algoritmo subespacio

|dentificacion subespacio: seleccién de orden

[3.] Hacemos SVD de M; = USVT. Orden estimado n del sistema: nim.
de elementos de S “significativamente mas grandes que el resto” (no nulos, si
los datos fueran sin ruido, lo que nunca ocurre).

Yie = USVT WYhite & M, U,

past

S = [S(r1)xn 0]

*Estamos determinando cudntas combinaciones lineales de los elementos de vagggfe (incorrelados entre i)

tienen un efecto significativo para predecir Y.

[11] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Algoritmo subespacio

|dentificaciéon subespacio: generacién de estado

Continuamos de pag. anterior, por comodidad:
Yie = USVTWRE + My Upye

past

S~ [Sthy+1)xn 0]
[4.] Seleccionando las columnas de V' asociadas a los valores singulares “no
nulos”, \\//\/ = V/(:,1: n), tenemos las combinaciones de entradas y salidas

pasadas que influyen en el futuro: hemos encontrado estados de la
realizacion.

Yee = U SV W 4 My Upy

past

[12] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Algoritmo subespacio

|dentificaciéon subespacio: generacién de estado

Continuamos de pag. anterior, por comodidad:
Yie = USVTWRE + My Upye

past

S ~ [g(hﬁ»l)xn 0]
[4.] Seleccionando las columnas de V' asociadas a los valores singulares “no

nulos”, = V/(:,1: n), tenemos las combinaciones de entradas y salidas
pasadas que influyen en el futuro: hemos encontrado estados de la
realizacion.

qut =U 5 thite + M2 Ufut

past

Hacemos el cambio ¥V, = VXT Woast; Wi tiene n filas. Las columnas de W,
pueden asimilarse a los valores estimados Xk, Xk+1, - - -

qut =U 5 wx + M2 Ufut
~~

nxv

*Por “equilibrar’ numéricamente, el cambio en el ejemplo del video de Matlab serd W, = \/EVXT \/I/,:;)S'L‘e

[12] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Algoritmo subespacio

|dentificacion subespacio: Matrices A, B, C, D.

[5.] Las matrices del sistema se generan obteniendo A, B con minimos
cuadrados matriciales, siendo X la columna k de W, tamafon x 1, €n

()A<k+1 Riy2 ) ~A- ()A(k Ri+1 ) +B. (Uk Ukp1 - )
g b
% R i (R K
o e )= 80 07 )
g

obteniendo: [/A\ é] =W, - pinv(Z). Luego, resolviendo C, D de forma
analoga en:

A

(yk Yk+1 ) ~ C- ()?k )?k+1 ) —|—l§~ (Uk Uk )
[FIN DEL ALGORITMO]

[13] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Conclusiones/Discusién

brevedad).

*Existen variaciones en la literatura, con pesos Wi, W, en salidas y regresores (detalles omitidos por
[14]

Matlab System ID Toolbox: n4sid.
A. Sala

AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia



Introduccién a Identificacién de Sistemas Dindmicos: métodos subespacio

Algoritmo subespacio

|dentificacion del observador éptimo (Kalman Filter)

Como resultado adicional de gran interés, resolviendo por minimos
cuadrados matriciales:
(Ret1 Rurz o) Ak (R X1 .- )
+ Bkr - (uk Uyl .. ) +L- (J/k+1 Yk42 .. )
se obtienen directamente de datos las aproximaciones de las matrices del
filtro de

Kalman (observ. adelantado, d1qge ) cuyo valor exacto dado un modelo seria:
Riy1 = AR + Buk + L(yis1 — C(ARk + Buy)) = AkrX + Brru + Lyxia

siendo Axr = (I — LC)A, Bxr = (I — LC)B.

Se identifican directamente observadores. No necesario estimar matrices de varianza de ruido de
proceso/medlda Q, en . Los detalles tedricos de cémo se obtiene el observador dado un modelo aparecen en
la video-presentacién http://personales.upv.es/asala/videos/est2k.html.

[15] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Algoritmo subespacio

Ejemplo Matlab

A partir de datos entrada-salida, se identifican estados, representacién A, B,
C, D, y matrices del filtro de Kalman segtn el algoritmo presentado en:

personales.upv.es/asala/videos/subspml.html

[16] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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