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Presentacion

Motivacion:

La regresion lineal cldsica tiene una interpretacién estadistica (minimos
cuadrados <> minima varianza). Si la versién Kernel es una reformulacién
equivalente, también deberia tenerla.

Objetivos:

Comprender la interpretacién estadistica de la regresion regularizada
Kernel. Comprender la idea de interpolacion como realizaciéon de un
proceso estocastico multidimensional.

Contenidos:
Revisidn: kernel ridge regression y mejor prediccidn estadistica. Similitudes entre las
férmulas. Procesos gaussianos, formalismo y ecuacién de predicciéon. Conclusiones.
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Revision: Minimos cuadrados regularizados

Regresion contraida (Ridge Regression), version Kernel:
Consideramos predecir una variable y a partir de g caracteristicas
(regresores, ¢,.1(x)) con modelo ¥ = 0., - ¢q.1(x), con

Xoxn = [p(x) . ()], Yiunw =D .. ywl]

J(0) —C||9|!2+Z i = 00(x))* = cllf]* + (Y = 0X) - (y — 6X)"

Su sol. éptima coincide, cambiando wi . - XT =0, Ky.y = XX
(simétrica), con la de:
J(w) = c(wKw") + (Yin — winKnun) - (Y — wK)T
=YY" - YKwT —wKYT + w(K?+ cK)w'
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Revision: Parametro w 6ptimo

Del mismo modo que en el caso de los minimos cuadrados “cldsicos”

(solucién via matriz pseudoinversa), €l coste es cuadratico en w. Con lo que:

W1><N* = Y- (K/\/x/\/ +cC- //\/x/v)—1

En el caso de miltiples variables a predecir,

me/v>‘< =Y. (Klvx/v +cC- /NXN)_l

[4]
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Revision: construccion del aproximador

Si no se dispone de las funciones ¢(x) € RY cuyos productos escalares
generan el Kernel, pero se dispone de una funcién generadora (x, z),
Kij = k(xi, xj), que abreviamos con K = (X, X), el modelo de regresién
ante un nuevo x genérico se reconstruye:

y(x) = w'k(X, x)

donde x(X, x) € RV*! tiene el elemento i dado por (x;, x).
Ello resulta en un modelo “interpolativo”:

}/}(X)mxl - vaxN : (K(X,X) + CI)N><N_1 : ’%(Xax)/\lxl

[5]
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Interpretacion estadistica: preliminares

La mejor prediccién lineal (minima vza.) de unos datos de media cero “a,,.," a partir
de otros “b,.,", es 5 Zab,mwzb,rxﬁl by
y, si son vectores fila 3,,,, a partir de b,.,:

31><m = Bl><r : Zb.r><rilzba.r><m
Si se afiade un ruido de medida en la informacion b, byeise = b + v,
entonces, la matriz VC de (a, byoise) €s:

za Zab
Ypa Lpt+V
siendo V la vza de v. mejor predicién de aix, dado bejse:
a= bnoise * (Zb + V)_lzba

[ 6]
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Hagamos la conexidn conceptual

3 = bpoise * (Zb + V)_lzba _S;(X)mxl =Y, (H(XaX) + CI)/V//V_l : K/(va)N\l

Se puede hacer una analogia si:

e K = r(X, X) lo identificamos como “¥,", la matriz de
varianzas-covarianzas entre los datos “limpios”.

@ c -/ lo interpretamos como vza. ruido de medida V' que contamina
las muestras de la variable disponible para la prediccién, Y.

@ (X, x) lo interpretamos como la matriz de covarianza entre la
variable a predecir y las variables medidas.

jEureka!l: se puede interpretar como prediccion estadistica.
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Procesos estocdsticos multidimensionales
Consideremos que queremos estimar un modelo y = f(x) con x € R".

Concibamos funcién f como un conjunto infinito de variables
aleatorias f(x) ~ N(0,X).

Suponemos una cierta “suavidad” de la funcidén: en términos estadisticos,
que la correlacién estadistica entre dos de esas variables depende de la
distancia entre sus x asociadas.

*Analogia “temporal” (ruido coloreado): correlacién entre x(t) y x(t + 7) mayor
cuanto mas pequeiio sea 7. Funcién de autocorrelaciéon — > Power spectral density,

salida de una cierta FdT ante ruido blanco, etc.

» Generalizamos un proceso estocastico “temporal” (infinitas vbles.
aleatorias asociadas cada una a un instante de tiempo) a mas dimensiones

(infinitas vbles. aleatorias asociadas, cada una, a un elemento x de R").
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Funcidon de covarianza

Supongamos que tenemos un proceso (colec. oo vbles. aleat.) sobre
x € R™

@ Modelo estadistico: Supongamos que cov(f(x), f(z)) = k(x, z),
siendo x : R” x R" — R una funcién conocida.
Obviamente, la varianza de x seria k(x, x) y la correlacién entre f(x) y f(z) serd

K(x,z)

Pf(x),f(z) =

K(x,x)k(z,2)

@ Observaciones: Supongamos que disponemos de medidas con ruido
del valor de la funcién en un conjunto de puntos y; = f(x;) + w;,
i =1,...N. El ruido de medida es no correlado entre diferentes x,

tiene varianza ¢ en cada punto (“ruido blanco” i.i.d.).

[9]
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Ecuacion de prediccion
@ La matriz VC de la informacién disponible (y;) es
Tinto = K(X, X) + c- 1.
@ La matiz de covarianza entre los f(x;) y un cierto f(x) es r(X, x).
@ La mejor prediccidn lineal (minima vza.) de f(x) dado Y es:
Fx) =Y - (k(X,X)+c- 1) k(X, x)
© La varianza del error de prediccidn es:

E((f(x) — F(x)?) = r(x,x) — (X, x)T(k(X, X) + c- ) k(X x)

*Si el proceso es gaussiano (todas las vbles. distribucién normal), esa
férmula sirve para determinar intervalos de confianza.

[ 10]
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Relacién con filtrado en sistemas dinamicos

En el caso x € R el resultado es totalmente andlogo al caso de proceso
estocastico “temporal”.

@ Si la funcién k(x,y) depende de la distancia x(x,y) = &(||x — y|
seria el andlogo a la funcién de “autocovarianza” de un proceso
estocastico V, = E(x(t)x(t — 71)).

@ La transf. Fourier de K seria la power spectral density (PSD) del
proceso, su factorizacion espectral (= raiz cuadrada) seria la FdT que,
tras pasar un ruido blanco por ella, generaria dicha PSD.

),

Ejemplo: Kernel k(x,y) = e~ I*=¥Il se interpreta como R, = e~I"l, con PSD

WAL
generada por el paso de un ruido blanco por el filtro G(s) = SJ%l

[11]
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Conclusiones

@ Del mismo modo que la regresidn lineal clasica tiene una
interpretacion estadistica, también la tiene su version Kernel.

@ La interpretacion es como un conjunto infinito de variables aleatorias
f(x), proceso estocastico, de las que se dispone de un conjunto de
medidas con ruido en distintos puntos y de un modelo de la
covarianza o correlacién en funcién de la distancia... o cualquier
k(x, y) que se suponga que describe la funcién en la aplicacién.

@ Permite, suponiendo una estructura subyacente de tipo “Gaussian
Process”, estimar intervalos de confianza de las variables predichas.

[12]



