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Presentacion

Motivaciodn:

Existen problemas técnicos con “pocas’ muestras N de “muchos”
elementos g (aprender de 25 imagenes de 1Mpx, de 10 lotes de producto con 90
medidas/lote, etc.), que se abordan con métodos Kernel .

Objetivos:
Revisar “truco del Kernel” (cambio de vble), proponer cémo construir
dicho Kernel y comprender cémo deshacer el cambio.

Contenidos:
Planteamiento del problema. Truco Kernel. Funcién generadora (x, y).
Reconstruccién del aproximador original. Conclusiones.
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Revision: “truco”’ del Kernel

m@in J(Omxq) = m@in[c - traza(©@0 ") + L(Y — Oy X)] =
[©=wXT]

= min[c - traza(Wmx n X T Xw ) 4+ LY — Winxn - (X nxgXgxn)]

= min[c - traza(wKw ") + L(Y — wK)] = min J(Wmxn)

siendo K una matriz de productos escalares de las “features”:

oT(x)e(x1) T (x)olx) -+ ¢ (x)d(xw)
KN><N = XTX =
T (xn)o(x1) T (xn)d(x2) - & (xn)d(xw)

A la matriz K se le denomina Kernel matrix .
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Construccion del Kernel

» Si se conocen explicitamente las funciones del vector ¢, se evalta
“directamente”.

Por ejemplo: identidad (regresién lineal), monomios hasta un cierto
grado, valores de intensidad de pixels, entalpias, energias, etc...

» En la literatura, existen propuestas de Kernel que se construyen a partir
de funciones elementales x(x, y) sobre pares de datos, x : R” x R" — R,
para las que existe cierto ¢ implicito tal que k(x,y) = ¢ (x)d(y).

@ En ese caso, la matriz se construye a partir de los datos de
entrenamiento con Kj; = (X, X;).

[4]
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Ejemplo: Kernel lineal

Regresion Lineal: Consideremos ¢(x) = (}()

Kij :== ¢T(x)o(x;) = 1 + x." x; motiva proponer
R(x,y) =1+x"y

Operar con este Kernel es equivalente a hacer regresion lineal:
y=0¢ =10+ 01x.

*Obviamente, la formulacién “clasica” (sin “kernel trick”) es aconsejable si ¢ < N
(p.ej. x € R?, N =500),y la “Kernel” si g > N (p.ej. x € R, N =22).
[No olvidar regularizacién, claro]

[5]



Métodos Kernel: Construccién del kernel y del aproximador éptimo

Ejemplo: Kernel cuadratico

1;
V2
Cuadratico: Si x; = (Zﬁ) € R?, y ¢(x) = \/\?ai ... entonces
22
b2
K,j = ¢T(X,)¢()9) =1+42a1-a,+2by-by+2a1b;-arbr + af . a% + b% . b% =

(1 + ajar + b1b2)2 = (1 + (al bl) (Zz) )2 = (1 + XI-TXJ')z.

Esto motiva la propuesta en literatura de x(x,y) := (1 + x"y)2.

[6]
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e ——
Otros kernels

Kernel polinomial:
Si vector de regresores ¢(x) estd formado por todos los monomios de
. |
variables en x hasta grado d, que son g = (':!rj)' (muchos si ny d grandes),
se puede formular un problema equivalente de regresion con la matriz K

siendo Kjj = (1 + x; x;)9, esto es:
r(x,y) = (1 +xTy)!

Kernel “Radial Basis” (gaussiano):

lIx—yI?

Kxy)=e 5

Mas opciones: https://data-flair.training/blogs/svm-kernel-functions/ Y libros de machine
learning.
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Reconstruccion del modelo de regresion

Tras calcular éptimo (w*), el modelo original planteaba y(x) = © - ¢(x).

» Como ©* = w*X T, si se conoce explicitame el vector ¢, evaluado
sobre los datos de entrenamiento produce X = [¢(x1) ... o(xn)], y 0
puede ser calculado y usado.

» Si se ha usado un K de literatura sin formar ¢, esto es, con un x(x, y),
entonces puede operarse con w* directamente. En efecto,
P(x) = 0% ¢(x) = w*XTo(x) = w- K(X, x) siendo
o7 (x1)p(x) K(x1, X)
. T /
o (x2)0(x K(X2, X
Koty | 070200 | _ [ )

OT(X/\-/)(,)(X) H(X/;/, X)

[8]
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Conclusiones

@ En problemas con mas regresores g que muestras de entrenamiento
N, conviene usar métodos Kernel.

@ Pueden construirse matrices Kernel a partir de caracteristicas
explicitamente disefiadas o a partir de propuestas x(x, y) en
literatura, evaluadas sobre las N2 parejas (x, y) de datos de
entrenamiento.

@ Una vez obtenido w*, de dimensidon N, no es necesario calcular el
pardmetro original 6 de dimensién g: las mismas x(x, y) pueden ser

usadas para construir el modelo de aproximador.

[9]



