Ejemplos ec. medias, varianzas primer orden

© 2022, Antonio Sala Piqueras. Universitat Politecnica de Valéencia. Todos los derechos reservados.
Este codigo ejecuto correctamente en Matlab R2021b
*Presentaciones en video:

http://personales.upv.es/asala/YT/V/edoslinloa.html , http://personales.upv.es/asala/YT/V/
edoslinlob.html .

Obijetivo: Entre los multiples procesos estocasticos en tiempo continuo, el mas sencillo seria un
proceso de primer orden.

Este material discute las propiedades estadisticas de dicho proceso estocastico.

También, su uso para predecir los valores del mismo si se dispone de UNA medida en cierto instante.
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Modelo del proceso

Ec. de estado x = Ax + B,,w, entendida como un proceso (It6):
dx = Ax - dt + B,,dW , E[dWdWT] =T - dt

ejemplo=3;
switch ejemplo

case 1

A=-1; Bw=1l; %Estable
case 2

A=1; Bw=1l; S%Inestable
case 3

A=0; Bw=1l; %Wiener puro
end
sys=ss(A,Bw,1,0);
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Ecuacion de medias
La solucion de la ecuacion de medias es:

x(1) = e - x(0)

de modo que si empezamos tirando cond.inicial con dado de media cero 0, entonces x(¢) = 0 para

todo Z Eso supondremos, por lo que no la usamos mas.
De todos modos, la exponencial de A aparecera, en las varianzas y covarianzas.

syms t real
Ad=expm (A*t)

Ad = 1

Ecuacion de varianzas
En cuanto a la ecuacién de varianzas:

%zAP+PAT+W

t
P(t) = eA[P(O)eAT[ + / AW T dr
0

si suponemos que empezamos en P(0) = 0, sélo necesitamos el segundo término

P() = f(; AWl T dr

W=Bw*Bw';
syms tau real
P(t)=int (expm (A*tau) *W*expm (A'*tau),0,t) %matriz VC

P(t) = ¢
La desv. tipica empezando en "cero" sera:

if ejemplo==2
rrgg=[0 1.5];
else
rrgg=[0 4];
end
fplot (sqrt (P), rrgg, LineWidth=3),
grid on, title("Desv. tipica"),xlabel ("Tiempo")
hold off



Desv. tipica
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Discretizacion
Si queremos discretizar a, por ejemplo T_s=0.2 segundos, entonces tendremos ecuacion de medias
dada por

Xyt = Ag % Xy

ecuacion de varianzas
Pk+1=z4d*1%%<A§4-“Q
con

Ts=0.2;
A discreta=expm (A*Ts)

A discreta =1
W discreto=eval (P (Ts))
W discreto = 0.2000

Si quisiéramos simular realizaciones individuales (esto realmente no es muy comdn ni necesario en
"estimacion” o "control" mas que para comprobar resultados, la realizacion individual ya la hara la
"naturaleza" al hacer experimentos practicos), entonces deberiamos tirar un dado multiplicando a
randn () por:



Bw discreto=sgrtm(W discreto)
Bw discreto = 0.4472

Obviamente, si Ty — 0 entonces eso se parece a

sgrt (Ts)

ans = 0.4472

o : X _ = : .
*Si hubiera entrada manipulada con retenedor ZOH, entonces % = Ax + B,u se discretizaria con la

misma A_discreta, pero con B_discreto dado por:

Bu=1;
XI=expm ([A Bu;0 0]*Ts);
Bu discreto=XI (1, 2)

Bu discreto = 0.2000

Régimen estacionario
La varianza en régimen estacionario sera el limite cuando integramos hasta infinito

P estac=eval (limit (P, inf))

P estac = Inf

Podemos calcular el valor final de % = AP + PAT + W resolviendo 0 = AP + PAT + W, sin

integrar, en el caso ESTABLE (en inestable da "negativo", es un equilibrio de la ec. de varianzas
correcto, pero sin significado fisico; es el analogo en estadistica al "G(0) es el valor final ante escalon

unitario de un sistema estable, pero no si es inestable"):

if ejemplo~=3
lyap (A,Bw*Bw') %$sdélo hay solucidén si A no es cero.

end

Y esta varianza es lo que se denomina gramiano de controlabilidad (en caso estable):

if (isstable (sys))

gram(sys, 'c') %$s6lo funciona si sys.B es la Bw asociada al ruido

end

La desv. tipica de las realizaciones del proceso una vez ha transcurrido mucho tiempo es la raiz de la

varianza estacionaria:



dt stac=sqrt (P _estac)
dt stac = Inf
Eso es lo que la "norma 2" de un sistema produce:

norm(sys,2) %sélo funciona si C=I. En multivariable, norma2 es sqrt(trace (P _estac)), s:

Warning: The H2 norm is infinite because the system is unstable.
ans = Inf

En un sistema fisico ESTABLE que lleve mucho tiempo conectado, el régimen estacionario seréa lo
dnico que veamos.

Autocovarianza y prediccion en diferentes instantes de tiempo
Para predecir (interpolar, extrapolar) en diferentes instantes de tiempo, necesitamos la
autocovarianza.

La autocovarianza vendra dada por
E[x(t + 7)x(?)] = e**P(¢), 7 >= 0 requerido por causalidad.

syms tau real
S(t,tau)=simplify(expm(A*tau) *P(t)) S%Srespetemos causalidad: tau>0

S(t, tau) = ¢

La autocovarianza cuando el proceso esta en régimen estacionario, sera:
cov_stac(tau)=S (inf, tau) $respetemos causalidad: tau>0
cov_stac(tau) = oo

Solo depende de la diferencia de tiempos, como estipula la teoria.

e Como ejemplo de su uso, la mejor prediccidon de x(t,) dado xi(tyedida) 12 > tmedida SEra la

extrapolacion que en media multiplica la medida de x(¢) por:

syms t2 tmed real
PredMedFut (tmed, t2) =S (tmed, t2-tmed) /P (tmed)

PredMedFut (tmed, t2) = 1

Cuya varianza a posteriori sera:



Pred VCfutur (tmed, t2)=simplify( P(t2)-S(tmed, t2-tmed) /P (tmed) *S (tmed, t2-tmed) ,50)
Pred VCfutur (tmed, t2) = f, —tmed
y desv. tipica (int. confianza):

DT extrap (tmed, t2)=sqgrt (Pred VCfutur (tmed, t2));
if ejemplo==
tmedida=1.5; %si no, es muy inestable
taumax=2; %para la grafica
else
tmedida=7;
taumax=4;
end
medida=1.0; %probar 1 y 2.2 en el inestable

fplot (@ (t2x) PredMedFut (tmedida, t2x) *medida, tmedida+[0 taumax],LineWidth=4), grid on
hold on

fplot (@ (t2) PredMedFut (tmedida, t2) *medida+2*DT extrap (tmedida,t2),tmedida+[0 taumax], '-
fplot (@ (t2) PredMedFut (tmedida,t2)*medida-2*DT extrap (tmedida,t2),tmedida+[0 taumax],'-
plot (tmedida,medida, '*k',LineWidth=2,MarkerSize=10)

hold off

legend ("Media","int. Conf. 2\sigma","", "Medida",Location="best")

title ("Prediccidédn a futuro")

yline (0)

drawnow

Si en el instante t,,.q4i4, Ya €Stuviéramos en régimen estacionario, entonces:
S(inf, tau) /P (inf) %prediccidén futura en media, esto se multiplicaria por la medida

ans = NaN

P(inf)-S(inf, tau) "2/P(inf) %varianza a posteriori

ans = NaN

hold on



Prediccion a futuro
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e También podemos "interpolar” en tiempos anteriores.
syms tl real

En media, la prediccion estimada sera la medida multiplicada por esta ganancia:

PredMM (tl, tmed)=simplify (S (tl,tmed-tl) /P (tmed)) %$Importante: causalidad, S (antes,diftice

PredMM (tl, tmed) =

4
tmed

El intervalo de confianza lo dara la raiz de la varianza a posteriori. La varianza es;

Vzpostxl (tl, tmed)=simplify (P(tl)-S(tl, tmed-tl) /P (tmed)*S(tl, tmed-tl),50)

Vzpostxl (tl, tmed) =

h2

tmed

1 —
Dtpostxl (tl, tmed)=simplify (sqrt (Vzpostxl));

Dibujemos la interpolacién estadistica:



fplot (@ (tl) PredMM(tl,tmedida) *medida, [0 tmedida],LineWidth=4), grid on, hold on

(
fplot (@(tl) PredMM(tl,tmedida) *medida+2*Dtpostxl (tl,tmedida), [0 tmedida], '-.',LineWidt!
fplot (@ (tl) PredMM(tl,tmedida) *medida-2*Dtpostxl (tl,tmedida), [0 tmedida], '-.',LineWidt!?
plot (tmedida,medida, '*k',LineWidth=2,MarkerSize=10)
hold off

legend ("Media","int. Conf. 2\sigma","", "Medida",Location="best")
title ("Prediccidén a pasado y futuro")

. Prediccion a pasado y futuro
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