Modelado de un movil (Montafia Rusa) sobre curva paramétrica

© 2021, Antonio Sala Piqueras, Universitat Politecnica de Valéencia. Todos los derechos reservados.
Presentacion en video: http://personales.upv.es/asala/YT/V/rollerco.html
Este cddigo funciond sin errores en Matlab R2021a

Obijetivo: modelar una "montafia rusa”, por varios métodos (Newton, Euler-Lagrange).
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b=0.0258; %coeficiente de friccidn
M=1;9=9.8;

xg= @(g) sin(qg)+0.5*qg;

yg= @(g) 1-sin(l1.5*qg)+0.025*xg(q)
qr=-8:0.005:7.5;

plot (xg(gr),yg(gr)), axis equal, grid on

’ ”l’/i“ m /,f’:
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Cinematica

syms g v.g a g real
x=xq(q); y=simplify(yq(q));

r=[x;vy]
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sprueba:
veloc=drdg*v g

veloc =
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acel=simplify(jacobian(veloc, [qg v.g])*[ v_g; a gl)
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Calculemos el angulo de la trayectoria con la horizontal

coseno=simplify (drdg(l) /sqgrt (drdg(l)*2+drdg(2)"2))

coseno =
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seno=simplify (drdg(2) /sqgrt (drdg (1) *2+drdg(2)"2))

cce =
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Las férmulas elegidas daran un angulo de la curva "en la direccion en la que crece g@". Por lo tanto,
el vector "tangente” no coincidira con el vector 7 en Frenet-Serret cuando el mévil se desplace "hacia

atras" con v, < 0.

Dinamica (Newton, balance de fuerzas)



F friccion vect=-b*veloc %ya es tangencial, porque la velocidad es tangente a la trayec

F friccion vect =
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Balance de fuerzas horizontal y vertical

syms R real %reaccidn
ecs=[ M*acel (1)==-R*seno+F friccion vect(l); %horizontal x
M*acel (2) ==-M*g+R*coseno+F friccion vect(2)]; %vertical y

Aunque el seno y coseno siempre son de un angulo apuntando hacia adelante, si es el otro con la
misma pendiente (hacia atras), el signo de tanto el seno como el coseno cambian... esto se absorbera

en un cambio de signo en R, con lo que el desarrollo esta correcto aunque el mévil se mueva "hacia
atras".

sol=solve(ecs,a q,R);
a _gNewton=simplify(sol.a g,150)

a gNewton =
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sR=simplify(sol.R,150)

sR =
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R vect=simplify (sR*[-seno;coseno], 50)
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Euler-Lagrange 2nd kind
El sistema se mueve en (x(q),y(q)) , tiene 1GL.

Euler-Lagrange 1st kind: No se puede aplicar, porque no tenemos una expresion y(x, y) = 0 para la

ligadura cinemaética.

T=simplify (0.5*M* (veloc (1) "2+veloc (2)"2))

T =
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V=M*g*r (2)
vV =
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L=T-V; %Lagrangiano
Momentum (cantidad de movimiento) generalizado:
p=diff (L, v _q);

La ecuacion Euler-Lagrange es:

d (oL _oL_dp_oL_,,
dr\ov,) dq dt 9dq
siendo Qla fuerza generalizada dada por el trabajo de las fuerzas externas cuando se desplace

virtualmente d¢, esto es con un desplazamiento 6x = g—;éq, oy = 3—;&1

Ql=simplify(F friccion vect(l)*diff(x)+F friccion vect (2)*diff (y),50)

QL =
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El Qcon la férmula de Rayleigh también es correcto:

Q=-diff (0.5*b* (veloc'*veloc),v g) %Rayleigh dissipation function

Q:
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Pasemos a las ecuaciones del movimiento Euler-Lagrange propiamente dichas:

derivada de p=simplify(jacobian(p,[qg v qgl)*[ v_qg; a g])

derivada de p =
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acelqg EulerLagrange=simplify (solve(derivada de p-diff (L,q)==Q, a g),550)
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Simulacion temporal
El Euler-Lagrange (en posicion y velocidad horizontal):

opts=odeset ('AbsTol',le-6, 'RelTol',1le-5);
d2gdtEL=matlabFunction (acelq EulerlLagrange, 'Vars',6 {q,v_q});

Tfin=20;

Xinicial=[-5.5;2.15];

[TiemposEL, EstadosEL]=0de45 (@ (t,estado) [estado(2);d2gdtEL(estado(l),estado(2)) ]
plot (TiemposEL, EstadosEL(:,:)), grid on, legend("g(t)", "v _g(t)")

xlabel ("Tiempo (s)")

%$S1 queremos simular las ecuaciones de Newton... da exactamente lo mismo,
sclaro.

d2gdtNewton=matlabFunction (a gNewton)

, [0 T



d2gdtNewton =
@(gq,v_qg)-(v_q.*4.13058e+l-cos(q.* (3.0./2.0)).%9.408e+4+cos (q) .*1.568e+3-v_g.*cos(q.* (3.0./2.0)) .%(7.74

[TiemposN, EstadosN]=o0de45 (@ (t,estado) [estado(2);d2gdtNewton (estado(l),estado(2))]1 , [0
hold on, plot (TiemposN,EstadosN(:,1)), grid on, hold off
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Tfin=TiemposEL(end);

dT_anim= ;

T anim=0:dT _anim:Tfin;

Posiciong=EstadosEL(:,1); mQ=min(Posicionq); MQ=max(Posicionq);
PosiciongAnim=interpl(TiemposEL,Posicionq,T anim);
VgAnim=interpl(TiemposEL,EstadosEL(:,2),T anim);
Nmuestras=Llength(T anim);

MFx=matlabFunction(x); MFy=matlabFunction(y);
YAnim=yq(PosiciongAnim); XAnim=xq(PosiciongAnim);
RV=matlabFunction(R vect);

RRR=RV (PosiciongAnim,VgAnim);

Lineag=(mQ-.5): 1 (MQ+.3);

LineaY=yq(Lineaq) ;MY=max (LineaY);

LineaX=xqg(Lineaq) ;

figure(2)

for k=1:Nmuestras
plot(LineaX,LineaY, 'LineWidth',2), hold on
plot(XAnim(k),YAnim(k),'or', 'MarkerSize', 10, 'LineWidth',5)

line([0 RRR(1,k)1/60+XAnim(k),[0,RRR(2,k)]1/60+YAnim(k), 'LineWidth',3, 'Color', [
1, 'Marker', '0")
line([ 1/60+XAnim(k), [0, -M*g]/60+YAnim(k), 'LineWidth',2)

hold off

grid on, axis equal
drawnow

pause( )

end



