LINEALIZACION de modelo de movimiento transversal de un tiovivo

© 2022, Antonio Sala Piqueras, Universitat Politecnica de Valéencia. Todos los derechos reservados.
Este codigo funciono con Matlab R2022b

Presentaciones en video:

http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl1l.html

http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl2.html

Objetivos: Comprender el modelado fisico de un tiovivo como la fotografia (sélo la oscilacion "lateral”
del columpio), y su simulacion. Linealizar el mismo y comparar la solucién original con la linealizada.

*Image from jana_IsbO at Pixabay
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e Pardmetros constantes:

syms M L g R 0 real $letras para las ecuaciones "bonitas"
Mnominal=20; Lnominal=4; R Onominal=3; %valores nominales para calculos numéricos

e Entrada:

syms omega 0 real %velocidad angular tiovivo
omega Onominal=pi/4; %valor nominal de disefio (para equilibrio, linealizacién, etcl)

e Otras variables en las ecuaciones del sistema:

syms theta real %angulo plano vertical

syms T real %tensidédn cuerda

syms R real %distancia al eje del tiovivo

syms omega 1 real %velocidad angular plano vertical

syms dthetadt domegaldt real %derivadas de los estados (se deben despejar en forma| norr
syms Qres real %par resultante

ModeloNoNormalizado = [dthetadt == omega 1; ... %dinamica velocidad ang.
M*L"2*domegaldt == Qres; ... %dindmica aceleracidén ang.
Qres== -M*g*L*sin(theta) + omega 0"2*R*L*cos (theta)*M-128*omega 1;
R == R O+L*sin(theta)]; %geometria

Sustituyamos las constantes de buenas a primeras, por no manejar tanta "letra". Resulta:

ModelNoNormalizSustituido=subs (ModeloNoNormalizado, {R 0,L,M,g}, {R Onominal, Lnominal, Mnc

ModelNoNormalizSustituido =
dthetadt = w,
320 domegaldt = Qres
Qres = 80 R cos(0) wo> — 128 w; — 784 sin(0)
R =4sin(9) + 3

Tenemos 4 ecuaciones y 4 sefiales "incognitas": 9(t), R(t), wi(t), Q,.s(t). Modelo algebraico-

diferencial completo.



Punto de funcionamiento (equilibrio)
Si la velocidad de giro del tiovivo (entrada) esta en el valor nominal, podemos escribir

ModelEg=subs (ModelNoNormalizSustituido, {dthetadt,domegaldt,omega 0}, {0,0,omega Onomir

ModelEq =
0=w
0 = Qres
Qres = 5 R z% cos(9) — 784 sin(9) — 128 w,
R =45sin(@) + 3

PtoFuncionamientoNominal=vpasolve (ModelEq)

PtoFuncionamientoNominal =
Qres: 0
R: 3.9696505457301606476104198911203
omega 1: O
theta: 0.24485189138436267811938653070954
Con lo que cuando la velocidad de entrada sea "parecida" al nominal, pues theta sera parecido a lo de

arriba. Lo gastaremos, pues, como "punto de tangencia" para linealizaciones.

*Nota: La solucion del problema no es Unica (hay un equilibrio "inestable" tipo "motociclista en curva"
si el columpio se sujetase con una barra a compresién), pero como la obtenida arriba si tiene sentido
fisico para nuestro problema, no modificamos el cédigo que llama vpasolve.

Forma Normalizada (ec. de estado) del modelo no lineal

Si el modelo esta "completo”, podremos despejar todo en funcion de estados y entradas (y
constantes), en particular las derivadas:

sol=solve (ModelNoNormalizSustituido, {dthetadt, domegaldt,Qres,R});
Estado=[theta;omega 1]; %pos y vel angulares
dEstado dt= simplify([sol.dthetadt; sol.domegaldt],15)

dEstado dt =
w1
3w’ cos(@) 49sin() 2w 2 :
7 20 5 + wo” cos(@) sin(A)

Simulacion ode45 del modelo dindmico no lineal

dEstado num=matlabFunction (dEstado dt,Vars={Estado,omega 0}); S%$traducir a funcidn Matl:
Tiempofinal=80;

x0=[0;01;

u=@(t) min(0.1*t,omega Onominal)-0.03* (t>50); S%entrada
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opts=odeset ("RelTol",le-5,"AbsTol", 1e-5);

dEstado_paraode45=@ (t,VectorDeEstado) dEstado num(VectorDeEstado,u(t));
[Tiempos,Estados]=o0de45 (dEstado paraode45, [0 Tiempofinal],x0,opts);

plot (Tiempos, Estados, LineWidth=2), grid on,

yline (eval (PtoFuncionamientoNominal.theta), '-."',LineWidth=2), xline(50,":")

legend ("Posicion ang. \theta","Velocidad ang. \omega 1","Pto. equilibrio nominal \thet:
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Linealizacion

Alternativa 1: forma original (no normalizada)

Se puede linealizar cualquier modelo, esté o no en forma "normalizada”... realmente se recomienda lo
segundo (son menos ecuaciones), pero a lo mejor un modelo no normalizado tiene mas ecuaciones
pero mas sencillas de comprender (y de linealizar). Vamos a hacerlo con el "no" normalizado, pues, al
menos esta vez.

Recordamos modelo y punto funcionamiento:

theta PF=eval (PtoFuncionamientoNominal.theta)
theta PF = 0.2449

R PF=eval (PtoFuncionamientoNominal.R)

R _PF = 3.9697

ModelNoNormalizSustituido

ModelNoNormalizSustituido =



dthetadt = @
320 domegaldt = Qres
Qres = 80 R cos(8) wo> — 128 wy — 784 sin(9)
R =4sin(@) + 3

La linealizacion, pues significa cambiar z = f(x), siendo Zcualquier expresién o término en el modelo

no lineal, por Az = % Ax (recta tangente en unidades "incrementales”, proporcionalidad en caso
lp-f.

X monovariable) o, si x es multivariable

Az = Zlg—)]; Ax; simbolizando plano o hiperplano tangente.
lp-f-

Si las ecuaciones ya eran lineales (como la primera y segunda), entonces se "copian” y punto
(eliminando constantes si hubiera).

Por ejemplo:

dA9 dO@—06pr) do
- =—=w;=w; —0=w — o pr=Aw

dt dt Cdt

Definimos variables incrementales:

syms theta inc omega linc Qres inc omega Oinc R inc d _thinc dt d omlinc dt real S%huevs

Aunque los comandos "diff" y "jacobian"” me ayudan con las derivadas, vamos primero a hacerlo "a
mano" para aprender (luego gastaremos eso):

ModeloNoNormalizadolLinealizado =

vpa( [ d thinc dt == omega linc; %ya era lineal, sdélo hay que cambiar el "cero" de
320*d _omlinc_dt == Qres inc; %idem de arriba
Qres inc == 80*cos (theta PF)*omega Onominal”2 *R inc+80*R PF* (-sin(theta PF)) *ome
R inc == 4*cos(theta PF) *theta inc 1,8)

ModeloNoNormalizadoLinealizado =
dihinc.dt = D1inc
320.0 domtinc.ae = Qresine
Qresine = 47.87613 Rine + 483.96219 wpine — 128.0 w1inc — 808.1031 Oy
Rine = 3.880693 0

Con lo que podemos pasarlo a representaciéon normalizada:

solLin=solve (ModeloNoNormalizadoLinealizado, {d thinc dt,d omlinc dt,Qres inc,R inc});
EcEstadolLinealizado=vpa([solLin.d thinc dt;solLin.d omlinc dt], 6)

EcEstadolLinealizado =



@ linc
1.51238 woine — 0.4 w1inc — 1.94472 Oic
Para simularlo el modelo linealizado, pasamos a "numérico" y usamos ode 45, como con el no lineal:
EcEstadolLinealizadoNum=matlabFunction (EcEstadolLinealizado,Vars={[theta inc;omega linc],
uinc=@(t) -0.03; %$entrada INCREMENTAL

[TiemposLin,EstadosLin]=o0ded45 (@ (t,x) EcEstadolLinealizadoNum (x,uinc(t)), [0 30],[0;0], opt
plot (TiemposLin,EstadosLin(:,1),Color=[0.7 0.05 0.35],LineWidth=2), grid on, title|("Sal
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Vamos a superponerlo con el "no lineal”
il=find (Tiempos>=50,1)
il = 280

plot (Tiempos (il:end) ,Estados(il:end,1l),LineWidth=2), grid on, title("salida modelo NO



Osgéida modelo NO lineal (coords. absolutas)
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plot (Tiempos (il:end)-Tiempos (il),Estados(il:end, 1) -theta PF,LineWidth=2), grid on 3caml
title("Salida exacta (trasladando el cero: unidades incrementales)")

a exagta (trasladando el cero: unidades increme
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La grafica realmente es "la misma": sélo han cambiado las etiquetas de los ejes.

Para comparar ambos modelos, superponemos y todo se ve mas claro:

plot (Tiempos (il:end)-Tiempos (il),Estados(il:end, 1) -theta PF,LineWidth=2), grid on 3caml

hold on

plot (TiemposLin,EstadosLin(:,1),Color=[0.7 0.05 0.35],LineWidth=2) $%$superponemos lineal

hold off,

legend ("No lineal","linealizado"),

title ("Salida

(incremental sobre p.f.)")
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Alternativa 2: Linealizacion del modelo no-lineal en representacion como ec. de estado normalizada

El resultado final seria el mismo si hubiésemos partido de la forma normalizada, que posiblemente
sea recomendable: al haber eliminado variables habrd menos "letras" de las que hacer derivadas
parciales.

theta PF

theta PF = 0.2449

dEstado_dt
dEstado dt =
w1
3w’ cos(@) 49sin() 2w 2 :
1 20 5 + wo” cos(@) sin(A)

Haciendo "manualmente” derivadas, hay que derivar respecto a wg Yy respecto a 4... respecto a w;
todo sale ya lineal, por lo que la linealizacion es "inmediata”.
SegundaEcLin= 6/4*omega_0nominal*cos(theta_PF)*omega_Oinc+3/4*omega_0nominalA2*(—sin(tk
-49/20*cos (theta PF)*theta inc -2/5*omega linc +2*omega Onominal*cos (theta PF) *s:

+omega Onominal”2* (-sin (theta PF)"2+cos (theta PF)"2)*theta inc;
vpa (SegundakcLin, 6)

ans = 1.51238 woinc — 0.4 ®1inc — 1.94472 ;¢

dEstado dt linealizado = vpa([omega linc; SegundaEcLin], 6)

dEstado dt linealizado =



W 1inc
<151238ammc—(l4anmc—-L944729mc>

Para hacer un monton de derivadas parciales tenemos "jacobian™:

A=eval (subs (jacobian (dEstado dt,Estado), {theta,omega 0}, {theta PF,omega Onominal}))

A =
0 1.0000
-1.9447 -0.4000

B=eval (subs (jacobian (dEstado_dt,omega 0), {theta,omega 0}, {theta PF,omega Onominal}))

B =
0
1.5124

Introduccion del modelo linealizado en el "control systems toolbox™

Usualmente la respuesta ante entradas sencillas (escalon) y las propiedades de la respuesta
(amplitud, frecuencia, duracion de oscilaciones) en el modelo linealizado pueden calcularse
"analiticamente” con férmulas de teoria de EDO lineales, en vez de con simulacion ode45... de

hecho, esa es la justificacion mas importante de la utilidad de la linealizacion, porque para simular con

ode45 ya tendriamos el no lineal, je.

La forma normalizada de sistemas lineales en tiempo continuo es:

dx
dt—Ax+Bu
y=Cx+ Du

formando las matrices A, B, C, D con los coeficientes que multiplican a las distintas variables...

A=eval (jacobian (EcEstadolLinealizado, [theta inc,omega linc]))

A =
0 1.0000
-1.9447 -0.4000

B=eval (jacobian (EcEstadolLinealizado, omega 0inc))
B =
0

1.5124

C=[1 0]; D=0; %sbélo me interesa posicidén en mi aplicacidn
syslin=ss (A,B,C,D);

step(syslin*-0.03), grid on %debe coincidir (tolerancias aparte)

con la salida de

oded!
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bodemag (syslin), grid on $%respuesta ante senoides (amplitud, escala logaritmica)
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Comentarios finales: ¢linealizacion por cambio de variable (inversion de
no-linealidad)?

En el codigo de arriba se ha seguido, "sin hacerse preguntas filosoéficas”, la metodologia estandar de
linealizacion.

Pero, dado que la entrada siempre sale como w(z), podriamos haber pensado en hacer un cambio de

variable y haber llamado u := a)(z), teniendo un modelo:

syms u real
Modelo2=subs (dEstado dt,omega 072, u)
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Modelo2 =
w1

3ucos(@) 49sin(@) 2w

) 0 5 + u cos(0) sin(@)

Obviamente, seguiria siendo no lineal por los senos y cosenos de @ y por el producto «cos(f), pero
al menos una causa de error (cambiar parabola por recta) la habriamos eliminado.

Es una opcion RECOMENDADA, pues, seguir este camino, en muchos casos.

*El probema es que en aplicaciones de control o filtrado podrian ser necesarios bloques que
hicieran cuadrados o raices cuadradas; por ejemplo, si para posicionar en cierto "angulo deseado"

calculamos que se necesita u = 2, ello implica wo = \/5

Esto no es problema si es implementado tecnoldégicamente como "control por computador” o
"procesado digital de sefial", pero podria serlo si la lI6gica debe ser realizada con "electrénica
analdgica" o "electromecéanica".
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