Modelado, linealizacion y simulacion comparativa linealizado/no-
lineal de modelos de movimiento transversal de un tiovivo (“al
grano")

© 2022, Antonio Sala Piqueras, Universitat Politecnica de Valencia. Todos los derechos reservados.

Este codigo funcion6 con Matlab R2022b (Linux)

Presentaciones en video:

http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl3.html
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl4.html
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl5.html

Objetivos: Comprender el modelado fisico de un tiovivo (solo la oscilacion "lateral” del columpio), y
su simulacion. Linealizar el mismo y comparar la solucién original con la linealizada. Aqui vamos a ir
"al grano", con el minimo cédigo necesario. En otros videos se comparaban muchas opciones, pero lo
gue hay que intentar hacer "cuando ya se ha entendido todo" es lo de este ejemplo.

*Image from jana_Isb0 at Pixabay

Tabla de Contenidos

AV oTe =1 (oo [Tq =T o Tl o JU PO PRPP PP
Simulacién ode45 del modelo diNAmMICO NO INEAL.........ccciiiiiiiiiiiie e
LINEAIIZACION (SIN FOUEOS). .. ueetiiieietiiieie e ettt e ettt e e e e e e bbbt e e e e e s s s abb bt e e e e e s s aanbbeeeeaeesaaabbbeeeeaeseaannnneeaeans
Punto de funcionamiento (EQUINIDIIO)..........oi i e e
Calculo de derivadas ParCIales. .........cuu i i iiiieiie i e e e s s e e e e e s s rbbree e e e e e e s sarbeeeeas
Introduccion del modelo linealizado en el "control systems tO0IDOX"..........cccvveeeiiiiiiiiiiiee e


http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl3.html
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl4.html
http://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovl5.html
https://pixabay.com/es/users/jana_lsb0-795523/?utm_source=link-attribution&amp;utm_medium=referral&amp;utm_campaign=image&amp;utm_content=646868
https://pixabay.com/es//?utm_source=link-attribution&amp;utm_medium=referral&amp;utm_campaign=image&amp;utm_content=646868

Simulacion del MOAEIO HNEAIZAUO. .......cuee et eeaees 5

Simulacion comparada linealizado/No lINEAL.............oeeuiiiiiiiii e 6
Comparacion "A": en unidades INCreMENTAIES. .........uuuuuuiiiiiie e e e e e 6
Comparacion "B": en unidades abSOIULAS..........ccoiuuiiiiiiiiiini e 7

Comentarios finales: ¢ linealizacion por cambio de variable (inversion de no-linealidad)?...........ccccvueenn. 8

Modelo dinamico

e Parametros constantes:
M=20; L=4; R 0=3; g=9.8;
e Entrada:

syms omega 0 real %Svelocidad angular tiovivo
omega Onominal=pi/4; %valor nominal de disefio (para equilibrio, linealizacién, etcl)

e Otras variables en las ecuaciones del sistema:
syms theta omega 1 real

Escribamos el modelo (con friccion) con solo 2 sefiales... Si las manipulaciones algebraicas a hacer
con las ecuaciones son sencillas (sustituir unas cosas en otras), mejor las hacemos "a mano" y
menos codigo y mas directo todo.

Ecuacion de estado normalizada:

Podemos escribir, por tanto, directamente las ecuaciones de estado

dEstado dt = simplify( [ omega 1; ... %dinamica velocidad ang.
1/ (M*L"2)* (-M*g*L*sin (theta) + omega 072* (R 0+L*sin(theta)) *L*cos (theta) *M-128*omec

dEstado dt =



@1

cos(d) (4sin(d) +3)we”  2w1 49 sin(f)
4 5 20

Estado=[theta;omega 1]; %pos y vel angulares

Simulacion ode45 del modelo dinamico no lineal

dEstado num=matlabFunction (dEstado dt,Vars={Estado,omega 0}); Straducir a funcidn Matl:
Tiempofinal=80;
x0=[0;01;

u=@(t) min(0.1*t,omega Onominal)-0.03*(1-0.025*(£-50)) .*(£t>50); S%entrada

opts=odeset ("RelTol",le-5,"AbsTol",1e-5);

dEstado paraode45=@ (t,VectorDeEstado) dEstado num(VectorDeEstado,u(t));
[Tiempos,Estados]=o0de45 (dEstado paraoded5, [0 Tiempofinal],x0,opts):;

plot (Tiempos, Estados, LineWidth=2), grid on, hold on

plot (Tiempos, u(Tiempos')/5,'-."), hold off

legend ("Posicion ang. \theta","Velocidad ang. \omega 1","Vel. tiovivo \omega 0/5", Locat

0.3

Posicion ang. ¢
Velocidad ang. w1
Vel. tiovivo wo/5

Linealizacion (sin rodeos)

Punto de funcionamiento (equilibrio)
Si la velocidad de giro del tiovivo (entrada) esta en el valor nominal, podemos escribir

ModelEg=subs (dEstado dt, omega 0, omega Onominal) ;
PtoFuncionamientoNominal=vpasolve (ModelEgq==[0;0]) %derivadas a cero

PtoFuncionamientoNominal =
omega 1: 0
theta: 0.24485189138436267811938653070954



Con lo que cuando la velocidad de entrada sea "parecida" al nominal, pues theta ser& parecido a lo de
arriba. Lo gastaremos, pues, como "punto de tangencia" para linealizaciones.

*Nota: La solucién del problema no es Unica (hay un equilibrio "inestable" tipo "motociclista en curva"
si el columpio se sujetase con una barra a compresion).

PtoFuncionamientoNominalAlternativo=vpasolve (ModelEg==[0;0], [0 -pil])
PtoFuncionamientoNominalAlternativo =
omega 1: O
theta: -2.9915363396338665007836067793543
eval (PtoFuncionamientoNominalAlternativo.theta*180/pi)

ans = -171.4024

Seleccionamos el de "abajo" como punto de funcionamiento.

theta PF=eval (PtoFuncionamientoNominal.theta) ;

Calculo de derivadas parciales
En otros videos se detallaba "mucho” la linealizacidn, para aprender cémo hacerlo "a mano". Aqui
vamos, por la via rapida, a hacer las derivadas parciales con la Symbolic Toolbox.

derivsParcialsTMP=jacobian (dEstado dt, Estado); Srespecto a posicion y velocidad, matri

A=eval (subs (derivsParcialsTMP, {theta,omega 0}, {theta PF,omega Onominal})) S%derivs. pa
A =
0 1.0000
-1.9447 -0.4000

derivsParcialsTMP=jacobian (dEstado dt, omega 0); S%respecto a entrada, matriz derivadas
B=eval (subs (derivsParcialsTMP, {theta,omega 0}, {theta PF,omega Onominal})) %derivs. p:

dx _

dt

posicion y velocidad”, y siendo ¢/los "incrementos de velocidad del tiovivo u = wy — wo pF .

Con lo que el modelo linealizado es Ax + Bu, siendo x,x; el vector con los "incrementos de

Introduccion del modelo linealizado en el "control systems toolbox™

Usualmente la respuesta ante entradas sencillas (escalon) y las propiedades de la respuesta
(amplitud, frecuencia, duracion de oscilaciones) en el modelo linealizado pueden calcularse
"analiticamente” con férmulas de teoria de EDO lineales, en vez de con simulacion ode45... de



hecho, esa es la justificacion mas importante de la utilidad de la linealizacion, porque para simular con

ode45 ya tendriamos el no lineal, je.
La forma normalizada de sistemas lineales en tiempo continuo es:

dx
dt—Ax+Bu
y=Cx+ Du

formando las matrices A, B, C, D con los coeficientes que multiplican a las distintas variables...

C=[1 0]; D=0; %sb6lo me interesa posicidén en mi aplicacidn
syslin=ss (A,B,C,D);

claro, si no es| unit

Simulacion del modelo linealizado

grid on %escaldédn "unitario"... todo es proporcional,

step(syslin),
figure ()
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grid on %respuesta ante senoides (amplitud, escala logaritmica)

bodemag (syslin),
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Simulacion comparada linealizado/no lineal
Para simular el modelo linealizado, usamos ode45, como con el no lineal (hay una rutina "1sim"
especializada en simular sistemas lineales mas rapido que ode45, pero no vamos a entrar en ese
tema aqui, por brevedad):

EcEstadolLinealizadoNum=@ (x,u) A*x+B*u;

uinc=@ (t) u(t+50)-omega Onominal; %entrada INCREMENTAL

[TiemposLin,EstadosLin]=o0ded45 (@ (t,x) EcEstadolLinealizadoNum(x,uinc(t)), [0 30],[0;0], opt
plot (TiemposLin,EstadosLin(:,1),Color=[0.7 0.05 0.35],LineWidth=2), grid on, title|("Sal

Salida (increm.) modelo LINEALIZADO
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Comparacion "A": en unidades incrementales

Vamos a superponerlo con el "no lineal" en incrementales



il=find (Tiempos>=50,1) ;
plot (Tiempos (il:end)-Tiempos (il),Estados(il:end, 1) -theta PF,LineWidth=2), grid on zcamt
title ("Salida exacta modelo no lineal (trasladando el cero: unidades incrementales)")

Salida exacta modelo no lineal (trasladando el cero: unidades incr tales)
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Para comparar ambos modelos, superponemos y todo se ve mas claro:

plot (Tiempos (il:end)-Tiempos (il),Estados(il:end, 1) -theta PF,LineWidth=2), grid on 3cam!
hold on

plot (TiemposLin,EstadosLin(:,1),Color=[0.7 0.05 0.35],LineWidth=2) $%$superponemos lineal
hold off, legend("No lineal","linealizado"), title("Salida (incremental sobre p.f.)")
xlabel ("tiempo (s)"), ylabel ("posicidén angular (incremento sobre PF)")
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Comparacion "B": en unidades absolutas



Como alternativa, obviamente equivalente, seria trasladar la salida "incremental” del modelo
linealizado a unidades fisicas "absolutas" como las del modelo no lineal original y superponer
graficas:

plot (Tiempos, Estados(:,1),LineWidth=2), grid on, hold on %oded45 no lineal
plot (TiemposLin+50,EstadosLin(:,1)+theta PF,Color=[0.7 0.05 0.35],LineWidth=2), hold o:
xlabel ("tiempo (s)"),ylabel ("dngulo lateral (absoluto)")
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Al final es lo mismo, excepto el origen del sistema de referencia... Si nos interesan las "pequefias
vibraciones alrededor del equilibrio”, calcularemos la amplitud de las mismas en "incrementales", si
nos interesa saber si se chocara con una valla al llegar a 0.3 radianas, entonces nos interesaran las
unidades "absolutas".

Comentarios finales: ¢ linealizacion por cambio de variable (inversion de
no-linealidad)?

En el cédigo de arriba se ha seguido, "sin hacerse preguntas filoséficas”, la metodologia estandar de
linealizacion.

Pero, dado que la entrada siempre sale como a)(z), podriamos haber pensado en hacer un cambio de
variable y haber llamado v := a)é, donde V'sera la nueva entrada porque si @y puede tener un valor
arbitrario, también lo podra tener V (bueno, debe ser positivo).

El resultado seria un modelo:



syms v real
Modelo2=subs (dEstado dt,omega 072, v)
Modelo2 =

1

vcos(d) (4sin(@) +3) 49sin@) 2w
4 20 5

Obviamente, seguiria siendo no lineal por los senos y cosenos de @ y por el producto vcos(6), pero
al menos una causa de error (cambiar parabola por recta) la habriamos eliminado.

Es una opcion RECOMENDADA, pues, seguir este camino, en muchos casos.

Obviamente, quedaria pendiente linealizar el resto de la dinamica, esto es:
A2=eval (subs (jacobian (Modelo2,Estado), {omega 1,theta,v}, {0, theta PF,omega Onominalf2}))

A2 =
0 1.0000
-1.9447 -0.4000

B2=eval (subs (jacobian (Modelo2,v), {omega 1, theta,v}, {0,theta PF,omega Onominal”2}))

B2 =

0.9628

*El probema es que en aplicaciones de control o filtrado podrian ser necesarios bloques que
hicieran cuadrados o raices cuadradas; por ejemplo, si para posicionar en cierto "angulo deseado”

calculamos que se necesita v = 2, ello implica wo = \/5

Esto no es problema si es implementado tecnolégicamente como "control por computador" o
"procesado digital de sefial", pero podria serlo si la l6gica debe ser realizada con "electronica
analdgica" o "electromecanica" (circuitos y amplificadores lineales, palancas, ...). En un examen de
"lapiz y papel" preguntad al profesor si el truco del "cambio de variable" esta o no permitido en la
resolucion.



