Modelado dindmico de un tiovivo (2GL, Euler Lagrange)

© 2024, Antonio Sala Piqueras, Universitat Politécnica de Valencia. Todos los derechos
reservados.

Este codigo funcioné con Matlab R2022b
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Presentaciones en video:

https://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovEL.html
https://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovEL2.html

https://personales.upv.es/asala/YT/V/tiovELsim.html

Objetivos: Comprender el modelado fisico de un tiovivo como la figura, y su simulacion. En

concreto, abordaremos el caso 2 grados de libertad con ecuaciones Euler-Lagrange de la
dinamica.
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syms phi theta real %grados de libertad para describir el movimiento
syms R 0O L Mg I 0 real
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assume (M>0), assume (g>0), assume(I 0>0), assume(L>0), assume(R 0>0)
%ayuda para symbolic toolbox

Cinematica

R=R 0O+L*sin(theta); %Distancia masa al eje de rotacidn central
x=R*cos (phi) ;

y=R*sin (phi) ;

z=L* (1l-cos (theta)); %z=0 es el equilibrio vertical inferior cuando
no se mueve

r=[x;y;z]
cos(¢) (Ro+ L sin(d))
sin(¢p) (Ro + L sin(9))
—L (cos(@) —1)

syms omega 0 omega 1 real %vels ang. dot phi dot theta
syms alpha 0 alpha 1 real %acels. ddot phi ddot theta
g=[phi; thetal]; v g=[omega O;omega 1]; a g=[alpha 0;alpha 1];

v( ')_@_Q.@_ﬂ. ;
V=9 T 0oq dt " aq
veloc = jacobian(r,q)*v_g %dr/dt
veloc =

L wq cos(¢h) cos(0) — wo sin(¢h) (Ro + L sin(H))
wo cos(¢p) (Ro+ L sin(@)) + L w; cos(@) sin(¢)
L w1 sin(0)

Si quisiéramos calcular la aceleracién de la masa suspendida en funcion de posicién,
velocidad y aceleraciones angulares, saldria:

a( ; ~)__43E__Qﬁi_.QK. '+_QK."—.<QX QK). q
PEL= ™ da " og 0T \ag 0! "\

acel = simplify( jacobian(veloc, [g; v_gl)*[v_g; a gq] ) %d2r/dt"2

acel =
L o) cos(¢p) cos(@) — wg (@wp cos(¢p) o1 + L w; cos(d) sin(¢h)) — ag sin(¢p) o1 — w1 (L wg cos(8) sin(¢h) + L «
w1 (L wocos(¢) cos(@) — L wq sin(¢h) sin(@)) — wo (wo sin(¢ph) o1 — L w1 cos(¢) cos(0)) + ap cos(¢p) o1 + L
L (cos(®) w* + a; sin(9))

where

o1 = Ry + L sin(0)



*Nota: esta aceleracion NO es necesaria para obtener las ecuaciones con la metodologia
Euler-Lagrange.

Energias y ecs. movimiento Euler-Lagrange
T=simplify( 0.5*M* (veloc'*veloc) + 0.5*I O*omega 072, 100) 3kinetic
enerqgy
T =

2 2 o: 2 2 2 2 2 2
ML a)g sm(9) +ML2601 +MLRoa)02sin(9)+MRg (O Iog)()

V=M*g*z S%Spotential energy

v=—-LMg (cos(@)—1)

Lagrangian=T-V;

Calculemos p(q, q) = a—L
0q

p = simplify( jacobian(Lagrangian,v g) ) %momentum generalizado
p = (wo (M L?sin(@)*+2M LRosin(0) + M Ry>+1o) L*M w)
Las ecuaciones Euler Lagrange para cada coordenada ¢; son:

di oL _
dt aq,-_

Tj

donde, aplicando regla de la cadena:

dpi _pi . OPi . (90 opi) (4
dt ~og 10 1" \og aq) \§

dpdt = simplify(jacobian(p, [g;v_gl])*[v_g;a qgl]);

syms tau real %par motor en tiovivo

$pongo en "columna" cada ec. movimiento g i

EcsMovimiento = (dpdt - jacobian (Lagrangian,q) '==[tau;0]) S%Euler-
Lagrange

EcsMovimiento =
ao (M L?sin(0)* + 2 M L Rosin() + M Ro* + Io) + L M wo w1 (2 Rocos(8) + 2 L cos(6) sin(9)) = ¢
—M cos(0) sin(0) L? wo*> + M a; L*> — M Ry cos(0) L wo> + M gsin(@) L =0

Que podemos reescribir como M(g)g =t — C(q, 9)g + G(q)



(Io+ M(Ry+ Lsin®)®) - ag =7 — 2M(Ry + L sin0)L cos 6 - wyw; Y%plataforma
ML?. ay = —MgLsin0 + Ma)g(Ro + Lsin@)Lcosd  %masa suspendida

MatrizDeMasa = simplify(jacobian (lhs (EcsMovimiento),a q))

MatrizDeMasa =
(M L*sin(@)> +2M L Rysin(@) + M Ry>+1p 0 )
0 L*M

Casos particulares
1.- Longitud suspendida cero
simplify (subs (EcsMovimiento,L,0))

ans =

(ao (M Ro*+1o) = T)

symtrue

gueda un modelo de 1GL con inercia equivalente Iy + MR(Z).

2.- R0=0, 10=0, tau=0, péndulo articulado esférico
simplify (subs (EcsMovimiento, {R 0,I 0O, tau},{0,0,0}))
ans =
g € ZV a0 5in(9) + 2 wo w; cos(6) = 0

L w¢*sin(260) =2 L a; + 2 g sin(0)

3.- Oscilaciéon columpio con velocidad tiovivo "forzada™
Es el modelo visto en otros videos:

ML?a; = —MgLsin@ + Ma}(Ry+ Lsin0)L cos 6,

par causado por peso y fuerza centrifuga, mirando solo la segunda ecuacién de
movimiento. Si fijamos w(t) forzandolo a valer la trayectoria de velocidad de referencia

. . - . dam
gue se desee, la primera ecuacion de movimiento daria, sustituyendo ag = TR el par en

funcion del tiempo necesario para mantener el perfil de velocidad deseado.



Este tipo de calculo esta detras de metodologias de "par calculado” en control dinamico de
robots.

Forma Normalizada (ecs. en variables de estado)

Estado=[phi; theta; omega 0; omega 1];
acels=solve (EcsMovimiento,a q); %despejar aceleraciones
EcEstadod4=simplify([omega 0O;omega 1l;acels.alpha 0O;acels.alpha 1])
EcEstado4 =

wo

w1
2 M wowi cos(6) sin(@) L* + 2 M Ry wo w1 cos(d) L — ¢

M L*sin(0)* +2 M L Ry sin(0) + M Ro* + I

Ro wo® cos(0) — g sin(0) + L wo” cos(6) sin(6)
L




