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Introduccién

Seccién 1

Introduccidn

Video-presentacion disponible en http://personales.upv.es/asala/YT/V/rol.html
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Introduccién

Necesidad de reducir orden

@ Modelos fisicos pueden ser de orden elevado: elementos
finitOS, Orden - 2000 o Dificil de “entender” .

@ Modelos “experimentales” pueden tener FdTs muy parecidas
(p.ej., [1/(s+1) 1/(s+1,04)]) en diferentes elementos de la MdT.
e Modelos con miltiples escalas de tiempo son lentos de simular

(paso de integracién depende de la dindmica mas rapida, “stiff’ differential equations).

e Un modelo complejo resulta en controladores de orden elevado.

o El resultado puede ser “fragil”: especializado en detalles del
modelo dificiles de modelar con exactitud.

e Ejemplo: control de robot cancelando las vibraciones (audibles) de
200 Hz de una articulacién modelada como “instrumento musical de

s
PEercusion . Funciona en simulacién, pero el actuador “practico” no tiene ese ancho de banda.

4 A. Sala AI’-DISA. Universitat Politecnica de Valencia



Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Introduccién

Enfoques

Modelo G,eq(s) para que el “error’” e(s) = Ge(s) — Greq(s) sea
“pequeio” cuando:

e Entradas “baja frecuencia”
e Entradas ruido
o Entradas "worst-case”
Algunas variables son mas importantes que otras:

@ Necesario escalado previo: para ponderar adecuadamente las
distintas amplitudes/varianzas de las entradas y los distintos
requerimientos de precision del modelo en diferentes salidas.
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Introduccién

Reduccién de repr. en vbles estado

@ Los sensores observan la energia interna de los elementos
capaces de almacenarla (vbles estado).

@ Los actuadores modifican dicha energia interna.

@ Se debe tener variables de estado que sean capaces
simultaneamente de ser “cargadas” de energia
(“controlabilidad”) y que dicha energia “afecte” a las salidas
que se miden o controlan (“observabilidad™).

o Generalizar el concepto de “realizacién minima” (SI/NO
controlable/observable) a algo “gradual”?
@ Las variables de estado de un modelado experimental
(identificacién entrada-salida) NO tienen significado fisico en
general.
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Técnicas de reduccion de modelos

Seccién 2

Técnicas de reduccion de modelos
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Técnicas de reduccion de modelos

Marco general

Sea un sistema:
d (xq Al A (x B:
el — 1
dt <X2> <A21 A ) \0) T\B,) Y )

y=(G G) <X1> + Du (2)

X2

donde se desea eliminar los estados del grupo “2" xs.

Previamente: haber particionado x; y x de acuerdo a algtn
criterio. [Luego se verd]
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Marco general

Sea un sistema:
d (xq Al A (x B:
el — 1
dt <X2> <A21 A ) \0) T\B,) Y )

y=(G G) <X1> + Du (2)

X2

donde se desea eliminar los estados del grupo “2" xs.

Previamente: haber particionado x; y x de acuerdo a algtn

criterio. [Luego se verd]
Paso 1: Suponer estacionario en x». *Nota: Az debe ser estable
Paso 2: Despejar x, = H(x1, u) y sustituir en las ecuaciones del
grupo 1.
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Detalle:

Estacionario para los estados en el grupo “2":
o Al A B
a | — 1 12 (x) ( 1> u 3
(5)-(a 2 ()= @) o

y=(G G) <2) + Du (4)
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Detalle:

Estacionario para los estados en el grupo “2":

(F)-(n -G o

~ (G c2)< )+D (4)

Se tiene:
—Aopoxo = Aoixy + Bou = xp = —A;;(Azlxl + Bzu)
con lo que el modelo reducido queda:
dx _ _
dtl (A1 A12A221A21)X1 + (Bl — A12A221 Bz)u (5)

= (Cl — C2A2_21A21)X1 + (D — C2A2_21 BQ)U (6)

Matlab: En un sistema con orden total 5, y Ay de dimensién 3 x 3,
eliminar esos tres estados se haria con:
sysreducido=modred(sys, [3 4 5]);.
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccion Modal.

Subseccién 1

Reduccion Modal.

Video-presentacién disponible en http://personales.upv.es/asala/YT/V/romo.html
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccion Modal.

Reducciéon modal: forma diagonal

Considérese un sistema

X = Ax + Bu (7)
y = Cx+ Du (8)
y obténgase [V,D]=eig(A), de modo que A= VDV~!y D sea

una matriz [ver diagonalizacién de matrices], con los polos del
sistema en la diagonal.
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccion Modal.

Ordenacién de polos
Un sistema con un polo real en —o (izquierda) o con un par de
polos complejos en —o =+ wpj (dcha):

A B
2 (9)
s+o (s+0)?+w3

tiene un tiempo de establecimiento t. = 4/0, y frecuencia de
oscilaciones (frecuencia propia) de wp (en el caso derecho).
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccion Modal.

Ordenacién de polos

Un sistema con un polo real en —o (izquierda) o con un par de
polos complejos en —o =+ wpj (dcha):

A B
s+o (s +0) 4+ w3

(9)

tiene un tiempo de establecimiento t. = 4/0, y frecuencia de
oscilaciones (frecuencia propia) de wp (en el caso derecho).

Propuesta: Eliminar polos répidos (parte real o grande) o/y de
alta frecuencia (parte imaginaria w, grande).

@ Si D estd ordenada por médulo de los polos

(wn = /0% 4 w3), eliminar los de w, alta.

* Error pequefio si las entradas varian lentamente (baja frecuencia).
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccion Modal.

Reduccion modal calculo

@ Modelo en MdT: Descomponer en fracciones simples, de tipo

M _ Ms + N
(S T O—)P (raices reales) (52 T 2€wns T w%)q

(raices complejas conjugadas)

e Eliminar fracciones con o o con w, por encima de un umbral;
para no cambiar ganancia, mantener constante M/oP o N/w?.

*El resultado es muy parecido a mantener la ganancia de los
elementos a eliminar si estd en forma zpk:

30 30 03
(s+1)(s+100) ~ (s+1)100 s+1
30 0303 0,303 _ 0,303  —0,303

(s+1)(s+100)  s+1  s+100 s+1 100
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos
Reduccion Modal.

Reduccion modal calculo

@ A partir de la interna. Pasar a forma candnica diagonal con
[V,Dl=eig(h), Xpew = V~!x,4. Luego, para evitar matrices

A, B, C con complejos, los pares de polos complejos deben
representarse como

§1+ &os X = (—_(j C_uf;) X+ <(1)> u
(s + 02) + w? = g (10)
g y= (% @)x+()u

e [G1,G2] = freqsep(G,cut) (Control System Tbx.).(modreal RCT)

e El pardmetro cut es la frecuencia de corte deseada de G
(modelo reducido). G = G1+ G2, de modo que G2 es el error.
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccion Modal.

Aplicaciones

@ Tipicamente, en ingenieria mecdnica en sistemas a gran escala
(modos de vibracién “dominantes”).

@ En problemas de control asociados: estructuras flexibles.
@ Pequena escala: aproximacién de modelos para control
“sencillo” eliminando polos rapidos
s+ 2 N s+ 2
(s +10)(s2 + 30 % s + 352)(s + 0,6)2  10-352- (s + 0,6)2
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Subseccién 2

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Video-presentacién disponible en http://personales.upv.es/asala/YT/V/robal.html
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Realizacién “equilibrada” SISO

Un sistema puede ser muy “controlable” (izquierda) o muy
“observable” (dcha):

{x = (—2) x + (1000) u {x = (—2) x + (0,004) u

y = (0,004) x + (0) u y = (1000) x + (0) u

y ambos tienen una representacién entrada/salida FdT idéntica:
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Realizacién “equilibrada” SISO

Un sistema puede ser muy “controlable” (izquierda) o muy
“observable” (dcha):

{x = (—2) x + (1000) u {x = (—2) x + (0,004) u

y = (0,004) x + (0) u = (1000) x + (0) u

y ambos tienen una representacién entrada/salida FdT idéntica:

@ Realizacion “equilibrada”:
{k = (— ) (2) u
y=(2)x+ (0)u
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Realizacién equilibrada, caso general

Gramianos de controlabilidad y observabilidad
(para més detalles, ver http:personales.upv.es/asala/YT/V/ctrb.html, obsv.html, obsm.html)
e Controlabilidad: Gc = gram(sys,’c’).

e Una accién de control de norma unitaria ffoo u"u=1 nunca
podra sacar al estado x(0) del elipsoide x(0)"(G¢)~1x(0) < 1.

o Observabilidad: Gob = gram(sys,’0’).

o Un estado inicial x(0) tal que x(0)7x(0) < 1 dar4 una salida

que verificard [~y Ty = x(0)" Gx(0).

Factorizacion de Choleski: Toda matriz W > 0 se puede expresar

como W = Q7Q. Q7 Q
—~ —
@ En efecto, W = VDVT = vv/D-vVDVT Matlab: Q=chol (W) ;
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Realizacion equilibrada
Sea
“=Q/Qc, GP*=0QJQ,
@ Expresando con valores/vectores propios
CQOTQOQCT = VX2VT se obtienen en la matriz
diagonal ¥ los Hankel singular values (ordenados).
= simétrica — V ortogonal, VT V = I.
o Consideremos ahora el cambio de variable x = Q/ VX ~1/2%.
En esas nuevas coordenadas, el gramiano de controlabilidad
queda igual a X:

T(Gc)ilX:X (Q Qc) X*XTQ lQ =
FTE VT QR)QITQIT(QRI VET2R) = x(5) &
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Realizacion equilibrada
Sea
“=Q/Qc, GP*=0QJQ,
@ Expresando con valores/vectores propios
CQOTQOQCT = VX2VT se obtienen en la matriz
diagonal ¥ los Hankel singular values (ordenados).
= simétrica — V ortogonal, VT V = I.
o Consideremos ahora el cambio de variable x = Q/ VX ~1/2%.
En esas nuevas coordenadas, el gramiano de controlabilidad
queda igual a X:

T(Gc)ilX:X (Q Qc) X*XTQ lQ =
FTE2VTQ)QTQT(QIVET2R) = x(5)
y el de observabilidad también es igual a >:
xTGP =xTQI Qox = (R]TEY2VTQ)QI Qo(QT VE~Y28) =
(T Y2y Tvs2vTvy—1/28) = 238
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Realizaciéon equilibrada en MATLAB

@ hsv = hsvd(sys). Calcula los Hankel singular values
(diagonal de X).
e Valores bajos indican estados que las entradas pueden mover
“poco” y, de todas formas, las salidas son también “poco
afectadas” por esos movimientos, de haberlos.

o [sysb, gl= balreal(sys) . Devuelve la realizacién
equilibrada sysb junto con los valores singulares (en g).

El control system toolbox tiene una ‘model reducer app’ , con
interfaz interactiva.
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos
Reduccién equilibrada (balanced model reduction)

Modelos reducidos

@ rsys = balred(sys,R) devuelve en rsys sélo los primeros
“R" estados de la realizacidn equilibrada, eliminando el resto.

*Definamos ||el|2 = \/fooo e(t)Te(t)dt, y andlogamente con ||ul|2.

Teorema (Cota de error —peor caso—)

Si el error e(t) es la salida de (sys — rsys) ante la entrada u(t) y
x(0) = 0, puede probarse* que ||e|l2 < 2||ull2> g, 0i-

Con la definicién de norma infinito de un sistema y = Gu como
1Glloo := SUp|y)0 HZHE podemos equivalentemente decir que

n
[sys — rsys]|eo < 2 Z o
i=R+1
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Introduccién a la Reduccién de Modelos Lineales

Técnicas de reduccion de modelos

Otras técnicas de reducir modelos

Otras opciones

Un ejemplo en Matlab de aplicacién de reducciones modal y equilibrada

puede visionarse en http://personales.upv.es/asala/YT/V/roml.html

Robust control toolbox:
@ Para sistemas inestables GRED = ncfmr(G,order).

e Para minimizar error “relativo” ||e||/||y]|, en vez de
“absoluto” ||le||, GRED = bstmr(G,order).

@ Reduccién de modelos ponderando un rango de frecuencias.
[GRED,redinfo] =
reduce(G,order, ’Weights’,{Woutoput Winput})

Aparte, mas técnicas para sistemas no lineales, técnicas
computacionalmente répidas para sistemas a “gran escala” (decenas de
miles de estados), reduccién para acelerar simulacién, ...
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