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Introduccidén

Motivacion:
@ Expresar la accién de una matriz de forma “simple”
(escalado—ganancia, rotacién—cambio de coordenadas)

Objetivo:
@ Calcular la descomposicidn, interpretarla, y comprender sus
consecuencias.

Contenido:

@ Teorema de descomposicidn, cdlculo mediante diagonalizacidn,
interpretacion geométrica, rango de matrices experimentales, inversa
y pseudoinversa.
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SVD completo (full SVD)

Teorema

Toda Matriz A,xm puede expresarse como

A= Un><n : Sn><m : VT

e U,.,, V.., son matrices ortogonales, esto es UTU = I, ,,
ViV =1,.,.

@ S es diagonal con r elementos positivos en la diagonal, siendo r el
rango de la matriz, y el resto cero.

Demostracién: personales.upv.es/asala/videos/svd1.html
[3] A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia
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Calculo

AAT = (USVT)(VSTUT) = USSTUT.
@ U es la matriz (ortogonal) de autovectores de la matriz simétrica
AAT, y la diag. de S contiene la raiz cuadrada de sus autovalores.

ATA=(VSTUT)(USVT) = VSTSVT,
@ V es la matriz (ortogonal) de autovectores de la matriz simétrica
ATA, y S contiene la raiz cuadrada de sus autovalores.

Matlab: [U,S,V]=svd(A)

*[U,S,V]=svd (A, ’econ’) devuelve la descomposicién “econémica” donde los
elementos de diag(S) nulos son eliminados, asi como las columnas de Uy V que iban
multiplicadas por ellos. Si A tiene rango r, la descomposicién es

_ T
A= Un><r ! Sr><r %

rxm-
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Interpretacion Geométrica

Si x es paralelo a la columna “i" de V, siendo o; := s;; (diag. de S ordenada de

mayor a menor), 0

0

0 .

L . 0

Vix=|]w—~ SVix=|oilx]

pos. i 0

0 .

: 0
0

la salida y = Ax = USV " x tiene la direccién del vector en la columna i
de la matriz U, y el tamafio oj||x||.

El efecto ante un x arbitrario es la superposicién de ese redireccionamiento y escalado,
a cada componente en la base V de direcciones de entrada.

La mayor “amplificacion” se dara con x en la direccién de la primera columna

. de V y la ganancia maxima sera o;.
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Rango de una matriz
El rango de una matriz es el niimero de valores singulares no nulos.

123 X 1.01 1.99 3.01
Acdean= 14 5 6 A= 4 499 6.01
7 89 6.99 8 9.01

Aclean tiene rango 2, porque (fila 1)-2 *(fila 2)+(fila 3)=0. Medidas
experimentales A resultan en Matlab:

rank (Agorro)

ans = 3

svd (Agorro)

ans = 16.85, 1.06, 0.005

*Una direccién (o3) tiene ganancia 200 veces mas pequefia que la siguiente... posiblemente sea realmente “cero” y el
0.005 sea por “ruido experimental”.

A. Sala AI2-DISA. Universitat Politecnica de Valencia =} = = =
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Inversa y Pseudoinversa
La inversa se obtiene con el SVD invirtiendo S. Sea A cuadrada n X n,

de rango n: _ _
& A=USVT Al=vs1iyT
@ En efecto, (USVT) - (VSTIUT) = 1.

La pseudoinversa (problemas de minimos cuadrados) A se obtiene a
partir del SVD invirtiendo sélo los r valores singulares no nulos:

> 0
An m — YUnxn - [ o ] ) Vn77— m
- . 0 0 nxm )

. . + /r><r
Se tiene: AAT = U[ 0 o0
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Conclusiones

@ Descomposicién en producto de matrices ortogonales (direcciones
principales de salida y entrada, rotaciones) y diagonales (escalado).

@ Se calcula resolviendo problemas de autovalores y autovectores
(eficiente).

@ Concepto de ganancia maxima.

@ Determinacién de rango “practico” en matrices con ruido, relacién
con férmulas de inversas y pseudoinversas.

@ Los resultados son muy usados en estadistica, informatica e ingenieria.
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