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Minimos cuadrados: tres interpretaciones (caso multivariable)

Presentacion

Motivacion:

Las férmulas de minimos cuadrados pueden ser obtenidas como
resultado de una optimizacién, de unas operaciones con matrices
pseudoinversas, de inferencia estadistica.

Objetivos:
Comprender las relaciones entre las tres interpretaciones del
significado del éptimo minimo-cuadratico.

Contenidos:

Interpretacién determinista (optimizacidn). Interpretacién geométrica
(proyeccién ortogonal). Interpretacién estadistica (minima correlacién,
minima varianza de error). Conclusiones.
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| Minimos cuadrados: interpretacién determinista

Objetivo: obtener un modelo que permita predecir y, .1 a partir

de X1, en la forma  ypredic = @,y - X, considerando x

medible. Denotemos error como e = (y — Ypredic)-

Minimos cuadrados con N datos (trasladados a media cero):
<minimizar

JO) =130 elen =101k — Ox) T (v — Ox¢) >
N—_————

px1
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[4]

Solucién del problema de optimizacién

El problema puede entenderse como p problemas de minimos
cuadrados escalares, o sélo uno, considerando un “vector” de
pardmetros 0. (,.,), poniendo todas las filas de © una detrds de

otra. JI(G)[I])

N

En efecto, J(©) = Y0 X0, €2 = S0 | D (i — ©l1x)?
k=1

donde Ol es Ia fila i de ©. '

Como los parametros a ajustar en cada J;(®l) son diferentes, el

minimo del problema completo es la suma de los minimos de cada

problema individual J;(©!).

Haciendo las manipulaciones adecuadas, se tiene:
-1

- N T N T
Oopt, prm = (Zk:l YkXy ) ) <Zk:1 Xk X )
pxXm m
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s
Il Minimos cuadrados: interpretacién geométrica

Si se construye matriz de datos Xy, vector de salidas Y,xn
tenemos:

N N
Z XX = XxxT, Z yix = yxT’
k=1 k=1

mxm pxXm

denotemos la matriz de error E,. y := (Y — ©X), con elementos e; .
Jix1 =0, Y, e = ||E||7 = traza (EET)
Oopt, prem = YXT(XXT)™1 = yx1

> Todas las filas de la matriz £ son ortogonales a todas las
filas de la aproximacion Y = @,,:X, esto es, E - Y'=0

e el
En efecto: o =

—_—— —_——
(Y = @optX)pn - (XTOLe) ., = (Y = YXT(XXT) 7 X)-XT (XXT) 7' XYT =
YXT(XXT)TIXYT — yXT(XXT)IXXT(XXT)TIXYT = 0,5
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[6]

Il Minimos cuadrados: interpretacién geométrica

matriz de proyeccién

R /_/%
» La aproximacién Y = 0, X = Y X" (XXT)71X esla
“proyeccion ortogonal” de Y7, sobre el subespacio
m-dimensional generado por las filas de X.

5 Y

—~— =
Y = (Y — OgpeX) + Ogpe X, expresada como suma de dos matrices ortogonales
(EYT = 0,xp), una matriz Y cuyas filas son combinacién lineal de filas de X,
y otra (E) cuyas filas son perpendiculares las de X.

EXT = (Y = @opuX)XT = YXT — (YXT(XXT) ' X)XT =0

Es unaA“proyeccién” porque la “proyeccién de la proyeccién” ya no cambia
nada: Y- XT(XXT)7IX = YXT(XXT)' X - XT(XX")' X =Y

(©2018, Antonio Sala AI2_DISA. Universitat Politecnica de Valencia



Minimos cuadrados: tres interpretaciones (caso multivariable)

e
I1l Minimos cuadrados: interpretaciéon estadistica

Matrices de varianzas-covarianzas relacionadas muestrales, considerando

X, y variables incrementales, esto es, restando su media muestral:

N
1 1
ZXX = E[XXT] = m ZXkaT = mXXT
k=1 mxm
1 & 1
T T T
ZyX:E[yX ]: mZkak :mYX
k=1 pxXm
1 N
Zex = E[eXT] = m Z ekX/Z—
k=1 pxXm
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I1l Minimos cuadrados: interpretaciéon estadistica

=)
Oopt, prm =YXT(XXT)1 = YXT L (ﬁ) (XXT)1= ¥, 55}
Modelo éptimo minimos cuadrados < d@ =0 &

Y ex = 0, covarianza (muestat)y entre “error” y “datos entrada” es cero.

Prediccién éptima en sentido “estadistico” (error no correlado con
regresores, expresion en funcién de matrices de varianza-covarianza)
coincide con éptimo “determinista” de minimos cuadrados (si datos
tienen media 0)... y, también volviendo a estadistica, con minimizacion de
la variacién total del error VT := ming traza(E(ee’)).
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[9]

Conclusiones

@ El problema de minimos cuadrados tiene interpretacion
determinista como optimizacién de un indice de coste
(derivadas parciales igual a cero). Ajuste de parémetros

e También, interpretacién geométrica como: (a) error
ortogonal a aproximacién, (b) aproximacion es la proyeccién
ortogonal de medidas sobre subespacio de regresores.

Identificacién subespacio

e Por dltimo, interpretacién estadistica como: (a) error no
tiene correlacion (muestral) con regresores, (b) minimizacién
de variacion total del error.

Identificacién con ruido, filtro de Kalman, minima varianza
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