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Ganancia maxima y Minima; Condicionamiento Numérico

(2]

Problema a resolver

Muchas facetas de ingenieria requieren resolver sistemas lineales,
optimizacién lineal, etc., entre ellas la ingenieria de control.

Objetivo:
@ Determinar “sensibilidad” de los resultados a:

o Cambios en las entradas
@ Cambios en los pardmetros de un modelo.

@ Si dicha sensibilidad es alta, el resultado no es lo
suficientemente robusto.

Contenido

@ Ejemplos de motivacién, Normas de vectores, Ganancia
mdxima y minima de una matriz, Condicionamiento.
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Ejemplo

@ Determinado modelo fisico produce el modelo

n . 3 2 u
) \ 6 =5 Uo
@ ;Es “robusto”?

@ jun cambio pequefio en “y” produce un cambio pequefo en “u”?
@ jun cambio de 3 a 3.05 en a;; es importante?
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e inv(A)*2; 2] =
0.5185
0.2222
e inv(A)*[2.05; 2] =
0.5278
0.2333

Cambios pequeiios en ‘“y"
resolverlo.

NO afectan mucho al resultado de
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Ejemplo no robusto:

o A=
3.0000 2.0000
6.0000 4.2500
e inv(A)*[4; 8]
ans =
1.3333
0
e inv(A)*[3.9; 8.05]
ans =
0.6333
1.0000

Cambios pequeiios en los datos producen cambios grandes en la

.7
solucidn.
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Ejemplo no robusto (2):

El objetivo es obtener u tal que y = Au = [8; —4], o sesa
u=Aly.
® Ureo = ALy =inv([3 2;6 4.25])*[8; -4]=
56.0000
-80.0000
o i = A1y =inv([3 2;6 4.15])*[8; -4] =
91.5556
-133.3333

Si se usa la segunda solucién 4 = (91.55, —133.33) obtenida con
un modelo “imperfecto” (coef. 4.15) en el modelo “real” (coef.
4.25), se obtiene A,y x 0 = [8, —17].
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Cémo detectar el problema?

Si, para ciertos vectores upig, Aupig €s “grande” (tamafo 100)
Si, para ciertos vectores usy,, Ausy es “pequeiio” (tamafio 1)
Entonces A  (Usm + 0.01 * upjg) = A * Ugm + 0.01 % A x upjg
El término 0.01 * upjy puede ser “ruido” (imprecisién en usp).
El error 0.01Aup;, tiene tamafio 1, comparable a A * ugp,

Pequenos errores en algunos calculos producen resultados con
100% de error.

@ Comprobar si tamafio A x u es muy diferente segln la
“direccion” de u.
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Normas de vectores

@ el “tamano” de entradas y salidas se determinara con la
norma euclidea

ul| ;== /u?+ U2+ ...
@ En notacién vectorial:
Jull = VuTu
@ La norma preserva la multiplicacién por escalar:

[2ul] = 2[|u]
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Ganancia maxima y minima de una matriz

Dado que A% 2% u = 2% A % u, sélo nos interesan los vectores u de norma unidad. El

resto, puro escalado proporcional.
@ Definicién de ganancia maxima y minima:
(A) := max ||Au||

flull=1
a(A) = |m\in1 | Aul|

Verifica: a(A) - ||u]| < ||Aul| < T(A) - ||u]|

@ Numero de condicidn:
a(A)

Y(A) = o(A)

Cémo se calcula: T(A) = \/Amax(ATA), a(A) = \/Amin(ATA).

Matlab: svd, cond.
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Condicionamiento numérico

Sea Ax = b. El maximo error relativo debido a incertidumbre en
x, 0b = A(x + 6x) — b = Adx es:

98] _ oy WA _ max |Adx] _ T(Aox] __ o l16x]
Tl [Ax]] = “min [Ax] ~ 2(A)] I

Obviamente, el minimo se da en las direcciones de entrada x asociadas a
bajas ganancias; en las direcciones de alta ganancia el resultado es mas
confiable.
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Ejemplo

Las matrices consideradas anteriormente eran una “buena” [3 2;6
-5] y una "mala”: [3 2; 6 4.25].
En efecto:

cond([3 2;6 -5])
ans =
2.3073

cond([3 2; 6 4.25])
ans =
89.4055
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Consideraciones en control

@ Los puntos de operacién deben estar calculados de modo que
@ la ganancia minima de un proceso sea suficiente para alcanzarlos sin

saturar,
@ El condicionamiento numérico sea adecuado (robustez).

@ Si el nimero de condicién es alto, los resultados no son de
confianza en las direcciones de poca ganancia.

e Ganancia min 1, max 20: Un error relativo del 5% puede convertirse
en un 100% de error en los resultados.
@ Si el ndmero de condicién es alto, pequefios cambios en el modelo
producen grandes cambios en los resultados.
@ Modelos multivariables experimentales (5% error en sensores,
parametros) con « > 20 son inutilizables: funcionan en
teoria pero en la practica obtienen resultados muy distintos.
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Ejercicio propuesto

Planta G y modelo G:
1 87.8 —86.4
6= 75511 <108.2 —109.6)
A 1 87 —88
¢) = 76511 (108 —108)
e Comprobar condicionamiento de la matriz de ganancia G(0)

e Comprobar si G(0)G(0)~! ~ / o no...

@ Si NO es el caso, ninglin control con G funcionard bien en la realidad
con G.
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