:’ I\ Examen de Ecuaciones Diferenciales.
Dvenaias et B.T.S.1. Telecomunicacién. Junio 2003.

Problema 1 Considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

!/

T 0 011 T t
y| 0001 Y 0
z| |1 100 z + et |- (1)
U 01 00 U 0

1. Resuélvase el sistema (1).

2. Obténgase la solucién de (1) si 2(0) = y(0) = 2(0) = u(0) = 0.
Considérese ahora X(t) e Y (t) vectores columnas con n componentes y A, B matrices
cuadradas constantes de tamano n x n.
3. Supéngase que X (t) = eMv e Y(t) = e'v cumplen X' = AY, Y’ = BX, donde
A € IRy v es un vector constante no nulo columna de IR". Pruébese que A es

un valor propio de A. ;Qué relacién hay para B y u? jAyuda esto para resolver el
apartado 17

PUNTUACION: 1 =7 puntos, 2 = 1 punto , 3 = 2 puntos.

Problema 2 Considérese la ecuaciéon
y'+ky +4y =0. (2)

1. Calciilese el valor de k para que la ecuacién (2) tenga un sistema fundamental de
soluciones (una base del conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea) formado
por las funciones

yl(x) = €2m7 y2($) = l'€2$7
y resuélvase, para este valor de k, la ecuacion diferencial
€2m
Y+ ky +dy = :

T+

1
2. Resuélvase el problema formado por la ecuacién (2) para k = 0 con las condiciones
de frontera
) =1, y@2) =3,
usando discretizacion con diferencias finitas en 4 subintervalos de la misma longitud.
Resuélvase dicho problema de forma exacta y comparense los resultados.

3. Para un valor concreto de k la ecuacién (2) tiene como solucién y(z) = xe .

Obténgase otra solucién de (2) independiente de y; por el método de reduccién del
orden.

PUNTUACION: 1 = 4 puntos, 2 = 4 puntos , 3 = 2 puntos.



Solucion esquematica.
Problema 1

1. Los valores propios de la matriz del sistema son A = +1 (doble cada uno de ellos).
Los vectores propios asociados a A = 1 son L{(1,0,1,0)} y los asociados a A = —1
son L{(1,0,—1,0)}. Como m.a.(£1) # m.g.(£1), entonces la matriz del sistema no
es diagonalizable y hay que acudir a la forma de Jordan.

0011 10 1 0 11 0 0
000 1| oot o |01 0 -1 lo1 0 o
t1oo0|=% 0 9T 101 ol T o0 -1
0100 01 0 1 00 0 -1

Luego, si vy, v, v3,v4 son las cuatro columnas de S, entonces
_ ot ot t I ot —t
Y =¢€v, Yo=cvy+te'vy, Ys=evs, Yi=e ‘vg+te ‘vg

son 4 soluciones independientes del homogéneo. Luego la solucion general del ho-
mogéneo es

Y, = C1Y: + CsYs + 03}/3 + 04}/;1, Cz € R.
Para la particular conjeturo Y, = @ + bt + ce*, donde @, l;, ¢ € IR*. Como el sistema
no homogéneo se escribe Y/ = MY + 1t + ve*, donde 4 es el traspuesto de (1,0,0,0)
y U es el traspuesto de (0,0, 1,0), al substituir Y, en la no homogénea, obtenemos
b+ 2* = M(T + bt + @) + @t + ve™.

[gualando coeficientes

—

b=Ma, 0=Mb+id,  20=Mé+7.
Como u, v son conocidos, podemos resolver los sistemas anteriores obteniendo
i=(-1,0,0,00, b=(0,0,—1,0) ¢&=(1/3,0,2/3,0)".
La solucion general es la solucién general de la homogénea més una particular.
2. Al substituir en la solucién general la condicién inicial z(0) = y(0) = 2(0) = u(0) =0

tenemos un sistema 4 x 4 donde las incégnitas son C1, . .. Cy. Tras resolverlo tenemos

Ch=Cy=0Cy=0,Cs=2/3.

3. Como X (t) = eMv e Y (t) = e#v cumplen X' = AY, Y’ = BX, al substituir tenemos
XMy = Aettv y pettv = BeMw. Al hacer t = 0 tenemos \v = Av y yv = Bv. Es
decir A\ es un valor propio de A y p es un valor propio de B.

Partiendo las matrices por bloques de esta manera:

T T
4 - = =[S
z z Y A O Y |-
U U

Tenemos X' = AY, Y’ = AX. El tnico valor propio de A es A = 1 con vector propio
(1,0). Este apartado sélo dice que €'(1,0, 1, 0) es solucién del homogéneo. Luego este
apartado ayuda a encontrar una soluciéon del homogéneo, pero no las 4 que posee.



Problema 2

1. Como e** y xe** son soluciones de y” + ky’ + 4 = 0 entonces A = 2 es una raiz doble
de A2 + kX + 4. Luego k = —4.

Se resuelve la no homogénea por variacién de pardmetros: Sea Y (z) =

Una particular de la no homogénea es Y, = M(x) [ M~'(z)B(x) dz, donde

2x 2x
Yy o y2 | | € xe B 0
M(x)_[yi yé‘|_[2€2x 62z+2x62m‘|7 B(@_[e%/(x—i—l)l
Ahora se puede hallar Y), y entonces una solucién particular de la no homogénea, sea
Yp, €s la primera componente de Y,. Por tanto la solucién general de la ecuacion no

homogénea es la general de la homogénea méas una particular. Es decir la solucion
es y(z) = c1€** + cowe®* + y,(x), para c1, ¢y constantes reales.

vl

2. El polinomio caracteristico de 3’ 4+ 4y = 0 es A +4 = 0 cuyas raices son A\ = +2i.
Luego la solucién general es

y(x) = ¢y cos(2z) + co sen(2x). (3)

Al substituir las condiciones de frontera tenemos el siguiente sistema lineal 2 x 2 (las
incégnitas son ¢; y ¢s)

3=19y(2) =1 cos(4) + ¢ sen(4)
1 =9(0) = 2¢,.

Que se resuelve y los valores de ¢; y ¢y se substituyen en (3).

Resolvamos el problema de forma aproximada por diferencias finitas. Se tiene h =
1/2. Sean yo =~ y(0), yi = y(1/2), v» = y(1), y3 = y(3/2), ya = y(2). El
planteamiento del sistema es

Yr—Y _ 4 Y221+ Y Ys — 2y2 + 1 Ya —2ys + 9o

h ’ h? h? h?

Que se puede resolver. Para efectuar la comparacion basta estudiar |y(z;) — y;| para
(20, 21,9, x3,24) = (0,1/2,1,3/2,2), donde y(x) es la solucién exacta obtenida pre-
viamente.

+4y1 =0, +4y2 =0, +4y3 = 0,y4 = 3.

3. Sea s(z) = ze~?*. Conjeturamos como solucién y = u- s, donde u es una funcién que
hay que hallar. Entonces, como 4’ = s'u + us’, " = s"u + 2s'u’ + su”, al substituir
b ) )
en la ecuacién homogénea se tiene

0=s"u+2su + su” + ks'u + ksu' + 4su = 2s'u’ + su” + ksu/’, (4)

puesto que s"u + ks'u + 4su = (8" + ks’ + 4s)u = 0 ya que s satisface la ecuacién
homogénea. Hacemos el cambio v' = u en (4) y tenemos 0 = (25’ + ks)v + sv’. Esta
es una ecuacion separable:

v’ ! 1 1

S
=720k = logv=-2logs—kr = v=_——5 =g

Como xe™2® cumple y” + ky’ +y = 0 entonces k = 4, luego v = 1/22. Y como v/ = v

entonces u = —1/x. Por tanto otra solucién independiente de y; es u - s = —e ™22,



